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PREFACIO

En virtud de que los trabajos de caracterizacidn y clasISxggaeioen
de flujos son de gran interés e importancia para quienes estudian los
sistemas dindmicos desde un punto de vista topoldgico, es decir, topo-
logia dindmica, asi como también para quienes los estudian como una
rama del Andlisis, particularmente dentro de las ecuaciones diferencia-
les, en este trabajo nos hemos trazado una meta en ese sentido para
cinco tipos fundamentales de flujos.

Para cada uno de &stos, se han elegido espacios fases lo mds gene-
rales posibles, siendo la condicidn de ser un espacio de Hausdorff la
Gnica restriccidn comin que se ha impﬁesto a los mismos a lo largo de
todo el trabajo. Igualmente, para cada tipo de flujo, se ha conside-
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rado el caso particular de que el espacio fase sea un subespacio de R .

El criterio que se ha seguido para el ordenamientc de los resul-
tados, ha sido el acostumbrado en este tipo de trabajo; es decir, en
un primer capitulo se han coleccionado todos los resultados conocidos
que van a ser utilizados como fundamentacidn en la obtencidn de 1los
resultados nuevos, los cuales ocupan los restantes tres capitulos del
trabajo.

Debo expresar mi mds profundo agradecimiento a todas aquellas per-
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sonas que en una u otra forma han hecho posible la feliz culminacidn
de este trabajo, en particular a las siguientes:

A mi Consejero de tesis, el Dr. Shair Ahmad, por sus valiosas su-
gerencias y excelente guiatura.

A mi esposa Gladys, porque supo infundirme el aliento necesario
en los momentos mids dificiles de mi trabajo.

A las autoridades del Instituto Universitario Pedagdgico Experi-
mental de Barquisimeto, por las facilidades de tiempo que me brindaron,
incluyendo un permiso para viajar a U.S.A.
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INTRODUCCION

Histéricamentec, la teoria sobre sistemas dindmicos tuvo su origen
a finales del siglo XIX con el trabajo de Henry Poincaré (ver [15]),
quien seguido por Ivan Bendixson (ver [ 3]) estudié las propiedades to-
poldgicas de soluciones de sistemas autdénomos de ecuaciones diferencia-
les ordinarias en el plano. Por esta razdn, muchos autores consideran
los sistemas dindmicos como un tdpico dentro de la teoria de ccuaciones
diferenciales, mientras que algunos los consideran como topologia apli-
cada y otros como una disciplina matemdtica independiente.

Casi simultdneamente con Poincaré, A.M. Liapunov (ver [ 13] desarro-
116 su teoria de estabilidad de un movimiento (solucidn) para un siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. All1 defi-
nid los conceptos de estabilidad, estabilidad asintdtica e inestabili-
dad, y didé un método (el segundo método o método directo de Liapunov)
para analizar las propiedades de estabilidad de una solucidn dada de
una ecuacidn diferencial ordinaria. Tanto su definicidn como su método
caracterizan, en un sentido estrictamente local, las propiedades de es-
tabilidad de una solucidn de una ecuacidn diferencial ordinaria. En es-
te aspecto, la teoria de Liapunov difiere de la de Poincaré, en la cual,
por el contrario, se presta mayor atencidn al estudio de las propiedades
globales de ecuaciones diferenciales en el plano.

La definicidn de un sistema dindmico abstracto ha sido atribuida a

los trabajos independientes de A.A. Markov y H. Whitney a comienzos



de la década de 1930. Sin embargo, es G.D. Birkhoff quien inicia un
desarrollo sistemitico de la teoria (ver [ ¢]). En 1947, V.V. Nemytski

y V.V. Stepanov publicaron su libro "Qualitative Theory of Differential
Equations" [14], el cual renovd el interds por el estudio de los siste-
mas dindmicos y establecid los fundamentos para un desarrollo moderno

de la teoria.

Desde que Liapunov introdujo sus nociones de estabilidad, varios
nuevos tipos de ésta han sido definidos, y es V.I. Zubov quien estable-
ce el primer desarrollo completo de la teoria (ver [18]). Durante el
mismo periodo T. Ura [17] introduce la teoria de prolongacién y, en
términos de ésta, establece una caracterizacidn simple de estabilidad
para conjuntos compactos. Desde entonces, la teoria de la prolongacidn
ha sido un poderoso instrumento para el estudio de los sistemas dindmi-
cos, muy particularmente en el drea de la estabilidad.

S. Ahmad, en [1] vy [2], proporcioné una clasificacién de los flu-
jos continuos en los cuales la primera preclongacidn positiva D (x) de
cada punto x en el espacio fase, coincide con la clausura K+(x) de la
semi-8rbita positiva de x. Tales flujos los denomind flujos de carac-
teristica 0%. Mas tarde, Knight, un alumno de Ahmad, en su tesis para
optar al Ph.D. en la Universidad del Estado de Oklahoma, proporciond
una clasificacidn similar para flujos planos de caracteristica 0, parte
de la cual aparece en [11] . Poco después, el mismo autor, en [12],
establece una clasificacidn de los flujos de caracteristica 0 en espa-

cios fases mds generales.



En este trabajo nos hemos propuesto seguir la ruta trazada por
Ahmad y Knight mediante un intento de caracterizacidn y clasificacidn
de los tipos de flujos tales que para cada punto x del espacio fase ve-

. .. . + + +roN _
rifican una de las siguientes propiedades: D (x) = C (x), D' (x) =
c(x), pt(x) = C7(x), D(x) = K+(x), DY (%) = K(x). También se han consi-
derado las relaciones de cada uno de ellos con sus respectivas versio-

nes negativas.



CAPITULO I

SISTEMAS DINAMICOS

Definiciones bdsicas y notaciones
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Notaremos por R, R+, R™ y R los conjuntos de los nimeros rea-
les, los nimeros reales no negativos,los nilimeros reales no positivos y

el plano Euclideo con la topologia usual, respectivamente.

Definicidén 1.1. Dado un espacio topoldgico X y una aplicacidén I del

espacio producto X x R en X, se dice que el par (X,M) define un sis-

tema dindmico o flujo (continuo) sobre el espacio fase X si se satis-

facen las siguientes condiciones

(1) Axioma de identidad: T(x,0) = x para cada xeX

(2) Axioma de homomorfismo: T(M(x,t),s) = I(x,s+t) para cada xeX vy
t,seR.

(3) Axioma de continuidad: 1T es continua.

En este trabajo supondremos que el espacio fase X del sistema di-
ndmico (X,N) es Hausdorff. Para abreviar notaremos II(xf) por x-t,
o simplemente xt. Similarmente, si A CX y B CR, entonces el con-
junto T(A,B) = {m(x,t) : xeA, teB} 1lo notaremos por AB.

Cuando nos refiramos a un punto o a un subconjunto sin mencionar
su localizacidn, supondremos que pertenece al espacio fase X o estd

contenido en X, respectivamente.



Definicidn 1.2. Para cada x, C(x) = xR = {xt : teR}, CT(x) = »R' =

{xt : teRY}, vy C7(x) = xR™ = {xt : teR"} se denominan la trayectoria
u 6rbita, la semitrayectoria positiva, y la semitrayectoria negativa

de x, respectivamente.

NOTACION. Para un subconjunto M usaremos los simbolos C(), C+(M),
y C7(M) para notar los conjuntos U{C(x) : xeM}, U{ct(x) : xeM} ¥

U{C™(x) : xeM}, respectivamente.

Definicidén 1.3. Un punto x es llamado punto critico (o estacionario)

si x = xt para todo teR, y periddico si existe un t % 0 tal que

x = xt. En este ltimo caso el nimero t es denominado un periodo de x.

Observacidén 1.4. En cada una de las siguientes secciones de este capi-

tulo estableceremos las definiciones, proposiciones y teoremas que ser-
virdn de fundamento para el desarrollo de los siguientes capitulos. Co-
mo estos resultados son bien conocidos, no probaremos ninguno de ellos;
sin embargo, en cada caso daremos una referencia bibliogrdfica. Muchos
de los resultados son ejercicios, pero han sido incluidos para funda-
mentar debidamente el resto del trabajo.

Casi todas las definiciones, proposiciones y teoremas en este ca-
pitulo tienen una versidn positiva, negativa y bilateral. Como las
versiones positiva y negativa son duales, se acostumbra establecer so-
lamente la versidn positiva de los resultados. Asi lo ﬂaremos en este

capitulo, excepto para las definiciones. También haremos notar los ca-

sos donde la versidn bilateral se satisfaga.



Proposicidn 1.5. Si 1t es un periodo del punto X, entonces nT es

también un periodo de x para cualquier entero n. (ver [7], I, p.9)

Proposicién 1.6. C(x) = C(xt) para todo teR y xeX. (ver [7], I,

p.20.)

Teorema 1.7. xeX es periddico si y sdlo si C+(x) (o equivalentemen-

te, C(x)) es compacto. (ver [7], I, p.23.)

Invarianza

Definicidén 1.8. Un conjunto M C X se denomina (bilateralmente) inva-

riante si C(M) = M y positivamente (negativamente) invariante si

ct() = (cT() = M).

Proposicidén 1.9. M C X es invariante si y sd8lo si es positivamente y

negativamente invariante. (ver [7], I, p.26.)

Proposicidén 1.10. M C X es pnsitivamente (bilateralmente) invariante

si y s6lo si X-M es negativamente (bilateralmente) invariante. Ade-
mds, M es positivamente (bilateralmente) invariante si y sdlo si ca-
da una de sus componentes es positivamente (bilateralmente) invariante.

(ver [7], I, pp. 26-27 y [8], p. 13.)

Proposicidén 1.11. Si {Mi : ieI} es una familia de conjuntos positi-

-

vamente (bilateralmente) invariantes, entonces U {M, : ieI} y
i

n{M; : ieI} son positivamente (bilateralmente) invariantes. (ver [7],

I, p.26 y[8], p.12.)



Denotaremos la frontera, el intcerior y la clausura de un conjunto

M por oM, M° y ¥ respectivamente.

Proposicién 1.12. Si un conjunto M es positivamente (bilateralmente)

invariante, entonces M y M° son positivamente (bilateralmente) inva-

riantes (ver [7], I, p.27 y[8], p.13.)

Proposicidén 1.13. Si un conjunto M es invariante, entonces dM es

invariante. El reciproco es cierto si M es abierto o cerrado (ver

(7], 1, p.28 y [8], p.13.)

Teorema 1.14., Sea X' wun subconjunto invariante de X y J' = II|X!'

(la restriccidn de T a X'). Entonces (X', NM') es un sistema dind-

mico (ver [7], I, p.32.)

+
NOTACION. Para cualquier xeX, notaremos K(x) = C(x), K (x) = ct(x)

y K (x) = C7(x).

Proposicidn 1.15. Para cada xeX,

(1) K'(x) es cerrado y positivamente invariante
(2) K(xt) C K (%) para cada teR', v
(3) K(x) = K'(x) UK (x)
Las versiones bilaterales se cumplen para (1) y (2) (ver [6], p.

50; [7], I, p.30; v [8], pp. 22-23.)

Conjuntos limites y prolecngaciones

Definicién 1.16. El conjunto limite positivo (negativo) de un punto

xeX es L' (x)

{yeX : xti-+ y para alguna red ti-+ + o0 }

(L™ (x)

{yeX : xti-» y para alguna red t, > - o })
i



El conjunto limite (bilateral) de x es L(x) = LT(x) UL (x).

Proposicién 1.17. Para cada =xeX,

(1) LY(x) es cerrado e invariante

(2) L7 (x) L¥(xt) para cada teR.

(3) K(x)

ctix) ULt (x)

(4) K(x) = K(xt) para cada teR.

Las versiones bilaterales son ciertas para (1), (2) y (3) (ver
(6], p.50; [7], I, p.35; v [8] pp. 22-23, 58.)
Notaremos mediante n(x) y n(M) 1los filtros de entornos del pun-

to x y del conjunto M, respectivamente.

Definicidn 1.18. Un espacio X es llamado rim-compacto si para cada

xeX y Ven(x) existe un Uen(x) tal que UCV y 0U sea compacta.

Proposicidén 1.19. Si X es rim-compacto, entonces para cualquier

xeX, Kt(x) es compacto si y sélo si LT(x) es no vacio y compacto

(ver [6], p.54 y [7], I, p.36.)

2
Teorema 1.20. Sea X un subespacio de R . Entonces, para cualquier

+ . - . coqs P
x en X, xeL (x) siy sélo si x es periddico o critico (ver [16])

+ -
Proposicién 1.21. Si x es periddico, entonces C (x) = C (x) = C(x)=

LY(x) = L7(x) = L(x) (ver [7], I, p.35.)

«©

Definicidn 1.22. Para cada =xeX, la prolongacidn positiva (negativa)

de x es DV(x) = {yeX : xiti-+ y para algunas redes X; > Xy ti

= 0}



(D7 (x) = {yeX : x;t, >y para algunas redes X, >x y t.< 0})

La prolongacién (bilateral) de x es D(x) = DT(x) U D7 (x)

Proposicidén 1.23. Para cada xeX,

(1) D¥(x) es cerrado y positivamente invariante
(2) pT(xt) c pt(x) para cada teR+, y
(3) K'(x) c pT(x)
Las versiones bilaterales también son ciertas. (Ver [6], p.60;

(7], 1, pp.u2-uu4; y [8], p.26.)

Definicidn 1.24. Para cada =xe€X, el conjunto limite prolongacional po-

sitivo (negativo) es

JH(x) = {yeX : x;t; -y para algunas redes X, > X y t o>t}
i i

(07 (%)

{yeX : xiti -y para algunas redes xi-e X y ti-+ - oo}
El conjunto limite prolongacional (bilateral) de x es J(x) =

JH(x) U I (w).

Proposicidén 1.25. Para cada xeX,

(1) J¥(x) es cerrado e invariante
(2) 3T (xt) = 3t para cada teR
(3) L'(x) cd’(x)
(1) pt(x) = cf(x) UL (x)
Las versiones bilaterales también se cumplen. (Ver [6], p.60,

(7], I, pp. u4-45; y [8], pp.26, 58.)

. + +
Proposicidén 1.26. Si yeK(x), entonces J (x) C J (y). (Ver [6], p.

72 y[71, 1, p.51.)
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AN + . - . - .
Proposicidn 1.27. yeD (x) si y sdlo si xeD (y). Ademds, yedt(x) si

y sdlo si xeJ (y). (Ver [7] , I, p.u6; [8], p.29; y [17], p. 127.)

Definicidn 1.28. Un conjunto M se denomina positivamente d-invariante

. + . .
si D (M) =M ( los conjuntos D+(M), J+(M), etc, se interpretan en for-
ma andloga a ct(M), etc). Las versiones negativa y bilateral se defi-

nen en forma andloga.

Proposicidén 1.29. Si M es positivamente d-invariante, entonces es po-

sitivamente invariante. La versidn bilateral también es cierta (ver

(7], 11, p.3.)

Proposicidén 1.30. Sea X' wun subconjunto invariante de X y 0' =

HIX'. Cntonces para cualquier xeX', Lt(x) = tY(x) n X'; ademds
L't(x) = LY(x) si X' es cerrado. Por otra parte, J'H(x) c at(x)
N X'; ademds J'T(x) = Jt(x) N X' si X' es abierto (ver [7], I, pp.

52-53).
Recursién -

Definicidn 1.31. Un punto xeX se denomina

(1) positivamente Poisson estable, negativamente Poisson estable, (bila-
. . . + -
teralmente) Poisson estable si, respectivamente, xelL (x), xelL (%),
+ -
xel (x) N L (x).

(2) no extraviado si xed'(x)

Teorema 1.32. Sea X un espacio localmente compacto o un espacio mé-

trico completo. Si un punto xeX no es periddico ni critico entonces

L+(x) - C(x) = L+(x)
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(ver [7], I, p.59.)

Teorema 1.33. Sea X un espacio métrico localmente compacto o un espa-

cio métrico completo. Si todo punto xeX es no extraviado, entonces
el conjunto de los puntos (bilateralmente) Poisson estables es denso en

X. (Ver [7], I, p.60.)

Definicidén 1.34. Un conjunto M se denomina positivamente minimal,

negativamente minimal, (bilateralmente) minimal si y sblo si es cerra-
do y, respectivamente, positivamente invariante, negativamente invarian-
te, invariante y no contiene ningln subconjunto propio con estas propie-

dades.

Teorema 1.35. Un subconjunto de un espacio fase localmente compacto es

positivamente (o negativamente) minimal si y sbélo si es compacto mini-

mal (ver [7], II, p. u48.)

Dispersidn

Definicidn 1.36. Un punto x se denomina positivamente, negativamen-

te, o (bilateralmente) dispersivo, si y sbélo si, respectivamente,

+ - + - . -
J(x) =¢, J(x) =¢, J(x) =J (x) =@. El flujo (X, NI) es positi-
vamente, negativamente, o (bilateralmente) dispersivo, si y sdlo si,

respectivamente, cada uno de sus puntos es tal.

Definicidn 1.37. Dos flujos (X, M) y (X', I') son dindmicamente

isomorfos si y sélo si existe un homeomorfismo (topoldgico) f: X = X'

que satisface f(N(x,t)) = MN'(f(x),t) para todo xeX y teR.

Definicidn 1.38. Un sistema dindmico (Y x R, @I') se denomina parale-
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lo si y sdlo si (y,s)t = (y,s+t) para cada yeY y s,teR.

Definicién 1.39. Un flujo (X, M) se denomina paralelizable si y sdlo

si es dindmicamente isomorfo a un flujo paralelo.

Proposicidén 1.40. Todo sistema dindmico paralelizable es dispersivo

(ver [u4], p. su8 y [7], I, p.83.)

Estabilidad y Atraccidn

Definicidén 1.41. M C X se denomina

(1) positivamente estable si y sélo si todo entorno de M contiene un
entorno positivamente invariante de M.
(2) positivamente d-estable si y sdlo si todo entorno de M contiene
un entorno positivamente d-invariante de M.
Las versiones negativa y bilateral se definen de manera andloga.
Se acostumbra omitir el adjetivo "positivo" pero nunca los adje-~
tivos "negativo" o '"bilateral" cuando se hace referencia al concep-

to de estabilidad. Nosotros adoptaremos este criterio.

Proposicidn 1.42. Si M C X es d-estable entonces es estable. La ver-

sién bilateral también es cierta (ver [7], II, p.6.)

Teorema 1.43. Si M C X es estable, o d-estable, entonces M es,

respectivamente, positivamente invariante, o positivamente d-invariante.

La versién bilateral también es cierta. (Ver [7], II, pp.6-7)

Proposicidn 1.44. La unidn de conjuntos estables o d-estables tiene

la correspondiente propiedad. La versidn bilateral también es cierta
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(ver [7], II, p.6.)

Teorema 1.45. Sea X localmente compacto. Entonces un subconjunto ce-

rrado M, con OM compacta, es estable si y sdlo si DT(M) = M. La
versién bilateral tamwién es cierta. (ver [6], p.77; [7], II, p.8; ¥y
[17], p. 127.)

En lo que sigue, consideraremos a R dirigido por el orden natural
> sobre R. Asi, para cada =xeX, la aplicacidén I con x fijo es una red
sobre R 1la cual notarecmos por (xt). La expresidén '"(xt) estd Gltima-
mente en V" significa que existe un TeR tal que xteV para t =T,
mientras que '"(xt) estd frecuentemente en V" significa que existe una

red (t,) en R con t_ - +o tal que xt_ eV. La red negativa se
1 1

i
define en forma andloga utilizando el orden < sobre R.

Definicidn 1.46. Dado M C X y un puntc xeX se dice que

(1) x es positivamente débilmente atraido hacia M si y sdlo si la
red (xt) estd frecuentemente en todo entorno de M
(2) x es positivamente atraido hacia M si y sdlo si la red (xt) es-
td Gltimamente en todo entorno de M. Las versiones negativas de los
conceptos anteriores se introducen usando las correspondientes redes ne-
gativas, y las versiones bilaterales son las conjunciones de las versio-
nes positiva y negativa.

Tal como se hizo en el caso de estabilidad omitiremos el adjetivo
"positivo" cuando nos refiramos a las versiones positivasde atraccidn.

Los adjetivos '"negativo" y "bilateral" nunca serdn omitidos.
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Proposicidén 1.47. Un punto xeX es atraido débilmente hacia M C X,

si y sdlo si K'(xt) NM 4+ ¢ para todo teR. La versidn bilateral tam-

bién es cierta (ver [7], II, p.18.)

Definicidn 1.48. Sea M C X. Entonces los conjuntos

(1) A;(M) {xeX : % es débilmente atraido hacia M}

(2) At {xeX : x es atraido hacia M}

i

se denominan las regiones de atraccidn débil y atraccidn, respectiva-
mente. En forma andloga se definen las correspondientes regiones de
atraccién negativa y se notan por A;(M) y A (M), respectivamente.
Las regiones de atraccidn bilateral son entonces las intersecciones
de las regiones correspondientes a las respectivas versiones positiva

y negativa.

Proposicidn 1.49. Para cualquier M C X,

(1) ATan > aten
+
(2) Aw(M) y A+(M) son invariantes
Las versiones bilaterales son también ciertas (ver [2], p. 159

y [7], 11, p.25.)

Proposicidén 1.50. Si X es localmente compacto y M C X es compacto,

. - . + .. .
entonces xeAT(M) si y sélo si @*L (x) C M. La versién bilateral

también es cierta (ver [2], p.159)

Definicidn 1.51. Un conjunto M CX es un atractor débil (positivo)

) oy e . - . . +
o un atractor (positivo), si y sélo si, respectivamente, Aw(M), o
+ . . . .
A (M), es entorno de M. Las versiones negativa y bilateral se definen

en forma andloga.
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Proposicidén 1.52. Un conjunto M C X es un atractor débil, o un atrac-

. . + + .
tor, si y sbélo si, respectivamente, AW(M), o A (M), es un conjunto
abierto invariante que contiene a M. La versidn bilateral también es

cierta (ver [7], II, p.28.)

Definicidén 1.53. Un conjunto M C X se denomina (positivamente) asin-

tdticamente estable si y sdlo si es un atractor estable. Las versiones

negativa y bilateral se definen en forma andloga.

Proposicidén 1.54. Un conjunto M C X es bilatcralmente asintdticamen-

te estable si y sdlo si es abierto e invariante (ver [7], II, p. 33.)

_ b o
Flujos de caracteristica O+, 0,0 vO

+ -
Definicidén 1.55. Un flujo (X, ) tiene caracteristica 0 (0 ) siy

- . + + - - . .
s6lo si D (x) = K (x) (D (x) = K (x)) para cada xeX. Si el flujo
. P + - . .
tiene caracteristicas O y 0", se dice entonces que tiene caracte-
+

ristica 0 . El flujo tiene caracteristica 0 si y sdlo si D(x) =

K(x) para todo x en X.

Proposicidn 1.56. Las siguientes condiciones son equivalentes:

+
(1) DT (%) = K (x) para todo x en X.

+
(2) 3T(x) = L' (x) para todo x en X

(3) Todo subconjunto cerrado positivamente invariante es positivamente

d-invariante. (Ver [7], II, p.52.)

Proposicidn 1.57. La restriccidn de un sistema dindmico de caracteris-

. + . . . . L -
tica O a un subconjunto cerrado invariante tiene también caracteris-
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tica 0 (ver [7], 11, p.53.)

Proposicién 1.58. Sea (X, ) un sistema dindmico de caracteristica

+ + - .. ..
0 y sea xeX. Entonces L (x) y L (x) son positivamente minimales

si no son vacios (ver [2], p. 160 y[7], II, p.53.)

2
Definicién 1.59. Sea X = R . Un punto critico s es un centro global

de Poincaré, si para cada x ¥ s, C(x) es una trayectoria periddica al-
rededor de s. Es un centro local de Poincaré si tiene un entorno M
tal que para cada xeM - {s} , C(x) es una trayectoria periddica alre-

dedor de s.

2
Teorema 1.60. Sea (R ,) un flujo de caracteristica 0t y S el

conjunto de los puntos criticos. Entonces una de las siguientes afir-

maciones se cumple.

(1) S =g y el flujo es paralelizable
2
(2) s =R
(8) S ={sq} y s, es un centro global de Poincaré

(ver [1] s P 573.)

2
NOTACION. Para cualquier curva cerrada simple C en R notaremos
2
las componenetes acotada y no acotada de R - C por int C y ext C,
respectivamente.
. 2 oy s 2
Si seR es un punto critico, entonces NS = {xeR': x = s o

x es periddico y S N int C(x) = {s}} siendo S el conjunto de los

puntos criticos.
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2
Proposicidén 1.61, Sea (R , M) wun flujo de caracteristica 0 y S el

conjunto de los puntos criticos. Si s; es un punto aislado de S, en-
tonces s, es un centro de Poincaré y NS es un conjunto abierto co-

nexo no acotado (ver [11], p.451.)

Teorema 1.62. Si S es el conjunto de los puntos criticos, un flujo

2
(R, M) tiene caracteristica 0 si y sdlo si se cumple una de las

siguientes afirmaciones.
(1) S=¢ y (R> m) es paralelizable
(2) S consiste a lo sumo de dos centros de Poincaré. Para cada seS,

o s es un centro global de Poincaré o N es no acotado y BNS es

s
2
una trayectoria. La restriccidén del flujoa R - U NS es paraleliza-
sSeS
ble
2
(3) s =R

(ver [11], pp. 455-u56.)



CAPITULO II

Caracterizacién de Flujos

que verifican DT (x) = ct(x) (o DT(x) = c™(x))

para todo x en X

Teorema 2.1. Sea (X, M) un flujo tal que pt(x) = ct(x) para todo

X en X. Entonces

(1) X = PUD, donde P = {xeX : x es critico o periddico con L¥(x)
= 37 (%)) y D = {xeX : x es dispersivo}
(2) D7 (x)

C7(x) para todo x en X

(3) P es cerrado e invariante. D es abierto e invariante.

Demostracidn. (1) Sea xeX y supongamos que x ¢ D. Queremos demos-

trar que xeP. Si x # D, entonces JF(x) 8 o I (x)+ 0. Supon-
. + ; + + _ oAt
gamos primeramente que J (x) ¥ § y sea yeJ (x) C D'(x) = C'(x).
Entonces y = xT; para algin T, }» 0. Ademds, ya que J+(x) es inva-
+
riante (ver Proposicidn 1.25), J (x) D C(y) = C(xT,) = C(x). Luego,
c(x) €I (x) C ct(x). Por tanto, existe un nlimero T = 0 tal que

xk(-1) = XT. En consecuencia, x = x(T + 1) de donde x es periddico

- + -
o critico. Por tanto C(x) = ¢t(x) = ¢7(x) = L'(x) = L'(x) (ver Pro-

18
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posicién 1.21.) Luego, L (%) catx) DT(x) = ct(x) = LT(x) y, por
tanto, JY(x) = LY (x). Supongamos ahora que J (x) #+ @ y sea yeJ (x).
Entonces er+(y) (ver Proposicidn 1.27 ) vy, por tanto, segin lo de-
mostrado antes, y es critico o periédico con J+(y) = L+(y) = C (y).
Luego, xeC (y), es decir, x = yT para algin T < 0. Esto implica

que y = (yT)(-T) = x(-T)eCt (x). Luego, J (x) C cT(x). Como J7(x) es
invariante, también CT(x) C J7(x). Por tanto, J7(x) = ctw). Luego,
xeJ"(x), de donde =xedJ7(x) # @#. Esto implica, segiin lo demostrado an-
tes, que X es critico o periddico con Jt(x) = LY(x) = 0" (x). Esto
completa la prucba de que si x ¢ D, entonces xeP. Luego, X CP UD

y como la desigualdad de sentido contrario es obvia, entonces X = P UD.

(2) Sea xeX. Entonces o xeP o xeD. Si xeD, J°(x) = @. Si xeP,

J7(x) = ¢T(x) = CT(x). Por tanto, en cualquier caso, D (x) = C (x) U

J7(x) = CT(x).

(3) Para probar que P es cerrado, sea {x } wuna red en P ‘tal que
i

X, > X. Debemos probar que xeP. Para cada X; existe un ti >0

tal que x, = x.t.. Se.obtiene asi una red (t.) con t, > 0. Sin
i i i i i

perder generalidad podemos suponer que t; >t o, ya que si t 4+ co,
i

reemplazamos la red (t.) por la red (niti) con n_, entero positivo
i : i

tal que nit, >+ oo, obteniéndose igualmente que X.
i

i xi(niti) (ver

Proposicidén 1.5.). Se tendrd entonces: X; > %Xy Xiti = x, > X cuan-
i

do ti-+ + o, Por tanto X€J+(X) + @. En consecuencia "xeP. Vamos a

probar ahora que P es invariante. Para ello, sea xeP y yeC(x).

HOER2

+ +
Entonces y = xt para algn teR. Luego, J (y) = J (xt)

1]

U c(x) CP.
xeP

Por tanto, yeP, lo que prueba que C(x) C P. Luego, C(P)
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Como también P C C(P), entonces P = C(P), de donde P es invariante.
Finalmente, como P es cerrado e invariante, de la parte (1) y de la

Proposicidn 1.10, se obtiene que D es abierto e invariante.

Corolario 2.2. Un flujo verifica p*(x) = cf(x) para todo x en X

si y sdlo si D (x) = C(x) para todo x en X.

Demostracidén. El resultado se deduce de la parte (2) del teorema ante-

rior y de la correspondiente propiedad dual.

Corolario 2.3. Si D+(x) = C+(x) para todo x en X el flujo tiene ca-

+
racteristicas O+, 0, 00 y 0. Ademds, D(x) = C(x) para todo x en

‘ - ¢ - ¢ ' o N 1 . i _ ot
X. N V' N LR SR A 400 L Fof NI LI A~

Ty B

’ . P T . [ A “\/: T ./\’,z' _} = 1.’ \.c_/

; . )
Demostracidén. Sea xeX. Ya que C (x) y C (x) son cerrados, enton-

+ + - - -
ces DY(x) =T () = ¢t (x) = K'(x) vy DR = CT(x) = C(x) = K(x).
- t . .
Buego, el flujo tiene caracteristicas 0', 00 y 0 . Ademis, todo sis-
t
tema de caracteristica 0O tiene también caracteristica 0. Finalmente,

D(x) = DT(x) UD (x) = ct(x) UCT(x) = c(x).

Observacién 2.4. Si un flujo verifica pt(x) = ct(x) para todo x en

. . . . - . +
X, dicho flujo no es equivalente a flujos de caracteristica 0, 0 , 0,
0, o a flujos para los cuales D(x) = C(x) para todo x en X. Para pro-
bario, presentamos a continuacidén dos ejemplos donde se muestra que la

propiedad reciproca de cada una de las afirmaciones del corolario ante-

rior es falsa.

Ejemplo 2.5. (Ver [8], p.33 y [7], I, p.57.) Sea (X, ) un flujo de-
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finido sobre un toro X mediante el sistema de ecuaciones diferencia-

les planas

(¥
-
il

£(¢,0);

I o f(¢,6)

donde f£(9,0) = F(¢ +1, 8) =£(¢, 0 +1) =f(¢p +1, 0+ 1)y £f(¢,0)
>0 si ¢ y 6 no son ambos nulos (mod 1), £(0,0) = 0. Sea o irra-
cional > 0. Las trayectorias de este flujo consisten de un punto cri-
tico p correspondiente al punto (0,0). Hay una y sdlo una trayectoria
C, tal que para cada xeC,, thx) = x y L (x) = {p}. Hay una y sdlo
.

una trayectoria C, tal que para cada xeC,, LY (x) = {p} vy L (x) = X.

Para cualquier otra trayectoria C, y para cada xeC, L+(x) = L (x) = X
(ver Figura 2.1).

Consideremos ahora el flujo (X', II'), donde X' = X - ({p} U C,
ug) y mro= HlX‘. Entonces para cada xeX', L'+(x) = L+(x) N X' =

L7(x) NX' = L'"(x) = X' (ver Proposicién 1.30). Luego, K''(x) =-

K''(x) = X'. Como K''(x) cD'f(x) y K'7(x) CD' (x), entonces,

D'Y(x) = D' (x) = x'*(x) = K" (x) = X'. Por tanto, el flujo tiene ca-
t + - .

racteristicas 0  (luego, tiene caracteristicas 0 , 0 y 0). Sin

embargo, D't(x) = x' # c'T(x).

2
Ejemplo 2.6. (Ver [11], pag. 450). El1 flujo (R , M) definido por el

sistema de ecuaciones diferenciales

X = -Xy
2
. x-1-y para x =0
y = 2
-x-1-y para x <0

2
verifica D(x) = C(x) para todo xeR . También es de caracteristica
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0 (ver Figura 2.2.)
Sin embargo, D+(xo) = C(xo) £ C+(x0).
En lo que resta de este capitulo P y D serdn los conjuntos de-

finidos en el Teorema 2.1.

Corolario 2.7. Si DT(x) = cT(x) para todo X en X, entonces D es

bilateralmente asintdticamente estable.

Demostracidén. Se deduce inmediatamente del Teorema 2.1, parte (3), y

Proposicidn 1.54.

Teorema 2.8. D'(x) = CT(x) para todo X en X siy sélosi X =P UD.

Demostracidn. La parte directa ya fue probada en el Teorema 2.1. Para

probar el reciproco, sea xeX. Si xeP, JT(x) = Lf(x) = ¢'(x) y si
+ _ . + + + _
xeD, J (x) = #§. Por tanto, en cualquier caso, D (x) = C (x) UJ (%) =

et (x).

Obsérvese que el Teorema 3 de [ 5] es un caso particular del siguien-

te Corolario, ya que en aquél el espacio fase X es un espacio métrico.

Corolario 2.9. El flujo (X,N) es (bilateralmente) dispersivo si y

s6lo si para cada x en X, D'(x) = cY(x) y no hay puntos periddicos ni

criticos.

. . » . +
Corolario 2.10. X = P si y sélo si DT(x) = ¢ (x) para todo x en X

y no hay puntos positivamente dispersivos (o negativamente dispersivos).

Corolario 2.11. Sea X compacto. Entonces pt(x) = ct(x) para todo

x en X siy sdlosi X = P.
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Proposicidn 2.12. D'(x) = C*t(x) para todo x en X si y sdlo si todo

subconjunto positivamente invariante es positivamente d-invariante.

Demostracidn. Supongamos que D+(x) = C+(x) para todo % en X y sea

+
M C X positivamente invariante. Entonces, DT(M) = UD (x) = U
xeM XeM

ct(x) = C+(M) = M. Luego, M es positivamente d-invariante. Suponga-
mos ahora que todo subconjunto positivamente invariante es positivamen-
te d-invariante y sea xeX. Como ct(x) es positivamente invariante,
entonces D (CT(x)) = ct(x). Pero DY(cT(x)) cDY(x) (ver Proposicidn
1.23) y como tambidn D'(x) C p*(c*(x)), entonces et (x)) = nt(x).

Por tanto, pt(x) = pt(cT(x)) = cT(x).

Proposicidn 2.13. D'(x) = CT(x) para todo x en X si y sdlo si todo

subconjunto negativamente invariante es negativamente d-invariante.

Demostracién. Se deduce inmediatamente del resultado dual de la Propo-

sicidn 2.12 y del Corolario 2.2,

+
Proposicidén 2.14. Si D (x) = C+(x) para todo X en X, entonces todo

subconjunto invariante de X es d-invariante.

Demostracidn. Sea M un subconjunto invariante de X y =xeX. Como

D(x) = Cc(x) (ver Corolario 2.3), entonces D(M) = UD(x) = UC(x) =

xXeM xeM

c(M)

M.

Observacidn 2.15. La propiedad reciproca de la expresada en la propo-

sicidn anterior es falsa. Para probarlo obsérvese que si D(x) = C(x)
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para cada x en X, todo subconjunto invariante es d-invariante. Sin
embargo, no necesariamente DV(x) --CY(x) para todo x en X (ver Ob-

servacidén 2.4.)

Corolario 2.16. Supongamos que D (x) = ct(x) para cada X en X y

sea M C X. Entonces M es estable, negativamente estable, o bilate-
ralmente estable si y sb6lo si es d-estable, negativamente d-estable, o

bilateralmente d-estable, respectivamente.

Demostracidén. Las propiedades reciprocas se deducen inmediatamente de

la Proposicidn 1.42. Supongamos ahora que M es bilateralmente esta-
ble y sea U cualquier entorno de M. Entonces existe un entorno V de
M tal que VCU y C(V) =V. Luego, D(V) =V (ver Proposicién 2.
14 ), Por tanto, M es bilateralmente d-estable. En forma andloga se
demuestran los otros dos resultados directos usando las Proposiciones

2.12 y 2.13.

+
Corolario 2.17. Sea X localmente compacto tal que D (x) = C+(x)

para todo x en X y sea M un subconjunto cerrado de X con dM com-
pacta. Entonces M es positivamente invariante, negativamente inva-
riante o invariante si y sblo si es d-estable, negativamente d-estable

o bilateralmente d-estable, respectivamente.

Demostracidn. Los resultados reciprocos se deducen inmediatamente del

Corolario 2.16 y de la Proposicidn 1.43. Supongamos ahora que M es
invariante. Luego, segilin Proposicidén 2.14, D(M) = M. Por tanto, M es
bilateralmente estable (ver Teorema 1.45) y en consecuencia bilateral-

mente d-estable (ver Corolario 2.16.) En forma andloga se demuestran
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los otros dos resultados directos.

Proposicidn 2.18. Sea X localmente compacto tal que pt(x) = ct(x)

para todo x en X. Entonces el conjunto P del Teorema 2.1 es bilate-

ralmente d-estable.

Demostracidn. Si P = ¢ no hay nada que probar. Sea P $ @ y =xeP.

Como C(x) = ct(x) es invariante y compacto (ver Teorema 1.7), enton-

ces C(x) es bilateralmente d-estable (ver Corolario 2.17.) Ademis,

por ser P invariante, P = C(P) = U C(x); es decir, P es la unién
xeP

de conjuntos bilateralmente d-estables y, por tanto, seglin Proposicidn

1.44, P es bilateralmente d-estable.

+
Lema 2.19. Sea (X, M) un flujo de caracteristica 0 con X Ilocal-

mente compacto. Sea A una componente de X, n = HIA Y U= {xcA

L'T(x) #+ ¢}. Entonces U es abierto en A.

. - . +
Demostracidn. El flujo (A, I') tiene caracteristica O ya que A

es cerrado e invariante (ver Proposiciones 1.57 y 1.10.) Sea yeU. En-
tonces L'Y(y) # ¢. Luego, L't(y) es positivamente minimal (ver Propo-
sicidn 1.58). Ademds, como A es localmente compacto, L't(y) es com-
pacto minimal (ver Teorema 1.35.) En consecuencia K'+(y) es compacto
(ver Proposicidn 1.19.) Por otra parte, ya que K'T(y) es cerrado y
positivamente invariante, D'T(K'*(y)) = K'*(y) (ver Proposicién 1.56)
y, por tanto, K'+(y) es estable (ver Teorema 1.45.) Bnéonces A con-
tiene un entorno compacto positivamente invariante V de K'f(y). Sea
zeV. Entonces L'Y(z) # ¢@. Luege, zeU y, por tanto, V CU. Por

otra parte, yeK'+(y) € V. Luego, y es un punto interior de U, 1lo
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que demuestra que U es abierto en A.

Teorema 2.20. Un flujo (X,NI), con X localmente compacto, verifica

pt(x) = cT(x) para todo x en X si y sblo si el flujo (A, I'), donde

A es cualquier componente de X y I' = HIA, es tal que o A = P' o
A = D', donde P' = {xeA : x es critico o periddico con L't(x) =
J'M(x)} y D' = {xeA : J'T(x) = J'7(x) = ¢}

Demostracidn. Supongamos que DY (x) = ¢'(x) para todo x en X. Sea
A una componente de X y xeA. Entonces J'T(x) C Jt(x) C pt(x) =
ctx) = ¢'(x). Luego, D'T(x) = c't(x) U Jd't(x) = ¢c'*(x) y, por tan-
to, segfin Teorema 2.1, A = P' UD'. Esto implica que {xeA : L'T(x)

¥ g} = P'. Como (X,I) tiene caracteristica ot

y A es cerrado,
también (A,I') tiene caracteristica 0" (ver Proposicidn 1.57).

Luego, segiin Lema 2.19, P' es abierto en A. Pero también P' es ce-
rrado en A (ver Teorema 2.1). Por tanto D' es también abierto y
cerrado en A y como éste es conexo, entonces o A = P' o A =D'.
Supongamos ahora que o A = P' o A % D' para cualquier componente

A de X y sea xeX. Entonces xeA para alguna componente A de X.
Vamos a probar primeramente que JH(x) = 3N (x). como J'T(x) = J+(x)
N A (ver Proposicién 1.30) basta con probar que g¥(x) c A. Para ello,
supongamos lo contrario y sea yeJ+(x) - A. Como X es regular exis-
ten entornos disjuntos U y V de A y vy, respectivamente. Sea

(xn) una red tal que X X Por ser A un entorno invariante de x,

entonces (x ) y (x,t)) estdn Gltimamente en A para cualquier red

. +
(tn) tal que t, >t Esto contradice que yed (x). Luego, J+(x) CA
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y, por tanto, JT(x) = J't(x). Por otra parte, si A = P', entonces
JHx) =L M(x) = ¢'t(x) = cT(x), y si A = D', entonces J't(x) = g.

En cualquier caso, JH(x) = 3T (x) c ct(x). Por tanto, D'(x) = ct(x)

U It(x) = ctx).

Corolario 2.21. Sea X localmente compacto y conexo. Entonces D+(x) =
C+(x) para todo x en X siy sdlo sio X =P o X =D.

Observacidn 2.22. Sea X localmente compacto con D+(x) = C+(x) para
todo x en X. La condicidn o X =P o X =D no implica que X sea
conexo, tal como se observa en los dos ejemblos siguientes.

2
Ejemplo 2.23. Sean A = {(x,y)eR :

2

2
(xt2) +y <1} y X = A UB.

Consideremos el flujo

2 2 2
(x-2) + y <1}, B = {(%,y)eR :

(X, M) defini-

do por el sistema de ecuaciones diferenciales

x-2 si  (x,y)eA
y:
-x-2 si (x,y)eB
. -y si  (x,y)eA
x:
y si  (x,y)eB
+
X es localmente compacto, DT (x) = ¢ (x) para todo xen X y X =P
(ver Figura 2.3). Sin embargo, X es disconexo.
2 2
Ejemplo 2.24. Sea A = {(x,y)eR : y =1}, B = {(x,y)eR :y = - 1}

y X =

de ecuaciones diferenciales

<.
n
o

e
1]
[

A U B. Consideremos el flujo (X, II) definido por el sistema



y
a 73
Figura 2.3
v o= 1 F
i,
y = -1

Figura 2.4
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X es localmente compacto y el flujo es dispersivo. Por tanto, D+(x) =

+ . . Vs
C (%) para todo x en X. Sin embargo, X es disconexo. (Ver Figura

2.4)

A menos que se especifique otra cosa, en cada uno de los restantes
resultados de este capitulo supondremos que (X, II) es un flujo que ve-

rifica DY(x) = ¢*(x) para todo x en X.

Proposicidn 2.25. Sea X localmente compacto y M un subconjunto com-

pacto de X. Entonces M es un atractor si y sdlo si es abierto e in-

variante.

Demostracién. Supongamos que M es un atractor. Vamos a probar que

at(n) = m. Supongamos que vsto no es cierto y sea yeAt(M) - M. FEnton-
ces @ # L+(y) CM (ver Proposicién 1.50). Luego, yeP vy, por tantc,
ct(y) = LY(y). Entonces C+(y) C M, de donde y:eM. Esta contradiccidn
prucba que AT(M) = M, y en consecuencia M es abierto e invariante
(ver Proposicién 1.52.) La parte reciproca de la proposicidn se deduce

facilmente de la Proposicion 1.54.

Corolario 2.26. Sea X localmente compacto y M wun subconjunto com-

pacto de X. Entonces M es un atractor si y sbélo si es bilateralmen-

te asintdticamente estable.

Demostracidn. Se deduce de las proposiciones 2.25 y 1.54,.

Corolario 2.27. Sea X localmente compacto y conexo. Entonces X no

contiene ninglin atractor compacto a menos que X sea compacto, en cuyo

caso el Ginico atractor compacto contenido en X es el propio X.
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Demostracidn. Supongamos que X contiene un atractor M compacto.

Entonces M es cerrado y abierto. Si X no es compacto, @ ¥ M # X
lo que contradice la conexidad de X. Esto prueba que no existe tal

M. Si X es compacto, entonces necesariamente M = X.

Proposicidén 2.28. Sea X localmente compacto y M un subconjunto ce-

rrado contenido en P. Entonces M es un atractor si y sélo si es

abierto e invariante.

Demostracidn. Supongamos que M es un atractor. Vamos a probar que

+
A (M) = M. Sea yeA+(M). Vamos a mostrar primeramente que @ ¥ L+(y)

C M. En efecto, supongamos que LY(y) = ¢. Entonces cY(y) nM
@ ya que si yTeM para algin TER+, entonces yT es periddico o cri-
tico, de donde @ # L+(yT) = L+(y) lo cual seria una contradiccidn.
Por tanto, M CX - C+(y). Como C+(y) es cerrado, X - C+(y) es
abierto y en consecuencia es un entorno de M. Ya que y€A+(M), la red
(yt), teR+, estd Gltimamente en X - CY'(y) 1lo cual es una contradic-
cidn. Por tanto, L+(y) + #. Supongamos ahora que L+(y) M y sea
zeL+(y) tal que zgM. Por ser X regular existen entornos disjuntos
U y V de M y 2z, respectivamente. Ya que yeA+(M), la red (yt),
t€R+, estd {iltimamente en U 1lo que contradice que zeL+(y). Luego,
3+ L+(y) C M. Pero L+(y)¢® implica que yeP. Por tanto, C+(y) =
L+(y), de donde C+(y) C M. Luego, yeM y en consecuencia A+(M) C M.

-

Como también M C AT(M), entonces M = aT(M) 1o que prueba que M es

abierto e invariante. La parte reciproca de la demostracidn s

de la Proposicidn 1.54,
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Corolario 2.29. Sea X localmente compacto y M un subconjunto ce-

rrado de X contenido en P. Entonces M es un atractor si y sdlo

si es bilateralmente asintdticamente estable.

Demostracidén. Se deduce de las Proposiciones 2.28 y 1.54.

Proposicidén 2.30. Sea M un subconjunto de X contenido en D. Si

e . . +
M es un atractor, entonces M es positivamente invariante y A (M)

= CT(M).

Demostracidn. Supongamos que M es un atractor y sea yeA+(M). En-

tonces yeA:(M) (ver Proposicién 1.49) y por tanto K+(y) NM+ @ (ver
Proposicién 1.47.) Puesto que K+(y) = C+(y), entonces C+(y) NnNM+ @.
Luego, yT = xeM para algin TeR", de donde y = x(-T)eC (M). Luego,
At (M) c c™(M). Por otra parte, sea 2zeC (M). Entonces 2z = x(-T) para
algln xeM y algln Ter" . Luego, x = zT€C+(z) N M. Ya que MC A+(M),
entonces C (z) N AT(M) # ¢ y como AY(M) es invariante, ct(z) C
A+(M), de donde zeA'(M). Luego C7(M) C A+(M). Esto completa la prue-
ba de que aAT(M) = cT(M). Esto implica que C~ (M) es invariante y,

por tanto, positivamente invariante. Como M C C (M), entonces ctan
CCT(M). Luego, CT(M) = c(M) Nc™(M) =M ya que si existe YEC+(M)
N C7(M) - M, entonces y = xT = xT, para algunos T,>0, T, <0 ¥y
xeM. Por tanto, x = x(T, - T2), con T, - T, >0. Esto implica que

x es periddico lo cual es una contradiccidn. Luego, M es positiva-

mente invariante.

Proposicién 2.31. Sea M un subconjunto de X contenido en D. Si
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M es un atractor negativo, entonces M es negativamente invariante y

A~(M) = ctw).

Demostracidén. Andloga a la de la Proposicién 2.30.

Corolario 2.32. Sea M un subconjunto de X contenido en D. Enton-

ces M es un atractor bilateral si y sdlo si es abierto e invariante.

Demostracién. Si M es un atractor bilateral, entonces, seglin Propo-

siciones 2.30 y 2.31, M es positivamente y negativamente invariante,

respectivamente, con AT(M) = cT(M) y AT(M) = ctam. Luego, M es

invariante y A+(M) = A"(M) = A(M) = M, de donde se deduce que M es

abierto. La suficiencia se obtiene de la Proposicidn 1.54.

Corolario 2.33. Sea M C D. Entonces M es un atractor bilateral si

y s6lo si es bilateralmente asintdticamente estable.

Demostracidén. Se deduce del Corolario 2.32 y de la Proposicidn 1.54.

Proposicidn 2.34. Sea X localmente compacto y A una componente de

X. Entonces el {inico atractor bilateral cerrado contenido en A es

el propio A.

Demostracidén. Sean II', P' y D' como en el Teorema 2.20. Entonces,

seglin dicho teorema, o A =P' o A =D'. Sea M un atractor bilate-
ral cerrado contenido en A. Entonces, o M CP' o M CD'. Luego,

segln Proposicidén 2.28 o Corolario 2.32, respectivamente, M es abier-

to. Como A es conexoy M % @, necesariamente M = A,



3u

2
Teorema 2.35. Sea X cualquier subespacio de R . Entonces el flujo

(X, 1) verifica D¥(x) ct(x) para todo xeX si y sdlo si el flujo

. t
tiene caracteristica 0.

Demostracién. La necesidad se probd en el Corolario 2.3. Supongamos

: t
ahora que el flujo tiene caracteristica O y que existe un xeX tal

+ + +

que D (x) + ct(x). como D (x) = K'(x) # C+(x), entonces ¢ + L (x)
+ - — —
7 ct(x). sea yeL (x) C JT(x). Entonces xed (y) C D (y) = K (y).
Pero K (y) C LY (x) ya que éste es cerrado e invariante. Por tanto,
xeL¥(x). Luego, x es periddico o critico (ver Teorema 1.20.) En con-
.t + . + +

secuencia L (x) = C (x), lo que contradice que L (x) € C (x). Esta

+
contradiccidn prueba que D+(x) = C (x) para todo x en X.

Observacidén 2.36. Segln el resultado anterior los tipos bdsicos de flu-

‘o + + 2
jos planos que verifican D (x) = C (%) para todo =x=eR , son los sefia-

lados en el Teorema 1.60.



CAPITULO III

Caracterizacidn de Flujos

que verifican pt(x) = c(x) para todo x en X

Proposicidén 3.1. Para un flujo (X, II) 1las siguientes condiciones son

equivalentes.

(1) DT(x) = ¢c(x) para todo x en X

(2) J¥(x) = c(x) para todo x en X

(3) J7(x) = c(x) para todo x en X

(4) J(x) = C(x) para todo x en X

(5) D(x) = C(x) para todo x en X y no hay puntos positivamente dis-
persivos

(6) D7(x) = C(x) para todo x en X

Demostracidén. Sea =xeX. Supongamos que se cumple (1). Entonces

I (x) ¢ @, ya que si suponemos lo contrario, entonces C'(x) = C(x) 1lo
que implica que x es periddico o critico, obteniéndose asi una contra-
diccién. Luego, JH(x) € pT(x) = c(x) y como J¥(x) es invariante,
también C(x) C Jtx). Por tanto, J+(x) = C(x), es decir, (1) = (2).
Supongamos ahora que se cumﬁle (2). Entonces er+(x), de donde xeJ (x)
(ver Proposicidn 1.27) y, por tanto, C(x) C J (x). Sea ahora yeJd (x).

Entonces er+(y) = C(y), de donde, yeC(x). Luego, J (x) C C(x). Por

35
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tanto J (x) = C(x). Esto prueba que (2) = (3). Supongamos que se
cumple (3). Entonces C(x) = J7(x) C J(x). Sea ahora yedJ'(x). En-
tonces xeJ (y) = C(y), de donde yeC(x). Por tanto, JT(x) c c(x).
Luego, J(x) C C(x) 1lo que completa la prueba de que J(x) = C(x), es
decir, de que (3) = (4). Si se cumple (4) obviamente D(x) = C(x).
Ademds, an+(x) + ¢§ ya que si suponemos lo contrario, entonces xeJ (x),
de donde xeJT(x) obteniéndose asi una contradiccién. Queda asi pro-
bado que (&) = (5). Supongamos que se cumple (5). Entonces ¢ # It (x)
C D(x) = Cc(x). Luego, C(x) C J+(x), de donde er+(x) y, por tanto,
xeJ (x). Esto implica que C(x) C J°(x) C D7(x). Como obviamente

D (x) C C(x), entonces D7 (x) = C(x), lo que prueba que (5) = (6).
Finalmente, supongamos que se cumple (6). Entonces J (x) ¥ #, ya que
si suponemos lo contrario entonces C7(x) = C(x), de donde x es perid-
dico o critico obteniéndose asi una contradiccidén. Luego, # ¥ J (x)

C D7(x) = C(x). Por tanto, C(x) C J (%), de donde xeJ7(xX) y, en con-
secuencia, xedT(x). Esto implica que C(x) C Jt(x) c pt(x). Sea aho-
ra y€D+(x). Entonces =xeD (y) = C(y). Luego, yeC(x) y, por tanto,
D*(x) C c(x). Esto completa la prueba de que DT(x) = C(x), es decir,

de que (6) = (1).

Corolario 3.2. Si D+(x) = C(x) para todo x en X, el flujo tiene

caracteristica 0. Ademds, el flujo es no extraviado.

Demostracidn. Sea xeX. Segln proposicidn anterior, D(x) = C(x) =

- + .
K(x) ya que C(x) es cerrado. Ademds, de J (x) = C(x), se obtiene

que xedT(x).
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Observacidén 3.3. El reciproco del Corolario 3.2 es falso. Tampoco

D(x) = C(x) para todo x en X implica pt(x) = c(x) para cada x en
X. Para probarlo obsérvese que el flujo del Ejemplo 2.6 verifica D(x) =
C(x) para todo x en X. Luego, tiene caracteristica 0. Sin embargo,

D+(X1) = cP(x) # c(x)

Proposicidén 3.4. Sea M cualquier subconjunto invariante de X. Enton-

ces DV'(x) = C(x) para todo x en X si y sélo si es cierta cualquiera

de las siguientes afirmaciones

(1) J7an = »
(2) a7(M) = M
(3) (M) = ¢
(v) p¥(M) = ¥ y no hay puntos positivamente dispersivos
(5) D"(M) = M y no hay puntos positivamente dispersivos
(6) D(M) =M y no hay puntos positivamente dispersivos

Demostracidn. Supongamos que D'(x) = C(x) para todo x en X. Vamos

a probar que la afirmacién (5) es necesaria. Sea =xeX. Entonces, segin

Proposicién 3.1, D (x) = C(x). Por tanto, D7(M) = UD (x) = UC(x) =
xeM xeM

C(M) = M. Ademis, del Corolario 3.2 se obtiene que J'(x) + ¢#. Andlo-
gamente, utilizando las correspondientes definiciones y la Proposicidn
3.1, 3e prueba que las restantes afirmaciones son también neceéarias.
Vamos a probar ahora la suficiencia de (5). Sea xeX. Como C(x) es
invariante, entonces D (C(x)) = C(x). Pero D (C(x)) = cC (C(x)) U

J (C(x)) = C(x) UJ (x). Luego, C(x) UJ (x) = C(x), de donde J~(x)

C C(x). Sea ahora yeJ+(x). Entonces xeJ (y) C C(y). Luego, yeC(x)
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y, por tanto, JY(x) cc(x). Esto implica que C(x) C J¥(x) y, en con-
secuencia, que J¥T(x) = C(x). Luego, segin Proposicidn 3.1, DV(x) =
C(x). En forma andloga, y utilizando la Proposicién 3.1, se prueba que

las restantes condiciones son también suficientes.

Proposicién 3.5. Supongamos que D'(x) = C(x) para todo x en X. Si

para algin xeX, tfx) + ¢ (L (x) ¢ @), entonces LYT(x) = c(x) (L (x) =
C(x)). En particular, x es positivamente (negativamente) Poisson es-

table.

Demostracidén. Sea xeX con L+(x) ¥ @. Entonces L+(x) C D+(x) =

+ . . . s +
C(x). Como L (x) es invariante, también C(x) C L (x). Por tanto,
+ .. - -
L (x) = C(x). La demostracién es andloga en el caso de que L (x) % @,

ya que D'(x) = c(x) implica D7 (x) = C(x).

Corolario 3.6. Supongamos que pF(x) = c(x) y LT(x) # (L7 (x) £ @)

para todo x en ¥. Entonces, el flujo tiene caracteristica 0% (carac-
teristica 07). En particular, si LT(x) # ¢ ¥ L7(x) para todo x en

t
X, el flujo tiene caracteristica 0 .-

Demostracidn. Sea xeX. Entonces LT(x) = C(x) segln Proposicidn 3.5.

Luego, L (x) = gt (x) (ver Proposicidén 3.1.) Por tanto, pt(x) = ct(x)
uLt(x) = kT(x) y el flujo tiene caracteristica of. si L7(x) # ¢

para todo x en X, la correspondiente demostracidn es andloga.

Observacidn 3.7. Los resultados reciprocos del corolario anterior son

falsos. Para probarlo, obServese que el flujo (X', T') del Ejemplo 2.5

t P + -
tiene caracteristica 0 (por tanto, caracteristicas 0 'y 0 ) con



L't(x) =L'7(x) + ¢ para todo x en X'. Sin embargo, D T(x) =
X' ¥ C'(x) para cualquier xeX'.

Es bien conocido que para cualquier flujo definido sobre un gub-
espacio de Rz, un punto es positivamente o negativamente Poisson esta-
ble si y sdlo si es periddico o critico (ver Teorema 1.20). La si-
fuiente proposicidn nos da un ejemplo de una clase de flujos scbre o-

tros espacios fases, que presentan una propiedad simjlar.

Proposicidn 3.8. Sea X un espacio localmente compacto o métrico com-

pleto tal que D+(x) = C(x) para todo x en X. Entonces, las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

(1) LT(x) # 8 (L7(x) & 9)

(2) % es periddico o critico

(3) x es Poisson estable

. +
Demostracién. Sea xeX con L (x) ¥ #. Entonces L+(x) = C(x) se-~

glin Proposicidn 3.5. Si suponemos que X no es periddico ni critico,

entonces ¢ = LT(x) - c(x) = LY(x) (ver Teorema 1.32).
Esta contradiccidn prueba que x es periddico o critico y que, por tan-
to (1) = (2). La demostracidn en el caso L (x) ¥ § es similar usando

el dual del Teorema 1.32. Finalmente, (2) = (3) = (1) son evidentes.

Corolario 3.9. Sea X un espacio métrico localmente compacto o un es-

pacio métrico completo tal que pt(x) = c(x) para todo x en X. En-

tonces el conjunto de los puntos periddicos es denso en X.

Demostracidén. Ya que, seglin proposicidn anterior, el conjunto de lcs
que, g prop s ]
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puntos periddicos coincide con el de los puntos Poisson estables y el
flujo es no extraviado (ver Corolario 3.2), el resultado se deduce del

Teorema 1.33.

2
Teorema 3.10. Sea X cualquier subespacio de R . Un flujo (X, 1)

verifica DYT(x) = C(x) para todo x en X si y sdlo si tiene caracte-

ristica O sin puntos positivamente dispersivos.

Demostracién. La necesidad fue demostrada en el Corolario 3.2. Supon-

gamos ahora que el flujo tiene caracteristica 0 con J+(x) ¥ @ para
cada x en X y sea =xeX. Entonces J7(x) € D(x) = K(x). Si L(x) =
@, entonces K(x) = C(x) y, por tanto, J1(x) C C(x). Pero esto impli-
ca que tambidn C(x) C JT(x). Luego, J*(x) = C(x), de donde D'(x) =
C(x). Si L(x) # ¢, sea yeL(x). Entonces yed(x), de donde xeJ(y)
CD(y) = K(y). Pero K(y) CL(x) ya que L(x) es invariante y cerra-
do. Luego, xeL(x) y, por tanto, X€L+(X) o xeL (x). En cualquier
caso, x es periddico o critico (ver Teorema 1.20) y, en consecuencia,
D(x).= K(x) = C(x). Luego, D'(x) CC(x) = Y (x) c pT(x). Por tanto,

D'(x) = c(x). Esto completa la prueba.

Teorema 3.11. Sea X un espacio localmente compacto o un espacio mé-

. . . +
trico completo. Un flujo (X, M) verifica D (x) = C(x) para todo
x en X si y sblo si tiene caracteristica 0 sin puntos positivamente

dispersivos.

Demostracién. Es similar a la del teorema anterior, con la {nica va-

riante de que la propiedad =xeLt(x) (o =xeL (x)) implica que x es

periddico o critico se deduce de la Proposicidén 3.8.
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En el siguiecnte teorema S es el conjunto de los puntos criticos

vy Ns tal como en la Proposicidn 1.61.

. 2 AP +
Teorema 3.12. Un flujo (R , ) verifica D (x) = C(x) para todo x

2 - Pl . . . . . .
en R s1 y sdlo si es cierta una de las siguientes afirmaciones

(1) s = R

(2) S consiste de un centro global de Poincaré

(3) S consiste de dos centros de Poincaré, s, y S, con N no acota-
: s

2 2
do para cada seS y oNg = BNS =R - UN_ = C(x) para algin xeR..
1 2

- - . 2 e +
Demostracidn. Segln Teorema 3.10, un flujo (R , M) verifica D (x) =

2
C(x) para todo x en R siy sélo si es cierta una de las afirma-

ciones del Teorema 1.62 tales que J+(x) ¥ ¢ para todo x en Rz. Va-
mos a probar que estas afirmaciones son precisamente las seilaladas arri-
ba. En efecto; cada una de las afirmaciones (1), (2) o (3), o coincide

con una de las afirmaciones del Teorema 1.62, o se trata de un caso par-

ticular de alguna de ecllas. Ademds, en los casos (1) y (2) es evidente

+ 2 .a
que J (x) # § para cada x en R . Vamos a probar que esto también

2

es cierto en el caso (3). En efecto, sea xeR . Si x € UN , eviden-
ses °
2
temente J'(x) £ @. Supongamos ahora que xeR - U NS = aNS = 3NS
se$S 1 2

y sea (xn) una red de puntos periddicos tal que x, = x. Entonces,

existe una red (tn), con t, >0, tal que x = Xt Sin perder gene-

ralidad, tal como se probd en la demostracidn del Teorema 2.1, parte

(3), podemos suponer que t, >t oo Luego, X, >x y Xntn =x, X

+ ‘ +
cuando t_ - + oo . Esto implica que xeJ (x) y, por tanto, J (x) + 9.
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Solo queda por demostrar que los restantes tipos de flujos correspon-
dientes a las afirmaciones del Teorema 1.62, no satisfacen gt (x) + ¢
para todo x en R, En efecto, si S =0¢ y (Rz, M) es paralelizable,
entonces el flujo es positivamente dispersivo (ver Proposicién 1.40.)
Supongamos a2hora que S consiste de centros locales de Poincaré (dos

+ 2
a lo sumo, seglin Teorema 1.62), y que J (x) ¥+ § para todo x en R .

2
Entcnces, segn Teorema 3.10, D'(x) = C(x) para todo x en R . Vamos
2
a probar primeramente que R - UN_ = a( v NS). Para ello, sea
SES seS

2
X' = int(R - U NS) y supongamos que X' ¥ (. Ya que para cada seS,
seS
2
N, es invariante, entonces R - U Ns también lo es (ver Proposicio-
sSeS

nes 1.11 y 1.10.) Luego, seglin Proposicién 1.12, también X' es inva-

riante. Consideremos el flujo (X', I'), donde M' = T|X'. Ya que la
restriccidén del flujo (Rz, ) a R- uy N, es paralelizable (ver Teo-
seS

rema 1.62).y, por tanto, positivamente dispersivo, también el flujo
(X', I') es positivamente dispersivo. Luego, si xeX', ¢ = J'T(x) =
J+(x) N X' (ver Proposicién 1.30.) Por tanto, x¢J (x) 1o que con-
tradice DY(x) = c(x) para todo X en R (ver Corolario 3.2.) Esta
contradiccidn prueba que X' = int (R? - U NS) = ¢g. Ya que N, es

seS

2
abierto para cada seS (ver Proposicién 1.61), entonces R - U N,

seS

2 2
es cerrado. Por tanto, R - U NS= a(R - U NS) =9o( vy NS). Suponga-
seS seS seS

mos ahora que S consiste de dos centros de Poincaré, s; y s, , con

S

oN_ # aNS . Como para cada seS, aNS es una trayectoria (ver Teore-
1 2



ma 1.62), entonces 0N, F\ONS = f, Twego, M. NN, = @, Adewds, deo
8 . £ « .

1 9 dl ;)2
2 . 9 —_— — — —
R - UN, =0d(U Ng) se obtiene que R = UN = UN_ =1 WY, .
2 - S 3 S 3
seS 3e8 seS 7 se8 U "1 "

Pero esto contradice la conexidad de R*. Tor tanto, $ no pucde consis-

2

2 Sy 2
gamos Tinalmente que 8 consiste de un centro local de Poincaré s.

tir do dos centros de Poincaré, s y s, con ON_ .t ONg . Supon-
. C

Cntonces R? -~ N_ = N % @, Ya que ONg es una trayectoria, orlonces
o S

ONS = C(x) para alpgin =xeR?. Luego, el flujo (C{x), '), con ' =

njc(x), es paralelizable (ver Teovema 1.62) y en consccuencia positiva-
. : p + +

mente dispersivo. Dov tanto, @ = L' (y) =L (y) para tedo yeC(x)

(ver Propesicidn 1.30). Esto implica que C(x) no cs nna trayectoria

periddica. Definamos T: C(x) = R x {0} por f£(xzt) = (t,0). Se com-

prueba fdcilmente que f es un homeomorfiswo y, por tanto, C(x) vy

R x {0} son homeomorfos. Ya que R -~ R x {0} es disconexo, también

2 . C
R* - C(x) = R - 03Ng = N_ es disconexo, lo cual es umn contvadiceidn

O

a

segln Proposicidn 1.61. Luego, S no puede consistir de un ceatro local

de Poincaré, lo cual completa la prueba del teorema.

Observacion 3.13. El teorema antericr implica que hay tres tipo bdsi-
R - +, \ i 2

cos de flujos planos para los cnales D (k) = C(x) para todo = en R¢:

(1) Fluios que consisten solamente de puntos criticos

(2) Flujos que tienen un centro global de Poincaré

(3) Flujos similares al del Ejemplo 2.6 cxcepto que 9N, = dN_ donde

1 2
S=1{s , s }.



CAPITULO IV

Caracterizacidn de flujos tales que para cada X en X

se cumple una de las siguientes afirmaciones:

pt(x)=c(x), D(x)=x'(x), DT (x)=K(x)

Cavacterizacién de flujos tales gue D' (x)=C7(x)

para todo x en X.

Teorema 4.1. Sea (X, M) un flujo continuo. Entonces las siguicntes
afirmaciones son equivalentes.

. R +
(1) Para cada x en X, X es critico o periddico con JF(x) = LT (x)

(2) DY) = c'(x) y d'(x) + ¢ para cada x en X
(3) D'(x) = CT(x) para cada x en X

(4) D™(x) = C'(x) para cada x en X

(5) D(x) = C'(x) para cada x en X

(6) D(x) = C"(x) para cada x en X

Demostracidn. Si se cumple (1) obsérvese que X = P, siendo P el con-

junto definido en el Teorema 2.1. Luego, segln Teorema 2.8, (1) « (2).
Ademds, (2) © D7 (x) = C7(x) para todo x en X (ver Corolario 2.2.)
Luego, si se cumple (1) entonces pt(x) = ¢cT(x) = ¢7(x) = D™(x), de don-
de (1) implica cada una de las restantes afirmaciones. Vamos a probar

ahora que cada una de las afirmaciones (3), (4), (5) y (6), implica (2).

uu



Sea xeX. Supongamos que se cumple (3). Entonces C (x) C D'(x) =
C™(x). Luego, x es peridédico o critico y, por tanto, pT(x) = c™(x)
= ¢*(x). Esto prueba que (3) = (2). Si se cumple (4), entonces

C7(x) € D™(x) = Cc*(x). Entonces x es periddico o critico y, por tan-
to, D™(x) = ct(x) = ¢7(x). Luego, pt(x) = c*(x) (ver Corolario 2.2.)
Esto prueba que (4) = (2). Supongamos que se cumple (5). Entonces
C(x) CD(x) = ct(x), de donde x es periddico o critico y, por tanto,
JHx) + 9. Ademas, pt(x) c D(x) = ct(x) y como también ct(x) C
D+(x), entonces DY(x) = ¢cT(x). Esto prueba que (5) = (2). Finalmen-
te, si se cumple (6) entonces C(x) C D(x) = C (x), de donde x es pe-
riédico o critico. Por tanto, JT(x) # @. Ademds, DT(x) C D(x) = C7(x)

= ¢t (x). Luego, D1(x) = ct(x) 10 que prueba que (6) = (2).

Observacidn 4.2. Del teorema anterior y de la Observacidn 2.36, se de-

duce que hay dos tipos bdsicos de flujos planos que satisfacen cual-

quiera de las condiciones (1) a (6) de aquél

2

(1) S =R

(2) s

{sg} ¥ s, s un centro global de Poincaré.

Caracterizacidén de flujos tales que D(x)=K (%)

para todo x en X

Teorema 4.3. Para un flujo (X, ) las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

+
(1) D(x) = K (x) para todo x en X
(2) J(x) = K'(x) para todo x en X

(3) J°(x) = K'(x) para todo x en X
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(4) D (x)

K (x) para todo X en X

(5) 3t(x) = K (x) para todo x en X

Demostracién. Sea xeX. Si se cumple (1) entonces C(x) U J(x) =

ctix) U L+(x). ILmego, C(x) C ctx) o cx) NLT(x) £ 8. si C(x)

C ct(x) entonces x es periddico o critico y J(x) C D(x) = K'(x) =
1T (x) € J(x). Por tanto, J(x) = K'(x). si c(x) N LYx) + ?#, ya que
1.Y(x) es invariante y cerrado, entonces kt(x) c LY (x) Cc J(x) C D(x)=
K'(x). Por tanto, J(x) = K'(x). Entonces (1) = (2). Si se cumple
(2), entonces =xed(x). Luego, xeJ (x) ya que si suponemos lo contra-
rio, xedT(x), de donde xeJ (x) obteniéndose asi una contradiccién.

Ya que J7(x) es invariante y cerrado, K (x) €I (x). Ademds, J (x)
CJI(x) = K (x). Luego, J (x) = K+(x) lo que prueba que (2) = (3).

€i se cumple (3), xedJ (x), de donde C7(x) CJ (x). Luego, D (x) =

CT(x) UJ™(x) = J7(x) = K'(x). Entonces (3) = (4). Si se cumple (4),

C7(x) UJI(x)

C+(x) uLt(x). Luego, cT(x) cc™(x) o} ctix) n
J(x) + ¢. si ctix) c C7(x), entonces x es periddico o critico y

K+(x) L7(x) € J(x) CD(x) = K'(x). Por tanto, J (x) = k'(x). si

ctix) N (x) + @, entonces K'(x) CJ7(x) CD(x) = K+(x), de donde

J7(x)

K'(x). Luego, en cualquier caso J (x) = K'(x). Esto implica
que xeJ (x) y, por tanto, que er+(x), de donde K'(x) C J+(x).

Sea ahora y€J+(x). Entonces xeJ (y) = K+(y). Luego, segilin Proposi-
cidn 1.26, J(x) D J7(y) o, equivalentemente, K (x) D K'(y). Esto im-
plica que yeK+(x) y, por tanto, Jtx) c xtx). Luego Jt(x) = K+(x)
lo que prueba que (4) = (5). Finalmente, si se cumple (5), D'(x) =

ct(x) UdT(x) = ct(x) UK (x) = K'(x). Por otra parte, sea yeD (x).
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+ +
Entonces xeD+(y) = K (y), de donde J (x) D J+(y) 0o, equivalentemente,
+ + + . - +
K'(x) DK (y). Por tanto, yeK (x) y, en consecuencia, D (x) C K (x).
Luego, D(x) C K (x) y como también K'(x) C D(x), entonces D(x) =

K'(x). Esto completa la prueba del teorema.

. s . RN +
Proposicidén 4.4. Un flujo (X, M) verifica D(x) = K (x) para todo

x en X si y sblo si es positivamente Poisson estable de caracteristica

o". En particular, para cada =xeX, LY (x) —xT(x).

L +
Demostracidn. Supongamos que D(x) = K (x) para todo x en X y sea

xeX. Entonces DT(x) C D(x) = K+(x). Como también k'(x) C D+(x), en-
tonces DH(x) = K'(x), es decir, el flujo tiene caracteristica ot.

Por tanto, tY(x) = ot(x) = x'(x) (ver Proposiciones 1.56 y 4.3). Lue-
go, XEL+(X) y el flujo es positivamente Poisson estable. Supongamos
ahora que el flujo es positivamente Poisson estable de caracteristica

ot y sea xeX. Ya que xeL+(x), entonces K'(x) c L7(x) € K+(x). Por
tanto, LY(x) = K"(x). Pero tambign L*T(x) = Jt(x) segilin Proposicién

1.56. Luego, Jt(x) = K+(x), de donde, seglin Proposicidn 4.3, D(x)=

K (x).

Observacién 4.5. El reciproco de la proposicidn anterior es falso si

el flujo no es positivamente Poisson estable. Esto puede verse en el

siguiente ejemplo.

2
Ejemplo 4.6. Consideremos el flujo (R , ) definido por el sistema de

ecuaciones diferenciales
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0 para 0 <r <l

n
Yr In — para r >4
r

8

1 para r=0
Este flujo tiene caracteristica of (ver Figura 4.1).

+ .
Sin embargo, D(xo) = C(Xb) uc, # C+(x0) uc, =K (xo), donde C, es

1

la circunferencia de centro 0 y radio 4. Obsérvese que X, ¥ L+(XO)

:Cl

Proposicién 4.7. Un flujo verifica D(x) = K'(x) para todo x en X

. . - o . +
si y sblo si tiene caracteristica 0 con L (x) # § para cada x en

X.

Demostracién. Supongamos que D(x) —X (%) para todo x en X y sea

»eX. Seglin Proposicidn 4.4, xeL+(x) y, por tanto, kKM (x) € K(x) C
L¥(x) c xt(x). Ppor tanto, K(x) = xt(x) = D(x), quedando asi probada
la necesidad. Supongamos ahora que el flujo tiene caracteristica O
con LY(x) + ¢ para todo x en X. Sea =xeX y yelL'(x) C J+(x). En-
tonces, xed (y) CD(y) = K(y) € LY(x). Luego, D(x) = K(x) C LT(x)
kt(x). como también xT(x) C D(x), entonces D(x) = K+(x), quedando

asi probada la suficiencia.

Observacién 4.8. EL reciproco de la proposicidn anterior es falso si

L+(x) = @ para algin xeX. Esto puede verse en el flujo del Ejemplo

2.6, el cual tiene caracteristica 0. Sin embargo, D(Xo) = C(xo) $

C+(Xb) = K+(x0). Nétese que L+(xb) = ¢
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Figura 4.1

'}

|

Figura 4.2



Proposicidén 4.9. Supongamos que D(x) = K (x) y L (x) # ¢ para todo

. . P t
x en X. Entonces el flujo tiene caracteristica 0. El reciproco es
cierto si no hay puntos positivamente dispersivos (o negativamente dis-
+
(

persivos). En tal caso, D'(x) = D7(x) = K' (x) = K'(x) para cada x

en X.

Demostracién. Supongamos que D(x) = K" (x) y L (x) ¥+ @ para cada

x en X. Segln Probosicién 4.4 el flujo tiene caracteristica 0", Sea
ahora xeX y yel (x) € J (x). Entonces st+(y) - D+(y) = K+(y) C
L7(x). Luego, K'(x) CL7(x) C K (x) CD(x) = k' (x). Por tanto, K (x)
= K'(x). va que D (x) = K'(x) (ver Teorema 4.3), entonces D7(x) =
K™(x) quedando asi probada la necesidad. Supongamos ahora que el filujo
tiene caracteristica Oi sin puntos positivamente dispersivos. Sean
xeX v yelt(x) = JY(x). Entonces xed (y) C D (y) = K'(y) C LY (x).
Luego, K" (x) € D(x) = K(x) c LT (x) C K (x). Por tanto, D(x) = K (x) Vs,

en consecuencia, de la hipdtesis y del Teorema 4.3, K (x) = D7(x) =

K (x) = DT(x).

Observacién 4.10. En la proposicidn anterior la necesidad es falsa si

existe alglin xeX tal que L (x) = ¢ . También la suficiencia es
falsa si JT(x) = ¢ (0 J7(x) =g ) para algin =xeX. Para probarlo

consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.11. Sea (X, II) el flujo del Ejemplo 2.5 y consideremos

un nuevo flujo (X', M') donde X' =X - {{p}lUC} y T'-= mlxe.
+ ..
Si =xeX', entonces L'f(x) =L (x) NX' =X NX' =X'. Luego, K''(x)

= X'. Ya que D'(x) C X' = K'T(x) ¢ D'(x), entonces D'(x) = K't(x);
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es decir, el flujo verifica D'(x) = K'7(x) para todo x en X'. Por
otra parte, si xeC,, L' (x) = L7(x) NX' = {p} N X' = ¢ . Ademis, ya
que xeL't(x) C J't(x), entonces xed' (x) + ¥ = L'"(x). Por tanto,

+
el flujo no tiene caracteristica 0.

2
Ejemplo 4.12. Consideremos el flujo (R , M) definido por el sistema

de ecuaciones diferenciales
y =0

x =1
. . . t . .
Este flujo tiene caracteristica O (ver Figura 4.2). Sin embargo,

+ + A
D(x,) = C(x,) # C (%)) = K (x,). Obsérvese que el flujo es dispersivo.

2
Teorema 4.13. Sea X cualquier subespacio de R . Entonces un flujo

(X, M) verifica D(x) = K (x) (o equivalentemente, D (x) = K (x))
+
para todo x en X si y sdlo si es de caracteristica 0~ y no hay pun-

tos positivamente dispersivos (o negativamente dispersivos).

.. +
Demostracidn. Supongamos que D(x) = K (x) para todo x en X y sea

- . s + . a
xeX. Entonces, seglin Proposicidn 4.4, xelL (x). Luego, x es perid-
dico o critico (ver Teorema 1.20) y, en consecuencia, xelL (x). Lue-

go el resultado se deduce de la Proposicidn 4.9.

2
Corolario 4.14. Sea X cualquier subespacio de R . Entonces un flu-

+ . - . .
jo (X, M) wverifica D(x) = K (x) para todo xeX si y sbélo si satis-
face cualquiera de las condiciones equivalentes (1) a (6) del Teorema
.1,

. s +
Demostracidn. De los Teoremas 4.13 y 2.35 se deduce que D(x) = K (x)

para todo x en X si y sélo si el flujo satisface la condicidn (2) del
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Teorema 4.1.

Observacidén 4.15. Del Corolario 4.14 se obtiene que los tipos bdsicos

de flujos planos para los cuales D(x) = K'(x) (o D (x) = xH(x)) pa-
ra todo x en Rz, son los sefialados en la Observacidn 4.2.

Los duales de los resultados 4.3 a 4.15 caracterizan los tipos de
flujos que verifican D(x) = K (x) para todo x en X. El siguiente
Corolario establece la relacidn entre esta iltima clase de flujos y
los que verifican D(x) = K'(x) para todo x en X, en el caso particu-

2
lar de que X sea un subespacio de R .

Corolario 4.16. Un flujo (X, I), donde X es cualquier subespacio de

2 - + .
R, verifica D(x) = K'(x) (0 D7(x) = K (x)) para todo X en X, siy

s6lo si D(x) = K'(x) (o DY(x) = K'(x)) para todo x en X.

Demostracién. Se obtiene facilmente del Teorema 4.13 y de su dual.

+ -
Corolario 4.17. Un flujo (X, ) verifica D(x) = K (x) = K (x) (o,

D7(x) = K (x) y D (x) = K (x)) para todo x en X si y sblo si tie-

+
ne caracteristica 0~ sin puntos positivamente dispersivos.

Demostracidn. La necesidad se deduce de la Proposicidn 4.4 y de su

dual. La suficiencia se obtiene de la Proposicidn 4.9.

Caracterizacién de flujos que verifican DT(x) = K(x)

para todo x en X

Teorema 4.18. Para un flujo (X, II) 1las siguientes afirmaciones son

equivalentes
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(1) D'(x) = K(x) para todo x en X
(2) J%(x) = K(x) para todo x en X
(3) J7(x) = K(x) para todo x en X
(4) J(x) = K(x) para todo x en X
(5) D(x) =K(x) y JH(x) + ¥ para todo x en X
(6) D7(x) = K(x) para todo x en X

Demostracidn. Sea xeX. Si se cumple (1) entonces C'(x) UJt(x) =

C(x) UL(x). Luego, C(x) CCT(x) o C(x) nJ¥(x) # 9. si c(x) C
ct(x), x es periddico o critico y K(x) = LT(x) - JH(x). Si C(x) N
TH(x) # §, tambidn K(x) C J¥(x) ya que J*'(x) es invariante y cerra-
do. En cualquier caso, K(x) C J¥(x). Por otra parte, J'(x) C Dt (x)
= K(x). Luego, JT(x) = K(x); es decir, (1) = (2). Si se cumple (2),
entonces xeJt(x), de donde =xeJ™(x) y, por tanto, K(x) C J7(x). Sea
ahora yveJ (x). Entonces =xeJT(y) = K(y). Por tanto, JT(x) D J+(y)
o, equivalentemente, K(x) D K(y). Luego, yeK(x), de donde J (x) C
K(x). Por tanto, J (x) = K(x) 1lo que prueba que (2) = (3). Si se
cumple (3), =xeJ (x), de donde xedT(x) + 9. Sea st+(x). Entonces
xeJ7(y) = K(y). Luego, J7(x) DJ (y) o, equivalentemente, K(x) D K(y).
Esto implica que yeK(x) = J7(x), de donde JY(x) c J7(x). Por tanto,
J(x) = J (x) = K(x) 1lo que prueba que (3) = (4). Si se cumple (&),
xed(x) y C(x) € J(x). Por tanto, D(x) = C(x) U J(x) = J(x) = K(x).
Ademis, Jt(x) + ¢ ya que si suponemos lo contrario, entonces xeJ (x),
de donde xeJt(x) obteniéndose asi una contradiccidén. Queda asi pro-
bado que (4) = (5). Si se cumple (5) sea yeJ+(x). Entonces xed (y)
C D(y) = K(y) € J*(x). Luego, xeJ (x) y, por tanto, D(x) = K(x) C

J7(x) C D (x). Como también D (x)C D(x), entonces D (x) = D(x) =
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K(x) lo cual prueba que (5) = (6). Finalmente, si se cumple (6),
C7(x) UJ (%) = C(x) UL(x). Luego C(x) CC(x) o C(x) NJ (x) + @.
Si C(x) CcC(x), x es periddico o critico y, por tanto, K(x) =
L7(x) ¢ J7(x) €D (x) = K(x), de donde J7(x) = K(x). Si C(x) NJ (x)
¥ @, entonces K(x) CJ (x) C D7 (x) = K(x), de donde J (x) = K(x). En
cualquier caso se ha obtenido que J (x) = K(x). Esto implica que
xeJ(x) vy, por tanto, xedJ'(x). Luego, K(x) C JT(x) c D+(x). Sea
ahora yeDY(x). Entonces xeD7(y) = K(y). Por tanto, J (x) D J (y)
o, equivalentemente, K(x) D K(y). Entonces yeK(x), de donde pt(x)

C K(x). Luego, DT(x) = K(x) 1o que prueba que (6) = (1).

. . e +
Observacidén 4.19. La condicidn J (x) ¥+ § para todo x en X es nece-

saria en la afirmacidén (5) de la proposicidn anterior. Esto puede ver-
se en el flujo del Ejemplo 4.12 el cual tiene caracteristica O. Sin

+ -
embargo D+(xo) = C (x%,) ¥ C(x,) = K(x,). Obsérvese que J(x) = ¢ pa-

ra todo x en X.

2
Corolario 4.20. Sea X cualquier subespacio de R . Entonces un flu-

jo (X, M) verifica DY (x) = K(x) (o D7(x) = K(x)) para todo X en X

si y sélo si DY(x) = c(x) para todo x en X.

Demostracidén. Se deduce fdcilmente de los Teoremas 4.18, partes (1) y

(5), y 3.10.

Observacidn 4.21. Segilin el corolario anterior, el Teorema 3.12 y la ob-

servacidn 3.13 nos proporcionan,respectivamente, criterios de caracteri-
2
zacién y clasificacién de flujos (R ,NI) tales que D'(x) = K(x) (o

D7(x) = K(x)) para todo x en R?.
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Proposicidén 4.22. Un flujo (X,N) verifica D+(x) = K(x) vy L+(x) ¢

(L"(x) # @) para todo x en X, si y sdlo si es positivamente Poisson
. . P +
estable (negativamente Poisson estable) de caracteristica O (de carac-

teristica 07).

Demostracidn. Supongamos que pF(x) = K(x) y LY (x) + ¢ para todo X

en X. Sea xzeX y yelT(x) C p'(x). Entonces xeD (y) = K(y) (ver
Teorema 4.18). Pero K(y) C LY(x), de donde xeL'(x). Por tanto,
K(x) C LY(x) C K(x). Esto implica que LY'(x) = K(x) = J*(x) (ver Teo-
rema 4.18 ). Por tanto el flujo tiene caracteristica O+, (ver Proposi-
cidén 1.56.) Supongamos ahora que el flujo es positivamente Poisson es-
table de caracteristica 0 y sea xeX. Ya que xeL+(x), K(x) C LT(x)

c pt(x) = K'(x) C K(x) y, por tanto, D1(x) = K(x).

Observacidn 4.23. Aunque LY(x) # ¢ (L7(x) + 9) para todo x en X la

parte reciproca de la proposicidn anterior es falsa si el flujo no es
positivamente Poisson estable (negativamente Poisson estable). Esto
puede verse en el flujo del Ejemplo 4.6 el cual tiene caracteristica

0" con LT(x) % ¢ para todo X en X. Sin embargo D+(XO) = C+(xo) )
C, # C(x%) UC, =K(x,). También la parte directa de la proposicidn
anterior es falsa si LT(x) = ¢ (L(x) = @) para algin xeX. Para pro-

barlo consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.24. Sea (X,N) el flujo del Ejemplo 2.2 y definamos un nue-

vo flujo (X', II'), donde X' = ﬁgl y T' = N[X'. Este flujo verifica

D'*(x) = K'(x) para todo x en X'. Sin embargo, D'+(x0) = C'(xy) #

C'+(xo) = K'+(xo), lo que prueba que no es de caracteristica o*t. ob-

sérvese que L'+(x3) =g
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Corolario 4.25. Un flujo (X,I) verifica D+(x) = K(x) vy L+(x) ¥ g

para todo x en X, si y sdlo si D(x) = kK'(x) (o D7(x) = K'(x)) para

todo x en X.

Demostracidn. Se deduce de las Proposiciones 4.22 y 4.4,

Corolario 4.26. Un flujo (X, M) verifica pT(x) = K(x) y L(x)$¢g

para todo x en X, si y sélo si D(x) = K (x) (o Dt(x) = K (%)) para

todo x en X.

Demostracidén. Se deduce de las Proposiciones 4.22 y dual de U.h.

+
Proposicidn 4.27. Un flujo (X,N) verifica DY (x) = K(x) y L (x)Fg*

+
L (x) para todo x en X, si y s6lo si tiene caracteristica 0~ y no

hay puntcs positivamente dispersivos (& negativamente dispersivos).

Demostracidn. La necesidad se deduce de la Proposicidn 4.22. Suponga-

. . o s t +
mos ahora que el flujo tiene caracteristica 0 con J (%) ¥ ¢ para
todo x en X. Sea xeX y yed (x). Entonices xeJ (y) C D (y) = K'(y)

c Jtx) = LY(x). Luego, segiin Proposicidn 4.22, DT(x) = K(x).

Teorema 4.28. Sea (X,M) wun flujo continuo con X compacto. Enton-

ces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) D(x) = K'(x) para todo x en X

(2) D(x) = K'(x) para todo x en X
(3) D'(x) = k*(x) para todo x en X
(4) D(x) = K(x) para todo x en X
(5) D*(x) = K'(x) y D7(x) = K'(x) para todo x en X
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(6) D(x) = K (x) para todo x en X

(7) D" (x) = K(x) para todo x en X
(8) D¥(x) = K(x) para todo x en X
(9) DY(x) = K(x) para todo x en X
(10) D7(x) = K(x) para todo x en X

Demostracién. Del Teorema 4.3 se obtiene que (1) & (2). Sea =xeX.

Entonces L+(x) + ¢+ L (%). Su?ongamos que se cumple (3) y sea yeL (x)
C p(x). Entonces xeDT(y) = K+(y) CL (x) C J7(x). Luego, st+(x) =

= L¥(x). Por tanto, de la Proposicidn 4.4 se obtiene que (1) « (3).
Ademds, (1) ¢ (4) (ver Proposicidn 4.7), (1) & (5) (ver Proposicidn

4.9), (5) @ (6) (por dual de Proposicién 4.9). En forma andloga a la
demostracidn de (1) « (3), usando el resultado dual de la Proposicidn

4.4, se prueba que (6) ® (7). Del dual del Teorema 4.3 se deduce que

(6) © (8) y del Teorema 4.18 se obtiene que (9) ¢ (10) « (4)

Teorema 4.29. Sea X un espacio localmente compacto o métrico comple-

to y (X,M) un flujo tal que tfx) £+ 9 (o L7(x) % 9) para todo x

en X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) D'(x) = C(x) para todo x en X
(2) D7(x) = C(x) para todo x en X
(3) D(x) = C(x) para todo x en X
(4) DT(x) = c'(x) para todo x en X
(5) D7(x) = Cc7(x) para todo x en X
(6) DY(x) = C7(x) para todo x en X
(7) D(x) = c'(x) para todo x en X
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ct(x) para todo x en X

(8) D(x)

(9) D(x)

It

C (x) para todo x en X

Demostracidén. De la Proposicidn 3.1 se obtiene que (1) ¢ (2) « (3).

Sea xeX. Si se cumple (1), entonces, segin Proposicidén 3.8, x es pe-
riddico o critico y, por tanto, C(x) = ctix). Luego, (1) = (4). Por
otra parte, si se cumple (4), segilin Corolario 2.10, X es periddico o
critico. Por tanto, CT(x) = C(x), de donde (4) = (1). Del Corolario
2.2 se obtiene que (4) « (5), y del Teorema 4.1 se deduce que (4) «

(6) & (7) & (8) & (9).

2
Corolario 4.30. Sea X cualquier subespacio compacto de R . Entonces

todas las afirmaciones de los Teoremas 4.28 y 4.29 son equivalentes.

Demostracién. Segfin el Teorema 2.35, la afirmacidn (5) del Teorema

4.28 es equivalente a la afirmacién (4) del Teorema 4.29.
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CONCLUSIONES

Los principales resultados de la presente investigacidn pueden

ser resumidos como sigue:

1. Un flujo (X,) verifica D+(x) = ¢ (x) (o equivalentemente, D (x)
= C (x)) para todo x en X, si y sélo si cada punto x en X o es
dispersivo o es periddico (o critico) con LY(x) = d¥(x). En el ca-
so particular de que X sea localmente compacto, D+(x) = C+(x) pa-
ra todo x en X si y s6lo si para cada componente de X, o todos
sus puntos son periddicos (o criticos) con LY(x) = J+(x) o todos
sus puntos son dispersivos.

2. Si X es un subespacio de Rz, un flujo (X,N) verifica DY(x) =
ctix) para todo x en X si y sblo si tiene caracteristica Ot.

3. Para un flujo (X,I) las condiciones D' (x) = c(x), D (x) = c(x),
D(x) = C(x) con J+(x) ¥ 4, J+(x) = C(x), J (x) = C(x), J(x) = C(x),
para cada x en X, son equivalentes.,

Los flujos que verifican cualquiera de las condiciones arriba
seflaladas son flujos no extraviado que presentan la propiedad, no
cierta en general, de que gttt x) c otz para cada x en X, (ver
Proposicidn 3.4, parte (1)). Este hecho plantea la siguiente inte-
rrogante: ¢serd posible encontrar un conjunto de propiedades que ca-
ractericen a los flujos para los cuales JF it (%) cutix) para ca-
da x del espacio fase tal que JV(x) #¢2

En particular, si el flujo satisface cualquiera;de las condi-
ciones de arriba, con X localmente compacto o métrico completo,

un punto x en X es positivamente o negativamente Poisson estable si
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y s8lo si es periddico o critico, propiedad que sabemos se cumple
para cualquier flujo cuyo espacio fase sea un subespacio de Rz.
Si X = Rz, hay tres tipos bdsicos de flujos que verifican pt(x)
= C(x) para todo x en X:

(1) Flujos que consisten solamente de puntos criticos

(2) Flujos que tienen un centro global de Poincaré&

(3) Flujos similares al del Ejemplo 2.6 excepto que 3Nsl= aNS2

donde S = {s,;, s,}

. Para un flujo (X, ) cada una de las condiciones D+(x) = C (x),

D™(x) = CT(x), D(x) = C+(x), D(x) = C7(x), para todo x en X, es e-
quivalente a la condicidn de que x es critico o periddico con
J+(x) = 1Y (x) para cada x en X.

. Para un flujo (X,0), cada una de las afirmaciones D(x) = K+(x),
D7(x) = K'(x), d'(x) = K'(x), 07(x) = K'(x), J(x) = K'(x), para
todo x en X, es equivalente a la afirmacidn de que el flujo es po-
sitivamente Poisson estable de caracteristica o Igualmente, ca-
da una de ellas es equivalente a la afirmacidn de que el flujo tie-
ne caracteristica 0 con L+(x) +¢ para cada x en X.

En particular, si X es cualquier subespacio de R? un flujo
(X,M) verifica cualquiera de las afirmaciones de arriba si y sdlo si
tiene caracteristica Oi sin puntos positivamente dispersivos (o
negativamente dispersivos). .

. Para un flujo (X,I), cada una de las afirmaciones D'(x) = K(x),

D (x) = K(x), J+(x) = K(x), J (x) = K(x), J(x) = K(x), para todo

x en X, es equivalente a la afirmacidn de que el flujo tiene carac-
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teristica O sin puntos positivamente dispersivos. Igualmente,
cada una de ellas con la condicidn adicional de que LY (x)#6(L7(x)
+¢) para todo x en X, es equivalente a la afirmacidn de que el
flujo es positivamente Poisson estable (negativamente Poisson es-
table) de caracteristica 0+ (de caracteristica 0 ).

En particular, si X es un subespacio de Rz, cualquiera de
las condiciones de arriba es equivalente a la condicidn D+(x) =
C(x) para todo x en X. Por tanto, si X = R2 los tipos bdsicos

de flujos que satisfacen una de tales condiciones son los sefiala-

dos en 4.

. Para un flujo (X,MT) con X compacto, cada una de las afirmacio-

nes D(x) = K+(x), D+(x) = K(x), para todo x en X, es equivalente

a la afirmacidn de que el flujo tiene caracteristica O+

Si X es localmente compacto o métrico completo, y (X,NI) un flu-
jo tal que L+(x)¢¢ (o L (x)¥¢) para cada x en X, las condiciones
pf(x) = C+(x), pt(x) = c(x), pt(x) = C (%), para todo x en X, son
equivalentes.

Si X es un subespacio compacto de Rz, las cinco afirmaciones
p*(x) = c*(x), pT(x) = c(x), DT(x) = cT(x), D(x) = K'(x), D' (x) =
K(x), para todo x en X, las cuales corresponden, respectivamente,

a los cinco tipos de flujos estudiados en este trabajo, son equi-

-

valentes.
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