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PREFACIO 

En virtud de que los trabajos de caracterización y clas�Qn 

de flujos son de gran inter�s e importancia para quienes estudian los 

sistemas dinámicos desde un punto de vista topológico, es decir, topo-

logía dinámica, así como tambi�n para quienes los estudian como una 

l'ama del Análisis, particularmente dentro de las ecuaciones difé�rencia-

les, en este trabajo nos hemos trazado una meta en ese sentido para 

cinco tipos fundamentales de flujos. 

Para cada uno de éstos, se han elegido espacios fases lo más gene-

rales posibles, siendo la condición de ser un espacio de Hausdorff la 

única restricción común que se ha impuesto a los mismos a lo largo de 

todo el trabajo. Igualmente, para cada tipo de flujo, se ha conside-
2 

rado el caso particular de que el espacio fase sea un subespacio de R . 

El criterio que se ha seguido para el ordenamiento de los resul-

tados, ha sido el acostumbrado en este tipo de trabajo; es decir, en 

un primer capítulo se han coleccionado todos los resultados conocidos 

que van a ser utilizados como fundamentación en la obtención de los 

resultados nuevos, los cuales ocupan los restantes tres capítulos del 

trabajo. 

Debo expresar mi más profundo agradecimiento a todas a quellas per-
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sanas que en una u otra forma han hecho posible la feliz culminación 

de este trabajo , en particular a las siguientes: 

A mi Consejero de tesis , el Dr. Shair Ahmad , por sus valiosas su­

gerencias y excelente guiatura. 
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INTRO D UCCION 

Históricam ente, la teoría sobre sistemas dinámicos tuvo su origen 

a final es del siglo XIX con el trabajo de H enry Poincaré (ver [ 15] ), 

quien s eguido por Ivan Bendixson (ver [ 3]) estudió las propiedades to­

pológicas d e  soluciones de sist emas autónomos de ecuaciones difer encia­

les ordinarias en el plano. Por esta razón, muchos autores consideran 

los sist emas dinámicos como un tópico d entro d e  la teoría d e  ecuaciones 

dif er enciales, mientras que algunos los consideran como topología apli­

cada y otros como una disciplina matemática independiente. 

Casi simultáneam ente con Poincaré, A .M .  Liapunov (ver [13] desarro­

lló su teoría d e  estabilidad d e  un movimiento (solución) para un siste­

ma de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Allí d efi­

nió los conc eptos de estabilidad, estabilidad asintótica e inestabili­

dad, y dió un método (el segundo método o método directo d e  Liapunov) 

para analizar las propiedades d e  estabilidad de una solución dada d e  

una ecuación dif er encial ordinaria. Tanto su d efinición como su método 

caracterizan, en un s entido estrictam ent e local, las propiedades d e  es­

tabilidad de una solución de una ecuación dif erencial ordinaria. En es­

te aspecto, la teoría d e  Liapunov difier e d e  la d e  Poincaré, en la cual, 

por el contrario, se presta mayor at ención al estudio d e  las propiedades 

globales d e  ecuaciones dif er enciales en el plano. 

La definición d e  un sistema dinámico abstracto ha sido atribuida a 

los trabajos independientes d e  A. A. Markov y H. Whitney a comienzos 
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de la década de 1930 . Sin embargo, es G. D. Birkhoff quien inicia un 

desarrollo sistemático de la teoría (ver [ 9}). En 191+7, V. V. Nemytski 

y V.V. Stepanov publicaron su libro "Qualitative Theory of Differential 

E quations " [14] , el cual renovó el interés por el estudio de los siste­

mas dinámicos y estableció los fundamentos para un desarrollo moderno 

de la teoría. 

Desde que Liapunov introdujo sus nociones de estabilidad, varios 

núevos tipos de ésta han sido definidos, y es V. I. Zubov quien estable­

ce el primer desarrollo completo de la teoría (ver [ 18] ). Durante el 

mismo período T. Ura [17] introduce la teoría de prolongación y, en 

términos de ésta, establece una caracterización simple de estabilidad 

para conjuntos compactos. Desde entonces, la teoría de la prolongación 

ha sido un poderoso instrumento para el estudio de los sistemas din&mi­

cos, muy particularmente en el &rea de la estabilidad. 

S. Ahmad, en [ 1] y [ 2] , proporcionó una clasificación de los flu­

jos continuos en los cuales la primera prolongación positiva D+(x ) de 

cada punto x en el espacio fase, coincide con la clausura K+(x ) de la 

semi-órbita positiva de x. Tales flujos los denominó flujos de carac­

terística o+. Más tarde, Knight, un alumno de Ahmad, en su tesis para 

optar al Ph. D. en la Universidad del Estado de Oklahoma, proporcionó 

una clasificación similar para flujos planos de característica O, parte 

de la cual aparece en [ 11]. Poco después, el mismo autor, en [ 12) , 

establece una clasificación de los flujos de característica O en espa­

cios fases más generales. 



3 

En est e  trabajo nos hemos propu esto s eguir la ruta trazada por 

Ahmad y Knight mediante un intento de caracterización y clasificución 

de los tipos de flujos tales qu e para cada punto x del espacio fase v e-

+ + +e rifican una de las siguientes propiedades : D (x) = C (x), D x) = 

C(x), D+(x) = c-(x), D(x) = K+(x), D+(x) = K(x). También s e  han cons1-

derado las relaciones de cada uno d e  ellos con sus respectivas versio-

nes negativas. 

o 



CAPITULO I 

SI STEMA S DINAMICO S 

Defi�iciones básicas y notaciones 

2 
Notaremos por R, R+, R- y R los conjuntos de los números rea-

les, los números reales no negativos,los números reales no positivos y 

el plano Euclideo con la topologia usual, respectivamente. 

Definici6n 1 . 1 .  Dado un espacio topol6gico X y una aplicaci6n IT del 

espacio producto X x R en X, se dice que el par ( X ,n) define un sis-

tema dinámico o flujo (continuo) sobre el espacio fase X si se satis-

facen las siguientes condiciones 

( 1 )  Axioma de identidad: IT (x,O) = x para cada xc:X 

( 2 )  Axioma de homomorfismo: IT (IT (x,t),s) = IT (x,s+t) para cada xc:X y 

t,sc:R. 

( 3 )  Axioma de continuidad: TI es continua. 

En este trabajo supondremos que el espacio fase X del sistema di-

námico ( X ,IT) es Hausdorff. Para abreviar notaremos IT (x;t) por x·t, 

o simplemente xt. Similarmente, si A e X y Be R, e�tonces el con-

junto IT (A,B) = {IT (x,t) : xc:A, tc:B} lo notaremos por AB. 

Cuando nos refiramos a un punto o a un subconjunto sin mencionar 

su localizaci6n, supondremos que pertenece al espacio fase X o está 

contenido en X, respectivamente. 

4 
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Definición 1 . 2 .  Para cada x, C (x) = xR = {xt : teR}, c+ (x) = xR+ = 

{xt : teR+}, y C- (x) = xR- = {xt : teR-} se denominan la trayectoria 

u órbita, la semitrayectoria positiva , y la semitrayectoria neeativa 

de x, respectivamente. 

NOTACION. Para un subconjunto �1 

y c-on para notar los conjuntos 

U {C- (x) : xeM}, respectivamente. 

usaremos los símbolos C (l1), C+ (M) , 

U {C (x) : xeM}, U {c + (x) : xcM} y 

Definición 1 . 3 .  Un punto x es llamado punto crítico (o estacionario) 

si x = xt para todo teR, y periódico si existe un t * O tal que 

x = xt. En este último caso el número t es denominado un período de x. 

Observación 1 . 4 .  En cada una de las siguientes secciones de este capí­

tulo estableceremos las definiciones , proposiciones y teoremas que ser­

virán de fundamento para el desarrollo de los siguientes capítulos. Co­

mo estos resultados son bien conocidos, no probaremos ninguno de ellos; 

sin embargo , en cada caso daremos una referencia bibliográfica. �luchas 

de los resultados son ejercicios, pero han sido incluidos para funda­

mentar debidamente el resto del trabajo. 

Casi todas las definiciones, proposiciones y teoremas en este ca­

pítulo tienen una versión positiva, negativa y bilateral. Como las 

versiones positiva y negativa son duales, se acostumbra establecer so­

lamente la versión positiva de los resultados. Así lo haremos en este 

capítulo, excepto para las definiciones. También haremos notar los ca­

sos donde la versión bilateral se satisfaga. 



6 

Proposición 1.5. Si T es un período del punto x, entonces nT es 

también un período de x para cualquier entero n. (ver [ 7] , I, p. 9 )  

Proposición 1. 6. e ( x )  = e ( xt) para todo tt::R y XEX. (ver [ 7] , I, 

p.20.) 

Teorema 1.7. XEX es periódico si y sólo si e+(x ) (o e quivalentemen-

te , e-(x ) )  es compacto. (ver [ 7] , I, p.23.) 

In varianza 

Definición 1.8. Un conjunto He X se denomina (bilateralmente) inva-

riante si e(M) = M y positivamente (negativamente) invariante si 

Proposición 1 . 9 .  M e X es invariante si y sólo si es positivamente y 

negativamente invariante. (ver [ 7] , I ,  p. 26.) 

Proposición 1. 10. M e X es p�sitivamente (bilateralmente) invariante 

si y sólo si X-M es negativamente (bilateralmente) invariante. Ade-

más, M es positivamente (bilateralmente) invariante si y sólo si ca-

da una de sus componentes es positivamente (bilateralmente) invar.iante. 

(ver [ 7] , I, pp. 26-27 y [ 8] , p. 13.) 

Proposición 1. 1 1. Si {H. : iEI} es una familia de conjuntos positi­l 

vamente (bilateralmente) invariantes , entonces U {M. :id} 
l 

y 

n {M. : id} son positivamente (bilateralmente) invariantes. (ver [ 7] , l 

I, p.26 y (8] , p.12.) 
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Denotaremos lo. frontera, el interior y la clausura de un conjunto 

H por y M respectivamente. 

Proposición 1. 12. Si un conjunto M es positivamente (bilateralmente) 

invariante, entonces M y M0 son positivamente (bilateralmente) inva-

riantes (ver [ 7] , I, p. 27 y [ 8] , p . 13.) 

Proposición 1. 13. Si un conjunto M es invariante, entonces aM es 

invariante. El recíproco es cierto si N es abierto o cerrado (ver 

[7], I, p.28 y [8], p. 13.) 

Teorema 1. 14. Sea X' un subconjunto invariante de X y JT' = n i X' 

(la restricción de TI a X'). Entonces (X', IT') es un sistema diná-

mico (ver [ 7] , I, p. 32.) 

NOTACION. Para cualquier xsX, notaremos K (x) = CTXT, K
+

(x) = c + (x) 

Proposición 1 . 15. Para cada xsX, 

( 1) K
+(x) es cerrado y positivamente invariante 

para cada + tsR , y 

Las versiones bilaterales se cumplen para ( 1) y ( 2) (ver [ 6] , p. 

50; [7], I ,  p.30; y[8], pp. 22-23.) 

Conjuntos límites y prolongaciones 

Definición 1. 16. El conjunto límite positivo (negativo) de un punto 

xsX es L+ (x) = {ysX xt. -+Y para alguna red t. -++ 00 } l. l. 

(L- (x) = {ysX xt. -+y para alguna red t. -+- 00 } ) l. l. 
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El conjunto límite (bilateral) de x es L(x) = L +(x ) U L -(x) .  

Proposición 1. 17. Para cada xeX� 

(1) L+(x) es cerrado e invariante 

(2) L+(x) = L+(xj:) para cada teR. 

(3) K+(x) = c+(x) U L+ (x) 

( 4 )  K(x) = K(xt) para cada teR . 

Las versiones bilaterales son ciertas para ( 1) , (2) y (3) (ver 

[ 6] , p.50; [ 7] , I, p.35; y [ 8] pp. 22-23 , 58.) 

Notaremos mediante n(x) y n(H) los filtros de entornos del pun-

to x y del conjunto M, respectivamente. 

Definición 1. 18. Un espacio X es llamado rim-compacto si para cada 

xeX y Ven(x) existe un Uen(x) tal que U C V y oU sea compacta. 

Proposición 1. 19. Si X es rim-compacto, entonces para cualquier 

xeX, K+(x) es compacto si y sólo si L+(x) es no vacío y compacto 

(ver [ 6] , p. 54 y [ 7] , I, p. 36.) 

2 
Teorema 1.20. Sea X un subespacio de R . Entonces , para cualquier 

x en X ,  + xeL (x) 

Proposición 1.2 1. 

si y sólo si x es periódico o crítico (ver [ 16] ) 

Si x es periódico , entonces + C (x) = C-(x) = C(x) = 

L+(x) = L-(x) = L(x) (ver [7] , I ,  p.35.) 

Definición 1.22. Para cada xeX , la prolongación positiva (negativa) 

de x es D+(x) = {yeX : x .t. � y  para algunas redes x .  � x y t. 
1 1 1 l. 

;;> O} 



(D- (x) = {yEX : x�t. �y para algunas redes X. � X y t. � 0}) l l l l 

La prolongación (bilateral) de x es D (x) = D + (x) U D- (x) 

Proposición 1. 2 3 . Para cada xcX, 

(1) n+ (x) es cerrado y positivamente invariante 

(2) D+ (xt) e D+ (x) 

( 3 )  K+ (x) e D+ (x) 

para cada + teR , y 

Las versiones bilaterales también son ciertas. (Ver [ 6], p.60; 

[ 7], I, pp.42-44; y [ 8], p.26.) 

9 

Definición 1.24. Para cada xcX, el conjunto límite prolongacional po-

sitivo (negativo) es 

J+ (x) = {y EX x.t. _,.y para algunas redes X �X y l l l 
t �+= 

i 
(J- (x) = {ycX x.t. � y para algunas redes X. � X y l l l t . � -00 

l 

El conjunto límite prolongacional (bilateral) de x es J (x) = 

Proposición 1. 25. Para cada XEX, 

(1) J+ (x) es cerrado e invariante 

(2) J
+

(xt) + 
= J (x) para cada tER 

(3) L
+

(x) e J
+ (x) 

(4) D+ (x) = c + (x) U L+ (x) 

Las versiones bilaterales también se cumplen. (Ver [ 6] , p. 60, 

[7], I, pp. 44-45; y [ 8], pp.26, 58.) 

Proposición 1.26. Si ycK (x), entonces 

72 y [ 7], I ,  p.51.) 

+ + J (x) e J  (y). (Ver [ 6] , p. 

} 

} 



Proposición 1.27. + yt.:D (x) si y sólo s1 xt.:D- (y). 

10 

Además , ysJ + (x) si 

y sólo si xt.:J- (y). (Ver [ 7] , I ,  p.lf6; [ 8], p. 29; y [ 17], p. 127.) 

Definición 1.28. Un conjunto M se denomina positivamente d-invariante 

si D + (M) =M ( los conjuntos D+01) , J+Ü1) , etc , se interpretan en for-

ma análoga a c+ (M) , etc). Las ver siones negativa y bilateral se defi-

nen en forma análoga. 

Proposición 1. 29. Si 11 es positivamente d-invariante , entonces es po-

sitivamente invariante. La versión bilate�al también es cierta (ver 

[ 7] , II , p. 3.) 

Proposición 1.30. Sea X' un subconjunto invariante de X y II' = 

rrJx'. Entonces para cualquier Xt.:X'' L'+ (x) = L+ (x) n X'; además 

L'+(x) = L+ (x) si X' es cerrado. Por otra parte , J'+ (x) C J+ (x) 

n X' ; además J' + (x) = J+ (x) n X' si X' es abierto (ver [ 7] , I, pp. 

52-53). 

Recursión 

Definición 1.31. Un punto xt.:X se denomina 

(1) positivamente Poisson estable , negativamente Poisson estable , (hila-

teralmente) Poisson estable si , respectivamente , 
+ -XE:L (x) n L (x). 

(2) no extraviado s1 xeJ+ (x) 

+ -xt.:L (x) , xsL (x ) , 

Teorema 1.32. Sea X un espacio localmente compacto o un espacio mé-

trico completo. Si un punto xsX no es periódico ni crítico entonces 
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( ver [ 7] , I , p . 5 9  . ) 

Teorema 1 .3 3 . Sea X un espacio métrico localmente compacto o un espa­

cio m�trico completo. Si todo punto XEX es no extraviado , entonces 

el conjunto de los puntos (bilateralmente) Poisson estables es denso en 

X. (Ver [ 7] , I , p . 6 O . ) 

Definici6n 1. 34. Un conjunto M se denomina positivamente minimal , 

negativamente minimal, (bilateralmente) minimal si y s6lo si es cerra­

do y, respectivamente, positivamente invariante, negativamente invarian­

te, invariante y no contiene ningún subconjunto propio con estas propie­

dades. 

Teorema 1 . 3 5 . Un subconjunto de un espacio fase localmente compacto es 

positivamente (o negativamente) minimal si y s6lo si es compacto mini­

mal (ver [ 7 ]  , I I , p. 4 8 . )  

Dispersi6n 

Definici6n 1 . 3 6 . Un punto x se denomina positivamente, negativamen­

te, o (bilateralmente) dispersivo, si y s6lo si, respectivamente , 

J
+

(x) = 0, J-(x) = 0, J+(x) = J-(x) = 0. El flujo (X, IT) es positi-

vamente, negativamente, o (bilateralmente) dispersivo, si y s6lo si , 

respectivamente, cada uno de sus puntos es tal. 

Definici6n 1 . 3 7 .  Dos flujos (X, IT) y (X' , IT') son dinámicamente 

isomorfos si y s6lo si existe un homeomorfismo (topol6gico) f: X �X' 

que satisface f(IT(x,t)) = IT'(f(x) ,t) para todo xEX y teR. 

Definici6n 1 . 38.  Un sistema dinámico (Y x R ,  IT') se denomina parale-
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lo si y sólo si (y,s)t = (y,s+t) para cada yEY y s,tER. 

Definición 1.39. Un flujo (X, IT) se denomina paralelizable si y sólo 

si es dinámicamente isomorfo a un flujo paralelo. 

Proposición 1.40. Todo sistema dinámico paralelizable es dispersivo 

(ver [ 4] , p. 5 l�8 y [ 7], I, p.83.) 

Estabilidad y Atracción 

Definición 1.41. M e X se denomina 

(1) positivamente estable si y sólo si todo entorno de M contiene un 

entorno positivamente invariante de M. 

(2) positivamente d-estable si y sólo si todo entorno de 11 contiene 

un entorno positivamente d-invariante de l1. 

Las versiones negativa y bilateral se definen de manera análoga. 

Se acostumbra omitir el adjetivo "positivo" pero nunca los adje­

tivos "negativo" o "bilateral" cuando se hace referencia al concep­

to de estabilidad. Nosotros adoptaremos este criterio. 

Proposición 1. 42 .  Si M e X es d-estable entonces es estable. La ver­

sión bilateral también es cierta (ver [ 7] , II, p. 6.) 

Teorema 1. 43 . Si M e X es estable, o d-estable, entonces M es , 

respectivamente, positivamente invariante, o positivameLte d-invariante. 

La versión bilateral también es cierta. (Ver [7], II , pp.6-7) 

Proposición 1. 44. La unión de conjuntos estables o d-estables tiene 

la correspondiente propiedad. La versión bilateral también es cierta 
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(ver [ 7] , II , p . 6 . ) 

Teorema 1.45. Sea X localmente compacto. Entonces un subconjunto ce-

rrado M, con aM compacta, es estable si y s6lo si D+( M) = M. La 

versi6n bilateral también es cierta . (ver [ 6] , p .  77; [ 7] , II, p. 8; y 

[17], p . 127.) 

En lo que sigue, consideraremos a R dirigido por el orden natural 

� sobre R. Así, para cada xcX, la aplicaci6n rr con x fijo es una red 

sobre R la cual notar8mos por (xt). La expresi6n "(xt) está última-

mente en V" significa que existe un TeR tal que xtcV para t;;;;,: T, 

mientras que " (xt) está frecuentemente en V" significa que existe una 

red (t ) 
i 

en R con t � + = 
i 

tal que xt cV. 
i 

La red negativa 

define en forma análoga utilizando el orden � sobre R. 

Definici6n 1.46. Dado H C X y un punto xcX se dice que 

se 

(1) x es positivamente débilmente atraído hacia M si y s6lo si la 

red (xt) está frecuentemente en todo entorno de M 

(2) x es positivamente atraído hacia M si y s6lo si la red (xt) es-

tá últimamente en todo entorno de M. Las versiones negativas de los 

conceptos anteriores se introducen usando las correspondientes redes ne-

gativas, y las versiones bilaterales son las conjunciones de las versio-

nes positiva y negativa. 

Tal como se hizo en el caso de estabilidad omitiremos el adjetivo 

"positivo" cuando nos refiramos a las versiones positivasde atracci6n. 

Los adjetivos "negativo" y "bilateral" nunca serán omitidos. 
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Proposi ci6n 1. 47 . U n  pu nto xs X es atra id o  d�bilme nte hacia M e X ,  

si y sólo si  K+ (xt )  n M * � para todo t sR .  La versió n bila teral tam -

bié n es ci erta (ver [ 7 ]  , II, p . 18 . ) 

Defi ni ció n  1. 4 8 . Sea M e X .  E nto nces los co nj u ntos 

x es débilme nte atra ido ha cia M} 

x es atra ido ha cia M} 

se de nomi na n  l as regio nes de a tracció n débil y a tracció n, respectiva-

me nte .  E n  forma a náloga se de fi ne n  las correspo ndie ntes regio nes de 

atra cció n nega tiva y se nota n por y A- ( M) ,  respectivame nte . 

Las regio nes de atracció n b ila teral so n e nto nces las i nterseccio nes 

de las regio nes correspo ndie ntes a las respec tivas versio nes  positiva 

y negativa . 

Pro posició n 1. 4 9. Para cualquier M e X , 

( 1) 

( 2) so n i nvaria ntes 

Las versio nes bila terales so n tambié n c iertas ( ver [2] , p .  15 9 

y [7 ] ,  II, p . 25 . )  

Pro posició n 1. 5 0 . Si  X es localme nte  compa cto y M e X es compa cto ,  

e nto nces + xsA ( M) 

tambié n es cierta ( ver [ 2] , p . 15 9) 

La versió n b ila teral 

Defi nició n 1. 51. U n  co nju nto M e x  es u n  a tra ctor débil ( positiv o) 

o u n  a trac tor ( posit ivo ) , s i  y sólo s i ,  respe ct ivame nte ,  A+ (H) , o w 
+ A ( M) ,  es e ntor no de H .  Las versio nes negativa y bila teral se defi nen 

e n  forma a náloga . 
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Prop osi ci 6n 1 .52. U n  co nju nto M e X e s  u n  atra ctor d�b il , o u n  atra e-
+ + tor , s i  y s 6lo si , respe ctivame nte , Aw(M), o A (M), es u n  co nju nto 

abierto i nvaria nte que co ntie ne a M. La versió n bilateral también es 

cierta (ver [ 7 ]  , II, p .  28. ) 

Defi ni ció n 1 .53. U n  co nju nto M e X se  de nomi na ( positivame nte ) asi n-

tóti came nte estable si  y sólo s i  es u n  atra ctor estable .  Las versio nes  

negativa y bilateral se defi ne n  e n  forma a náloga . 

Proposi ci ón 1.54. U n  co nju nto M e X es  bilat eral me nte asi ntóti came n-

te estable s i  y sólo si  es  abierto e i nvaria nte ( ver [7 ] ,  II, p .  33.) 

De fi ni ci ón 1 .  55. 

Flu jos d e  cara ct erísti ca 
± 

o ' o y o 

U n  flujo ( X, TI) 
+ -t ie ne cara cterísti ca O ( O  ) s i  y 

sólo si  D+ (x) = K+ ( x) ( D- ( x) = K- ( x) )  para cada XEX . S i  el fluj o 

t ie ne cara cterísti cas o+ y o-, se di ce e nto nce s  que t ie ne cara cte-
+ 

rísti ca 0-. El flujo tie ne cara cterísti ca O s i  y sólo s i  D( x) = 

K(x) para todo x e n  X .  

Proposi ció n 1. 56. Las siguie ntes 

D+ ( x) + ( 1) = K ( x) para t od o  X 

( 2 ) J+ ( x) + 
= L ( x) para tod o  X 

co ndi cio nes so n equivale ntes : 

e n  X .  

e n  X 

(3) Todo sub co nju nto cerrad o pos itivame nte i nvaria nte es  positivame nte 

d -i nvaria nte . ( Ver [ 7 ]  , II, p .  52.>. 

Propo s ició n 1.57. La restri cció n de u n  s istema d inámi co de cara cterís ­

t i ca O+ a u n  s ub co nj u nto cerrad o i nvaria nte t ie ne tambié n cara cterís-
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tica O+ ( ver [7 ] ,  II, p . 5 3. )  

Pro posic ión 1. 5 8 .  Sea (X, TI) u n  s istema di námico de caracter ística 

y sea XE:X. E nto nces y so n positivame nte mi nimales 

si no so n vac íos ( ver [2] , p .  160 y [7 ] ,  II, p . 5 3. )  

2 
Definici ón 1. 5 9. Sea X =  R • U n  pu nto cr ít ico s es u n  ce ntro global 

de Poi ncaré , s i  para cada x * s ,  e(x) es u na trayectoria peri ódica al-

rededor de s .  Es u n  ce ntro local de Poi ncaré s i  tie ne u n  e ntor no M 

tal que para cada xE:M - { s }  , e(x) es u na trayectoria peri ódica alre-

dedor de s .  

l 
Teorema 1. 6 0 . Sea ( R - ,n) u n  flujo de caracter ística y S el 

co nj u nto de los pu ntos cr íticos . E nto nces u na de las s iguie ntes afir-

macio nes s e  cumple . 

( 1) S = � y el  flujo es paralelizable 

( 2) S 
�­= R 

( 3) S = { s0 } y s0 

( ver [ 1] , p . 57  3 . ) 

es un ce ntro global de Poi ncaré 

2 
NOTAeiON. Para cualquier curva cerrada s imple e e n  R notaremos  

l 
las compo ne netes acotada y no acotada de R - - e por i nt e y e xt e ,  

respectivame nte . 

S i  e s  u n  pu nto crít ico , e nto nces 
2 

N = { xE:R : x = s S o 

x es peri ódico y S n i nt e( x) = { s } }  s ie ndo S e l  co nj u nto d e  los 

pu ntos crít icos .  
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2 
ProposiciGn 1 . 61. Sea (R , rr) un flujo de característica O y S el 

conjunto de los puntos críticos. Si s0 es un punto aislado de S, en-

tonces es un centro de Poincaré y 

nexo no acotado (ver [ 1 1 ]  , p .  4 5 1 . )  

N S o 
es un conjunto abierto 

Teorema 1.62. Si S es el conjunto de los puntos críticos , un flujo 

2 
(R , IT) tiene caracteristica O si y s6lo si se cumple una de las 

siguientes afirmaciones. 

( 1 )  S = � y (R� TI) es paralelizable 

co-

(2) S consiste a lo sumo de dos centros de Poincaré . Para cada sES , 

o S es un centro global de Poincaré o N 

una trayectoria . 

ble 
2 

( 3 )  S = R 

S 
La restricción del flujo a 

(ver [ 1 1 ] , pp. 4 5 5 -45 6 . ) 

es no acotado y es 
2 

R - U N S SES 
es paraleliza-



CAP ITUL O II  

Caracteri zación de Flu jos  

para t odo x en  X 

Teorema 2.1. Sea ( X ,  TI) un flujo tal que D+(x) = C+(x) para todo 

x en X .  Entonces 

( 1) X = P UD, donde P = {xsX : x es crítico o periódico con L+ ( x )  

= J+(x)} y D = { xsX x es dispersivo } 

( 2 )  D-(x) = C- ( x )  para todo x en X 

( 3 )  P es cerrado e invariante . D es abierto e invariante . 

D emostración . ( 1) Sea xsX y supongamos que x i D .  Querernos demos­

trar que xEP . Si  x i D, entonces J+(x) t 0 o J-(x) t 0.  Supon -

gamos primeramente que y sea + +e +e yEJ ( x )  e D x )  = C x ) . 

Entonces y = xT 1 l � T � O Ad � J+ ( x ) para a gun 1 ,� • emas , ya que es  inva-

riante ( ver Proposición 1. 2 5 ) , J+ ( x )  � C ( y )  = C (xT1) = C ( x) . Luego , 

+ + C ( x ) e J ( x )  e C (x). Por tanto , existe un número T �O tal que 

x( -1) = xT . En consecuencia , x = x (T  + 1) de donde x es pe riódico 

o c rít ico . Po r tanto C(x) = c+(x) = C- (x)  = L+( x )  = L -(x )  ( ve r  P ro-

18 
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+ + pos ició n 1. 2 1.) Lue go , L+ ( x )  e J+ (x) C D+(x )  = e ( x )  = L ( x )  y ,  por 

J+ ( x )  + J- (x )  F 0 YE·J- ( x ) . tanto , = L (x ) . Supo ngamos ahor a que y s ea 
+ ( ver Propos ició n 1 . 27 ) E nto nces X EJ ( y ) y ,  po r ta nto ,  s e gún lo de -

mos tr ado antes , y es crí tico o per iód ico con J+ (y ) = L+ (y ) = c-(y ) .  

Lue go ,  x EC- (y ) , es  de cir ,  x = yT p ar a  al gún T <O . Es to impl ica 

que y =  ( yT ) ( - T) = x ( - T) EC+ ( x ) . Lue go ,  J- (x )  C c+ ( x ) .  Como J- ( x) es  

invar ian te , tambié n c+(x )  e J -( x ) . Por tanto , J- ( x )  = C+ (x ) . Lu ego ,  

X EJ- ( x) , de don de x t:J+ ( x ) * 0. Es to impl ica, s e gún lo d emos tr ado an­

tes ,  que x es crí tico o per iód ico co n J+ ( x )  = L+ ( x )  = J -(x ) . Es to 

comple ta la pru eb a  de que s i  x iD, en ton ces x t:P .  Lue go ,  X e P U D 

y como l a  des igu al dad de se ntido con trar io es obvia, e nto nces X = P U D .  

( 2 )  Se a x t:X .  E nton ces  o xt:P o x t:D. S i  x t:D , J -(x )  = 0. Si xEP, 

( 3 )  P ar a  prob ar que P es cerra do ,  s e a  {x } 
i 

u na r ed en P tal que 

x .  � x .  Debemos prob ar que x t:P .  P ara ca da x .  ex is te un t. > O l l l 

tal que x .  = x .t . . S &.ob tie ne así u na re d ( t. )  con t. > o . 
l l l l 

perder gener al idad po demos supo ner que 
l 

t. � + oo , ya que s i  l t 

S in 

�+ 
l 

co, 

reemplazamos la re d ( t.) por la re d 
l 

( n. t. ) 
l l 

con n 
i 

e ntero pos itivo 

tal que n. t. �+ oo l l 
ob ten ié ndose i gualmen te que x . = x .( n .t.) l l l l ( ve r  

Propos ición 1 ,5 ,) . Se ten drá en ton ces : x l. � x y x .t. = x � x cuan­l l i 
do t. � + oo. l Por ta nto + X EJ ( x )  :j: 0. En conse cue ncia V amos a 

probar ahora que P es inv ar ian te .  

En ton ces y = x t  p ara al gún tt:R . 

Para ello , sea xt:P y y t:C ( x) . 

+ + + 
Lue go ,  J ( y) = J ( x t) = J ( x )  :f: 0. 

Por tan to , y t:P ,  lo que prue ba que C(x )  e P .  Lue go ,  C ( P )  = U  C ( x) e P. 
XEP 
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C orno tambi 6n P C C (P) ,  ent onces P = C ( P) ,  de donde P es i nvar iante . 

Fina lmente , c omo  P e s  cerrad o e invariante ,  de la parte ( 1 )  y de la 

Pr opos ición 1 . 10, se obtien e que D es  abiert o e in variante . 

C orolari o  2 . 2 .  Un fluj o verifica + + D (x )  = C (x )  

s i  y só lo s i  D- (x )  = c- (x )  p ar a  t od o  x en  X .  

para t od o  x en X 

Dem ostración . E l  resultad o se deduce de la parte (2) de l te orem a ante-

ri or y de la c or resp ondiente p rop iedad dua l. 

C or olari o  2 . 3 .  S i  D+(x )  = C+ (x )  para tod o x en X e l  fluj o t iene ca -

racterístic as 

X .  

\.. 

r 
-- "'/'-.�, 

... 
' - ,, ' . ' 

Dem ostrac ión . 

ces 

1. ' 

Sea 

- + o , o-

- ·lj ¡ 

Xt:X . 

y 

__,�-/ 

Ya 

o. Además , 

' ·, 1 · ... '''/ 
+ que e ( x) 

�uego, e l  f luj o tiene características 
± 

D( x )  = C ( x)  para t od o  x en 

,C, \..�'-' ' "'-

l, ..... _/ . . ·f'--./- / ..: { 

y C- ( x )  s on cerrad os , ent on -

Ad emás , t od o  sis-

tema de característica O tiene también característica O .  Fina lmente , 

+ + -D( x)  = D ( x )  U D- (x )  = e (x )  U C ( x) = e ( x ) . 

Observación 2 . 4. Si  un f luj o verifica + + D (x) = e ( x )  para t od o  

X ,  dich o f luj o n o  es equiva lente a fluj os de característica 

O ,  o a f luj os para los cua les D( x )  = e ( x) para t od o  x en X .  Para pro-

bar lo, presentam os a c ontinuación d os e j e mp los d on de se  muest r·a que la 

pr opiedad recíproca de cada una de las afirmaci ones de l c or olari o  ante -

rior es  falsa .  

Ej emp lo 2 . 5 . (Ver [ 8), p.33 y [ 7} , I ,  p.57. ) Sea (X ,  H) un f lu jo de-
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fini do sobr e un t or o  X mediante e l  s ist ema de ecua ci on es dif erenc ia -

les planas 
d � -
dt - f( q¡,e) ;  

d. 6 
dt- = a  f ( .p,e) 

don de f ( <j>,G) = f(ljl + 1, G) = f( t, e + 1) = f ( t + 1, e + 1) y f( 9, e) 

> O  s i  9 y e n o  s on a mb os nul os ( mod 1 ) , f ( O , O )  = O . Sea a i rra-

c i onal > O . Las tr ayect orias de este flu jo c onsisten de un pu nt o  crí-

tic o p c orresp on diente al punto ( 0 , 0 ) . Hay una y sól o una tr ayect oria 

C 1 tal que pa ra ca da xE:C1, L+ ( x) = X  y L- ( x) = {p }. Hay una y sólo 

una tr ayec toria tal que pa ra ca da + XE:C2, L ( x) = {p } y L ( x) = X. 

P ara cualqu ier otra trayect oria C ,  y para c ada xE:C, L+ ( x) = L- ( x) = X  

( ver Fi gura 2 . 1) .  

C onsi der emos ah ora el fluj o  (X', IT'), don de X' = X - ( {p }  U C 1 

1 
1 + + ( U C2) y IT' = IT X'. Ent onces pa ra ca da xE:X', L ( x) = L x) n X' = 

L - ( x) n X' = L'- ( x) = X' ( ve r  Prop osición 1 .3 0 ) . Luego, K'+ ( x) =e 

K'- ( x) = X ' ; Como K'+ ( x) e D'+ ( x) y K' - ( x) e D'- ( x), ent on ces , 

D'+ ( x) = D'- ( x) = K'+ ( x) = K'- ( x) = X'. P or tant o, el fl ujo t i ene ca-
+ + racte rísticas 0 - ( luego, tiene ca racte rísticas O , O 

e mbarg o, D'+ ( x) = X' t C'+ ( x). 

E je mpl o 2 . 6 .  ( Ver [ 11] , pag . 450 ) . El flujo 
2 

(R , IT) 

s iste ma de ecuac i on es dife renciales 

X = -xy 

{ 
2 

x-1-y para x;;:;,O . 
y = 2 

-x-1-y pa ra x<O 

y G). S in 

defini do po r e l  

2 
ve rifica D(x) = C (x) para to do XE:R . También es  de ca racte rís tica 
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Figura 2 . 1  

X 

Figura 2 . 2  
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O ( ver Fig ur a  2. 2. ) 

En lo que r esta de est e ca pit ulo P y D s er�n los conj untos de-

fini dos en el T eor em a  2. 1. 

Co rolario 2. 7. Si  + + D ( x )  = C (x )  p ar a  to do x en X ,  entonces 

bi lat er almen te as intótic am ent e estable . 

D e s  

D em os tración . S e  de duc e inm edi at am ente del T eorema 2. 1, p art e (3), y 

Proposición 1.54. 

Teo rema 2. 8 .  D+ (x )  = C+ (x )  par a to do x en X s i  y sólo s i  X - P U D .  

D emo stración . La p art e dir ecta ya f ue prob ada en el T eorema 2. 1. Para 

prob ar el r ecíproco , s ea xsX . y Sl 

xsD , J+ (x )  = 0. Por t anto , en c ualq ui er caso , D+ (x )  = C+( x) U J+( x )  = 

C+ (x ) . 

Obsér ves e q ue el T eor em a  3 de [ 5 ] e s  un c aso p artic ul ar del s ig uien-

t e  Corol ario , y a  q ue en aquél el es pacio fase  X es un espacio mé trico . 

Co ro la rio 2. 9. El fl ujo  ( X ,TI) es  (bil at er alment e) disp ersi vo s i  y 

s ólo si par a ca da x en X ,  D+ (x )  = c+ (x )  y no h ay p untos perió dicos n i  

c ríti cos . 

Corolario 2.10. X = p s i  y sólo s i  + + D ( x )  = C ( x )  par a to do x en X 

y no hay p untos positi vamente dispers i vos ( o  negati vam ente dis persi vos ) .  

Corolar io 2. 11. S ea X comp acto . Entonces D+ ( x )  = C+ ( x) para to do 

x en X s i  y s ólo s i  X = P. 



Prop osición 2 .1 2 .  + D (x )  = c+ (x )  para to do x en X s i  y sólo s i  to do 

subco njunto positi va mente in variante es posit i va mente d-in variante .  

D emo stración . Suponga mos que + + D (x )  = C ( x )  para to do x en X y sea 

M e X posit i va mente in variante . Entonces , + U D ( x )  = 
X E: M 

u 
X E: M 

C+(x )  = c+ O.¡) = M .  Luego , M es pos it i vamente d-in var iante . Suponga-

mas ah ora que to do subconjunto pos iti va mente in variante es pos it i va rnen-

te d-in variante y sea XE:X .  Co rno c+ (x )  es pos it i va mente in variante ,  

entonces + + + D (C (x)) = C ( x) . 

1 . 23 )  y corno ta mbién D+ (x )  e o+ cc+ ( x ) ) , entonces 

Por tanto , D+ (x )  = D+ (c+ ( x) )  = C+ ( x ) . 

( ver Proposici ón 
+ + + D ( C  ( x ) ) = D ( x ) . 

Propo sic ión 2.13 . D+ (x )  = c+ (x )  para to do x en X s i  y sólo s i  to do 

sub con junto negati va mente in variante es negati va mente d-in variante .  

De mostrac ión . Se de duce inme diata mente del resulta do dua l de la Propo -

sición 2 .1 2  y del Corolario 2 . 2 . 

. . ... 2 1 S 1' D+ (x )  = C+ ( x )  t d X t t d Propos 1c 1on . 4. para o o x en , en onces o o 

subcon junto in variante de X es  d-in variante . 

De mostraci ón .  Sea M un subconjunto in variante de X y XEX .  Co rno 

D(x) = C ( x )  ( ver Corolario 2 . 3 ) , entonces D ( M )  = U  D ( x) = U C ( x )  = 

C ( M )  = M .  

XE:M XE:M 

Obser vaci ón 2 . 1 5 . La propie da d  recíproca de la expresa da en la propo -

s ici ón anterior es fa lsa . Para pro barlo o bsér vese  que s i  D ( x )  = C (x )  
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para ca da x en X ,  to do s ubconj unto in variant e es d- in variant c. S in 

rnb • t D+ (x )  -- c+ (x)  e argo , no n ec esar lamen e para to do x en X ( ver Ob-

s ervación 2 . 4 . ) 

Corolario 2 . 1 6. S upongamos q ue + + D ( x )  = C (x )  pa 1,a ca da x en X y 

s ea M e X .  Entonc es M es establ e, n egat i vam ent e establ e, o bilat e-

ral ment e establ e s i  y sólo s i  es d- establ e, n egat i vam ent e d-establ e, o 

bilat eralm ent e d- establ e, r es p ecti vam ent e. 

D emostr ación . Las propi edades r ec íprocas s e  deduc en inm ediatam ent e de 

la P roposic ión 1 . 4 2 . S upongamos ahora q ue M es b ilat eralment e esta-

bl e y s ea U c ualqui er entorno de M. Entonc es exist e un entorno V de 

M tal q ue V e U y C (V )  = V . Luego , D ( V )  = V  ( ver Propos ición 2 .  

14 ) . Por tanto , M es bilat eralm ent e d- establ e. En forma ¿mál aga s e  

dem uestran los otros dos r es ulta dos dir ectos usan do las Proposicion es 

2 . 12 y 2 . 1 3 . 

Corolario 2 . 1 7 .  S ea X localm ent e comp acto tal q ue + + D (x )  = C (x )  

para to do x en X y s ea M un s ubco nj unto c erra do de X con aM co m-

pacta . Entonc es M es pos iti vam ent e in variant e, n egat i vam ent e in va-

riant e o in variant e s i  y sólo si  es d- establ e, n egat i vam en te d-establ e 

o bilat eralm ent e d-establ e, r esp ecti vam ent e. 

D emostración . Los r es ulta dos r ecíprocos s e  deducen inm ediatam ent e del 

Corolario 2 . 1 6 y de la Proposición 1 .  4 3 . S upongamos ahora q ue M es 

in variant e. Luego , s egún Proposición 2 . 1 4 , D(M) = M .  Por tanto , M es 

bilat eral ment e establ e  ( ver T eor ema 1 . 45 ) y en cons ec uenc ia b ilat eral-

ment e d- establ e ( ver Corolario 2 . 16 . )  En for ma análoga s e  demuestran 
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l os otr os dos resulta dos direct os .  

P roposic i ón 2 . 1 8 .  Sea X l ocal mente c omp �ct o t �l q ue D+(x ) = c+ (x ) 

para t odo x en X .  Ent onces el c onj unt o P del Te ore ma 2 . 1  es bilate-

ral mente d-esta ble . 

De mostraci ón .  S i  P = 0 n o  hay na da q ue pr obar . Sea P * 0 y xE:P .  

C omo C (x )  = c+ (x) e s  in variante y c ompact o (ver Te ore ma 1. 7 ) , ent on-

ces C (x)  es  bilateral mente d-esta ble (ver C or olari o 2 . 17 . )  A de más , 

p or ser P in variante ,  P = C (P )  = U C (x ) ; es  decir , P es la uni ón 
XEP 

de c onj unt os b ila teral mente d-esta bles y ,  p or tant o, según Pr op osici ón 

1 . 44 ,  P es  bila teral mente d-esta ble . 

Le ma 2. 1 9. Sea ( X ,  IT) un fl ujo de característica c on X loca l-

me�te compacto. Sea A una componente de X, JI' = JI 1·� y U = { XEA ; 

L ' +(x) * 0}. Ent onces U es a biert o en A .  

De mostraci ón . El fl uj o  (A , IT') t iene característica ya q ue A 

es cerra do e in variante (ver Pr op osici ones 1 . 5 7  y 1 . 1 0 . )  Sea yEU. En-

t onces L ' + (y ) * 0. L ueg o, L ' + (y ) es p osit i va mente mini mal (ver Pr op o-

sici ón 1 . 58 ) .  A de más , c omo A es l ocal mente c ompact o, L ' + (y ) es c om-

pact o mini mal (ver Te orema 1 . 35 . )  En c onsec uencia K ' + (y ) es c ompact o  

(ver P rop os ic i ón 1 . 1 9. )  P or otra parte , ya q ue K ' + (y ) es  cerrad o y 

positivamente invariante, D'+(K'+(y)) = K'+(y) (ver Proposición 1.56) 

y ,  p or tant o, K ' + (y )  es estable (ver Te ore ma 1 .45 . )  Ent onces A c on-

tiene un ent orn o c ompact o p osit i va mente in variante V de K ' + (y) .  Sea 

z¡:;V , Ent onces L ' +(z) * 0. L uego, z¡:;U y ,  por tant o, V C U. P or 

otra parte , ycK'+(y) e V. Lueg o, y e s  un pun to inte rior de U, lo 
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que dem uestra que U es abi erto en A .  

Teor em a  2 .20, Un f lujo (X,IT), con X localmen te co mpacto , ver ifi ca 

D+(x )  = C+ (x)  para to do x en X si y sólo si el f lujo (A, TI'), don de 

A es cua lq ui er co mpon ent e de X y TI' = rr!A , es tal qu e o A = P '  o 

A = D' dond e P '  = {xsA : X es ' 

J ' +(x ) } y D' = {xsA : J' + (x )  

Dcmostraci6n. S upongamo s qu e 

crí ti co o perió di co con 

= J ' - ( x )  = 0} 

+ + D (x )  = C (x )  para to do 

L' + (x )  = 

x en X. S ea 

A una component e de X y xsA. Entonces J' +(x )  e J+ (x )  e D+( x) = 

C+ (x) = c'+(x). L uego , D ' + (x )  = C ' + ( x )  U J' + (x )  = C ' + (x )  y ,  por tan-

to , según T eor ema 2 . 1 ,  A = P '  UD'. E sto impl i ca que {xsA : L ' +( x) 

:J: 0} = P '. Como ( X,II) ti en e  cara ct erí sti ca y A es cerra do , 

también ( A ,II') t i en e  cara ct erí sti ca O+ ( ver Pro po si ción 1 . 57) . 

L uego , seg ún L ema 2 . 1 9 , P '  es abi erto en A .  P ero también P '  es ce-

r·ra do en A ( ver T eor ema 2 . 1 ) . Por tanto D 1 es también abi erto y 

cerra do en A y como é st e  es con exo , enton ces o A =  P '  o A =  D'. 

Supongamo s ahora qu e o A : P '  o A ± D' para cua lqui er compon ent e 

A de X y sea xsX .  Enton ces xsA para a lg una compon ent e A de X .  

Vamo s a probar prim erament e q ue Como + = J ( x) 

nA ( ver Pro po si ción 1.30 ) ba sta con probar qu e J+( x )  e A .  Para ello, 

supongamo s lo contrario y sea ysJ+ (x )  - A .  Como X es r egular exi s-

ten en torno s di sjunto s U y V de A y y ,  r espect i vament e. S ea 

(x  ) una r ed tal que x � x .  Por ser A un entorno in variant e d e  x ,  n n 
entonces ( xn ) y ( xntn) están últimament e en A para cualqui er r ed 

( t  ) n tal qu e t � + 00 • n E sto contra di ce que + ysJ ( x ) . + Lu ego , J ( x) C A 
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y, p or t ant o, J+(x) = J'+ex). Por otra p arte , s i  A = P' , ent onces 

J'  +ex) = L'  +ex) = C '  +ex) = c+ex) ' y Sl A = D '' ent onces J' +ex) = 0. 

En cualquier caso, J+ ( x) = J'+( x) C C+ ( x) .  Por tant o, D+( x) = c+( x) 

C or ol ari o 2. 21. Se a X l oc almente c omp act o y c one xo. Ent onces D+ ( x) = 

c+ ( x) p ar a  t odo x en X si  y sól o s i  o X = P o X = D .  

Ob · �  2 22 S X 1 1 t t D+( x) -- C+ ( x) se rv aclon . . e a  oc a men e c omp ac o c on p ar a  

todo x en X .  La c on dición o X = P o X = D n o  implic a qu e X se a 

c one xo, t al c om o  se observ a en l os dos ejempl os s igui entes .  

2 2 2 2 
E jempl o 2. 23 .  Se aY). A = { ( x,y) E: R  ( x- 2) + y � 1}' B = { ( x, y ) t:R : 

2 2 
( x+2) + y � 1} y X = A U B. C ons i deremos el fluj o (X, II) defin í-

do p or el sis tem a de ecu aclones diferenc i ales 

s i  ( x, y ) t:A r 2 
y -

- x- 2 s i  ( x,y ) t:B ot s i  ( x,y ) t:A 
X 

s i  ( x,y ) t:B 

X es l oc almente c omp act o, D+ ( x) = C+( x) p ar a  t odo x en X 

( ver Figur a 2. 3 ) .  Sin emb arg o, X es disc one xo. 

2 2 
Ejempl o 2. 24 .  Se a A =  { ( x,y ) t:R : y =  1}, B = { ( x,y ) t:R 

y X = p 

y = - 1} 

y X = A U B. C onsi deremos el flu jo ( X, IT) defini do p or el s iste ma 

de ecu aci ones diferenc i ales 

y = o 
. 
X = 1 
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y 

Figura 2 . 3  

y - �1 

Figura 2.4 



X es l ocalmente comp act o y el fluj o  es dispersi vo. + Por tant o, D (x) -
+ e (x) para t odo X en X .  Sin embar go, X es dic3c one xo. (VcP Fl'i{Uril 

2.4)  

A men os que se espe cifique otra cosa , en ca da un o de l os r estan tes 

resulta dos de este cap ítul o sup on dremos que ( X ,  TI) es un flu jo que ve--

rifi ca D+ ( x )  = c+ ( x) para t odo x en X .  

Pr op os i ci ón 2 .  25. Sea X l ocalmente comp act o y M un su bcon junt o cara-

pa ct o  de X .  Ent on ces M es un atra ct or s i  y sól o s i  es abiert o e iu-

variante .  

De mostra ci ón .  Sup ongam os que M es un a tra ct or .  Vam os a pr oba r qu.c� 

A+ ( M )  = M .  Sup on gam os que est o  n o  es ciert o y sea y EA+ ( M) - M. Enton-

ces 0 =!: L+ (y )  e M ( ver Pr op osi ción 1 . 50 ) . Lueg o, y sP y ,  por �anto, 

C+ (y ) = L+ (y ) . Ent on ces C+ (y )  e M ,  de don de y EM .  Esta contra dicci6n 

prueba que A+ ( M )  = M ,  y en conse cuen cia M es abiert o e invar iante 

( ver Pr op osi ción 1 . 52 . )  La parte re cipr oca de la pr op os i ción se de duce 

fá cilmente de la Pr op os i ci ón 1 . 54 .  

C or olari o 2.26 . Sea X l ocalmente compa ct o  y M un sub conjunt o com-

pa ct o  de X .  Ent on ces M e s  un atr act or s i  y sól o s i  es bil ateralm en-

te asintóti camente esta ble . 

Dem ostra ción . Se de du ce de las pr op os i ciones 2.25 y 1 . 54 .  

C or olari o  2 . 27 .  Sea X l ocalmente compa ct o  y conexo. Ent on ces  X no 

cont iene ningún atra ct or compa ct o  a men os que X sea compa ct o, e n  c uy o  

cas o  el úni co atra ct or compa ct o  conteni do en X es e l  pr op i o  X .  
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Demostración . Supongamos que X contiene un atractor M compacto . 

Entonces M es cerrado y abierto . Si X no es  compacto, 0 * M * X 

lo que contradice la conexidad de X .  Esto prueba que no existe tal 

M. Si X es compacto, entonces necesariamente M = X .  

Proposición 2 . 2 8 .  Sea X localmente compacto y M un subconj unto ce-

rrado contenido en P .  Entonces M es un atractor si y sólo si es 

abierto e invariante .  

Demostración . Supongamos que M es un atractor . Vamos a probar que 

Sea 
+ 

ysA (M). Vamos a mostrar primeramente que 

e M. En efecto. supongamos que L+ (y ) = 0 .  Entonces c+ (y ) n M =  ' 

0 ya que si yT€M para algún 
+ 

T€R , entonces yT es periódico o crí-

tico, de donde 0 * 

Por tanto, M e X � 

L+( yT ) 

+ e (y ) . 

+ = L ( y ) lo cual sería una contradicción . 

Corno C
+ (y ) es cerrado, X - C

+ (y ) es 

abierto y en consecuencia es  un entorno de M. + 
Ya que y€A (M), la red 

( ) + ... ... . yt , t€R , esta ultlrnamente en lo cual es una contradic-

ción. 
+ 

Por tanto, L (y ) * 0 .  Supongamos ahora que L
+ (y ) �M y sea 

+ 
Z€1 ( y ) tal que z�M . Por ser X regular existen entornos dis j untos 

+ 
U y V de M y z, respectivamente . Ya que y€A ( M ), la red ( yt ), 

+ 
t€R , está Últimamente en U 

0 * L
+ (y ) e M. 

L 
+ (y ), de donde 

+ 
Pero L (y )*0 

+ e (y ) e M. 

+ 
lo que contradice que z€1 (y ) . Luego, 

+ 
implica que y €P .  Por tanto, C ( y ) = 

Luego, y€M y en consecuencia 
+ 

A (M) e M. 

Como también 
+ M e A (M), entonces + M = A (M) lo que prueba que M es 

abierto e invariante .  La parte recíproca de la demostración s 

de la Proposición 1 .54. 
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Corolario 2.29 . Sea X localmente compacto y M un subcon j unto ce-

rrado de X contenido en P .  Entonces M es un atractor si y sólo 

si  es bilateralmente as intóticamente estable . 

Demostrac ión . Se deduce de las Propos ic iones 2.28 y 1 . 5 4 .  

Propos ición 2 . 30 .  Sea M un subconj unto d e  X contenido e n  D .  S i  

M es un atractor , entonces M e s  positivamente invariante y A+(M) 

Demostración . Supongamos que M es un atractor y sea ysA +(M). En­

tonces ysA
+

(M) ( ver Proposic ión 1 . 49 ) y por tanto K+(y) n M t 0 ( ver 
w 

+ + + 
Propos ic ión 1.47 . ) Puesto que K (y) = C (y), entonces C (y) n M t 0. 

Luego , yT = xsM para algún 
+ TsR , de donde Lue go , 

A+(M) e c-(M). Por otra parte , sea zsC-(M). Entonces z = x(-T) para 

algún xEM y algún 
+ Tt:R . 

+ + A (M), de donde zt:A (M). 

+ + 
Luego , x = zTsC (z) n M. Ya que M CA (M), 

y como A +(l1) es invariante ,  c+(z) e 

Luego C-(M) e A +(M). Esto completa la prue-

ba de que A +(M) = c-(M). Esto implica que C-(M) es invariante y, 

por tanto , positivamente invariante .  Como M e C- ( M ) , entonces C+(M) 

Luego , 

n c-(M) - M, entonces Y = xT = xT 1 2 para algunos 

+ ysC (M) 

xsM. Por tanto , x = x(T1 - T2 ), con T1 - T2 > O . Esto implica que 

x es periódico lo cual es una contradicción . Luego , M es pos itiva-

mente invariante .  

Propos ición 2 . 3 1. Sea M un s ubconjunto de X contenido en D. Si 
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M es  un atractor negat ivo , entonces M es  negat ivamente invariante y 

A- ( M ) = C
+ ( M ) . 

Demostrac ión . Análoga a la de la Propos ic ión 2 . 30 .  

Corolario 2 . 32 .  Sea M un subconj unto de X contenido en D .  Enton­

ces M es  un  atractor bilateral s i  y sólo Sl es abierto e invariante . 

Demo strac ión . Si  M es un atractor b ilateral , entonces , según Propo­

s ic iones 2 . 30 y 2 . 31 ,  M es positivamente y negativamente invariante , 

respe ctivamente ,  con A+( M ) = C- ( M ) y A- ( M ) = C
+ ( M ) . Luego , M es  

invariante y A
+ ( M ) = A- ( M ) = A ( M ) = M ,  de  donde se  deduce que M es 

abierto . La suficiencia se obt iene de la Propos ición 1 . 5 4.  

Corolario 2 . 3 3 .  Sea M e D .  Entonces M es  un atractor bilateral s i  

y sólo s i  es bilateralmente as intóticamente estable . 

Demostrac ión . Se deduce del Corolario 2 . 32 y de la Proposición 1 . 5 4 .  

Propos ición 2 . 34 .  Sea X localmente compacto y A una componente d e  

X .  Entonces e l  único atractor bilateral cerrado conten ido en A e s  

el propio A .  

Demostrac ión . Sean TI ' , P '  y D '  como en el Teorema 2 . 20 .  Entonces ,  

según dicho teorema , o A = P 1  o A = D ' . Sea M un atractor bilate­

ral cerrado contenido en A .  Entonces , o M e P '  o M e D ' . Luego , 

según Propos ic ión 2 . 28 o Corolario 2 . 32 , respectivamente ,  M es abier­

to . Como A es conexo y M * 0 ,  necesariamente M = A .  
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Teorema 2 . 35 .  Sea X cualquier subespacio de R . Entonces el  fluj o 

( X, TI) verifica n+ ( x ) = C
+ ( x ) para todo xsX s i  y sólo s i  el  fluj o 

t iene característ ica 
+ 

o - . 

Demostración . La neces idad se probó en el Corolario 2 . 3 . Supongamos 

+ 
ahora que el flujo tiene característ ica o - y que existe un xsX tal 

que 

+ e¡_ e ( x ) . Sea 
+ + ysL ( x ) e J ( x ) . Entonces 

Pero K- ( y ) e L
+ ( x ) ya que éste es cerrado e invariante . Por tanto , 

xsL+ ( x ) . Luego , x e s  periódico o crítico ( ver Te orema 1 . 2 0 . ) En con-

secuenc ia 
+ + 

L ( x ) = C ( x ) , lo que contradice que 
+ + 

L ( x ) (/. C ( x ) . Esta 

contradicción prueba que 
+ + 

D ( x ) = C ( x ) para todo x en X .  

Observación 2 . 3 6 . Según el resultado anterior los t ipos bás icos de flu-

j o s  planos que verifican 

lados en el Teorema 1 . 60 .  

+ + 
D ( x ) = C ( x ) 

2 
para todo xsR , son los seña-



CAP ITULO I I I  

Caracterizac ión de Flujos 

que verifican D
+ ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

Propo s ición 3 . 1. Para un flujo (X, ll )  las s iguientes condic iones son 

equivalentes · 

( 1) D
+ ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

( 2) J+ ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

( 3 ) J- ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

( 4 ) J ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

( 5 )  D ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

pers ivo s  

( 6 ) D- ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

y no hay puntos pos it ivamente d is -

Demostrac ión . Sea XEX. Supongamos que se  cumple ( 1) .  Entonces 

J
+ ( x ) * 0 ,  ya que s i  suponemos lo contrario , entonces c+ ( x ) = C ( x ) lo 

que implica que x es periódico o crítico , obteniéndose así una contra-

dicción . 

también 

Luego , 

+ C ( x ) e J (x) . Por tanto , 

Supongamos ahora que se  cumple ( 2 ) . 

y como es invariante , 

J+(x) = C ( x ) , es  dec ir , ( 1) � ( 2 ) . 

Entonces + XEJ ( x ) , de donde 

( ver Proposición 1. 27 ) y ,  por tanto , C ( x ) e J
- ( x ) . Sea ahora yEJ

- ( x ) . 

Entonces XEJ+(y) = C (y ) , de donde , yEC ( x ) . Luego , J
- ( x ) e C ( x ) . Por 

3 5  
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tanto J -(x ) = C (x ) . Esto prueba que ( 2 ) ==> ( 3 ) . Supongamos que se  

cumple ( 3 ) . Entonces C (x )  = J- (x )  e J (x ) . Sea ahora ysJ+ ( x) . En-

tonces xsJ- (y )  = C (y ) , de donde ysC(x ) . Por tanto , + J ( x ) e C ( x) . 

Luego , J ( x )  e C (x )  lo que completa la prueba de que J ( x )  = C ( x) , es  

decir , de que ( 3 ) ==> ( 4 ) . Si se cumple (4) obviamente D ( x )  = C(x) . 

Además , + xsJ ( x )  * 0 ya que s i  suponernos lo contrario , entonces xsJ - ( x) , 

de donde xsJ+ ( x) obteniéndose así una contradicción . Queda as í pro-

bada que (4 ) ==> ( 5 ) . Supongamos que se cumple ( 5 ) . Entonces + 0 * J ex) 

e D (x )  = C ( x ) . Luego , + + C (x )  e J (x ) , de donde x�J ( x )  y ,  por tanto , 

xcJ- (x ) . Esto implica que C (x )  e J-(x) e D- (x ) . Corno obviamente 

D - ( x )  e C ( x) , entonces D- ( x )  = C (x ) , lo que prueba que ( 5 )  ==> ( 6 ) . 

Finalmente , supongamos que se cumple ( 6 ) . Entonces J- ( x) * 0, ya que 

s i  suponernos lo con trario entonces c- (x )  = C ( x ) , de donde x es perió-

dico o crítico obteniéndose así una contradicción . Luego , 0 * J - ( x )  

e D- (x )  = C (x ) . Por tanto , C ( x )  e J- ( x) , de donde xsJ- (x )  y ,  e n  con-

secuencia , + xcJ ( x ) . Esto implica que + + C (x) e J ( x )  e D ( x ) . Se3. aho-
+ ra ysD ( x) . Entonces xsD- (y )  = C (y ) . Luego , ysC ( x )  y , por tanto , 

J+ (x )  e C (x ) . Esto completa la prueba de que D+ ( x) = C ( x) , es  decir , 

de que ( 6 )  ==> ( 1 ) . 

Corolario 3.2 . S i  + D (x) = C (x )  para todo x en X ,  el flujo tiene 

característica O .  Además , el flujo es no extraviado .. 

Demostración . Sea xsX . Según proposición anterior , D ( x) = C(x) = 

K(x) ya que C(x) es cerrado . 

que xsJ+(x) . 

+ Además , de J (x) = C(x) , se  obtiene 
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Observación 3 . 3 .  El reciproco del Corolario 3 . 2  es falso . Tampoco 

D ( x )  = C ( x )  para todo x en X implica D+ ( x) = C ( x ) para cada x en 

X .  Para probarlo obsérvese que el flujo del Ejemplo 2 . 6  verifica D { x )  = 

C ( x )  para todo x en X .  Luego , tiene característica O .  S in embargo , 

Propo s ición 3 . 4 .  Sea M cualquier subconjunto invariante de X .  Enton-

ces D+ (x )  = C ( x )  para todo x en X s i  y sólo s i  es c ierta cualquiera 

de las s iguientes afirmaciones 

( 3 )  J ( H )  = M 

( L� )  D+ ( M )  = N y no hay puntos positivamente dispersivos 

( 5 )  n- (11 )  = M y no hay puntos pos itivamente dispersivos 

( 6) D 01 )  = M y no hay puntos positivamente dispersivos 

DemostrJción . Supongamos que D+( x )  = C ( x )  para todo x en X .  Vamos 

a probar que la afirmación ( 5 )  es necesaria . Sea xEX . Entonces , según 

Proposición 3 . 1 ,  D- (x )  = C (x ) . Por tanto , D - ( M )  = U D- (x )  = U C ( x) = 
X€M X€H 

C ( M )  = H .  Además , del Corolario 3 . 2  se obtiene que J+ (x )  :j: 0 .  Análo-

gamente , utilizando las correspondientes definiciones y la Proposición 

3 . 1 ,  se prueba que las restantes afirmaciones son tar®ién necesarias . 

Vamos a probar ahora la suficiencia de ( 5 ) . Sea XEX . Como C ( x) e s  

invariante , entonces D- ( C (x ) ) = C (x ) . Pero D - ( C ( x ) ) = C- ( C ( x) ) U 

J- ( C ( x ) ) = C ( x )  U J- ( x ) . Luego , C (x )  U J- ( x )  = C ( x ) , de donde J- ( x )  

e c (x) . Sea ahora + yEJ ( x ) . Entonces xEJ- (y ) e C (y ) . Luego , ye:C ( x )  
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y ,  por tanto , J+ ( x )  e C (x) . E sto implica que C (x )  e J+ (x )  y ,  en con-

secuencia , que J+ ( x )  = C (x) . Luego , según Proposición 3.1 , D+ ( x )  = 

C ( x ) . En forma análoga , y utilizando la Propos ición 3.1, se prueba que 

las restantes condiciones son también suficientes . 

Proposici�n 3 . 5 .  Supongamos que D+ ( x )  = C (x )  para todo x en X .  S i  

para algún xsX , L+ (x )  t 0 ( L- ( x )  * 0 ) , entonces L+ (x )  = C ( x)  ( L - ( x )  = 

C ( x ) ) .  En particular , x es positivamente ( negativamente )  Poisson es-

table . 

Demostración . Sea xsX con + L ( x )  * 0 .  Entonces + + L ( x )  e D ( x )  = 

C (  x) . Como es invariante , también + C ( x )  e L  ( x ) . Por tanto , 

+ L (x )  = C ( x) . La demostración es análoga en el caso de que L- ( x )  t 0 , 

ya que D+ (x )  = C (x )  implica D - ( x )  = C (x ) . 

Corolario 3 . 6 .  Supongamos que + D ( x )  = C (x )  y 

para todo x en X .  Entonces , el flujo t iene característ ica o+ ( carac­

terística o- ) .  En particular , si L+ ( x )  t 0 t L- ( x )  para todo x en 
+ X ,  el flujo t iene característ ica o- . 

Demostración . Sea xsX . Entonces + L ( x )  = C ( x)  según Proposición 3 . 5 .  

Luego , L+ (x )  = J+ ( x )  ( ver Proposición 3 . 1. )  + + Por tanto , D ( x ) = C ( x) 

U L+ (x )  = K+ (x )  y el flujo t iene característica O+ . S i  L- ( x )  * 0 

para todo x en X ,  la correspondiente demostración es análoga . 

Observación 3 . 7 .  Los resultados recíprocos del corolario anterior son 

falsos . Para probarlo , observese que el flujo ( X ' , TI ' ) del Ejemplo 2 . 5  

t iene característica 
± 

O (por tanto , características y con 



L ' + (x ) = L ' - (x) :f 0 para todo x en X ' . S in embargo , D' + ( x )  --

X ' t e ' ( x )  1 · X '  para cua quler X E:  • 

Es bien conocido que para cualquier flujo definido sobre un sub-
2 espacio de R , un punto es pos itivamente o negativamente: Poisson es ta --

ble s i  y sólo s i  es periódico o crítico ( ver Teorema 1 . 20 ) . La si-

guiente proposición nos da un ej emplo de una clase de flujos sobre o-

tros espacios fases , que presentan una propiedad similar . 

Proposición 3 . 8 .  Sea X un espacio localmente compacto o métrico c:0rn-

pleto tal que + 
D ( x )  = C ( x )  para todo x en X .  Entonces , las s iguien-

tes afirmaciones son equivalentes . 

( 2 ) x es periódico o crí tico 

( 3 )  x es Poisson estable 

Demostración . + 
Sea XE:X con L ( x )  t 0 .  Entonces + L ( x )  = C ( x )  se-

gún Propos ición 3 . 5 .  Si suponemos que x no es periódico ni cr ítico , 

entonces 0 = L+ ( x )  - C ( x) = L+ ( x )  ( ver Teorema 1 . 32 ) . 

Esta contradicción prueba que x es  periódico o crítico y que , por tan--

to ( 1 ) � ( 2 ) . La demostración en el caso L- ( x ) t 0 es s imilar usa ndo 

el dual del Teorema 1.32. Finalmente , ( 2 )  � ( 3 ) � ( 1) son evidentes . 

Corolario 3 . 9 .  Sea X un espacio métrico localmente compacto o un es-

pacio métrico completo tal que + D ( x )  = C ( x )  para todo x en X .  En-

tonces el conjunto de los puntos periódicos es denso en X .  

Demostración . Ya que , según proposición anterior , el conjunto de los 
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puntos peri6dicos coincide con el de los puntos Poisson estables y el 

flujo es no extruviado ( ver Corolario 3 . 2 ) , el resultado se derJuce del 

Teorema 1 . 3 3 .  

2 
Teor'ema 3 . 1 0 . Sea X cualquier subespacio de R . Un flujo ( X ,  II ) 

verifica D+ ( x) = C ( x)  para todo x en X s i  y s6lo si t iene caracte-

rística O s in puntos positivamente dispersivos . 

Demostraci6n . La necesidad fue demostrada en el Corolario 3 . 2 .  Supon-

gamos ahora que el flujo tiene característica o con para 

cada x en X y sea x2X . Entonces J+ ( x )  e D ( x) = K (x ) . Si  L ( x )  = 

0, entonces K( x) = C ( x)  y ,  por tanto , J+ ( x )  e C ( x) . Pero esto impli­

ca que también C ( x) e J+ (x ) . Luego , J+( x )  = C ( x ) , de donde D+ ( x )  = 

C ( x ) . Si  L ( x )  t 0, sea yEL ( x) . Entonces yEJ ( x ) , de donde x2J (y )  

e D (y )  = K(y ) . Pero K (y )  e L (x )  ya  que L ( x) es  invariante y cerra­

do . Luego , XEL ( x )  y ,  por tanto , X€L+ ( x )  o X€L- ( x ) . En cualquier 

caso , x es peri6dico o crítico ( ver Teorema 1 . 20 )  y ,  en consecuencia , 

D ( x )  . =  K (x )  = C ( x ) . Luego , D+ ( x) e C ( x) = L+ ( x )  e D+ ( x) . Por tanto , 

+ D (x )  = C ( x ) . Esto completa la prueba . 

Teorema 3 . 11 .  Sea X un espacio localmente compacto o un espac io mé -

trico completo . Un flujo ex , rr )  verifica + D ( x) = C ( x) para todo 

x en X s i  y s6lo s i  tiene característica O s in puntos positivamente 

dispersivos . 

Demostraci6n . Es s imilar a la del teorema anterior , con la única va-

riante de que la propiedad xEL+ ( x )  ( o  X€L- ( x ) ) implica que x es  

peri6dico o crítico se  deduce de la  Proposici6n 3 . 8 .  
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En el s iguiente teorema S es el conjunto de los puntos criticas 

y N 
S tal como en la Proposición 1 . 61 .  

Teorema 3 . 1 2 . Un flujo 2 + (R , TI )  verifica D ( x )  = C ( x)  para todo x 

en S l  y sólo si es cierta una de las s iguientes afirmaciones 

( 1 )  S 
2 

= R 

( 2 )  S consiste de un centro global de Poincaré 

( 3 )  S consiste de dos centros de Poincaré , s1 y s2 , con N no acota-

do para cada S E:  S y = U N = C ( x )  S S E:  S 

2 

S 
2 

para algún xc::R . .  

Demostración . Según Teorema 3 . 10 ,  un flujo (R , TI )  verifica + D ( x ) = 

C ( x) 2 
para todo x en R s i  y sólo si es cierta una de las afirma-

ciones del Teorema 1 . 62 tales que J+( x )  t 0 para todo 
2 

x en R . Va-

mas a probar que estas afirmaciones son precisamente las senaladas arri-

ba . En  efecto ; cada una de  las afirmaciones ( 1 ) , ( 2 )  o ( 3 ) , o coincide 

con una de las afir·maciones del Teorema 1 .  52 , o se trata de un caso par-

ticular de alguna de ellas . Adem�s , en los casos ( 1 )  y ( 2 )  es evidente 

que para cada x en 2 R • Vamos a probar que esto también 
2 

es  cierto en el caso ( 3 ) .  En e fecto , s ea xc::R 

temente + J ( x ) :f 0 .  Supongamos ahora que 
2 

XE:R 

Si x E: U N , eviden­
s c:: S s 

U N  
S E: S  S 

y sea ( xn ) una red de puntos periódicos tal que � � x .  Entonces , 

existe una red ( tn ) ,  con tn > O , tal que � = xntn . Sin perder gene-

ralidad , tal como se probó en la demostración 

( 3 ) , podemos suponer que tn � + oo • Luego , 

+ cuando tn �_+ oo • Esto implica que xc::J (x )  

del Teorema 2 . 1 ,  parte 

X � X  n 

y ,  por 

y �t = X � X n n 

tanto , + J ( x ) :f � .  
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Solo queda por demostrar que los restantes tipos de flujos correspon­

dientes a las afirmaciones del Teorema 1 . 6 2 , no satisfacen J
+ ( x ) t � 

2 2 
para todo x en R . En efecto , s i  S = � y ( R  , TI )  es paralelizable , 

entonces el fluj o es positivamente dispersivo (ver Proposición 1 . 40 . )  

Supongamos ahora que S consiste de centros locales de Poincaré ( dos  

a lo  sumo , según Teorema 1 . 62 ) , y que J
+

( x ) t � para todo x en 2 R • 

2 
Entonces , según Teorema 3 . 10 ,  D+ ( x ) = C ( x ) para todo x en R Vamos 

primeramente 2 
a e U Ns ) .  a probar que R U Ns = Para ello , sea 

S ES  S t: S  
2 

X '  = int (R  U N ) 
S ES  S y supongamos que X '  * � .  Ya que para cada SES , 

es invariante , entonces 
2 

R - U N S S ES 
también lo es ( ver Proposicio-

ne::> L 1 1  y 1 . 10 . )  Luego , según Pr·oposición 1 . 12 ,  también X 1 es in va-

riante . Consideremos el flujo (X ' ,  i1 ' ) ,  donde IT' = n ! x ' . Ya que la 

restricción del flujo a R2 - U N S SES  
es paralelizable (ver Tea-

rema 1 . 62 )  y ,  por tanto , positivamente dispers ivo , también el flujo 

( X ' , IT ' ) es positivamente dispers ivo . Luego , s i  XEX ' ,  � = J ' + ( x ) = 

( ver Proposición 1 . 30 . )  Por tanto , + 
xiJ ( x ) lo que con-

tradice D+ ( x ) = C ( x ) 
2 

para todo x en R ( ver Corolario 3 . 2 . ) 

contradicción prueba que 
• 

( 
2 

) rf, X '  � lnt R - U N = w .  S S ES  
Ya que 

2 
abierto para cada s ES  ( ver Proposición 1 . 61 ) , entonces R 

es cerrado . 
2 

Por tanto , R 
2 

U N = a ( R  
s e S  s U N ) 

seS s = V { U N ) . , S SES  

N S 

Esta 

es 

U N  
SES  S 

Suponga-

mos ahora que S consiste de dos centros de Poincaré , s 1  y s2 , con 

Como para cada sES , a N S es una trayectoria ( ver Teore-



U N  S - u ( U N� ) c.; c;  ull t ié; ::K· que 
s t: S  

R1 -- U N , ,  
::: e S  ,_, 

U N -- N l ,l N.·� 
�) _J S E S  1 2 

Perca es �:o contr·a d i c e  la co nc:dc1é::_d d e  R1 • ror tc1 i1 to , �; no puede: c (_; n :3 l S -

t i:c el :� dos c c: nt.c'os de Fo inc a-o é ,  s ·y 
1 

S 
2 

, con u N  S 1 
,f d N8 • 

2 
S n c'oü-

¡:;amos ;:' i.naJ:,lent c que S c ons is te d e  un c <?l ltl'o lo cal d e  Fo incal'6 .� . 

Entone e :> R2 - N = a N  :f: 0 .  S S Yu. que o N S e ::: un;:l t rayectoria , �:: n ::o n c c s  

Lu ego , e l  flu j o  ( C ( x ) , TI ' ) ,  con IT ' = 

n ! c C x ) , es paral el i zal)l e ( ver Tco:coema 1 . 6 2 )  y en c on s ec u e n c ia po:ú t i c¡,l -­

me nte cl i s pe:es ivo . ro c tanto , 0 = L ' + ( y )  = L+ ( y )  pa_rca t o do y c:: C ( x )  

( ver Propos ición 1 . 3 () ) . E s t o  impl ica que C ( x )  no e s  nna trayectol'Ía 

periódica . Definamos f :  C ( x )  -> R x { O }  por f c Y:t ) = ( t , O ) . Se ccm-

pru2ba fá c il mente que f es u n  homeo:�to rofi_ c>:¡;o y ,  por tc�nto , C ( x )  y 

R x { O }  son hom eomorfo s . Ya que R2 - R x { O }  es d i sco nexo , t,�mb ién 

R2 - C ( x )  = R2 -- a N� -= I\ es d isconexo , l o  cual e s  'J-;;1�:>. r: c) �J.t:ead i_cc ión ._, S 

s egún Propo s ic ión 1 .  61 . Luego , S no pued e:: ,-con s i s t lr ele un ce nü'o local 

de Poincar 6 , l o  cual c��pleta la pru eba d el t eor ema . 

Ob s erva c ió n  3 . 1 3 .  El t eor ema an·t:erior imp l ica '-iue hay 'tl'es  t ipo h:l s i -

cos d e  flu j o s  plano s para .lo s  c11ales D+ ( x )  = C ( x )  para todo z e n  R2 : 

( l )  Flu jo s que c ons i s ten solamente de puntos crítJ_co s  

� 2 )  Flu j o s  que t i enen u n  c entro global d e  Po i_ncaré 

( 3 )  Flu j o s  s imilares al d el E j emplo 2 . 6  exc epto que a N O  

S = { s  s } .  
1 2 

S 
2 

donde 



CAP ITULO IV 

Carac terización de fluj os tales que para cada x en X 

se cumple una de las s iguientes afirmac iones : 

Carac-ter�zación de flujos ta�ue D+ ( x ) =C- ( x ) 

para todo x en X .  

Teorema 4 . 1 .  Sea ( X , JI )  un fluj o continuo . Entonces las s iguic.mtes 

afirm2ciones son equivalentes . 

(1 ) Para cada x en X ,  x es crítico o periód ico con 
+ 

= L ( x ) 

( 2 ) D
+ ( x )  C

+ ( x ) 
+ 

= y J ( x ) =1= 0 para cada x en X 

( 3 ) 
+ 

C- ( x ) cada D ( x ) = para x en X 

( 4 ) D- ( x ) + 
cada X = e ( x )  para x en 

( 5 ) D ( x )  = C
+ ( x )  para cada x en X 

{ 6 ) D ( x) = c - ( x ) para cada x en X 

Demostrac ión . Si  s e  cumple ( 1 )  obsérvese que X = P, s iendo P el  con-

j unto definido en el Teorema 2 . 1 .  Luego , según Teorema 2 . 8 ,  ( 1 )  # ( 2 ) . 

Adem�s , ( 2 )  # D- ( x )  = c - ( x ) para todo x en X ( ver Corolario 2 . 2 . )  

Luego , s i  se cumple ( 1 )  entonces D
+ ( x ) = C

+( x ) = c- ( x ) = D- ( x ) , de don-

de ( 1 )  impl ica cada una de las restantes afirmac iones . Vamos a probar 

ahora que cada una de las afirmac iones ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) y ( 6 ) , impl ica (2 ) .  

LJ.I.J. 



Sea xEX .  Supongamos que s e  ct�ple ( 3 ) . Entonces + + C (x )  e D (x )  = 

c- (x ) . Luego , x es  peri6dico o critico y ,  por tanto , D+ ( x )  = C - ( x )  

= c+ ( x ) . Esto prueba que ( 3 )  � ( 2 ) . S i  se cumple ( 4 ) , entonces 

C- (x )  e D- ( x )  = C+ (x ) . Entonces x es peri6dico o critico y ,  por tan-

to , D- (x )  = c+ ( x )  = C - (x ) . Luego , D+ ( x )  = C+ ( x )  ( ver Corolario 2 . 2 . )  

Esto prueba que ( l� ) � ( 2 ) . Supongamos que se  cumple ( 5 ) . Entonces 

C ( x )  e D (x )  = C+ (x ) , de donde x es peri6dico o critico y ,  por tanto , 

J+ ( x) t 0 .  Adem§s , D+ (x )  e D ( x )  = c+ (x )  y como tambi�n c+ ( x )  e 

D+ (x ) , entonces D+ (x )  = C+ ( x ) . Esto prueba que ( 5 ) � ( 2 ) . Finalmen-

te , si se cumple ( 6 ) entonces C ( x) e D ( x )  = C- ( x) , de donde x es pe­

ri6dico o critico . Por tanto , J+( x )  t 0 .  Adem§s , n+( x) e D ( x)  = C - ( x )  

= C+ (x ) . Luego , D+ (x )  = C+ (x )  lo que prueba que ( 6 ) � ( 2 ) . 

Observaci6n 4 . 2 .  Del teorema anterior y de la Observación 2 . 36 ,  s e  de-

duce que hay dos tipos b§sicos de flujos planos que satisfacen cual-

quiera de las condiciones ( 1 )  a ( 6 ) de aquél 

( 1 )  S 
2 

= R 

( 2 ) S =  { s0 } y s0 es un centro global de Poincaré . 

+ Caracterizaci6n de flujos tales que D ( x ) =K  ( x )  

para todo x en X 

Teorema 4 . 3 .  Para un flujo ( X ,  TI )  las s iguientes afirmaciones son 

equivalentes . 

( 1 )  D ( x )  
+ = K ( x )  para todo x en X 

( 2 )  J ( x )  = K+( x )  para todo X en X 

( 3 ) J- (x )  = K+( x )  para todo X en X 



( 4 )  D- (x )  = K+( x )  para todo x en X 

( 5 )  J+( x ) = K+ (x )  para todo x en X 

Demos trac ión . Sea xcX . Si se cumple (1) entonces e ( x)  U J ( x )  = 

4 6  

+ + e (x )  U L (x ) . Luego , + e (x)  e e ( x )  o e ( x )  n L+ ( x) t- 0 .  S i  e ( x) 

e e+( x )  entonces X es periód ico o crítico y J ( x )  e D ( x )  = K+ ( x) = 

�/ (x )  e J ( x ) . Por tanto , J ( X )  = K+ ( X )  • Si + e ( x)  n L ( x ) t- 0 ,  ya que 

+ K ( x ) . 

' ' t d t K+ (x )  e L+(x )  e J ( x )  e D ( x ) ---es lnvarlan ·e y cerra o ,  en onces 

Por tanto , -t­J (x )  = K ( x ) . Entonces ( 1 )  ==> ( 2 ) . Si se  cumple 

( 2 ) , entonces xcJ (x ) . Luego , xcJ- (x )  ya que s i  s uponemos lo con tra-

rio , xcJ+ ( x ) , de donde xcJ- ( x )  obteniéndose así  una contradicción .  

Ya que J- (x )  e s  invariante y cerrado , + -K ( x )  e J ( x ) . 

e J (x)  = K+ (x ) . Luego , J- (x )  = K+(x )  lo que prueba que ( 2 )  ==> ( 3 ) . 

S i  se cumple ( 3 ) , xcJ- (x ) , de donde e- ( x )  e J- ( x ) . Luego , D- ( x )  = 

e- ( x )  U J- ( x )  = J- (x )  = K+ (x ) . Entonce s ( 3 ) ==> ( 4 ) .  S i  se  cumple ( 4 ) , 

Luego , o 

J- (x )  t- 0 .  S i  e+( x )  e e- ( x) , entonces x es  periódico o crítico y 

K+ ( x) = L- ( x ) e J- (x )  e D- ( x ) = K+ ( x ) . Por tanto , J- ( x )  = K+ ( x ) . Si 

e+ ( x )  n J- (x )  t- 0 ,  entonces K+ (x )  e J- (x )  e D- ( x )  = K+ (x ) , de donde 

J- ( x )  = i� (x) . Luego , en cualquier caso J- ( x) = K+ (x ) . Esto implica 

que xcJ- (x )  y ,  por tanto , que xcJ+ ( x ) , de donde K+ ( x )  e J+ ( x ) . 

Sea ahora ycJ+ ( x) . Entonces xcJ- (y )  = K+ (y ) .  Luego , según Proposi­

ción 1 .  2 6 , J- ( x)  :J J- (y )  o ,  equivalentemente ,  K+ ( x )  :J K+ (y ) . Esto im­

pl ica que ycK+ (x )  y ,  por tanto , J+ (x )  e K+(x ) . Luego J+ (x )  = K+( x) 

lo que prueba que (4 ) ==> ( 5 ) . Finalmente , s i  se  cumple ( 5 ) , D+( x )  = 

c+ ( x )  U J+(x )  = c+ ( x )  U K+(x ) = K+(x ) .  Por otra part e , s ea ycD- ( x ) . 
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+ + J (x ) � J (y ) o ,  equivalentemente , 

+ + 
K ( x) � K (y ) .  Por tanto , 

+ 
yEK (x ) y ,  en consecuenc ia , 

+ 
D- ( x ) e K ( x ) . 

Luego , + D ( x ) e K ( x ) y como tamb ién K+ ( x ) e D ( x ) , entonces 

+ 
K ( x ) . Esto completa la prueba del teorema . 

D ( x ) = 

Proposición 4 . 4 .  Un fluj o ( X ,  II) verifica 
+ 

D ( x ) = K ( x ) para todo 

x en X s i  y sólo si es pos it ivamente Pois son estable de característica 

O+ 
� . ul d X L

+ ( x ) -- K+ ( x ) . . �n partlc ar , para ca a XE , 

Demostrac ión . 
+ 

Supongamos que D ( x ) = K (x ) p ara todo x en X y sea 

XEX . Entonces D+ ( x ) e D ( x ) = K
+ ( x ) . e t b · � K+( x ) e D+ ( x ) , en­orr,o am len 

tonces D+ ( x ) = K+ ( x ) , es decir , el fluj o t iene característica o+ . 

Por tanto , + +e L ( x ) = J x ) ( ver Propos iciones 1 . 5 6 y 4 . 3 ) . Lue-
+ 

go , xEL ( x ) y el flujo  es pos it ivamente Po isson estable . Supongamos 

ahora que el flujo es pos itivamente Poisson estable de característica 

+ 
O y sea xEX . Ya que 

+ 
xEL ( x ) , entonces 

+ + + 
K ( x ) e L  ( x ) C K ( x ) . Por 

tanto , L
+ ( x) = K+ (x ) . Pero también L+ ( x ) = J+ ( x ) s egún Proposición 

1 . 5 6 .  Luego , J+ ( x ) = K+ ( x ) , de donde , según Propos ición 4 . 3 ,  D ( x ) � 

K
+ ( x ) . 

Obs ervación 4 . 5 .  El recíproco de la propos ic ión anterior es falso s i  

el flujo  no es positivamente Poisson estable . Esto puede verse  en el 

siguiente ejemplo . 

:%-
Ej emplo 4 . 6 .  Consideremos el flu j o  (R , II )  definido por el sistema de 

ecuaciones diferenciales 



{o para 

r = 4r ln 
4 
r 

para r > 4 

e = 1 para r � o 

Este flujo tiene característica a
+ ( ver Figura 4 . 1 ) .  

Sin embargo , D ( x0 ) = C ( x0 ) U C1 :f C+ ( Xo ) U C1 = K
+ 

( x0 ) , donde C 1 es  

la circunferencia de centro O y radio 4 .  

= e 1 

Obsérvese que 
+ 

� i L ( :<o ) 

Propos ic ión '+ . 7 .  Un fluj o verifica D ( x ) = K+ ( x ) para todo x en X 

s i  y sólo si  t iene característ ica o con 

X .  

Demostración . S D (x ) -- K
+ ( x ) upongamos que 

para cada x en 

para todo x en X y sea 

xsX . Según Proposición 4 . 4 ,  
+ 

xsL ( x ) y ,  por tanto , 

L+ ( x ) e K+( x ) . Por tanto , K( x ) = K+ ( x ) = D ( x ) , quedando así  probada 

la �eces idad . Supongamos ahora que el flujo t iene característica O 

con L+ ( x ) :f 0 para todo x en X .  Sea xsX y ysL+ ( x ) e J
+ ( x ) . En­

tonces , xsJ- (y ) e D (y ) = K(y ) e L+ ( x ) . Luego , D ( x ) = K( x ) e L+ ( x ) e 

K+ ( x ) . Como también K+ ( x ) e D ( x ) , entonces  D ( x ) = K+ ( x ) , quedando 

así probada la sufi�iencia . 

Observac ión 4 . 8 .  El recíproco de la propos ición anterior es falso s i  

+ 
L ( x ) = 0 para algún xsX . Esto puede verse  en el flujo del Ej emplo 

2 . 6 ,  el cual t iene característica O .  S in embargo , D ( x0 ) = C ( x
0

) :f 



Figura 4 . 1 

Figura 4 . 2  



Propos ic ión 4 . 9 .  Supongamos que 
+ 

D ( x ) = K ( x ) 
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y L- ( x ) t 0 para todo 

x en X .  Entonces el flujo t iene característ ica 
+ o - . El recíproco es 

c ierto si no hay puntos posit ivamente dispers ivos ( o negativumente dis-

pers ivos ) . En  tal caso , D+ ( x ) = D- (x ) = K
+ ( x ) = K- ( x ) para cada x 

en X .  

Demostración . Supongamos que 
+ 

D ( x ) = K (x ) para cada 

x en X .  Según Proposición 4 . 4  el fluj o t iene característica o+ . Sea 

ahora X E: X y Entonces +e + xsJ y ) e D (y ) 

L
- ( x ) . Luego , K+ ( x ) e L- ( x ) e K- ( x ) e D ( x ) = K+ ( x ) . Por tanto , K- ( x ) 

= K+ ( x ) . Ya que D - ( x ) = K+ (x ) ( ver Teorema 4 . 3 ) , entonces D - ( x ) = 

K- ( x ) quedando as í probada la necesidad . Supongamos ahora que el fluj o 

tiene característica O± s in puntos posit ivamente dispers ivos . Sean 

xsX y yE:L+ ( x ) = J+ ( x ) . Entonces 

Luego , K
+ ( x ) e D ( x ) = K( x) e L

+ ( x ) 

XE:J- (y ) e D- (y ) = K- (y ) e L
+ ( x ) . 

+ + e K ( x ) . Por tanto , D ( x ) = K ( x ) y ,  

en consecuencia , de la hipótes is y del Teorema 4 . 3 ,  K
- ( x ) = D- ( x ) = 

Observación 4 . 10 .  En la propos ic ión anterior la neces idad es falsa s i  

existe algún X E: X  tal que L
- ( x ) = 0 También la suficiencia es  

falsa s i  J+ ( x ) = 0 (o J- ( x ) = 0 ) para algún xE:X . Para probarlo 

cons ideremos los siguientes e j emplos . 

Ej emplo 4 . 11 .  Sea ex , rr )  e l  flujo del Ej emplo 2 . 5  y cons ideremos 

un nuevo flujo (X ' ' rr '  ) donde X '  = X - { { p } u c2 } y TI '  = rr 1 x ' • 

S i  XE:X 1 , entonces L '  + ( x ) 
+ 

= L (x ) n x '  = X n X '  = X ' . Luego , K ' + ( x) 

= X ' . Ya que D ' ( x ) e X ' = K' +( x ) e D ' (x) , entonces D '  ( x ) = K' +( x ) ; 
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es dec ir , el flujo verifica D ' (x ) = K ' + (x ) para todo x en X ' . Por 

otra parte , s i  xc:C1 , L '  - ( x ) = L - ( x ) n X '  = {p } n X '  = 0 . Adem¿ie.,.. ya 

que xc:L ' + ( x ) C J ' + ( x ) , entonces xc:J ' - ( x ) t 0 = 1 1 - ( x ) . Pcr tanto , 

+ 
el flu j o  no t iene característ ica o- . 

2 
Ej emplo 4 � 12 .  Cons ideremos el fluj o (R , IT) definido por el s lstema 

de ecuac iones diferenciales 
. o y = 

X = 1 

Este fluj o t iene característica o± (ver Figura 4 . 2 ) . Sin embargo , 

+ + 
D ( x0 ) = C ( x0 ) t C ( x0 ) = K  ( x0 ) . Obsérvese que el flujo es dispers ivo . 

2 
Teorema 4 . 1 3 .  Sea X cualquier subespacio de R . Entonces un flujo  

( X ,  II )  verifica 
+ 

D ( x ) = K ( x ) (o equivalentemente ,  

+ 
para todo x en X s i  y sólo s i  es de característica o - y no hay pun -

tos positivamente dispersivos ( o negativamente dispersivo s ) . 

Demostrac ión . Supongamos que 
+ 

D ( x ) = K ( x ) para todo x en X y s ea 

xc::X .  Entonces , según Propos ición 4 . 4 ,  + 
xc:L ( x ) . Luego , x es  perió-

dico o crítico ( ver Teorema 1 . 2 0 )  y ,  en consecuencia , xc:L- ( x ) . Lue-

go el resultado se deduce de la Propos ición 4 . 9 .  

2 
Corolario 4 . 14 .  Sea X cualquier subespacio de R . Entonces un flu-

j o  ( X ,  IT) verifica D ( x ) = K
+

( x ) para todo xc:X s i  y s ólo s i  satis-

face cualquiera de las condiciones equivalentes ( 1 )  a ( 6 )  del Teorema 

4 . 1 . 

Demostrac ión . De  los Teoremas 4 .1 3  y 2 . 3 5 s e  deduce que 
+ 

D (x ) = K (x ) 

para todo x en X s i  y sólo s i  el fluj o satisface la condic ión ( 2) del 
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Teorema �� . 1 . 

Observac ión 4 . 1 5 .  Del Corolario 4 . 14 se  obt iene que los tipos basicos 

de flujos planos para los cuales D (x ) = K
+ ( x ) pa-

ra todo 
2 

x en R , son los señalados en la Observac ión 4. 2 .  

Los duales de los resultados 4 . 3 a 4 . 1 5  caracterizan los tipos de  

fluj os que verifican D ( x) = K- ( x ) para todo x en X .  El siguiente 

Corolar io e stablece la relación entre esta última clase de flujo s  y 

los que verifican D ( x) = K+ ( x ) para todo x en X ,  en el  caso particu-

2 
lar de que X sea un subespacio de R . 

Corolar io 4 . 16 .  Un fluj o ( X ,  IT ) , donde X es cualquier subcs pacio de 

R2 
, verifica D ( x ) = K

+ ( x ) ( o D - ( x ) = K
+ ( x ) )  para todo x en X ,  si y 

sólo s i  D ( x ) = K- ( x ) ( o D+ ( x ) = K- ( x) )  para todo x en X .  

Demostración . Se obtiene fác ilmente del Teorema 4 . 1 3  y de s u  dual . 

Corolario 4 . 17 . 

y 

Un fluj o ( X ,  TI )  

+ - ) D ( x ) = K ( x ) 

+ 

verifica 

para todo 

D ( x ) 
+ -= K ( x ) = K ( x ) ( o ,  

x e n  X s i  y sólo s i  t ie -

n e  característica o- s in puntos pos it ivamente dispersivo s . 

Demostrac ión . La neces idad se deduce de la Propos ición 4. 4 y de su 

dual . La suficiencia se  obtiene de la Propos ición 4. 9 .  

Caracterización de flujos que verifican D+ ( x ) = K( x ) 

para todo x en X 

Teorema 4 . 1 8 . Para un flujo ( X ,  IT) las s iguientes afirmaciones son 

equivalentes 



( 1 ) D
+ ( x ) ;;: K(x ) 

( 2 )  J+( x )  = K( x ) 

( 3 )  J- ( x )  = K( x ) 

( 4 )  J ( x ) = K( x ) 

( 5 ) D ( x ) = K( x ) 

( 6 )  D- ( x ) = K( x ) 

para todo x en X 

para todo x en X 

para todo x en X 

para todo x en X 

y J+( x) :j: '
0 para 

para todo x en X 
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todo x en X 

Demostración . Sea xsX . S i  se  cumple ( 1 ) entonces C+ ( x ) U J+ ( x ) = 

C( x ) U L ( x ) . Luego , C( x ) e c+( x ) o C ( x ) n J+ ( x ) :j: 0 .  S i  c ( x ) e 

c+( x ) , x es periódico o crítico y K( x ) = L+( x ) e J+ ( x) . Si C ( x ) n 

J+ ( x ) :j: 0 ,  también K( x) e J+ ( x ) ya que J+ ( x ) es invariante y cerra-

do . En cualquier caso , K( x ) e J+ ( x ) . Por otra parte , 
-¡- + J ( x)  e D ( x) 

= K( x) . Luego , J+( x ) = K( x) ; es decir , ( 1 ) � ( 2 ) . Si  se  cumple ( 2 ) , 

entonces xsJ+ ( x ) , de donde xsJ-( x ) y ,  por tanto , K( x ) e J- ( x ) . Sea 

o ,  equivalentemente ,  K( x ) � K(y) . Luego , ysK( x ) , de donde J - ( x ) e 

K( x) . Por tanto , J-( x ) = K( x ) lo que prueba que ( 2 )  � ( 3 ) . S i  s e  

cumple ( 3 ) , xsJ-( x ) , de donde + XEJ ( x ) :j: 0 .  Entonces 

xsJ- (y )  = K( y ) . Luego , J -( x ) � J
- (y ) o ,  e quivalentemente , K( x ) � K( y ) . 

Esto implica que ysK( x ) = J
- ( x ) , de donde J+ ( x ) e J- ( x ) . Por tanto , 

J( x ) = r C x ) = K( x ) lo que prueba que ( 3 ) � ( 4 ) . S i  se  cumple ( '� ) , 

XEJ ( x ) y C ( x ) e J ( x ) . Por tanto , D ( x ) = C ( x ) u J( x ) = J ( x ) = K( x ) . 

Además , J+ ( x ) :j: 0 ya que s i  suponernos lo contrario , entonce s  xsJ- ( x ) , 

de donde xsJ+ ( x ) obteniéndose  así una contradicción . Queda así  pro-

bado que ( 4 ) � ( 5 ) . Si  se cumple ( 5 ) sea 
+ 

ysJ ( x ) . Entonces  

e D( y ) = K(y) e J+( x ) . Luego , xsJ
-( x ) y ,  por tanto , D( x) = K( x ) e 

J-( x ) e D- ( x ) . Como también D -( x) e D ( x ) , entonces D -( x) = D( x) = 



K( x ) lo cual prueba que ( 5 )  � (6 ) .  Finalmente ,  s i  se cumple ( 6 ) , 

c- ( x ) U J- ( x ) = C ( x ) U L ( x ) . Luego C ( x ) e C- ( x ) o C ( x ) n J- ( x ) t 0 .  

S i  C ( x ) e C- ( x ) , x es periódico o crítico y ,  por tanto , K( x ) = 

t 0 ,  entonces K( x ) e J- ( x ) e D-( x ) = K( x) , de donde J- ( x ) = K( x ) . En 

cualquier caso se ha obtenido que J-( x ) = K( x ) . Esto implica que 

X€J- ( x ) y ,  por tanto , + X€J ( x ) . Luego , + + 
K( x ) e J ( x ) e D ( x ) . Sea 

ahora y€D+( x) . Entonces x€D- ( y ) = K(y ) . Por tanto , J- ( x ) � J- (y ) 

o ,  equivalentemente ,  K( x ) � K( y ) . Entonces y€K( x ) , de donde D+ ( x ) 

e K( x ) . Luego , D+( x ) = K( x ) lo que prueba que ( 6 )  � ( 1 ) . 

Observación 4 . 1 9 . La condición J
+( x ) t 0 para todo x en X es  nece-

saria en la afirmación ( 5 )  de la propos ic ión anterior . Esto puede ver-

se en el flujo del Ej emplo 4 . 1 2 el cual t iene característica O .  Sin 

embargo Obsérvese que J
+ ( x ) = 0 pa-

ra todo x en X .  

2 
Corolario 4 . 20 .  Sea X cualquier subespacio de R . Entonces un flu-

jo ( X ,  IT) verifica D+ ( x ) = K( x) ( o D- ( x ) = K( x ) )  para todo x en X 

si  y sólo s i  n+ ( x ) = C ( x ) para todo x en X .  

Demostración . Se  deduce fácilmente de los Teoremas 4 . 18 ,  partes ( 1 )  y 

( 5 ) , y 3 . 10 .  

Observación 4 . 21 .  Según el corolario anterior , el Teorema 3 . 12 y la ob-

servación 3 . 1 3 nos proporcionan ,respectivamente ,  criterios de caracteri­

zación y clasificación de flujos ( R
2 

,IT) tales que D+( x ) = K( x ) ( o  

D- ( x ) = K( x ) )  para todo 
2 

x en R • 



Propos ic ión 4 . 2 2 . Un flujo (X , IT ) verifica + D ( x )  = K (x )  

55  

( L- (x )  * 0 ) para todo x en  X ,  si  y sólo s i  es positivamente Poisson 

estable ( negativamente Poisson estable ) de característica O+ ( de carac-

teríst ica o - ) . 

Demostrac ión .  Supongamos que y para todo x 

en X .  Sea XEX y yEL+ ( x) e D+( x) . Entonces XED- (y )  = K(y )  ( ver 

Teorema 4 . 18 ) . Pero K(y)  e L+ (x ) , de donde + XEL ( x ) . Por tanto , 

K(x )  e L+( x )  e K( x ) . Esto implica que L+ (x )  = K (x )  = J+ ( x) ( ver Tea -

rema 4 . 18 ) . Por tanto el flujo tiene característica 0+ , ( ver Proposi-

ción 1 . 5 6 . )  Supongamos ahora que el flujo es pos itivamente Poisson es-

table de característ ica y sea XEX . Ya que 

e D+( x) = K+ ( x) e K( x)  y ,  por tanto , D+ (x )  = K (x ) . 

Observación 4 . 2 3 . Aunque L+( x) :f 0 ( L- ( x) t 0 ) para todo x en X la 

parte recíproca de la proposición anterior es  falsa s i  el flujo no es  

positivamente Poisson estable ( negativamente Poisson estable ) . Esto 

puede verse en el flujo del Ej emplo 4 . 6  el cual tiene característica 

con para todo x en X .  Sin embargo 

e1 t e( � )  U e1 = K( x0 ) .  Tamb ién la  parte directa de la proposición 

anterior es falsa s i  L+( x) = 0 ( L- ( x )  = 0) para algún xEX . Para pro-

barlo cons ideremos el s iguiente ej emplo . 

Ej emplo 4 . 24 .  Sea ( X ,IT ) el flujo del Ejemplo 2 . 2  y definamos un nue­

vo flujo ( X ' , IT ' ) , donde X '  = Ns y IT '  = n l x ' . Este flujo  verifica 
1 

n ' + ( x) = K ' ( x) para todo x en X ' . S in embargo , D ' + ( Xo )  = e ' ( Xo ) :f 

e • + ( x0 ) = K ' +( x0 ) ,  lo que prueba que no es  de característica 0+ . Ob-

sérvese  que 



Corolario 4 . 2 5 . Un flujo (X , IT ) verifica D+ (x ) = K( x ) 

todo si  y sólo s i  D ( x ) + (o D- ( x ) para x en X ,  = K (x ) = 

todo x en X .  

Demostración . Se deduce de las Proposiciones 4 . 22 y 4 . 4 .  
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y L+ ( x ) * 0 

K+( x ) )  p.:1ra 

Corolario 4 . 26 .  Un flujo (X ,  TI ) verifica D+( x ) = K( x ) y L
- ( x ) * � 

para todo x en X ,  s i  y sólo s i  D ( x ) = K
- ( x ) ( o D+ ( x ) = K

- ( x ) )  p ara 

todo x en X .  

Demostración . Se  deduce de las Proposiciones 4 . 22 y dual de 4 . 4 .  

Proposición 4 . 2 7 . Un flujo ( X , TI ) verifica D+ ( x ) = K( x ) 
+ 

y L ( x )=l= yj=!= 

+ 
L - ( x )  para todo x en X ,  s i  y sólo s i  t iene característica o - y no 

hay puntes positivamente dispersivos ( ó negativamente dispers ivos ) . 

Demostración . La neces idad se  deduce de la Proposición 4 . 2 2 . Suponga -

mos ahora que el flujo t iene característica con 

todo x en X .  Sea xsX y 
+ 

ysJ ( x ) . Entonces 

C J+( x ) = L+ ( x ) . Luego , según Propos ición 4 . 22 ,  D+ (x ) = K( x ) . 

Teorema 4 . 2 8 . Sea ( X ,TI ) un fluj o continuo con X compacto . 

ces las s iguientes  afirmaciones son equivalentes . 

( 1 )  D ( x ) + = K ( x ) para todo x en X 

( 2 )  D
- ( x ) = K+ ( x ) para todo x en X 

( 3 )  D
+ ( x ) = K+ ( x ) para todo x en X 

( 4 )  D ( x ) = K( x) para todo x en X 

( 5 )  n+ ( x ) = K
+( x) y D-( x ) = K- (x ) para todo x en X 

para 

En ton-
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( 6 )  D(x ) = K- (x ) para todo x en X 

( 7 )  D- ( x) = K- ( x ) para todo x en X 

( 8 )  D+ ( x) = K- ( x) para todo x en X 

( 9 )  D
+ ( x ) = K( x ) para todo x en X 

( 1 0 )  D- ( x ) = K( x ) para todo x en X 

Demos tración . Del Teorema 4 . 3  se  obtiene que ( 1 ) .:? ( 2 ) . Sea XE:X .  

Entonces 
+ -

L ( x ) :j: 0 :j: L ( x ) . Supongamos que s e  cumple ( 3 )  y sea yE:L ( x ) 

Luego , 
+ XE:J ( x) = 

= L+ ( x ) . Por tanto , de la Propos ic ión 4 . 4  se  obtiene que ( 1 )  � ( 3 ) .  

Además , ( 1 )  � ( 4 )  ( ver Propos ic ión 4 . 7 ) , ( 1 ) * ( 5 )  ( ver Proposición 

l+.9 ) , ( 5 ) * ( 6 )  ( por dual de Proposición 4 . 9 ) .  En forma análoga a la 

demo stración de ( 1 )  * ( 3 ) , usando el resultado dual de la Proposición 

4 . 4 ,  se  prueba que ( 6 )  * ( 7 ) .  Del dual del Teorema 4 . 3  se deduce que 

( 6 )  � ( 8 )  y del Teorema 4 . 18 se obtiene que ( 9 )  * ( 10 )  * ( 4 )  

Teorema 4 . 29 .  Sea X un espacio localmente compacto o métrico comple-

to y ( X , II )  un flujo tal que L
+ ( x) :J: 0 ( o L

- ( x) :J: 0 ) para todo x 

en X .  Entonces  las s iguientes afirmaciones son equivalentes . 

( 1 )  
+ 

C ( x ) todo D ( x ) = p ara x en X 

( 2 )  D- ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

( 3 )  D ( x ) = C ( x ) para todo x en X 

( 4 )  D+ ( x) = c
+ ( x) para todo x en X 

( 5 )  D- ( x ) = c- ( x) para todo x en X 

( 6 )  D+ ( x ) = c- ( x) para todo x en X 

( 7 )  D- ( x ) = c+ ( x ) para todo x en X 
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( 8 )  D (x )  = C+ ( x ) para todo x en X 

( 9 )  D ( x) = C-(x )  para todo x en X 

Demostrac ión . De la Proposición 3 . 1 se  obtiene que ( 1 ) � ( 2 )  � ( 3 ) . 

Sea xsX .  S i  se cumple ( 1 ) , entonces , según Propos ic ión 3 . 8 ,  x e s  pe -

riódico o crítico y ,  por tanto , C ( x) = c+ ( x ) . Luego , ( 1 )  � ( 4 ) . Por 

otra parte , si se cumple ( 4 ) , según Corolario 2 . 1 0 , x es periódico o 

crítico . Por tanto , c+ ( x )  = C(x ) , de donde ( 4 )  � ( 1 ) . Del Corolario 

2 . 2  se obtiene que ( 4 )  � ( 5 ) , y del Teorema 4 . 1  se deduce que ( 4 )  � 

( 6 )  � ( 7 )  � ( 8 ) � ( 9 ) . 

2 
Corolario 4 . 30 . S ea X cualquier subespacio compacto de R . Entonces 

todas las afirmaciones de los Teoremas 4 . 2 8  y 4 . 2 9  son equivalentes . 

Demostración . Según el Teorema 2 . 3 5 , la  afirmación ( 5 )  del Teore�a 

4 . 2 8 es equivalente a la afirmación ( 4 )  del Teorema 4 . 29 .  
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CONCLUS IONES 

Lo s pr incipal es resultados de la presente investigación pueden 

ser resumidos como s igue : 

1 .  Un fluj o ( X , IT ) verifica 
+ + 

D ( x ) = C ( x ) ( o equ ivalentemente , D- ( x) 

= C
- ( x ) )  para todo x en X ,  s i  y sólo s i  cada punto x en X o es  

dispersivo o es periódico ( o crítico ) con 
+ + L ( x ) = J ( x ) . En el ca-

so part icular de  que X sea localmente compacto , + + D ( x ) = C ( x ) pa-

ra todo x en X si y sólo si para cada componente de X ,  o todos 

sus puntos son periódicos ( o crítico s ) con 

sus puntos son dispers ivo s . 

2 .  S i  X es un subespacio de 
2 . R , un flu J o  

+ + 
L ( x ) = J ( x ) 

( X ,II ) verifica 

o todos 

+ 
para todo x en X s i  y sólo s i  t iene característica 0 - . 

3 .  Para un flujo ( X , II ) las condiciones D
+ ( x ) = C ( x ) , D- ( x ) = C( x ) , 

D( x ) = C( x ) con J
+ ( x ) * � .  J

+ ( x ) = C ( x ) , J-( x ) = C( x ) , J ( x ) = C( x ) , 

para cada x en X ,  son e quivalentes . 

Los flujos que verifican cual quiera de  las condic iones arriba 

señaladas son flujos no extraviado que presentan la prop iedad , no 

cierta en general , de que J+ ( J
+ ( x ) )  e J

+( x ) para cada x en X ,  ( ver 

Proposición 3 . 4 ,  parte ( 1 ) ) .  Este hecho plantea la s iguiente inte-

rrogante :  ¿será posible encontrar un conjunto de propiedades  que ca­

ractericen a los fluj os para los cuales J
+ ( J

+ ( x ) )  e J+ ( x ) para ca-

da x del espacio fas e  tal que J+ ( x ) * � ?  

E n  particular , s i  e l  flujo satisface cualquiera de las condi-

c iones de arriba , con X localmente compacto o métrico completo , 

un punto x en X es  pos itivamente o negativamente Poi s son estable si 
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y sólo si  es periódico o crítico , prop iedad que sabemos se  cumple 

para cualquier flujo cuyo espacio fase  sea un subespac io de 
2 

R . 
2 

4 .  Si X = R , hay tres tipos bás icos de  flujos que verifican D+( x ) 

= e ( x ) para todo x en X :  

( 1 ) Flujos que cons isten solamente de puntos críticos 

( 2 )  Flujos que t ienen un centro global de Po incaré 

( 3 )  Flujos s im ilares al del E j emplo 2 . 6 excepto que a N = a N S sz 1 
donde S = { sl ,. sz } 

5 .  Para un flujo ( X ,.  IT )  cada una de las condic iones 
+ 

D ( x) = e-(:x) ,.  

D-( x ) + 
D( x ) + 

D( x ) e- ( x ) , para = e ( x ) ' = e ( x ) ' = todo x en X, es  e-

quivalente a la condición de que x es crítico o periódico con 

J
+

( x ) = L+ ( x ) da X para ca x en • 

6 .  Para un flujo ( X,IT ) , cada una de las afirmaciones 
+ 

D ( x ) = K ( x ) , 

+ + + + + 
D- ( x ) = K  ( x) , J ( x ) = K  ( x ) , J

- ( x ) = K  ( x ) , J ( x ) = K  ( x ) , para 

todo x en X, es equivalente a la afirmac ión de que el flu j o  es po­

sitivamente Po isson estable de característica O
+

. Igualmente , ca-

da una de ellas es equivalente a la afirmación de que el fluj o  tie-

ne caracter ística o con para cada x en X .  

2 
En particular , s i  X es  cualquier subespacio de R un flujo 

( X, IT ) verifica cualquiera de las afirmac iones de arriba si y sólo s i  

t iene característica O
± 

s in punto s po sitivamente dispers ivos ( o 

negativamente disper s ivos } . 

7 .  Para un fluj o  ( X ,IT ) , cada una de las afirmac iones D
+( x ) = K( x ) , 

D
-( x ) = K( x ) , J

+( x ) = K( x ) , J
-(x ) = K( x ) , J ( x ) = K( x ) , para todo 

x en X ,  es equivalente a la afirmación de que el fluj o  t iene carac-
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terística O s in puntos pos itivamente dispersivos . Igualmente ,  

cada una de ellas con la condic ión adic ional de que L+ (x )* � C L- ( x) 

* � )  para todo x en X ,  es  equivalente a la afirmac ión de que el 

flujo es positivamente Po isson estable ( negativamente Poisson es­

table ) de característica + O ( de característ ica 0 - ) .  

2 
En particular , s i  X es un subespac io de R , cualquiera de 

las condic iones de arriba es equivalente a la condición D+( x) = 
2 

C (x )  para todo x en X .  Por tanto , s i  X = R los tipos bás icos 

de flujos que sat isfacen una de tales condic iones son los s eñala-

dos en 4 . 

8 .  Para un flujo ( X , IT ) con X compacto , cada una de las afirmacio­

nes D (x )  = K+ ( x ) , D+ (x )  = K( x ) , para todo x en X ,  es e quivalente 

a la afirmac ión de que el flujo  tiene caracter ística 
+ o • 

9. Si X es  localmente compacto o m�trico completo , y ( X ,IT ) un flu-

jo  tal que 
+ L ( x)*�  (o para cada x en X ,  las condic iones 

equivalentes . 

2 
1 0 . Si  X es  un subespac io compacto de R , las c lnco afirmac iones 

+ + + + + + 
D ( x) = C ( x ) , D ( x ) = C ( x ) , D ( x )  = C- { x) , D ( x )  = K  ( x ) , D ( x) = 

K( x ) , para todo x en X ,  las cuales corresponden , respectivamente , 

a los c inco t ipos de flujos estudiados en este traba j o , son equi-

valentes . 
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