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I11trod ucciÓil 

El ohj(•t iY( > principal de este trabajo consiste en analií:ar un sistema de~ ecuaciones iut egro

dif('J('ll( ¡,¡]('S. las cuales modelan dos especies en competencia por m1 suministro limitado de 

,diuwut os tomando en consideración la interrelación de estn.s en el pasado. 

El sist ('Jllil ;1 considerarse es: 

u.'(t) = ·u(t)[a(t)- ú(t)v(t)- c(t) }~
1

00 k 1(t- s)v(s) d.s] 

¡.'(i) = v(t)[d(t)- c(t) /
1

00 

k2(t- s)u(s) ds- j(t)v(t.)], t >O 

u(t) = q(t). l'(t) = 1/J(t), t:::; O 

(l) 

Donde la.s funciones a( t) ... , f ( t) son continuas y acotadas superior e inferionncntc por 

coustcmtc·s positivas en ( -oo, oo) y notamos 

.rJL = inf{g(t): tE JR.} y .9M = sup{g(t): tE JR.} 

\los uúclc·us /; 1 . k2 con ki: [O,oo)--" [O,oo) con i = 1,2 son continuos y satisfacen /.;i = 

J;
1
"' k¡(.o)r/s < oo; i = 1, 2, J0

00 
ski(s) < oo para i = 1, 2; aquí cp(s), ~{s) son las historias de 

los t c\lllilÜos de las poblaciones en el pasado, estas funciones pertenecen al conjunto 

F:l = {(¡: (-x.O]--"JR. ,contimms. no negativas, sup g(s) < x: g(O) >U} 
st=( -oo,ü] 

C'muo ('S ( ost muhn: por abuso cldlenguaje, hablaremos ele cjJ(s) y ~;(s) con s E ( ---w, U] ullno 

];¡s couclicimws i 11 icialcs en el pasado. 

\osotms d('JH>tmnnos por col(u(t,c;J, ~~)).v(t,q), J;)) a la solución del sistema (1) donde' 

{

cJJ(t). 
u(to.c·)= _· 

u(t;). 

t E (- x:. O] 

tE [0. x:) 
/) (t.' 

fE (-:x.O] 

f E [0. :x) 



El prop('Jsito del presente trabajo consiste en mostrar qnc si o(t), b(i), ... , f(t) y/,;¡, k:z s;lt.is

LH <'n L1s cuJJdic:iunes especificadas y además 

C'\f llL a, 1 /¡L 
< < y -~---- < 

.h /,1 rfM r/¡_ ( ¡\/ k2 
(:2) 

i-:llt<JJH ('.'-' ('l sist<:JII<l (1) tiene una solución acotada. asilltlJticaruentl' estahl<'. El scg11lldu 

pmp<"Jsit<J cmtsiste en tnostrar que si s!' satisface la ccmclicilín (2) y 

SOll cJ OS SO Jw i OllCS cJ e ( 1) entOllC CS Ll ( f, 0 J . i/!1) - U ( t, Q¿. ) Y V (t. !jJ¡ . ¿j; ¡ ) - d f. ) tienden 

<1 <<To < lli\ltclo 1 tiende '' infinito. 

F:l sistema (1) es más general que el sistema considerado por Alunad en [1] ya que si clcfininJUs 

Id fu.ucu5n t.ll!.J!Ulso unitario, denotada ó como aquella fnnción tal que si f es una función 

cont iuua entonces 

l~ ó(t)j(t) = f(O) 

:\ l t olw\r como n úclco a la hmción 5 entonces el sistema( 1) se conYicrte en 

u'(t) =v.(t.){o(t)- b(t)a(t)- c:(t}u(t)} 

v'(t) =v(t){d(t)- e(t)v(t)- f(t)·u(t)} 

Y este es similar al sistema considerado por el autor mencionado en [1]. Admuás este siste

ma se adapta mcís a la realidad de los sistemas ecológicos. Por tanto esto nos denmcstra el 

signific:mlo. el valor de la investigación v el análisis del sistema a considerar; lo qne nosotros 

\"illllOS <1 reali~ar en el presente trabajo es considerar la referencia [1] .\. Y<T que los resultados 

,d]í pmh;ldos sigtwn siendo v;{lidos para este tipo de ecuaciones integro difl'rcllc:ialc·s. 

Contenido del trabajo 

Este t.li\ h;ljo c:onstauí de una int roduu:ión, dos capítulos y referencia IJibliogrrí.fica. El con

te nielo el(•] trabajo se resume a c:cmtimwci<Ín. 

Capítulo 1 

¡;·\IJHLllll<'ll1 (J 1e('Jrico. En este c:apít ulo se' considerará cllllodelo nwtcnliÍtico <m ( 1) v (2) baju 

L\ < owlic:ión qnc las funciones <1 considerar a(t), ... , f(t) son const;u¡(.<'s. Se d!'tnJitin<tr;Ín 

L1s condiciones bajo las cuales las dos especies pueden C:Ol~xistir. 

Capítulo 2 

Ettlltl!"iilllHJS v d('tllustrctl!lOS los r<'snltctcl(JS ele];:¡ ¡mlJ!icacic'm [l] y dc\llHJS c:owli< ion<·s Jlill<\ Li 

( <H''-:iS1 <'l](lil d(• illlllJi\S ('Sj)('C:ÍCS. 
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Capítulo 1 

Estudio cualitativo del sistema 

integro-diferencial Lotka-Volterra con 

coeficientes constantes 

Estnclimcmos el sistema de ecuaciones integro diferenciales 

u'(t) = u(t)[o- bv(t)- e .ltx k1 (t.- s)u(s)ds] 

u'(t) = v(t)[d- e /
1

= k2(i- s)u(s)ds- fv(t)], t >O ( 1.1) 

H ( t) = q) ( f) , V ( t) = 1}! ( t) , t ~o 

con las condiciones iniciale::; IL(t) = q(l). v(t) = «;(t) con o,</! E FA donde a, u, e, d, e, f son 

constdnte:-: positiYas que satisfacen las siguientes desigualdades 

k2c el r 
-<-<-'=-

/; a. ck1 

( 1.2) 

\. donde u' ( t) = dv ( t) / dt denota la derivada con respecto al tiempo. 

Este :-:ist('lllil representa un sistenw competitivo entre dos especies con recursos li111iLHlos 

(('llicndo ('11 cncuti\ L1 intcndaci<ín de estas en el p<)Saclo. Las const<Ull<':-l u,/;, r·. rl, r. f ti<'lll'll 

Lt signicntl' interpretación: u ). d representan la razón de crecimiento de las especies u \' t' 

n•:-:pl'ct i \'<llllClltc, /¡ :r· f representan la medida del efecto inhibidor q ll<' el cle::;anollo de utd 21 

<'"JH'cic t icnc sobre sn propic1 tclsa de crecimiento, e y 1 rcpresent<Ul la medida de'! efecto 

iull1hidm que' el dc:-;arrollo de cmb es¡wcie tiene sobre l<l otw. la:-; intcgrall::-; n'pr<'scntan 

,¡ l'il'( \() illi11hidm ])('n'ditario o <H llllllliaclo 1'11 el pasado cpH' el l<lllPllÍO de llllil <'C:JH'l ic [¡,¡ 



tenido -;obre L1 o1 ra especie. 

L1 priiilCTi\ c'cwH ic'm del sistt~wa ( 1.1) la podemos escribir 

u'(t) = u(t.) lu -/m(t)- c./_c~ k1(t- s)v(::;)ds- c1
1 

i.; 1 (t- s)v(s)cls] 

= u(t) ¡o -/ru(t)- JJ1 (t)- e: ¡1 

k1(t- s)u(s)ds] 
L o 

tE [O.x). 

doll(lc' /1 1(1) = c.trx:J, 1(t- s)u(s)ds cou t :-:;>O, la cual es contimw Y está bien definida ya 

c¡1w "l - 1 - s 1 cndn'mos 

C'lltCJllC'C'S 

en fonna cmáloga la segunda ecuación de~ (1.1) la podemos escribir como 

('() ll 

v'(t) = v(t)[d- H 2 (t)- e ( k2(t- s)v(s)ds- fv(t)] 
Jo 

De' lo ;m1 criur deducimos que podemos u::;ar los teoremas de existencia, unicida.d, contimw

cic'¡¡¡ de' c;c¡]ucioncs Y contiunidad respecto a parámetros para el sistema (1.1) de ccnac:ioucs 

int.c•g](l dilc·rcw i<d<'s en [ll, t] con t positinJ. Ver Driver [2] y Kuang [J]. En la rdcrcw:ia [2] 

c;c• Jl1H'clc' HT el teorema de cxi::;tencia Y unicidad para el sistema (1.1) a través de la condici(n¡ 

illÍl icd (o. 1 '). L¡¡s soluciones son prolongables hasta t = +:YJ, si estas pcnnanccen acotadas, 

como lo clc'lllOStran'Jllos en el Lema 1.2. Por lo tanto siempre supondremos que las soluciones 

c•st<i 11 dc>f i uidas en 



Puntos de equilibrio del sistema (1.1) 

Lc1:-; JIIIJltcJ:-; de equilibrio de (1.1) se obtienen cuando 

/

·t 

v'(t) = u(t)[o- IJII(t)- e. -x k 1 (t --- s)v(s)ds] = () 

/

·1 

u'(t) = u(t)[d- e. -x k2(t- s)v(s)ds- fv(t)] =O 

Lllt ulll e·:-; u \- t' :-;cm constantes en [0. :::x:::) v deben satisfacer el sistcllla algebraico 

.~1 <'Jl ¡t ,_ /,· 1 ( 1 - s )ds hacemos z = t - s entonces 

/

·1 ¡·0 j'X 
k 1(t.-s)ds=- k1(z)dz= k1(z)dz=l. 1 • 

·-X 00 0 

el mí logm 11 e u te 

j
•t 

-oc k'2(t- s)ds = k:2 

por 1 au1 u cwmdo u y u son constantes podemos escribir el sistema algebraico como 

u[o -bu- ck(u] =0 

u[d- ck211- fv] =0 
( 1.3) 

Icsoh·ienclo siumltiincamcntc el sistema algebraico (1.3) obtenemos los puntos de equilibrio 

(ll O) (ll. d/f). (o/h, O) y cuando u :1 O :1 v y el determinante 6 del sistema al c:ancrlar u y 

t' ¡•:-; difiTI'Ilt e d(' cero obtenemos otro punto crítico 

doncl1·....::, --1;(- uk 1k2 

\ 1):-;oti 1 )" 1 ·.:-;( ucli<u CllJOs el punto crítico ( et, (3) y veremos que s1 sc· satisface la cadena de 

rlr·.~J.''JI<dci.ldi'S ( 1.2) entonces (n. ,:J) es un atractor glolxd. 



Leruas prclilninarcs 

LcillCI 1.1 Stwl(v.(t,c¡).1;),u(t,r;J,</J)) rssolw:iónde (1.1) conr/J: </JEFA. Ent.onus u(i.CJ. e·)? 

() .t¡ .1! t. o. e·) ? () pa!D todo t E [O. ex::.) 

f)rueba 

Sc'it rnl(u(t, o.¡'). .t•(t. 0.1/')) solución de (1.1) y consideremos la solución rol(uAt. ~J), .t'c(l. q, ¡/•)) 

dd :;i~l (']])(\ 

ul(t) = u(t)[o -/m(t)- e /~
1

00 k1(t- s)v(s)ds] +E 

o1(t) = v(t)[d- e j~tx k2(t- s)u(s)ds- fv(t)] +E, 1 >O 

11.E(t) = cp(t), vE(t) = U'(t), t s; O 

e un~- JH'<¡ueflo y positivo. Como '/Lc(O) = c/J(O) >O y vc(O) = '1J(0) >O. entonces por continui

d;Hl !'xistcu 11 >O, t 2 >O tales que u.E(t) = vt:(t, cp, </J) >O en [0, ti] y o=(t) =¡·,(t. 1') · () 

c•n [0.1 2]. Si tomamos t* = min{t1 , t2} entonces se cumplen las dos dcsigualcl;Hlcs <\lll!'lion·o..: 

!'Il [0. t']. Si la afirmación del lema es falsa debe existir un primer tiempo t > !." tal Cjl[(' 

uc(l) > () v vs(t) >O en [0, f) pero (i) u,(f) =O ó (ii) vt:(f) =O. 

Si ocmTc (i), como u"'(t) >O en [O,l) y 'llt:(l) =O entonces 

1 (-) _ 1 (-) 1. uE(t + h)- ·uE(f) uc(l + h) 
U" f - 71

10 
f llD = Jim s; () 

~ - h-+o- h 11~o- /¡ 

ya q1w ¡L:(f + h) > O, /¡ < O y uE(l) =O, pero 

u~(t) = uE(t )[a- lmt:(l)- e .l~ k1(l- s)·ut:(s )ds] +E= O+ E= E> O 

¡wro esto es una contradicción luego (i) no puede ocurrir. Si ocmrc(ii) en fonn0 rmcílog;¡ 

llc•g¡¡ IIJUC' i1 mw c:cmtradicc:ión, por lo tanto U 10 ( t) > O y Ve ( t) > O, si t ? O y por el teorema 

!k (()111 in u ida e! respecto a las c:ondicicmes iniciales tendremos u ( i) = limE--O vA t.) ? () _,

!!(!) = linlce-·ü u"'(t)? O para tE [0, oo). Esto prueba el lema. D 

Lc~ma 1.2 Las solucwnes wl(u(t., ó. t'). u(t, 0, ~;)) de (1.1) son ru:ulorlos en ( -x. x). 

Prueba 

Sc·<~ 1 rJ/r r(f). y(t)) solución del sistema logístico 

.r'(t.) = .r(i)[a- ú:r(t)] 

iJ
1(t.) = y(t)[d- fy(t)], 1 > () 

.r(O) = o(O). y(O) = IJ!(O) 

6 



\.('])(']]l(h ([ll(' 

!
·/ 

u'(l.) = u(t)[a -lm(t)- e. ex. k1 (t- s)v(s)ds] S v(t)[o.- lm(i)]. 

t.'(t) = l'(i)[d- fv(i)- e l 1

cx.l,>z(i- s)v(s)c!s] S u(t)[ci- f'l'(t)], 
t E [0.%) 

c·ntowes u'(t) S .r'(t) y u'(i) S y'(t) para t. 2> O, integrando en [0, t] tendn~mos 

/
•t ¡·t 

v(t)- C¡)(O) = u'(s)ds S :r'(s)cls = .1:(t)- o(O) 
. o o 

u(t)- 1/J(O) = ( v'(s)ds S ( y'(s)ds = y(t)- dO) 
Jo Jo 

Euto1wes u(t) S :r(t.) y v(t) S y(t) para t E [0, oo) y como las soluciones de la logbt.iu1 

::;cm <tc (l\ildas en [0, oo) (ver 1vlontes de Oca [4]), entonces por comparación las soluciow:s 

wl(u(/. o. e·). i'(t, c/J. 0!)) de (1.1) son acotadas en [0, oc). 

Nota: 

Como o. t' E FA y u(t, rjJ, ~J), v(t, rjJ, ~.')son acotadas en [0. ::xJ) entonces u(t, (jJ. ·¡!;)y u(i. (!, C!) 

son r\c:ot.;¡clas en IR 

Lema 1.3 Si o.jb < d/(ek2) y d/.f < u./(ck1) entonces el pvirdo de equ.ilibn.o (n, /3) pcrfc'llcce 

al cmw J!Ositi·uo de JR.2 

Prueba 

Cou1o uj/J < dj(rk2) y d/ f < o/(ck¡) entonces bd- aek2 >O y af- c:rlk1 >O, el/ f < oj(c:k¡) 

ilupliu1 d < ( af) / ( d:¡), por tanto tendremos 

a d u. af 1 
- < ---. de donde - < ------: bf- cck1k2 =D.> O 
fJ ek2 fJ ck1 ck2 

pm Lmto 
o.f- dck¡ 

C\ = D. >o, 

luego ];¡ solución (n, ;3) del sistema algebraico (1.3) pertenece al cono pusit i1·o de 

es 1111<1 :-;o]w ión L1ct iblc en un problc1W1 ecológico. D 

El sigtlÍ('ll\c teorema lo utilizaremos eH la demostración del lema 1 .5) 

T(~orcma 1 (Perron-Frobenius) S1 A = (oiJ E M11 x 11 (1R.) mn o, 1 > () 

r nlonrr., 

(1! ~ 1-\1 > () dmuü ;(A)= llwx{l/\1: /\ fS un vulor pmJno de A}. 

7 
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(n} ~.(/\) rs u.n valor J!TOJ!lO de A. 

(m} l"n.,fl 1111 . .rE!~'' cm1 :r = (:r 1 . J 2 ....• :r11 ), L¡ >O. i = l, ... , 11 y Ar = ~¡(/l):r 

Lema 1 .11 J)adu el sistema 

o - In - d:1 y == O 

d- ck2:r- fy = O 
() 

dmulr u 11 = !J.· a 12 = ck1.: a21 = ck2.: 022 = f,· lh = o; !J2 = d. Todos estos corficzcnt.cs son 

po!itlli'Os. por hipótcszs. 

St 

b) 
b1 > o 12 -~ 

0.22 
o 

- d dck1 o> ck1 - = --
J J 

á 

cntrmus. 1 :ustcn /\ 1 . A2 y 111 núm.eros posdivos tales qu.e 

Prueba 

Parc1 J :5: i, .J <:.:: 2 definamos la matriz ( 71/i.J h x 2 con 

tc·ndn•¡¡¡o:-; entonces: 

i i= j 
77l¡j = 

1 = J 

n1 11 = m 22 =O 
- -

o 1 :z ck1 a21 ck2 
771 12 = - = -: m21 = - = -. ; 

O¡¡ lJ 022 f 

•] 

/¡ 1 ll /;2 d 
/; ~·¿ = (L22 = f 

(/ 1 1 

8 
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Flltllllc('~ 

\ (\ q \ !(' 1 r/, 1 rl) 1 f < (/ 

\'<1 q1w (r/,-¿a)/h <d. 

2 

¿ 111]¡ 

j=l 

___ 
1
1; ( cc.lfk 1 ) l a <-u=-= /1 

!J !J ' 

Considcn·¡uos la función g(.7:) = (a.jb) -- (d/f)x, la cual es decreciente' y continua con 

EHtow ('S dc1do E 1 > O con g ( ( af) / ( !Jd)) < s 1 < g ( (e k¡)/ b), por el teore1m: del val m intermedio 

]J<\l<l fu11( iones continuas y ser g decreciente, existe p 12 Cdl (ck1)/h < p 12 < (af)j(úd) tal 

que y(J¡u) = (a/b)- P12(dj J) =E¡. Sea Pll >O tal que E:¡ > Pu (a/b), entonces 

pm lo 1 illlto 

a d . a , o el a 
-- P12- =E¡ > Pn- o Pu- + JJ12- < -
ú f b b f b 

JJ¡¡{¡ + P12/2 < í1 

Cunc;idlTl'lllUS h(.r) = (d/f)- (o/b):J. esta hes continua y decreciente con 

(1.5) 

Lntllltll'< ]llJl l'lt(•on·nw del Y<llm iutlTlllcdio pare1 funciollcs continuas y ser/¡ df'c:recicnte. 

(IJII tllt lillllll<llllll'IJto awílogo al anterim1l'udremos que dado ::2 >O con O= h(hcl/of) < ::2 < 



2 

Escuj<liJlos 111 > O tcll que A/'n - L \oJJ > rn.: j = L 2, de donde 

Lema l.G St g(t) es ww. funuún dUé,·cnciable satlsfancndo g(t) > O. lg'(t)l < M pmn 

/ 2 t 11 IJ ¡·x r;(t)dt < oo. to E K entonces lim¡__,= q(t) =O 
· lu · 

Prueba 

Tcw•u¡os qw· 

j ·:x: l2g'(t)g(t)ldt::; 21\1 ¡= g(t)dt < oo, 
to · to 

cntouccs ¡;~ 2q(t)q'(t)dt c:onvc~rge, teorema 14-5, Apostol [5] p. 412. Por otra parte. 

j·= 2q(t)q'(t)dt = ¡= ril [g(tWdt = lim [l(t) -l(to)] < oo 
t 1 ( t t->CXl o o 

illlplic21 lin11_,= g2 (t) < oo y en consecuencia lim1_,= g(t) < oo. Como g(t) 2: O para t 2: t0 . 

e11tomes liu1 1 ~= g(t) 2: O. Supongamos que lim1_,= g(t) = a > O. Por tanto dado E > O, 

cou () < :e < o, existe i1 E]]{ con A-f 2: t 0 tal que si t 2: 1\--;1 entonces lc;(t)- ol < E, lo cual 

illlpliul 

j ·:x: g(t)dt 2: /= g(t)cit 2: ;·=(o- E)cit =(a- é) lim (t- A-;!)= oo, 
lu Jl\~1 . A1 t->CXJ 

esto contr;tdicc qnc g(t) es integrable en [t0 , e>o), por tanto debemos tener lim¡__,=CJ(t) =O, 

c:-:Lo prul'h<1 el lrma. D 

Lema l.ü Seo col(u(t,dJ,4;),1'(t,00,vJ)) solución de {1.1) co'/1 cjJ,4! E FA definamos lu.sfun-

CIOJ71'S 

ll 



cm1 1 E [ll. x). En l.onr:es están buen definidas. con 

!
·/ 

/¡ 'd 1) = -- . -A_ /; l ( 1 

Prueba 

/¡ 1 ¡•st<i hi1'1l ddillida porque 

/ ."'--- ¡·/ kl(a)iu(s,~Ó,I!•)-,ojrf.'ida:S: r>2kt(a) r SUpjv(s,qJ,-1!)~-¡3jdsda 
. o . t-<T Jo Jt-u sEíR 

= /Xo sup lv(s. cjJ, 1/J)- !:ilk1(a) ILuda Jo sE[,¡; 

= ~~~ iv(s, cjJ, ~~~) - ;31 ¡= ak1 (a)da < oo 

Lt últllllil d('signaldacl es debida a que a/,·1 (a) E L 1 [0, oo) v por la nota después del Lema 1.2. 

Pam uh11'ncr que h 1 es derivable usaremos el teorema 14-23 de [5] con h1 (t) = J~oo J(a, t.)dl., 

donde 

Vc<ttuo:-: que J;;' D2 f(a, t)da converge uniformemente en (0, oo). En efecto, por el teorema 

lúwLtllll'tl1 al del C8lculo 

por lo 1 <\llto 

/

·cxc ID2f(a. t)jda = ¡·x l[kt(a)jv(t)- cil- kt(a)jv(t- a)- ;3j]jda 
. () . () 

pm lo 1 <1111 ll 

!·x jfhf(a.t)jrf!T :S: 2¡·cx:¡\jf,-t(a)da <X 
. () o 
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con J 1 = e-: u ]l,c='k 1 u ( s) - (1 J. Por el cri tPrio l\1 de \Veirstrass (Teorema 14- Hl: [S]) se ticnp 

q1w ir1 1111 q',nd .J;1x D 2 f(u. t}da convcl)'/' uniformcuw1ltc en [0, CXJ) así que podemos aplicar el 

l<'<Jn'lll<t l-1-:23 de [S] para obtener 

//1 (i) = /x Dd(u, t)rla 
.Jo 

= reo k1 (a)(Jv(t!- ;:JI -lv(t,- u)- /)[)du 
.Jo 

=lv(t)- ,:IJ /oc k¡(a)du- reo k¡(u)Jv(t;- u)- ¡3Jdu 
.Jo .Jo 

=Jv(t)- J¡í::¡- .l'eo k1(t- s)[v(s)- f3Jds, 

haciendo s = t - u en la última integral. En forma análoga se prueba que 

Esto pn H' 1Je1 el lema. O 

Con1portanliento asintótico del sistema (1.1) 

Teorema 2 El punto de equil'ilmo (o. 3) es un atractor global para el sistema ( 1.1) 

Prueba 

Sea col(u(t, qJ, 1/J), v(t, cp, V;)) solución de (1.1) con cp, ?j; E FA, denotemos u(t) = u(t, cp, 'lj1) y 

u(t) = ¡•(t. ?jJ ). Consideremos la función 

w ( t) =w ( t, u ( t), v ( t)) 

1 

u(t) 1 1 v(t) 1 =A1 ln ~ + A2 ln3 + A1ch1 (t) + A2eh2 (t) para tE [0, oo). 

Clm<lllH'll1<' IL'(t.) es positiva y está bien definida en [0, oo). También es diferenciable pues 

c:1da S11lll<ílldo lo es. 

1-Ldlc•JJJoc-: ];¡ dcri\'ClCÜl ele w(t). Por los lmws 1.5 y 1.6 y el hecho de que (a, p) es soluc:ión de 

i l.l) c<Jil o(t) = 11 \' i.'(t.) =;;? tendre!llos 

l3 



11'
1
(1) =)'1 [(o- lm(i)- e 1tcc k 1 (i- s)u(s)ds)- (a-ba- e 11

= /;: 1 (t -- s)f)ds)]0gn (u (t.)- n)) 

+)qk¡c:lv(t)- DI- )qc .lt= k1(t- s)lv(s)- f3lds 

/

·1 JI 
+)'2[(d- e.-= k2(t -- s)v(s)cls- fv(t))- (d-e -= k2(t- s)ads- !,6)] sgn (u(t)- ¡3) 

+A2k:zelv.(t.)- ni- A:ze 11

= k2(t- s)llL(s)- alds 

en virtud de que hsgn (h) = lhl, tenemos: 

w'(t) =- A1blu(t)- al- Adlv(t)- DI 

-A1c .lt= k1 (t- s)[(v(s)- D) sgn (v(t)- a)+ lv(s)- f3l]ds 

-A2e jt= k2(t- s)[(u(s)- a) sgn (v(t)- ¡3) + lu(s)- nl]ds 

+A1k1clv(t)- DI+ AJ:2elu(t) -al. 

Pmh<'lllOS que w(t) es decreciC'lÜ.e y U''(t) :S -m(lu(t)- ni+ lv(t)- di) en [0, oo) 

w'(t) =( --A¡IJ + A2k:zc)lu(t) -al+ ( -A2f + A¡k¡c)lv(t)- 131 

-A¡C .Itx k¡ (t- s)[(u(s)- 3) sgn (u(t)- a)+ lv(s)- f)l]ds 

-/\2e ./~
1

= k2(t- .s)[( u(.s)- n) sgn (v(t) - /3) + lu(.s)- nl]ds 

:S( -A¡IJ + A2k2c)lu(t)- c<l + ( -A:d + ). 1k: 1c)lv(t)- ;JI 
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ya <[lH' ~gn (/1(1) - d) = 1 ó -1 ~· ±(u(s)- e)')+ /u(s)- o/) ;::> O, análogatrH~ntc se tiene 

(±(c(s) · )í -1 /t'(s)- ~:1/) ;::>O. Eu \·ittwl del Lema 2.4 se tiene: 

w'(t) ~- mlu(t)- a/- m/v(t.)- f]/ 

=- m()u(t)- a/+ Jv(t)- /3/) ~O 

esto pnwh<1 que w(t) es decrecil'ntc en [D. XJ ). Por lo tanto acotada en [0, oo ). A continuación 

wn~Jtto~ qnc el punto de equilibrio (o .. -!) es un atractor global. 

Sea wl(u(t.. t}!), u(t, 06, ~;)) mta solnción ele (1.1), veamos que v.(t) timde a a y v(t) tiende 

Cl ;) <1lc1Jlcl() 1 tiende a infinito. 

Tenemos que w'(t) ~ -m(Ju(t)- oJ + /u(t)- f]J). Entonces 

/v(t)- o/+ lv(t)- {:1/ ~ ~( -w'(t)). 
771 

lntcgrnudo ('ll [0, t] tendremos 

/

·1 . 1 lt 1 
(!u(s)- o!+ lv(s)- i3/)ds ~ - -w'(s)ds = -(w(O)- w(t)) ~ 111 

.o 1n 0 rn 

para tE [0, XJ); ya que w(t) es acotada, esto implica que 

1rx(Ju(s)- n/ + Jv(s)- f]/)ds ~ l\1 < oo, 

entouu·:-; g(t.) = Ju(t)- o!+ Jv(t)- i:l/ con tE [0, oo) es integrable, acotada ya que u(t) y 

v(t) lo sm1 .Y como dC' (2.1) se deduce qnc sus derivadas (las de u(t) y v(t)) son acotadas por 

serlo u(t), v(t) y foo ki(t- s)ds =k; < oo, para i = 1, 2 entonces C'llema 1.5 implica que 

lim1_<x 1;(1) =O y de aquí se deduce cpw 

lim u(t) =a y lim v(t) = 6. 
t-~x t->oc 

Por t illtt o ( n. :-!) es un atractor global. E:oto prueba el lema. O 
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Capítulo 2 

Estudio cualitativo del sistema 

integro-diferencial Lotka-Volterra con 

coeficientes variables 

En este (<l pít.ulo estudiaremos el sistema de ecuaciones integro-diferenciales 

vl(t) = u(t)[a(t)- b(t)u(t)- c(t) ¡too k1(t- s)v(s)ds] 

1/(t) = v(t)[d(t)- c(t) .!1

00 

k2(t- s)u(s)ds- f(t)v(t)]; t 2: O (2.1) 

u(t) = cP(t), v(t) = 11>(t), t:::;o 

donde las fnncioncs a( t), b( t), ... , f ( t) son continuas, acotadas superior e inferiormente por 

c:onstcmtcs positivas en ( -oo, oo) :r tienen la misma interpretación que las constantes a, 

/; .... , f en el Capítulo 1, los núcleos k1• k2 con ki: [0, oo) -----1 [O, oo) son continuos y satisfacen 

};~ k¡(,)rls < oo; .f
0

00 
ski(s) < oo i =l. 2; las expresiones 

t jt c(t) .}_oc k1(i- s)v(s)ds y e(t) -oo k2 (t- s)v.(s)ds 

tir•ncu ¡,, lllisma interpretación c¡ne en el caso constante. probaremos primeramente C[lH' si 

wl(u(i.GJ¡. (·¡),v(t,q) 1 ,~!J)) son ::;olucioncs de (2.1) con u(O,cPb'l/Jk) >O y v(O,r/Jk, ) > () 

pcml /, ~. l. 2. Entonces u(t, (,)¡, (j!¡) - u(t. 02, 1/J2) y v(t, q'l 1, 1/!2) - v(t, q;2, 'lj!2 ) tienden a cero 

cwntd() t 1I<'Jtdc '' infinito y finalmente probamos que si se satisfacen las desigualdades 

r M a¡, CLllf ÚL 
-.-<-_-y-<---, 
.fL f.- 1di\l . dL e111 k2 . 
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entonces existe una solución col(u(t, CJ), v(t, cjJ, 'l/;)) de (2.1) satisfaciendo las desigualdades 

OL.h - dllfc,Hh:¡ ( . .') OM j¡..,¡ - C¡~d¡}í;¡ 0 < . - = S¡ ~ 71 t, cjJ, 'lj! ~ T¡ = ----~~ 
!JM.h- C11fC¡):¡Á."2 b¡JM- C¡Jcl\!k1k2 

/J¡_dL - 0AflM k:2 ( . . ) b!ltd!II - aLcLk2 
O< . _ = r2 ~v t,cp,?.j¡ ~s2 = -----~~ 

/J¡j!lf- CLC!IJ/,:1/;:2 !JM.h- C!IJCMk¡k¿ 

para () ~ f < CXJ. 

Lmnas prelirninares 

Lema 2.1 Dados c/J. 1}· E FA. si col(v(t. c/J, ?ji), v(t, cjJ, 7./J)) es solución de (2.1). tal qur () ~ 

q;(,s) ~ (jJ~¡ < :x !JO~ ~0(s) ~ 1/'M < :x• pam s ~O entonces u(t, 1:;, UJ) 2> O y v(t, c/J, u.-) 2> O 

]JILHJ t E [o. X). 

Prueba 

La prueba es análoga a la del lema ( 1.1) del Capítulo l. 

Lema 2.2 Sean 91 , cp2 , 7jJ1 , 7jJ2 E FA con cp 1 (O) > cp2 (0) y 'l/;2 (0) > I/J1 (O) dos condú:umcs 

inú:io.les r:ompam.blcs. es decir- cp 1 (s) 2> dJ-2(s) y 7./J2(s) 2> 7./J1 (s) paras E ( -oo, 0]. Entonces las 

solv.cwru:s col(u(t,y) 1 ,7jJ¡),v(t,rjJ1 ,7jJ 1)) !J col(u(t,rjJ2 ,7jJ¿),v(t,rjJ2 ,7jJ2 )) de (2.1) corrcspond?.cn

tes a las condiczoncs iniciales ( cp1, 'l/;1) y ( c/;2 , 7./!2) respectivamente, satisfacen las desigv.alda.dcs 

u(t, cjJ¡, ?.jJ¡) >·u(t, rP2, 'I/J2) 

v(t,cjJ1 ,7jJ¡) >v(t,cp2,7./J2); tE [O,oo) 

Prueba 

Sean col(u(t, 1h, 7./11), v(t, rjJ1, ?.jJ¡)) y col(u(t, cp¿, 7jJ2 ), v(t, rjJ2, 7jJ 2 )) soluciones del sistema 

{

u'(t) = u(t)[a(t)- b(t)v(t)- c(t) ¡too k1(t- s)v(s)ds] 

v' ( t) = v ( t) [ d ( t) - e ( t) ./
1

00 

k2 ( t - s) u ( s) ds - f ( t) v ( t)], t 2> O 

correspondientes a las condiciones iniciales ( cp 1, ?.jJ¡) y ( cp2 , 7jJ2 ) respectivamente. 

Considerel!los las funciones continuas 

Cm no 

h(O) =u(O, ~) 1 . J1 1 ) - u(O, cp2 , ) = c;; 1 (O) - rjJ-2(0) > () 

q(O) =u(O, c/J2. ) - u( O, o1, 1/,¡) = (O) - 7jJ 1 (O) > O 
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cl!LO!H cs. por coutinnidad existeu ~~ y t; pequeños y positivos tales que h( i) > O para 

tE [O. 1~] \' r¡(t) >O, para tE [0. l~]lo cnal implica que h(t) > O y g(t) >O para 1; E [0. t*] con 

1' = tuiu{ t~. t2} entonces u(t, (1; 1 , ijJ1 ) > u(t., 92,1-h) y v(t, 0)2, ~J2) > v(t, 91,1/J¡) para tE [0, t*]. 

Si las anteriores desigualdades 110 smt válidas para t 2': t* entonces por continuidad debe 

existitllll primer tiempo f> b tal que u.(t,c!JJ,'lj;1) > ?.I(i,c/J:z,?/;2) y v(i,,c/J2,'lj;2) > v(t.,c¡;1,?jJ¡) 

para 1 E [U. t) pero 

Snpong<lll!Os que ocurre (i), tenemos que h(t) = u(i, cj;1, ·~¡'1 1 )- u(t, c/J2, ?j;2) > O para tE [0, [) 

y h([) = u(f, 91 , J¡J) - ·u(f, q)2 , 1/!2 ) = O. Por definición de derivada tendríamos h'([) = 
u'(f, o1. ) - ut(f, cfJ2, ·~;2) :::; O. 

Por otra parte-e: 

!i'(t) =u'(t, c/J1, ·¡f;J)- u'(l, cfJ2, UJ2) 

=u(l, cj; 1 , JJ¡) [a.(f) - ú(f)v.(l, 9)1, ljJ¡) - c(l) ¡~ k1 (t- s )v(s, c/J 1, ?j;t)ds] 

-u(t, C/J2, ?j;2)[a(l)- b(l)u(l, 92, l/J2)- c(l) ¡~ k1(t- s)v(s, cP2,1/J2)ds] 

=a(t)[u(t, q; 1 , ?j;¡)- u(f, c;J2, ?/J2)]- b(l)(u2 (t, rP1, 1./Jt)- ·u2 (t, cjJ2 , l/J2)] 

j
·t 

+c(l) -oo k1(t- s)[v(s, ~) 2 , ?j;2)- v(s, c/J1, 'lj;1 )]ds >O; 

ya que los dos primeros sumandos son nulos por ser u1 (f, c/J1, ?jJ1) = ·u2 ( f, rjJ2, l/J2) y v ( s, rj;2, 'lj;-;J > 

v(s,c) 1. ), y, ki(t- s) >O paras E (0.~ y ?j;2 (s) 2': l/J1(s) paras E (-oo,O]. Esto con

tradice que u'(f, q)1 , ~! 1 )- u'(t, ~)2 , ?jJ2 ) :::; O. En forma análoga se prueba que si ocurre (ii) 

tambiéllllcgamos a una contradiccióu. Todo lo anterior prueba que u(t, </;1, 1./J¡) > u(t, q)2 , ~!2 ) 

y v(t, 0'! 2 . ) > v(t, y)1, ?j;¡) para t 2': O. esto prueba el lema. D 

Lema 2.3 S1 

entonus rnsten núrncms L 1 > (oA¡j/J¡): L2 > (dl\.¡j h) y el> O tales que 
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Prueba 

De la:-; dcsig ualdadcs en la hi pólesis dcd ucimos que: 

( - dAr) eMk2aM 
a¡_-CA¡k¡-.- >0,y,d¡o- b >0. 

\ }L L 

Ccmsidcn•¡nos f(:r) = dL- eMX 2:r y g(.r) =aL- cMk1:r, ambas son continuas y decrecientes 

con 

entmle<"s, por la continuidad y el decrecimiento de f y g existen números L 1 > (aM/b¡J y 

L2 > (dAI/.h) tales que f(L¡) = ch-FMk2Ll >O; g(L2) = oL-cMk1L2 >O, por la propiedad 

arquilw·di<ma aplicada a f(L 1 ) y f¡.. 1 existe 61 > O tal que f(L¡) = eh - cMk2L1 > 6¡JM. 

En forma análoga para g(L2 ) y bM existe 62 > O tal que g(L2) = aL - cMk1L2 > 62úM. Si 

tomowo:-; ó = min { cl1 , ó2 } tendremos que 

y esto implica 

que ere\ lo que queríamos probar. O 

Lema2.4 Scanu*(t) = u(t,cp*,'lj;*). u*(t) = u(t,cp*,'I/J*), v*(t) = v(t,c/J*,'Ij;*), v*(t) = 

v(t, yJ*. UJ*) tales qv,e col(u(t, cjJ., 4;*), v(t, rf;., </;.)), col(u(t, c/J*, 'lj;*), v(t, rf;*, 'lj;*)) son soluciones 

de (2.1) y (O)= c5. 'lj¡*(O) = L2 , q'l*(O) = L1 y </;*(0) = 5 con c/J*, c/J •. -~;*,</;.E FA satisfa

Cte7!do L1 2' cjJ*(s) > c/J.(s) 2' 5 y L2 2' J;.(s) > 'lj;*(s) 2' 6 para todos E (-oo,O]. Entonces 

L1 2' (t) > cp.(t) 2' c5 y L2 2' v.(t) > u*(t) 2' 6 para todo t 2' t0 , donde 6, L 1 , L2 son corno 

en el L1rn.a 2. 8. con c5 < L 1 , c5 < L 2 . 

Prueba 

Tenemos que 

du,(U) ¡o 
--- =u.(O)[a(O)- b(O)u,(O)- c(O) k 1(0- s)·~;.(s)ds] 
~ -= 

=cl[o(O)- b(O)c5- r·(O) .le~ k1 ( -s)l¡i!.(s)ds] 

2-ó[uL- hMc5- c,¡c-:' 1 ./c~ k 1(-s)ds], (u'~ 1 = sup{yi;.(s): sE (-oo,O]}) 

=ó[a¡_- bMó- c.11 1<\1 1: 1] 2' ó[aL- ÚMÓ- cHk1L2] > O, 
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por <'l lc•Jwl 2.3 y ~<T 7jJ~11 :S: L 2 

rl ¡ , * (O) ¡o 
-- =u*(O)[d(O)- j(O)v*(O)- c(O) k'2( -s)u*(s)ds] 

di -= 

=L2 [d(O)- j(O)L2 - c(O) ¡~ k2( -s)u*(s)ds] 

:S:L 2 [dM- c(O)q); .le~ kA-s)ds- JLL2]; (cp; = inf{rjJ*: sE (-oo,O]}) 

=L2[dAI- CL9;k2- fLL¿] :S: L2[dM- hL2] < () 

,Vct que c1.c:J:ok2 2': O y L 2 > (dM/fL), por tanto u* es creciente en una vecindad de O y 

u. es denecicnte en una vecindad de O, entonces por continuidad existe t1 > O tal que 

u*(t) > u,(O) =á y v.(O) = L2 > u*(t) para tE [0, t 1]. Si es falso que 5 < u*(t) y L2 > v.(t) 

con O < t < oo entonces existe un primer tiempo [ > t 1 tal que c5 < u* ( t) y L 2 > v* ( t) para 

tE [0. f). pero ocure una de 

(i) u*(f) = 5 

(ii) 1'.(f)=L2 

Si ocurre (i), o sea, u*(t) = c5, por continuidad debemos tener v*(t) :S: L 2 , si no, se romperá 

la continuidad. Consideremo~ la función g(t) = u*(t) - c5, entonces g(t) > O para t E [O,[) 

pero g(t) = u*([)- c5 =O luego, por definición de derivada tendremos: 

(*) 

Entouc·c's 

!}_u*(f) =u*(f)[u(t)- b(f)u*(t)- c(t) {f k1(t- s)v*(s)ds] 
el! }_= 

2':ó[o 1 - b¡\!5- t 1, 1 L 2k1] > O 
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cc;t(J ( (lllt r;Hlic<' (*). pm tanto (i) no ¡mcclc ocurrir. 

Si \)( ll!T(' (ii). coJlsidcreJuos h(t.) = u,(t) ~ L 2 . Entonces h(t) < O péml t E [0, [) y h(T) = 

1'.1 t) - rl =- o. de esto se deduce. por definición de derivada que 

h'(f) = v:(E)?: O (**) 

Ahmil. 

Ent onu·s 

<O, 

por el Lema 2.3 y ser v*(f) = L2 , absurdo, contradice (**). Por lo t&nto (ii) tampoco puede 

ocunir. En consecuencia 5 < v.(t) y L2 > v*(t) para todo t E (0, oo). La prueba de las 

desigualdades v.*(t) < L1 y v*(t) > 5 en (0, oo) es similar a la anterior. Las desigualdades 

u*(t) > u*(t) y (t) < v*(t) en (O,oo) se deducen del Lema 2.2. Esto prueba el lema. O 

Lema 2.5 Seancol(u(t,cp*,7j;*),v(t,q)*,1/J*)) ycol(u(t,cp*,7j;*),v(t,cp., 1;*)) soluciones de (2.1) 

cm1 . 1J* E FA. tales que (!/J*(s)~!/J*(s)) E U(~oo,O], (7j;*(s)~7j;*(s)) E V(~oo,O] 

y (ll) = L1 . q':l.(O) = c5, 7j;*(O) = 5, tj;*(O) = L2 . Entonces 

1oc[u*(t)- u*(t)]dt < oo, y, ¡oc[v.(t) ~ v*(t)]dt < oo 

Prueba 

TcJH'JllOS que 

entmHcs ( (~,e;)~ (~s)) E L1[0,x), análogamente sr tiene CjllC' (1/J*(~s) ~ (-s)) E 

!~ 1 ro. x). Sc<t L = lmtx{L 1 .L 2 } doude L 1 y L 2 ::>on los del Lema '2.1, como L 1,L2 s; L 
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cntmlC:I'S por el Lema 2.4 tendremos L ~ u*(t) > u.(t) ~ 5 y L ~ v*(t) > v~(t) ~ c5 para 

1 E [0. x). 

Tc!H'lllOS. 

d * (u*(t))' . * _ ¡·1 

---lnv (t)= () =a(t)-b(t)u (t)-c(t) k1(t-s)v*(s)ds 
dt u * t . --CXJ 

a u Al o g< 1 llH 'll te 

d ¡t 
~lnv.*(t) =o.(t)- !J(t)u.(t)- c(t) k 1(t;- s)v.(s)cls 
& -CXJ 

!!._ ln v*(t) =d(t)- e(t.) ( k 2(t- s)a*(s)ds- f(t)v*(t) 
dt J -CXJ 

d ¡t 
__-_ ln v*(t) =d(t)- e(t) k2(t- s)u*(s)ds- f(t)v*(t) 
dt -CXJ 

Entonces 

d ll.* ( t) d d * 
~ ln ~(-) =~ ln v~(t)- ~ ln u (t) 
dt u* t dt dt 

=b(t)[v*(t)- u*(t.)] + c(t) ltcx k1(t- s)[v*(s)- v*(s)]ds, 

~ ln v*((t)) =e(t) ¡·1 

k2(t- s)[u*(s)- u*(s)]ds + .f(t)[v*(t)- v*(t)] 
dt u* t . _00 

, ( / u* ( t) [ ] integrando la primera ecuacion el dt) ln ~(-) en O, t tendremos 
u* t 

( /;(B)[u*(O)- u*(B)]dB = ln u:((~)) 1

1 

+ 11 

c(B) {o k1(8- s)[v.(s)- v*(s)]dsdO (1) ./o u s 0 0 ./ _ 00 

como L ~ u*(t) > u*(t) 2': 6 entonces (L/5) 2': ('u.(t)ju*(t)) ~ (6/L) entonces ln(L/5) ~ 

ln(u..(t)/u*(t)) ~ ln(6/L), por tanto 

ln -- = ln ~- - ln -- < ln - - ln - = ln -u*(s) 1

1 
u*(t) u.(O) L 6 L2 

u*(s) 0 u*(t) u*(O) - 5 L 52 

t"CI'lllpl<1ütwlo en ( 1) nos quedél 

/

·1 L:! lt ¡o 
h(O)[u*(O)- u*(B)]dO::; ln-:-:¿ + c(B) k: 1 (0- s)[v*(s)- v*(s)]dsde 

. o ¡) o -CXJ 

COllHJ IJ¡ ::; 1!( O) y e( e) ::; CAJ !lOS qued;¡ 

j·t L2 ¡·t ¡·O 
/;¡. 

11 

íu*(O)- u*(fJ)]cW :S l11 62 + c,~ 1 
0 

• -oc. k1 (8- s)[l'.(.s) - ¡•*(s)]dsd(1 (2) 
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]Wro 

1·1¡·0 
.o. =J\ 1(8-s)[v*(s)-v*(s)]dsdG 

= ¡·1 

( ¡o k1 ((t- s)[v*(s)- 1•*(s)]ds + 1° k1(G- s)[v*(s)- v*(s)]ds) el() 
. o .J -= o 

!·t¡O ~~~O 
= 1,:¡(()- s)[v*(s)- ¡•*(s)]dsd() + k1(0- s)[v*(s)- v*(s)]dsdO 

• O -x o O o O 

./

1 

./(~ k1 (8- s)[v*(s)- u*(s)]dsdO 

= ¡·1 ¡·= (1;; 1 (G + z)[v*( -z)- v*( -z)dzde (z = -s) 
• () . Cl 

= ¡·1 ¡·= k1(0 + z)[·~;*( -z)- 4/( -z)]dzde 
. () • Cl 

S: ¡·1 ¡·= k1 (0)[l/;*(-z)- ( -z)]dzde, ya que roo k1 (e + z)de s 1oo k1 (s)ds = k1 
. o . o .fo o 

S ¡·
1

1,· 1 (~11*(-z)- 4;*(-z))dz 
. () 

=/,·1 ¡·t (¡j;*( -z)- 4;*( -z))dz 
. o 

S:k1 roo (¡j;*( -z)- 4;*( -z) dz < oo ya que ('1/J*( -z)- 1/J*( -z)) E L1 [0, oo) 
./o 

=l. 1U. clondc n = ¡oo (4o*( -z)- ( -z))dz < oo (3) 

Para la otw integral tenemos 

¡t ¡·o k1(8- s)!v*(s)- v*(s)!dsd8 con O< s S 8, O S e S t 
.Jo o 

= 11 lt k¡ (e - S) k. (S) - u* (S) ld8ds por el Teorema de Fubini 

= .~a·t ['~'*(s)- v*(s)] (11 

k1 (8- s)d8ds) 

s f\u,(s)- v*(s))ds /= k1(e) dO= k1 ¡t(v*(s)- v*(s)) ds (4). 
Jo Jo Jo 

L1 últ imil d(•:..;igualdad es debido a que 

!.
1 

1,: 1(0- s)de = ¡·1 

e~ /, 1(z)clz s rooo k¡(z)dz = k1; 2 =O-s, 
. ' . o ./n 
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LH'lll pLcz<mdo ( 3) ~, ( 4) en ( 2) y camhiando s por e en el lado izquierdo de ( 2) nos queda 

lt L2 _ _ lt 
IJ 1~ (u.*(s)- u.(s))ds :S: ln 52 + k1DcM + cMk1 (v.(s)- u*(s))ds 

. o . o 

por \<11110. 

A c¡../k¡1
1

(v*(s)- v*(s))ds 
IYL :S: t + ---------;:-t '--"----------1 (u*(s)- u*(s))ds 1 (u*(s)- u*(s))cls 

de m<l.nera análoga se tiene 

/

.

1 

f(tJ)(v*(tJ)- v*(8))cle = ( c(O) 1° k1(8- s)[u*(s)- ·u*(s))dsclO -ln v:((t) (*) . o Jo -oo V t) 

y deL> v*(t) > v*(t) > 5 se deduce (5/L) < (v*(t)/v*(t) < (L/5), por tanto 

-In v.(s) lt = ln v*(O) - ln v*(t) < -In~- L = -ln ~ 
v*(s) 0 v*(O) v*(t) L 5 L2 

de donde 

( e(B) ¡·O k2(8- s)[u*(s)- u*(s)]ds -In ~:((s)) 1

1 

.Jo -oo U S o 

¡t [1o le ] 52 :S: eM k2(e- s)de + k2(e- s)de (u*(s)- u*(s))ds- ln 2 
O -oo . O L 

/

·1 ;·o lt ¡o 52 
=e.\! k2(8- s)c18(u*(s)- u*(s))ds + eM k2 (8- s)dtJ(v*(s)- v.*(s))ds -ln ~ 

. 11 . -xo . o o L 

j·i t -¿ 

:S: eMJ..2 
0 

(rJ)*(-s)- cp*(-s))ds + eMk2 .Jo (u*(s)- u*(s))d.s -In 2
2 

UllllO f 1 :S: f(s) podemos conclnir de(*) que, 

!
·t ¡t -·) 

.h (v*(s)- v*(s))ds :S: 13 + el\1k2 (u*(-s)- u.( -s))ds- ln ~~ 
. o () 

(**) 
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donde' r.\!K 2 .fr~(c/(-.s)- cjJ*(-s))ds ~ cMk2J0

00

(c/J*(-s)- c/J*(-.s))ds 

(o' ( -s)- o*( -s)) E L1 [0, oo), por tanto 

/

.

1 

(i'*(s)- (s))ds l B 

B < oo ya c¡uC' 

. 11 < CAJ í:2 + ----c------

/

·1 - f lt 
(u*(s)- u.*(s))ds L .h (u*(s)- u*(s))ds 

. () . o 
h ( (u.*(s)- u.*(s))ds 

./o 

Por Lwto 

(10) 

h ( (u*(s)- u*(s))ds Jo 

V8amos c¡ue r > O, en efecto, por hipótesis 

ÚL Uf\1 UL Cf\1 
-~~>-y~~->-

eMk2 dL k1dl\1 fL 
usando estas desigualdades se tiene 

Lll(' 0 () ,-, 

CAfdAikl > klCAJCh k1CAJ UAfCAfk'2 k1CAJ Cf\1k2aL 
!1L > fL > -~ > -~ . .fL fL ÚL fL Ú¡~ 

Por tanto 
~ --

klcMeMk2 
1 > . y en ccmsecuencw 

fLúL 
h CAfk'2 

T=~~---~>0 
k1cM .h 

A B ln( (F / L 2
) 

/

·1 
() < /' < -L --------

r,,¡k¡ ¡·t (u*(s)- u*(.s))ds ' .h /'(u*(s)- u*(s))ds h (u*(s)- u*(s))ds 
. o . o ./o 
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por umsignieute 

!·t 1 [ A B 1 ( L 
2

) l (u.*(s)- u*(s))ds :S: ~ ~ + ~ + ~. ln -.c-2 
• 0 r Crv¡k 1 .h .h u 

<oo 

c:oÍJJo ¡;;(u*(s)- u,(s))ds < oo se tiene que J
0

00
(u*(s)- u,(s))ds < x, se deucc de(**) que 

.J;~(r,(s)- ¡·*(s)) ds < oo. Esto prueba el lema. D 

Lema 2.6 Si col(u(t, ).u(t,q}*, )) y col(v.(t,rp*, ),v(t,ljJ*, )) son soluciones de 

(2.1) ton C;'J*(O) = 6. 1/J*(O) = L1 . V•*(O) = L2. 1j¡*(O) = 6 con rjJ*. cjJ,, 7/1*. 7/1* E FA sa

bsfanlrido fas condiciones iniciales L 1 > rjJ*(s) > qJ*(s) > 6 y L 2 > (s) > ¡¡1*(s) > c5 paro 

sE ( -x. 0). donde !~ 1 y L 2 sm1 como en el Lema 2.S. EntoncP.s u(t., , 'lj!*)- u(t, . 1/.',) IJ 

u (t. c;J*. t,' ·,) - v ( t, qJ*, ) t'iP.71.den a ce m cu.ando t tiende a oo. 

Prueba 

Sean w(t) = u*(t) -u*(t) y z(t) = v*(t) -v*(t) con tE [0, oo) entonces por el Lema 2.4. w(t) 

v z(t) son positivas y acotadas ya que u*(t), u*(t), v*(t), v*(t) lo son por el Lema 2.4. 

ju.'(t)l = !!__u*(t)- !!__u*(t)l 
dt dt 

v.*(t)[a(t)- b(t)u*(t)- c(t) .[
1

00 

k1(t- s)v*(s)ds] 

- u.*(t)[a(t)- b(t)u*(t)- c(t) ¡1

00 

k1(t- s)v*(s)ds]l 

=a(t)[u*(t)- u*(t)] + b(t)[v;(t)- v* 2 (t)] + c(t) .ltoo k1(t- s)(v*(s)- v*(s))ds 

=(v*(t) -u*(t))[a(t)- b(t)(v*(t) + v*(t)] + c(t) ¡1

00 

k1(t- s)(v.(s)- v*(s))ds 

~(u*·~!- U*L)(aM + 2b!lfu*·~ 1 ) + c.~f roo kr(t + z)(v.(z)- v*(z))dz Jo 
donde v.*M = supu*(s), u*L = infv.(s), z = -s 

sER sER 

SA + rM(~J~1 - ·~J;o) ¡·oc k¡(r)dr; con A= (v*M - u.*L)(ollf + 2bl\fu*l\1) < ·oo 
() 

c.:-.1 + cl\1(1/•~1 - ~~;Jf¡ <X. 

Luego existe i\1 tal que jv/(t)l ~ M \.como w(t) es positiva e integrable en [0, oc) por Pl 

Lema 1.:). Entonces por el Lruw 1.5. u•(t) = u*(t)- u,(t) tiende a cero cuando t. ti<,ndr a 

infinito. En fonwt análoga se pmeba que z(t) = v*(t)- v*(t) tiende a cero cuando t tiende 

ct intinit o. Luego el lema está pmbado. D 
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Observación: 

Como (:(Jll:-ie'Cllencia de los lemas 2.2 y 1.5 se sigue que si wl(u(t, e, q;). v(t, e, J;)) es cualquirr 

solucic\ll de (2.1) satisfaciendo (s) > O(s) > rp*(s) y 'J1*(s) > 7j;(s) > (s) paras E ( -CXJ, O] 

con (O) > 0(0) > cj;*(O) y (O) > q)(O) > 7/J*(O) entonces v.*(t, (/J*, ·J¡*) - v(t, e.qJ) y 

u* (t. e;;*. 1: '.) - v ( t, e, 1/J) tienden a cero cuando t tiende a infinito ya que el Lema 2.2 implica 

cpw p:m1 1 2' O 

* ( t '* '11. · • GJ , 

v*(t, q;*, ) > v(t, e, cj;) > v*(t, q/,?p*) 

y COnlo 

El Lema 2.(i implica u*(t,cj;*,·¡j;*) -v(t.e,w) y v*(t,cjJ*, cjJ*)- v(t,e,q;) tienden a cero cuando 

t tienden infinito. A continuación usaremos un lema cuya prueba puede verse en [4]. 

Lema 2. 7 Sz O < 6 < aL/bM) y (a 11J/bL) < L1 entonces existe una única solución u*(t) de 

la ecuación logística 

v'(t) = u(t)[a(t)- b(t)u(t)] (L) 

tal que !l S u*(t) S L con tE ( -oo, oo). 

Lema 2.8 Sean col(·u(t, rjJ,1/J).v(t, cf;. U')) solución de (2.1) y col(U(t), V(t)) solución del sis

tcm.o !oq{s·tu·o 

U'(t) = U(t)[a(t)- b(t)U(t)] 

V'(t.) = 1'(t)[d(t)- .f(t)V(t)] t 2' O 

U(O) =O. V(O) =O 

! ntmun u(t) < U(t) y v(t) < t:(t) JHlla 1 E [0. oo) 

Prueba VcT prueba del Lema 1.2 
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Teorema 3 Sean wl(u1(t, r/J1, (JJ¡), v1 (t. 01, 1,/JI)) y col(u2(t. 9'2, ?j;2), ?h(i., CfJ2, '~;2)) solucwncs de 

(2.1) r:m1 {)::; cj;¡(s) < qJ2(s)::; L 1 y U::; V;2 (s) < ?j;1 (s)::; L2, sE (--oo,O] donde u.k(O) = 

u(O. o1 .. vi.) > O. uk(O) = v(O, cp¡,, l/'~) > 0: k= 1, 2 entonces u.1(t, r/JJ, ~;I)- v.2(t., rp2, l/'2) y 

u1 (t. r/J¡, ~, 1 )- v2 (t .. cj;2 , ·~;2 ) tienden a cero cuando t tiende a infinito. 

Prueba 

S<'<l (o! ( [ ·1 ( t). V1 ( t)) solución del sistema 

U'(t) = U(t)[a(t) - ú(t)U(t)] 

V'(t) = V(t)[d(t)- f(t)V(t)] t >O 

U1 (o) = 111 (o), V1 (o) = v1 (o) 

satisfaciemlo (a.~r/ú1,) < L1 , (dM/ h) < L2 , entonces por el lema 2.6 tendremos, 

par<:\ todo t 2;. O, recordando el Lema 2.3 tenemos que 

- -

aL - C11.rk1L2 > 0 Y dL - eMk2L1 > 0 

escojamos S tal que O < S < min{ u1 (O), ?h (0), u2(0), v2(0)} y tal que aL- cMk1 L 2 - úMS > O 

y (h- e111 I 2L 1 - fMS >O sean col(u(t,rj;*,?j/),v(t,rf;*,?j;*)) y col(u(t,rf;*,<J;*),v(t,r;;*' )) 

::;olnciones de ( 2.1) satisfaciendo las condiciones iniciales rj;* ( s) > cjJ* ( s) > O y ?j;* ( s) > 

(s) >O, sE ( -oo, O], donde rj;*(O) = L1 ; rj;*(O) =S; ?j;*(O) = L2, ?j;*(O) =S, por la forma 

como escogimos ()' por ser lL 1 (o) = ul (o) < Ll y Vj (o) = vl (o) < L2 tendremos para k = 1' 2 

qnc 

S =1;*(0) < uk(O) < 1;*(0) = L1 

5 =1//(0) < vk(O) < ?j;*(O) = L2 

entom<·s por el Lema 2.2 para k= 1, 2 tendremos, para t 2;. O, 

lL ( t' r/J * ' 'lj; * ) < lL k( t' rP k ' 'lj; k ) < lL ( t) cjJ * ) '!j;* ) 

v(t, q';*, ~;*) < u¡c(t, cPk, ?j;k) < v(t, 1;*, ?j;*) 

p<ml 1 E [O.:::x::). Como rj; 1(s) < q)2 (s) Y l/;2 (s) < 1/;1 (s) paras E (-%,0], por el LciW\ 2.2 

te])(] n' u¡o:-; 
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de lo ;mt.criur se deduce 

por el Lema 2.6, ·u(t, cjJ*, ?jJ*)- u(t, cp*, ) y v(t, cjJ*, 'lj1*)- v(t, cjJ*, ?jJ*) tienden a cero cuando t 

tiende a infinito, entonces ur(t, r/J2, VJ2)- u2(t, c/J 1 , 1/Jr) y v2(t, qJ 2 , ?jJ2)- u1(i, cjJ 1 , 1/J¡) tienden a 

cero cuando t tiende a infinito. Esto prueba el teorema. D 

Existencia de soluciones acotadas 

Lema 2.9 Sean T 1 y T 2 soluciones del sistema 

U.IIJ =bLTJ + CLk1r 2 

dL =eMk2T1 + JA1T2 

ent.onces ¡· 1 > O y 1'2 > O. Además SI wl(u(t, cjJ, ?jJ), v(t, q'J, ·1/J)) es una solución de (2.1) t.al 

qu.c U< o(s) :S r1 y 1/J(s) 2 r2: sE (-oo,O]. Entonces O< u(t) :S T 1 y v(i) 2 T 2 para t 2 O. 

Prueba 

Las sulucioucs del sistema son 
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implica uMfM > a¡JL > CJitkldl\1 > C¡Jlz}l,¡. Luego aM !M - cLdLk1 > O, Ú¡Jh > aMc111k2 

elltOllCC:-i uLrh- CL!1fC!Irk'2 > o. Como bLch > rLJ11CJI1k2 y aLJL > CAfkldM multiplicando 

m icwi n ( > " lllicmbro <'Stas desigualdades rcsul ta: 

lo c:md iwplica u¡JH > bLh > C¡f!1Jk¡lc2· Luego brJM- CLCJ11klk2 > o de las anteriores 

desigualdades obtenidas se deduce 

Veamos que las soluciones de (2.1) son acotadas, como 

u'(t) =u(t)[a(t)- b(t)u(t)- c(t) ¡too k1(t- s)v(s)ds]; tE [0, oo) 

~u(t)[oM -IYLu(t)- eL ¡toc k1 (t- s)v(s)cis] 

\"por <'l Lema 1.2las soluciones de u'(t) = u(t)[aM- bLu(i)- cLJ~=k1 (t- s)v(s)ds] son 

acotadas (~n [0, oo), entonces por comparación las soluciones de 

vl(t) = ·u(t)[a(t)- b(t)u(t)- c(i) ¡1

= k1(t- s)v(s)ds 

tambi(>n son acotadas en [0, oo). De forma análoga se ve que las soluciones de 

v'(t) = v(t)[ci(t)- c(t) .[too k2(t- s)u(s)cis- f(t)v(t)] 

son acotadas en [0, oo) por tanto las soluciones de (2.1) son acotadas en [0, oo). 

Sir> O, rl son pequeüos co1(us(t, r/Js, 1}!,5), v0(t, r/Js, </Js)) es una solución del sistema 

u'(t) = u(t)[a(t)- b(t)u(t)- c(t) J~= k1(t- s)v(s)ds]- r5 

1"(t) = u(t)[d(t)- e(t.) t.=k2(t- s)ds- .f(t)v(t)] + r5; tE [0, oo) 

uó(s) = q;,1(s) = cp(.s)- r5 ~ r 1. u5(s) = ~'c'í(s) = 1Ji(.'í) + r5 2: r2 ; sE ( -oo, O] 

Entow es Ll ::;oluc:ióu existe en [0, r] ~- por continuidad clr' las soluciones respecto a las c:on

dicimH':-i 11r5(t) --7 u(t) y v,5(t) --7 v(t) cnando r5 --7 O uuiformemente en [0, r"]. Veamos que 

u6(t) ~ r¡ y u0 2: r 2 para t E [0, x ). Consideremos lns funciones h(t) = u5(t) - 1· 1 ~· 

g(t) = 1',1(t)- r2 con tE [0, r] <'lllOllc:<'c: 

/z(O) = u,s(O)- ~"1 = (c¡;(U) ·- ó)- r1 = (d;(O)- r¡)- !5 ~ -c5 <O, 
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ya qu<' r'J(O) S: 1· 1 pm hipótesis. En forma a.náloga 

y(O) = v5(0) - 1·2 = (r'(O) + 5) - r 2 = ( <,b(O) - r2) + 5 > O, 

va que c(O) 2 T 2 . Entonces por continuidad existe un tiempo t* con O < t* S: r tal que 

h(t) < () \ ,r¡(t) >O para tE [0, t*] o sea tal que v5(t) < 1· 1 y v5(t) > r 2 para tE [0, t*]. Si 

rJstHs d('sig;ua ldad<es no se cum plcn para t E [O, r] entonces por continuidad debe existir 1m 

¡nimer t i<'lll po [ cou t* < t S: T tal que u5 ( t) < r 1 y VfJ ( t) > r 2 para t E [O, ~ pero 

( ii) ''á ( T) = r:2 

Supongamos que ocurre (i), entonces por definición de derivada u~C[) 2 O pero 

u~ (E) =rda(t) - ó(f)r¡ - c(t) ¡1

00 

k¡ (t- s )v5(s )ds] - r5 

S:r¡[al\1- Ó¡J" 1 - eL ¡tk¡(t- s)v5(s)ds]- c5 

S:r1 [a M - Ó¡J¡ - cLr2k1] - 5 = -5 < O 

Puesto que v0 (t) 2 r2 para t E [0, ~~ a.M- ÓLr1 - cLr2k1 = O, y v5(s) = '1J5(s) 2 r2 ; 

s E (-oc, 0]. Esto es una contradicción. por tanto (i) no puede ocurrir. 

Si ocurre ( ii), e u forma análoga llegamos a una contradicción entonces v5 ( t) > r 2 y u 5 ( t) < T¡ 

pa.ra t E [0. r]. Como u5(t) --t u(t) y u5(t) --t v(t) en subintervalos compactos de [0, oo) 

y este es el domiuio de la solución wf(u5(t),v5(t)) entonces u(t) = lim5-+oufJ(t) S: r 1 y 

lim5_~ 0 t•15 (t) = v(t) 2 r2 si t 2 O. Esto prueba el lema. O 

Lema 2.10 SeaTI s 1 y s2 soluciones de! sistema. 

O¡ =Ó11 .¡S¡ + CMS2k1 

di\! ==r Lk¿S¡ + fLs'2 

Entonces O< s 1 S: r¡ y s2 2 T2 >O donde r 1 y T2 son los números definidos en el Lema 2.9. 

Además::;¡ !o!(u(t, c/J, <,h)), v(t, qJ, I!J)) es 1/ll.a solución de (2.1) tal que c/{s) 2 s1 y O< U{'i) S: 

s2 . sE ( -x. O] entonces u(t) 2 s1 y U< u(t) S: s2 pam todo t 2 O. 

Prueba 

L1s soluciones del sistema dado son 
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de la c;tclena de desigualdades 

se deduce u ¡J¡~ > c:,~¡dAfkr entonces a¡J¡, -cMdMkr > O y bMcll\1 > bLrh > a111cMk2 > aLc1}z2 

eut.on< <'s h¡\fdl\1- o¡.cLk2 >O también :oc tiene aLf¡)ytdL > cMdMkraMcMk2 > cMcha1,r:1)zJ;;2 

climiJwndo u rJh nos queda .hbL > Cl\fc¡);;r k2 entonces fLbL- cMeLk1k2 > O de las anteriores 

desigtwldddcs se deduce que s 1 > O y 8:z > O como: 

(1) 

(2) 

De (1) dt~ducimos; 

(3) 

De (2) se ticnr 

entonces 

Por t ;ll!to sumando (5) y (6) y factorizando tendremos 

(7) 

de l<1s desigualdades 

S(' d(·dw<· 11¡./'¡_h¡Jh > aMe~¡C:\Jd¡\Jkrl," de donde bLft > cl\fe!IIkrk2 y esto implica u11 1 .!'11 1 -

c.\ 1 ( :\! /, ¡/, 2 > O Y (7) implica que r 1 - ·"J ;:=, O o sea 7'1 ;:=, s 1 . 
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En fomw similar se prueba que 5 2 2' r2 . Consideremos r > O, E pequeño y positivo Y 

col(u"(t.o,. i/!0 ). uc:(t,dJ,.~J,)) solución del sistema 

u'(t) =u.(t)[a(t)- b(t)u(t)- c:(t.) .ltoo k1 (t- 5)v(s)ds] +E 

t''(t.) =1·(t)[d(t)- r(t) .l1

x /,'2(t- s)u(s)ds- .f(t)v(t)]- E. t. E [0, oo) 

s;\i isL1cicndo las coudiciones iniciales 

u,(s) = (s) = c/J(s) +E 2' SJ. \·, uE(s) = 4JE(s) = 1/J(s)- E :S: s 2 ; sE ( -oo, O] 

Sc;m (¡(!) == u,(t.)- ;, 1 y h(t) = vc:(t)- -":2, tE [0, oo). Entonces g(O) = uE(O)- s 1 = (~)(0) -

si}+::· > 0: ya que q:?(O) +E 2' s 1 por hipótesis y h(O) = ·l¡0E(O)- 5 2 = (~;(O)- s 2 ) -E < O; pues 

U'(O)- E :::; s2 entonces por continuidad existe t* con O < t* :S: r tal que g(t) = vAt)- s1 > O 

y h(t) = v"(t)- 5 2 < O o sea uE(t) > s 1 y vE(t) < s2 para t E [0, t*]. Si estas desigualdades 

no se cuu1plen para todo t E [0. r] eutonces por continuidad existe un primer tiempo t con 

t' < f:::; 1 tal que uE(t) > s 1 y vE(t) < s2 para tE [0, f) pero 

(i) u,(t) =-~ 'iJ ó 

(ii) l',(f) = s2 

Supongamos que ocurre (i) entonces v~(f) :S: O por definición de derivada pero 

u~(f) =si[o.(t}- b(f)s1- c(f) ¡1

00 

k1(t- s)vt:(s)ds] +E 

=si[o(t)- b(f)s 1 - c(f) ¡o k1(t- s)'lj;E(s)ds- c(f) {t k1(t- s)vt:(s)ds] +E J_x Jo 
2'si[aL- !Jl\fSJ- Cfi1S2 ~~ k1(f- s)ds- CAfS 2 ¡l k1(f- s)ds] +E 

=S¡ [aL- Ú1\JSJ- Cfi.!S2 ~~x k1(f- s)ds] +E 

=sl[o¡, - !JMSJ - Cllf.s),:I] +E= SJ X 0 +E= E> 0 

coutr;Hlice u~(f) :S: O. Por tanto (i) no puede ocurrir. 

Si ()( mn· (ii) entonces u~(f) 2' O por definición ele clerivacla pero 

u~(t) =s2 [d(f)- c(f) ~~x k2 (f.- s)v.,(s)ds- j(f)v(t)]- E 

/

.¡ 

:S:.s:z[drn- eL. -x k2(f- s)u,(s)ds- hs2]- E 

:S:s:z[cJM- C¡sJ;·2- /¡_s2]- E ya que uc(s) 2' SJ; .~E [---CXJ, n 
:S:s2 x O- E= -E < () }·a que eh¡ - e~os 1 k2- fLs¿ = O 



absurdo. !mego (ii) tampoco ocurre. Por tanto debemos tener uc(t.) > s 1 y vc(t) < s 2 para 

t E [0. r]. Como uc(t) ---> u(t) y vc(t) ---> v(t) en subintervalos compactos d<~ [0, oo) y la 

solución ml(uE(t. (¡;E, V¡c), vE(t, cp". Vcc)) c:-;t<Í definida en [0, oo) entonces ILc(t) 2' s1 y uE(t) ~ s2 

pmil t 2' O. 

Resultado Fundamental 

Teorema 4 (Teorema de Existencia) . Existe una solución col(u(t, cp, 7)1), v(t., rp, 1'')) de 

(:¿.1) tu.! r¡uc 

para todo t 2' O 

Prueba 

Sccm col(u.(t,rjJ,?jJ),v(t,cjJ,'ljJ)) solución de (2.1) con s 1 ::; ó(s) ::; r 1 y r2 ::; ·~,(.s) ::; s2 : 

sE ( -oo, O], como O< s 1 tendremos O< cjJ(s)::; r 1 y r 2 ::; 1/J(s) entonces el lema 2.9 implica 

O< u(t) ::; r 1 y r 2 (t) ::; v(t) para t 2' O. 

Como d;(s) 2' s 1 y O < 1}1(s) ::; s2. el lema 2.10 implica u(t) 2' s 1 y v(t) ::; s2 para. t 2' O, 

finalmente podemos concluir que s 1 ::; a(t) ::; r 1 y r2 ::; v(t) ::; s2 para t 2' O. Esto prueba el 

tcorcuw. D 
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Apéndice 

Proposición 1 Si f es continua. entonces 

.l: r5(t 0 - s)j(s)ds = f(t. 0 ) 

dmule ó 1s la función impulso unitm·io ó Delta de Dirac. 

Prueba 

Haciendo fJ = t0 - s se tiene 

1: r5(to- s)j(s)ds =-L-oo r5(0)j(t0 - O)dO 

= 1: r5(0)f(to- O)de 

Esto prueba la proposición. D 

Proposición 2 

= .l: r5(0)](0)d0; ](e)= f(to- O) 

=](O) = f(to) 

(X tr5(t)dt = 0 
./o 

Prueba Consideremos la función .f(t) = tH(t) con 

{

L t>Cl 
H(t)= . -

O, t <O 
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Entonn·~ 

loc fr5(t)df = ;~: tf-J(t)ó(f)cff 

=j·-=(-s)H(-s)6(-s)(-ds): t = -s >O 
oc 

= ¡-c:csH(-.s)6(-s)ds 

.J=;·oo 
=- -= sH( -s )el( -s )ds 

= ./:( -s)H( -s)c5(0- s)ds = ( -O)H( -0) =O x 1 =O 

Esto ¡mwba la proposición. D 

Sean 

{

v(s) 
V(s) = ' 

O. 

ClltUJl('('~ 

S < t 

.'-; > t {
·a.( s), U(s) = 
O, 

ss:;t 

s>f 

11 ¡·oo -oo c5(t- s)v(s)ds =. -= c5(t- s)V(s)ds = V(t) = v(t) 

amUogmnente se tiene 

11

00 

6 ( t - s) u ( s) ds = u ( t) 

por tanto cuando tomamos como núcleo la función c5 el sistema (2.1) se convierte en 

u'(t) =v(t)[u(t)- b(t)u(t)- c(t)v(t)] 

v'(t) =v(t.)[d(t)- c(t)u(t)- f(t)v(t)] 

Y este('] sistema considerado por el autor Cll [1] 
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