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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo cousiste en analizar un sistema de ecuaciones integro-
diferenciales, las cuales modelan dos especies en competencia por un suministro himitado de

alimentos tomando en consideracion la interrelacion de estas en el pasado.

I2l sisteimna o conslderarse es:
.[,

W (1) = u(t)|a(t) — bt)ult) — c(t) [ ] Fi(t — s)u(s) ds]
V() = o(t)]d(t) — e(t) / ot — s)u(s) ds — f(t)v(t)], t = 0 (1)
u(t) = oft), v(t) =v{), t <0

Donde las funciones a(t)..., f(t) son continuas y acotadas superior e inferiormente por

constantes positivas en (—oo, 00) y notanos
gr = 1inf{g(t): t € R} y gp = sup{g(t): t € R}

v los nticleos ky. by con ki: [0,00) — [0,00) con ¢ = 1,2 son continuos y satisfacen k; =

J, hals)ds < o0y i = 1,2, Jo skils) < oo para i = 1,2; aqui ¢(s), ¢(s) son las historias de
los tamanos de las poblaciones en el pasado, estas funciones pertenccen al conjunto

sup  g(s) < oo g(0) > 0},

"4 ={g: (=>.0] — R ,continuas, no negativas,
s&(—00,0]

Como es costumbre por abuso del lenguaje, hablaremos de ¢(s) v ¢(s) con s € (—oc, 0] como

las condiciones iniciales en el pasado.
Nosotros denotaremos por col(ult, ¢, 17). v(t, ¢, 1)) a la solucidén del sistema (1) donde



El propasito del presente trabajo consiste en mostrar que si a(t), (1), ..., f(L) v ky, Fy satis-
facen las condiciones especificadas y ademéds

Car ar tar % o
_ <Y e < (2)

T Frydag dy Carks

Futonces ol sistema (1) tiene una solucion acotada, asintdticamente estable. 51 segundo

proposito consiste en mostrar que si se satisface la condicion (2) y
col(u(t. oy, ). v(t, 0. 0y),  col{u(t, og, ), v(t,

son dos soluciones de (1) entonces u(t, o). ¢y ) —ult, @o. o) v v(t, @1, U0 ) =0, ¢o, 1) ticnden
a cero cuando 4 tiende a infinito.

Fl sistema (1) es més general que el sistema considerado por Ahmad en [1] ya que si definimos
la funcion impulso unitario, denotada o como aquella funcion tal que si f ¢s una funcion

continna entonces

Al tomar como nicleo a la funcion d entonces cl sistema(l) se convierte en

() =u(t){a(t) = b(t)u(t) - c(t)u(t)}
() =u(t){d(r) = eltyult) — F(t)o(t))

Y este es similar al sistema considerado por el autor mencionado en [1]. Ademds este siste-
ma se adapta mas a la realidad de los sistemas ecolégicos. Por tanto esto nos demuestra el
significado, el valor de la investigacion v el andlisis del sistema a considerar; lo que nosotros
vainos a realizar en el presente trabajo es considerar la referencia [1] v ver que los resultados
alll probados sicuen siendo véalidos para este tipo de ecuaciones integro -diferenciales.
Contenido del trabajo

Este trabajo constarda de una introduccidn, dos capitulos y referencia bibliografica. 151 con-
tenido del trabajo se resume a continuacion.

Capitulo 1

Fundaniento tedrico. Iin este capitulo se considerard cl modelo matenidtico en (1) v (2) bajo
la condicidn que las funciones a considerar a(t), ..., f(t) son constantes. Se determinaran
las condiciones bajo las cuales las dos especies pueden coexistir,

Capitulo 2

Frimciamos v demostramos los resultados de la publicacion [1] y damos condiciones para la

coexistencia de ambas especies.



Capitulo 1

Estudio cualitativo del sistema
integro—diferencial Lotka—Volterra con

coeficientes constantes

Estudiaremos el sistema de ecuaciones integro diferenciales

u'(t) = u(t)fa —bult) — ¢ / \ ky(t — s)v(s)ds)
V() = wv(t)d—e ) ot — s)u(s)ds — fo(t)], >0 (1.1)
w(t) = olt), v(t) = V1), t<0

con las condiciones iniciales u(t) = ¢(t). v(t) = ¥(t) con o, € FA donde a,b, ¢, d, ¢, [ son

constantes positivas que satisfacen las siguientes desigualdades

hac < d < L (1.2)
b a  cky

v donde «'(t) = du(t)/dt denota la derivada con respecto al tiempo.

Lste sistema representa un sisteima competitivo entre dos especies con recursos litados
teniendo en cuenta lainterrelacion de estas en el pasado. Las constantes a, b, ¢ d, ¢, [ ticuen
la siguiente interpretacion: a v d representan la razon de crecimicnto de las especies u v o
respectivamente, by f representan la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada
especie tiene sobre su propla tasa de crecimiento, ¢ y e representan la medida del efecto
mhibidor que el desarrollo de cada especie tiene sobre la otra. las integrales representan

ol efecto mhibidor hiereditario o acumulado en el pasado que el tamano de una especie ha

3



tenido sobre la otra espo(iio.
La pringera ccuacion del sistema (1.1) la podemos escribir

-0

u' (1) = u(t) Ja — bul(t) — <:/ Ei(t = s)o(s)ds — (t/ ky(t — s)o(s)ds
» 0

o =D

= u(t) {(1 — bu(t) — Hy(t) — (:/ ky(t — s)v(s)ds
Jo

[

t e (0, x).
donde (1) = ¢ ] e {t = s)u(s)ds con t > 0, la cual es continua v estd bien definida va
que st ot = wndrmnos
.0 ot ) o0 -
/ Fy(t — s)ds = ~/ ky(z)dz = / k(2)dz < / ky(z)dz = ky
J—0oC oo i 0

entonces

0 0
Hi(t) = ¢ / ki(t — s)yu(s)ds = 0/ Fi(t — s)u(s)ds

o =00 o

-0
< cuM/ ey (1 — s)ds < cnrk

Q0

en forma andloga la segunda ecuacion de (1.1) la podemos escribir como

v'(t) = v(t)[d — Hy(t) — c/ kot — s)u(s)ds — fu(t)]

0

Con
-0

0
Hs(t) = ¢ / Feo(t — s)u(s)ds = (3/ kot — 8)(s)ds < epprky

-0C —00
De o anterior deducimos que podemos usar los teoremas de existencia, unicidad, continua-
cion de soluciones v continuidad respecto a pardmetros para el sistema (1.1) de ccuaciones
mtegro diferenciales en [0.¢] con t positivo. Ver Driver [2] y Kuang [3]. En la referencia [2]
¢ puede ver ol teoreima de existencia v nnicidad para el sistema (1.1) a través de la condicidn
inicial (0. ). Las soluciones son prolongables hasta t = 400, sl estas permanccen acotadas,
cowno lo demostraremos en el Lema 1.2, Por lo tanto siempre supondremos que las soluciones

estan definidas en R,



Puntos de equilibrio del sistema (1.1)

Los pruntos de equilibrio de (1.1) se obticnen cuando

£
— ¢ / by (t — shu(s)ds] = 0

kot — s)u(s)ds — fo(t)] =0

1

V() = o(t)[d—e /

Fntonces o v e son constantes en [0.oc) v deben satisfacer el sistema algebraico

ot
ula -~ bu — ¢ / ky(t — s)vds] =0

o

.t
v[d — c/ Fo(t — s)uds — fv] =0

oC

Iy (F— s)ds hacemos z =t — 5 entonces

/: ki(t — s)ds = — /O ki (2)dz = /O'OC ki(2)dz = k.

sl en /Zx

oC o0

andlogamente

Y
/ ko(t — s)ds = ky

por tanto cuando w y v son constantes podemos escribir el sistema algebraico como

(1.3)

ula — bu — ckyv] =0
vld — ekyu — fo] =0
resolviendo simultdneamente el sistema algebraico (1.3) obtenemos los puntos de equilibrio

(0.0). (0.d/ f). (a/b,0) y cuando u # 0 # v y el determinante A del sistema al cancelar u y

¢ es diferente de cero obtenemos otro punto critico

af —decky bd — acks,
(v. 3y = | - A ‘ A

donde N = b — ceky by
Nosotros estudiaremos el punto critico (o, £) y veremos que si se satisface la cadena de

desionaldades (1.2) entonces («,17) es un atractor global.

(@B



Lemas preliminares

Lema 1.1 Sicol{u(t, ¢.), v(t, ¢, ) es solucidn de (1.1) con . € FA. Entonces u(t, ¢. ) >
0yt o ) >0 para todo 1 € [0, 0¢)

Prueba
Sea col{ult, o. ). ot o)) solucion de (1.1) y considereimnos la solucion col(u (1. ¢, ¢1), v (1. ¢, 1))

del sistema
o

W0 = (vl —butt) < ¢ [ (e~ sots)ds) =
() =w(t)d ¢ / \/ﬁ?g(ﬁ —s)ul(s)ds — fu(t)]+e, >0
wel) = 8(0), valt) = (t), r<0

con = pequenio y positivo. Como ue(0) = ¢(0) > 0y v-(0) = ¢»(0) > 0, entonces por continui-
dad existen £ > 0, t5 > 0 tales que u(t) = ue(t, @, ¢0) > 0en [0,14] y v (t) = v (t, 0, ¢) > 0
en 0. 12]. S1 tomaimos Y = miu{tl,tg} entonces se cumplen las dos designaldades anteriores
e {0.0*]. St la afirmacion del lema es falsa debe existiv un primer tiempo £ > £* tal que
u(l) > 0y o(t) > 0en [0,1) pero (i) u-(t) =06 (ii) v-(1) = 0.
Si ocrre (i), como uc(t) > 0en [0,¢) v u:(t ) = 0 entonces

W) = u_(F) lim ﬂf‘iﬁ/)f_i@ = i “J%ﬂ <0
vaque u(t +h) >0, h <0y ult)=0, pero

t

W (1) = u(t)a—bu(t) — ¢ / kv (t — syue(s)ds] +e=04+ec=¢>0

J =00
pero esto es una contradiceion luego (i) no puede ocurrir. Si ocwrre(ii) en forma andloga
Hegamos a una contradiceion, por lo tanto ue(t) > 0y v.(¢) > 0, s1 £ > 0 v por cl teorcma
de continuidad respecto a las condiciones iniciales tendremos w(t) = lim._gu.(l) > 0 v

v(1) = lim._pv(1) > 0 para t € [0,00). Esto prueba el lema. O
Lema 1.2 Las soluciones col{u(l, ¢, 0). v(t, d,4)) de (1.1) son acoladas en (—>0, ).
Prueba
Sea col (1), y(t)) solucidn del sistema logistico

2(t) = a(1)]a — ba(1)]

y'(t) = yt)[d = fy(t)]. >0

2(0) = o(0), y(0) = ¥(0)

6



Eenenios i

W) = u(t)a — bult (= s)v(s)ds] < ul(t)|a - bu(t)]
C e (0

V) = o(t)[d = ful(t) / Fo(t — s)u(s)ds] < v(t)[d — fo(t)]

o<

entonces ' (1) < a(t) y o'(1) < y/(t) para ¢ > 0, integrando en [0, ¢] tendremos

u(t) — ¢(0) = /o. u'(s)ds < /o r'(s)ds = z(t) — ¢(0)
v(t) — P(0) = /U V' (8)ds < / y'(s)ds = y(t) — ¥(0)

0
Fntonces u(t) < x(t) y v(t) < y(t) para t € [0,00) y como las soluciones de la logistica
son acotadas en [0, 00) (ver Montes de Oca [4]), entonces por comparacion las soluciones
col(u(t. o). v(t, o,w)) de (1.1) son acotadas en [0, oc).

Nota:

Como o. ¢ € FA v ult,¢,v), v(t, ¢,1) son acotadas en [0, 00) entonces u(t, . ¢} v v(l. &, )

son acotadas en R

Lema 1.3 Sia/b < d/(cks) yd/f < a/(cky) entonces el punto de equilibrio (o, 3) pertencee

al cono positivo de R?

Prueba
Como a/b < d/(eks) y d/ f < a/(cky) entonces bd —aeky > 0y af —cdhky > 0, d/f < a/(cky)

implica d < (af)/(cky), por tanto tendremos

d 1 o
¢ < =, de donde ﬁ < fi_ bf —cekiko = A >0
b CR9 b (]\,1 CAZ
por tanto B B
afl — dck, bd — aeks
== >0 I e {
a A , P A > 0

lnego In solucién (o, F) del sistema algebraico (1.3) pertenece al cono positivo de R? lucgo
es mna sohucidon factible en un problema ecologico. U

Bl sigiiente teorema lo utilizaremos en la demostracion del lema 1.5)

Teorema 1 (Perron—Frobenius) S0 A = (a;; € M, (R) con a;; > 00 1 < i) < .
crtonees
()~ 04 = 0 donde v (A) = max{]A]: X es un valor propio de A}
7



(i) ~(A) es un valor propio de A.

(111) riste un v & R™ con = (iry. a1y ...
Ver prucha en [6][p. 307).

Lema 1.4 Dado el sistema

a—br —chyy =10 . ay il lx Dy

d— ekor — fy=10 o au| |y by

donde «yy = b ayp = cky: agy = eky: ayy

posilivos. por hipdtesis.

Si
by _d deky
by > ap—— 0 a>cki—=——
(132 f f
by , aek;
by > ao9— o0 d > -
)

11
entonces. caisten M. Ay y m numeros positivos tales que

Ay = M+ Aeaog b+ Ngeky < —m

Aol = M -+ A\jags o f 4+ Mk, < —m

Prueba
Para 1 < i, <2 definamos la matriz (m,;;)2x2 con
Aij . .
— 1 # J bj
7””, — i; y 7J — T
, o -
0 1= 77

tendrentos entonces:

1y = Moy = 0

o 3] o Ciﬁl. a9y (3;1172_
My = E = Fb—, Mo = (72—2 = T
b a. s %

a (;1 N 6 e 22 - 7

), v > 000 =1, 0y Ar = ~(A)r

= f; by =a; by = d. Todos estos cocficienics son

(1.4)



Intonces

N
o)
o
~
=~

Myt =y oy, = 04—

j=1
1 [ edhy - 1 a
—_ — — (] = — =
b f b b %’

va que (ehyd)/ [ < a

) cloa 1 [eksa 1 d
Doy =mam = =5 () € pd =G =

j=1

va e (choa)/b < d.

Consideremos la funcién g{x) = (a/b) — (d/ f)x, la cual es decreciente y continua con

cly _a chy (/_1 af — ckyd

af\ a daf 0
INav) o fdh

Entonces dado ey > 0 con g((af)/(bd)) < 1 < g{{ck1)/b), por el teoreine del valor intermedio

para funciones continuas y ser g decreciente, existe prg con (cky) /i < pry < (af)/(0d) tal

que g{pr) = (a/b) — p12(d/ f) = &1. Sea py; > 0 tal que e1 > py1(a/b), entonces

a d ; a a d
— P2y, T8 2 pny 0png Hpng <

b f b b b (1.5)

por lo tanto
Puvitprey2 <

Consideremos hi{ey = (d/ f) — (a/b)a. esta i es continua vy decreciente con

o (e d chya 1 [bd—acky >0 (12
I e — = — —_— ) 2
I rrh g b por (1.2

Fntonces por el teorema del valor interniedio para funciones continuas y ser fi decreciente.

cou nu razonamiento andlogo al anterior tendremos que dado =, > 0 con 0 = h(bd/af) < =, <

9



2
Escojamos m > 0 tal que Ajay; — E Ajaj; > my g =1,2, dC»dOHd(,‘

1=1
173
Ay > Mot s ) MO+ Meky < —m
6
Notyy > 1 + Aagy —Nof + Ak < —m

Lema 1.5 Si g(t) es una funcion diferenciable satisfaciendo g(t) > 0. |g'(t)] < M para
>ty /,? g(t)dt < 00, ty € R. entonces limy_o g(£) =0

Prueba
Tenemos que

oo

rOC
/ 129" (t)g(t)|dt < 2]\/[/ g(t)dt < oo,
to J 1o
cntonces ]?ic 2g(t)g'(t)dt converge, teorema 14-5, Apostol [5] p. 412. Por otra parte,

/'00 2g(t)g'(t)dt = /OO ¢ [g(t))?dt = lim [¢%(t) — ¢°(to)] < o0

At t—00

implica linmy e g2(f) < 0o y en consecuencia lim, Lo, g(t) < oc. Como ¢(t) > 0 para t > 1.
entonces liny g g(t) > 0. Supongamos que limy o g(t) = a > 0. Por tanto dado ¢ > 0,
con 0 < = < a, existe M € R con M >t tal que si £ > M entonces |g(t) — o] < &, lo cual

implica

/ g(t)dt > / g(t)dt > / (a0 —¢e)dt = (a —¢) tlim(t — M) = oo,
Jty 1 J M -

M

esto contradice que g(t) es mtegrable en [tg, 00), por tanto debemos tener lim, o g(t) = 0,

esto prucha el lema. [

Lema 1.6 Sca col(u(t, d, ). v(t, ¢, v)) solucion de (1.1) con ¢, v € FA definamos las fun-

Clones

oo pl
hy(t) = / / kilo)|v(s, @, ) — Flds do
JO  Jto

oot
hy(t) = / / Folo)|u(s. ¢.4r) — alds do
JO a

{

11



cont € [0.oc). Entonces estan bien definidas. con

ko) — 3l

-
i) = - / b(t o slels,0.0) — Hlds

ds + kolu(t) — af

.f
I (t) = — / fo(t — s)u(s, 0,¢) — a

Prueba

Iy estd bien definida porque

geel g4
/ / (s,0,0) = Blds do S/ ]f](O’)/ sup |v(s, ¢, ) —
O'oo t—o SER

_/ sup [v(s, ¢, ¢) — Blki(o) |4 do
0

seR

=sup |v(s, ¢, 1) — B / oky(o)do <
0

sER

ds do

la altima desigualdad es debida a que ok, (o) € L'[0,00) v por la nota despué@ del Lema 1.2.
Para obtener que iy es derivable usaremos el teorema 14-23 de [5] con hy(t) = [0 (o,1)dt,

donde
o) = / r(0)lu(s) — Blds

I3 G . . N
Veamos que jo Dy f(o,t)do converge uniformemente en (0, 00). En efecto, por el teorema,

fundamental del Céleulo
Dyf(o.t) = ki(o)v(t) = B8] — k(o)|u(t — o) — j

por lo tanto

/ Dy (0.1)]dor = / 1 ()]

/ lu(t) — k(o (1(f+/ lv(t — o) — Blki(o)do
Jo 0

G(o)|u(t — o) — B)|do

IA

por lo tanto

/ 1Dy flo t)do < 2/ MFE(o)do < ~x
Jo

0

12



con M o= supgep (0(s) — 3. Por el criterio M de Weirstrass (Teorema 14-19; [5]) se tiene
. G . - ’ .
que faintegral / D, [(o,t)do converge uniformemente en [0, 00) asi que podemos aplicar ¢l

Teorema 14-23 de [5] para obtener

W (1) = /OOO Do f{o,t)do
= / Fi(oy(jo(t) = 8] = lv(t — o) — B))do

Jo . -
=lu(t) - ./O /\‘1EU)dU w/O ki(o)|v(t — o) — Bldo

=lv(t) — 3|k — / ki(t — s)jv(s) — Blds,

haciendo s =t — o en la dltima integral. En forma andloga se prucba que

WL(t) = [u(t) — alky — / Eo(t = s)uls) — alds

o0

Esto prucha el lema. [

Comportamiento asintético del sistema (1.1)

Teorcma 2 Ll punto de equilibrio (a.3) es un atractor global para el sistema (1.1)

Prueba
Sea col(u(t, ¢,¥),v(t, ¢,1)) solucién de (1.1) con ¢, € FA, denotemos u(t) = u(t, ¢, v) y

o(t) = ¢(t. o, v). Considercimos la funcion

w(t) =w(t, u(t),v(t))
_x, ( )

111 — |+ A

ln%} + Archy () + Aqehs(t) para t € [0, c0).

Clarawente w(t) es positiva y estd bien definida en [0, 00). También es diferenciable pues
cada sumando o es.
Hallemos la derivada de w(t). Por los lemas 1.5 y 1.6 v el hecho de que (o, 3) es solucion de

(1.1) con oft) = a v v{t) = 3 tendremos

W :
W) =\ ) sgn (u(t) — o) — /\1(- ki(t — s)u(s) — Blds
. , v'(t) - :
Ak o(t) — 81+ Ay o sgi (v(t) — 3) — /\2(:/ ko(t — s)lu(s) — alds

FAachslu(ly = al
13



"
+Akyelo(t) — B — A / kit = s)|u(s) — Blds + Mokoelu(t) — af

u'(t ! ,
‘
~-—/\2(3/ kot — s)u(s) — alds

t

W) =M [(a = bu(t) — c/ ki(t —s)v(s)ds) — ((1/ —ba — c/

t
+Akico(t) = B — Ac / ki(t — s)|v(s) — Blds

(o0}

ka(t — s)dds)) sen (u(t) — a,))

t

+Aaf(d — e / ko(t — s)u(s)ds — fu(t)) — (d — e/ kot — s)ads — f3)] sgn (v(t) — 3)

— 00

4
+\okselu(t) — af — /\20/ kot — s)|u(s) — «|ds

w'(t) = = Ab(u(t) — a)sgn (ul(t) — «) — /\10/ ki(t —s)(v(s) — 3)sen (u(t) — a)ds
+Mkiclu(t) — Bl — A\ic / ka(t — s)|v(S) — flds
—Xof(v(t) = F)sgn (v(t) — 0) — Age / ko(t — s)(u(s) — a)sen (v(t) — B)ds
—Xge / ko(t — s)u(s) — alds + Akoelu(t) — af
en virtud de que hsgn (h) = |h|, tenemos:
w/(t) = = Mblu(t) = af = Aoflu(t) — |
—AjC / kr(t —s)l(v(s) = B) sgn (ult) — a) + |v(s) — Bilds
—Aoe / Ro(t — s)[(uls) — a)sgn(v(t) — 3) + |u(s) — allds
+/\1]:71C|'U(t) - ,6’ + /\ﬂ?@@’ﬂ(f) — Q’l.
Probemos que w(t) es decreciente y w’(t) < —m(ju(t) — o 4+ |v(t) — 3]) en [0, 00)
U'/({) :(“A/\lb + )\2/?20)”1/(7(,) — Q‘ - (*)\2f + A]/?]C)'U(f) - d|
—Ac / | ‘ iy (t = s)[(v(s) — B) sgn (u(t) — a) + |v(s) — 3]ds
— e / ot — s){{uls) — a)sgn(ov(t) — 3) + Juls) — allds

§(—/\1l) + /\Q/i'-z(f)"l/(ll) — (l’| + (‘Azf + /\]ZT]())’/U(f) - /))‘
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va que sgt(oll) — ) = 16-1 vy Huls) —a)+|uls) - al) > 0, andlogamente se tiene

(A{e(s) - 914 Jols) — 3]) > 0. En virtud del Lema 2.4 se tiene:

w' (1) < — mlu(t) = af — mlu(t) — 3
= —mju(t) — o) + lv(t) = 3]) <0

esto prueha que w(t) es decreciente en [0, oo). Por lo tanto acotada en [0, 0c). A continuacion
veremos que el punto de equilibrio (o :7) es un atractor global.

Sca col{u(t. ¢, ), v(t, ,¢)) una solucion de (1.1), veamos que u(t) tiende a a y v(t) tiende
a 7 cuando  tiende a infinito.

Tenemos que w'(t) < —m(ju(t) — o] +|o(t) — F]). Entonces
(1) = a] + olr) = B < —(~u'(1))

Integrando cn [0, #] tendremos

/()A (lu(s) — al + jv(s) — 3])ds < ;}7—/0 —w'(s)ds = %(w(O) —w(t)) <M

n

para t € [0, 00); ya que w(t) es acotada, esto implica que
/ (Ju(s) — a| + |o(s) — Bl)ds < M < oo,
0

entonces g(1) = |u(t) — af + [v(t) - 3| con t € [0,00) es integrable, acotada ya que u(1) y
v(1) 1o son v como de (2.1) se deduce que sus derivadas (las de u(t) y v(t)) son acotadas por
serlo w(1), )y f ki(t — s)ds = k; < oo, para ¢ = 1,2 entonces el lema 1.5 implica que
li e .(/( ) =0y de aqui se deduce que

limu(t) =ay limuv(t) =05.

o0 t-—00

Por tanto («. ) es un atractor global. Isto prueba el lema. (J



Capitulo 2

Estudio cualitativo del sistema

integro—diferencial Lotka—Volterra con

coeficientes variables

En este capitulo estudiaremos el sistema de ecuaciones integro-diferenciales

() = u()alt) — bit)ult) — oft) / kit — s)o(s)ds)
V(1) = v(t)] / ko(t — s)u(s)ds — f(t)v(t)]; t>0 (2.1)

u(t) = ¢(t), « p(t), t<0

donde las funciones a(t), b(t),..., f(t) son continuas, acotadas superior e inferiormente por
constantes positivas en (—oo,00) y tienen la misma interpretacién que las constantes a,
b,.... [ en el Capitulo 1, los niicleos ky. ky con k;: [0, 00) — [0, 00) son continuos y satisfacen
j;xl (s)ds < o0 fo ski(s) < 0o 7 = 1.2; las expresiones

i

c(t) / kit —s)u(s)ds y e(t)/ ko(t — s)u(s)ds

- OC —00
tienen la misma interpretacion que eu el caso constante. probarcimos primeramente que si
col{u(t.on. 1), v(t, ¢1,¢1)) son soluciones de (2.1) con u(0, ¢g, ¥x) > 0y v(0, ¢y, %) > 0
para b= 1.2 Entonces u(t, o1, 01) — w(t, @2, 1) ¥ v(t, ¢1,%2) — v(t, da,,) tienden a cero

cuando { tiende a infinito y finalmente probamos que si se satisfacen las desigualdades
Caf ay, Qps bL
V=< =
/1 1(/\1 dy, enrks
16




entonces existe una solucién col(u(t, . ), v(t, ¢, ¥)) de (2.1) satistaciendo las desigualdades

Apg fM —cpdrk,

b[lfM — (/‘]]6/\,1161[62
bydas — aperks;

ap fr. — darcarks ,
0 < L/ MEATTT s1 <ult, o, ) <r =

[)/\[f]/ — C/\j(i[/]{?]f\,'z
brdy — aprenrks

0 < 'y Sl)(t, @d)) <8y =

br,far — crearkyko by [, — carenrkr ks

1l

para 0 <1 < oc.

Lemas preliminares

Lema 2.1 Dados ¢, € FA. si col(u(t. d,¢),v(t, d,)) es solucion de (2.1), tal que 0 <
o(s) < o <oy 0 <ls) <y < o para s < 0 entonces u(t,o,v) > 0 yolt,p.v) >0
para t € [0.20).

Prueba

La prucba cs andloga a la del lema (1.1) del Capitulo 1.

Lema 2.2 Sean ¢y, ¢o, 01,102 € FA con ¢1(0) > ¢2(0) v v2(0) > v1(0) dos condiciones
niciales comparables. es decir ¢1(s) 2 ¢2(s) yPa(s) = ¥i(s) para s € (—o0,0]. Entonces las
soluctones col(u(t, o1, 101), v(t, d1,191)) y col(ult, da, o), v(t, o, Un)) de (2.1) correspondien-

tes a las condiciones iniciales (@1, ¥y) y (P2, o) respectivamente, satisfacen las desiqualdades

ult, g, ) >ult, go, )
v(t, o1, Un) >o(t, da,vn);  t€0,00)

Prueba
Sean col{u(t, ¢1,91), v(t, ¢1,91)) v col(ult, P2, 2), v(t, da, o)) soluciones del sistema

/() = u(t)]a(t) — b(Eu(t) — e(t) / Byt — s)o(s)ds]
V() = v(t)] / Fo(t — s)u(s)ds — f(t)v(t)], >0

correspondientes a las condiciones iniciales (¢, 1) v (2, ¥) respectivamente.

Considereinos las funciones continuas
h(t) = ult, i 1) — ult. 02, 02), v, g(t) = v(t, @a, tha) — v(t, d1,9n)
Como

/1(0) :U(O‘ D1, ’Lj'/)1> — 1/(0,(])2./ 'L““‘/'-Z) = (,91(0) - (p2<0) > ()
g(0) =v(0, op. 1) — 0(0, 01,0 ) = 12(0) — P (0) > 0

17



entonces. por continuidad existen 7 y 15 pequeflos y positivos tales que h(t) > 0 para
te (0.4 v g(t) > 0, parat € [0.13] lo cnal implica que () > 0y g(t) > 0 para t € [0,¢"] con
= min{t]. 5} entonces u(t, ¢y, 1) > ul(t, 2, 2) y v(t, 2, W) > v(t, @1, 91) parat € [0, 7]
Si las anteriores desigualdades no sou validas para ¢ > " cntonces por continuidad debe
existit un primer ticimpo > tx tal que w(t, ¢1,1¢1) > ult, oo, ¥2) ¥ v(t, do, ¥a) > (L, ¢, 1)

para t € [0.1) pero
(i) «(f. oy Un) = ult, g, 12) 6
(il) v(f. o9, 0a) = v(t, 1, 1)

Suponganios que ocurre (i), tenemos que h(t) = u(t, ¢y, ¢1) — u(t, ¢, 2) > 0 para t € [0,7)
y () = ulf,d1,¢0) — u(t, ¢2,4) = 0. Por definicién de derivada tendriamos h/(t) =
Wt oy Un) — (T, ¢, 2) < 0.

Por otra parte:

W(t) =u'(t, dr, ) — 't b o)

:U(i ¢1: ZT/)1>[(7(Z) - b(@“(fa d)] 3 wl) - C(ﬂ [ kl(tuﬂ S)’U(S, ¢1»1/«’1)d5]

—u(t, P2, Va)lal(t) — b(t)u(l, o, o) — (1) / Ey(t — s)v(s, ¢a, ¥ )ds]
=a(t)[u(t, ¢1,¢n) — ult. 02, ¢)] = b(E)(u*(F, @1, 1) — WP (E, o, )]
+e(t) / ki(t — s)[v(s, 0o, ¥2) — v(s, ¢, ¢1)}ds > 0;

va que los dos primeros sumandos son nulos por ser uy (£, ¢1, ¥ ) = ug(l, do, 2) y v(s, ¢o, 1) >
v(s, o1 tn). y, ki(t—8) > 0 para s € (0, v 1a(s) > ¢1(s) para s € (—o0,0]. Esto con-
tradice que w'(Z, ¢1,11) — u'(f, ¢2,12) < 0. En forma andloga se prueba que si ocurre (ii)
también llegamos a una contradiccién. Todo lo anterior prueba que w(t, ¢y, ¥n) > u(t, pg, 1)

y u(l, . t3) > v(t, 1, ¥ ) para 1 > 0, esto prueba el lema. O

Lema 2.3 Si

Car y, apg by,

: = Y < =
./L /\"1(1M dL €Al /fz

entonces cristen nameros Ly > (an/bp): Lo > (dag/ fr) v 6 > 0 tales que
ay — CMZHLQ ~Up0 >0, y . dy, — f3M'Z&2L1 — fm0 >0

18



Prueba

De las desigualdades en la hipdtesis deducimos que

_d errkoa
((1[ _(/\[/\1 Ml) >O> y>d[1_u >O
\ Ir br,

Consideremos f(z) = dy, — earhor v g(z) = ay, — cprkyz, ambas son continuas y decrecientes

A 2kt {n, akida,
7 (m;) —d, - CparR2QAr ~0: g (Qﬁ) — (CLL _ Cpri1 g - O> ,
by by, I fr

entonces, por la continuidad y el decrecimiento de f y g existen numeros Ly > (anr/by) y

CcOoll

Ly > (dp/f1) tales que f(Ly) = dp—enkaly > 0; g(Ly) = ap—carki Ly > 0, por la propiedad
arquimediana aplicada a f(L;) v fas existe §; > 0 tal que f(L)) = d;, — ertkaly > 61 .
En forma andloga para g(Lo) v bas existe o > 0 tal que g(Lo) = ay — ek Ly > Sobas. Si

tomaios ¢ = min{dy, d2} tendremos que
ap, = carky Ly > byd, vy dp — earkaly > fard
y esto implica
ar, = carkiLo — bad >0,y dp — earho Ly = 8 far > 0
que cra lo que queriamos probar. [J

Lema 2.4 Secan u*(t) = u(t, ", ¢"). u.(t) = u(t, ., ). v*(t) = v(t, 0", V"), v (t) =
v(t, ¢u.wn) tales que col(u(t, du, 1.), v(L, ¢u, s)), col(u(t, d*, %), v(t, ¢*, ")) son soluciones
de (2.1) y $.(0) = 0, . (0) = Ly, ¢*(0) = Ly y ¥*(0) =5 con ¢*, ¢.. %, . € FA satisfa-
ciendo Ly > ¢*(s) > ¢.(8) > 8 y La > . (s) > ¥*(s) = & para todo s € (—o0,0]. Entonces
Ly >0 (1) > ¢u(t) 206 y Ly > v.(t) > v*(t) > d para todo t > ty, donde &, L1, Ly son como

¢

en el Lema 2.8, con 6 < Ly. & < Lo.

Prueba

Tenenios que

i, (0)
dt

0
=u,(0)[a(0) — b(0)u.(0) — (O)/ k1(0 — s).(s)ds]
=4[a(0) = b(0)6 — ¢( / ki(— (s)ds]

>0lap — bard — v / ky(=s)ds], (M =sup{.(s):s e (—00,0]})
~-(\[(11 - b\[(s — C \1L :17\1\ Z O[@L - b]\[() — /\[A Lz] > 0
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por ol lema 2.3 y ser M < Ly

(“'(*]5”2 o (O)[d(0) — F(0)2(0) - ¢(0) /m oy (— )11, (5)ds]
=L,[d(0) = f(0)Ly — 6(0)/— ko(—8)u.(s)ds]
<Ly[dny — e(0)pf / s)ds — frLa); (¢f = inf{¢. : s € (—o0,0]})

=Ly[dy — erdTky — frLo) < Lolda — frLsy] <0
ya que ¢ ofky > 0y Ly > (dar/f1). por tanto u. es creciente en una vecindad de 0 y
v, es decreciente en una vecindad de 0, entonces por continuidad existe £, > 0 tal que
w(t) > u.(0) =0 v 0, (0) = L, > v.(t) para t € [0,¢]. Sies falso que § < u.(t) y Ly > v, (1)
con 0 < ¢ < oo entonces existe un primer tiempo ¢ > #; tal que 6 < u,(t) y Ly > v,(t) para

t € [0.1). pero ocure una de
(i) u,(t)y=20
(i) 0.(7) = Lo
Si ocurre (i), o sca, u.(t) = 4, por continuidad debemos tener v,(t) < Ly, si no, se rompera

la continuidad. Consideremos la funcién g(t) = w.(t) — ¢, entonces g(t) > 0 para t € [0,1)

pero g(1) = u.(t) — & = 0 luego, por definicién de derivada tendremos:

9(0) = Sualf) 0 g

Por otra parte,

/t k(= s)v.(s)ds :/_io k(T — $)ou(s)ds + /Otkl(t  n(e)ds

o0

Fntonces

0 (1) = (O]a(t) — b(1)u( ﬂ—cﬂ/ (= s)v.(s)ds]
>6[a; = bard — carLoky] > 0
20



esto contradice (*). por tanto (i) no puede ocurrir.
Sioocure (i), consideremos h(t) = v.(t) — Ly. Entonces h(t) < 0 para (€ [0,1) v i{(l) =

(1) — Lo = 0, de esto se deduce, por definicion de derivada que

W) =v.(f) >0 (**)

Ahora.

./., kao(t — s)u.(s)ds = /'U ko(t — 8)@u(s)ds + /Ot Fa(f — s)u.(s)ds

0 f
/ ky(t — s d9+L1/ ko(t — s)ds
o0 0

/ Agt—S(IZb*L]”

Entonces

') = (B)]d am/ J(F = $)ua(s)ds — F(D)ua ()]

d
SLQ[(IZ[\] — (iLleQ — fLL‘Z] S LQ[d[\j — fLL] LQfL [—f’\i — L. } < O,
JL

por el Lema 2.3 y ser v,(t) = Lo, absurdo, contradice (**). Por lo tauto (ii) tampoco pucde
ocurrir. In consecuencia § < w.(t) y Ly > v.(t) para todo t € (0,00). La prueba de las
desigualdades u*(t) < Ly y v*(t) > 6 en (0,00) es similar a la anterior. Las desigualdades
w (1) > () vy vr(t) < v.(t) en (0,00) se deducen del Lema 2.2. Esto prueba el lema. [J

Lelna 2 S(,CZTL(()Z( (t (/j T/) ) ( 7(/‘)*7 ’(f/)*)) yCOZ(U(t, ¢*J 1/j*)’ U(ta ¢*7 (r/}*)) SO[UC?JOTL@S d(i (21)
con . . 7 ), € FA tales que (¢7(s) — ¢u(s)) € L (—00,0], (¥u(s) —¢*(s)) € L'(—o0, 0]
y & (0) = Li. 0.(0) =0, ¢*(0) =9, ¥.(0) = Ly. Entonces

/;1‘”(0 — . (1)]dt < oo, y ,/OOO[U*(t) — " (t)]dt <

Prueba

Tenemos que
o0 0
/ [0 (—=s) — 0. (—s)]ds = / [ (s) — ¢.(s)]ds € L' (o0, 0)
J0 —00
entonces (07 (—s) = ¢.(—s)) € LY0,~), andlogamente se tiene que (1, (—s) — ¢*(~s)) €
LU0~ ). Sea L = max{L;. L,} donde Ly y Ly son los del Lema 2.4, como Ly, L, < L
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entonces por el Lema 2.4 tendremos L > w*(t) > w.(t) > 0y L > v, (t) > v*(t)
1€ 0.x).

Tenenmos.

< lnu™(t) = () =alt) = b(t)u*(t) — (1) / Ei(t — s)v*(s)ds

dt u * (t)

analoganiente

ihlu (t) =alt) — b(t)u.(t) — (*(t)// ki(t — s)v.(s)ds

dt

d7 lnv*(t) =d(t /oo ko(t — s)u™(s)ds — f(t)v" (1)

d%lny*( =d(t /ookg (t — s)u.(s)ds — f(t)v.(t)

Entonces
d . uf(t) d d .
pril (1) = Inwu,(t) - T lnw*(t)
=b(t) [ (t) — u.(t)] + c(t)[ ky(t — s)[v™(s) — ve(s)]ds,

D2 ) [l = () - el S0 - w0

(1)
u*(t)

integrando la primera ecuacién (d/dt) In

en [0,] tendremos

u,(s) ! ! 0 o N
w(s) 0+/0 0(9)/ kv (0 — s)[va(s) — v (s)]dsdl

oG

AMMMW*M@W:m

> ¢ para

(1)

como L > u*(t) > w.(t) > & entonces (L/§) > (w.(t)/u*(t)) > (6/L) entouces n(L/6) >

In(u, (8)/u*(1)) > In(d/L), por tanto

{
In L(S) =
u*(s)

reemplazando en (1) nos queda

U, () 1. (0) L ) L*?
=In —In < In — =
o u*(t) u*(0) ) L 52

Kum(m (MM<M%+A(Q/kM~MMQ;MMMM

oG

como by < b(0) v ¢(0) < cpp nos queda

i+ I S \
by / et (0) — u,(0)]df < 1n 5 + / / k(0 — s)[e.(s) = 0" (s)]dsdf  (2)
Jo B JO S -



Ahora.

| /x 10— )[un(5) — v (s)]dsdd
</U fr(0 = s)[v.(s) — 0" (s)]ds + /00 ki (0 — s)[v.(s) — 'U*(S)]ds) do
_ /{ /L; (0 = ). (s) — v (s)]dsdB + /Ot /00 k1 (0 — $)[va(s) — 0*(s)]dsdd
/ / (0= $)o.(s) — v (s)]dsd0
:/ / (1 (0 + 2)[va(—2) — v (—2)d2df (= = —s)
/ | o+ (=) o (=)t
Sy

Fy (). (—2) = v (—2)]dzd0, ya que / ky(0 + 2)df < / Fa(s)ds = ky
Jo 0

>/ by (4 (—2) — 0 (—=2))dz

<hi [ (@ (=2) = 07 (2) d= < o0 ya que (9u(~2) = ¥*(=2) € LD, )
=J1Q. donde = /OO(L',’J*(~Z) — Y7 (=2))dz < 0 (3)
0

Para la otra integral tenemos

/ / — 8)u(s) —v*(s)|dsdf con 0 < s <6, 0 <6<t

_‘A /S k(6 — 5))
= [t = v ([ wio-saas)

g/o'w )= o @ds [ ki) s =y /O'tm(s) —u(s)) ds (4)

.(8) — 0™(s)|dfds por el Teorema de Fubini

La dltima desigualdad es debido a que

of -8 oo
/ k(0 — s)df = / ki(z)dz < / ky(2)dz = ky; 2 =0 — s,
Js J0 0
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reemplazando (3) v (4) en (2) y cambiando s por 6 en el lado izquicrdo de (2) nos queda
{ LQ B B t
by, / (u*(s) — uu(s))ds <ln 5 + k1 Qcenr + earkn / (v.(s) — v (s))ds

J0 JO

PO tanto

IN

bL

donde A = In(L?/6%) + k,Qcay, lucgo

oL] . 4
cari CA4/;1/ (u™(s) — u.(s))ds
0

de manera andloga se tiene

y t 0
/O F(0)(v.(0) —v™(0))do = /0 c(())[ k(0 — s)[u*(s) — u.(s))dsd — In - . Ei; (*)

v de L > u,(t) > v*(t) > & se deduce (§/L) < (v.(t)/v*(t) < (L/3), por tanto

v, (s) | v4(0) v, (1) ) 52
-1 =1 —1 —-In—-——==~-ln—
n (o) |, n 2 (0) n (1) < —1In 7 T
de donde
t 0 t
/ 6(9)/ ko(0 — s)[u™(s) — us(s)lds —In Uz<8)
Jo — v*(s) 0
t 0 7 (52
< (]\]/ l:/ k2(6 — S)d6 -+ / k2(6 — S)de:‘ (’IL*(S) — Ux ( ))(19 —In ﬁ
—0o0 40
52
v(\,/ / (0 — s)dO(u™(s) — u.(s ))ds+6M/ / ko(0 — s)dO(u™(s) — u.(s ))d8~hl—([j5
— t OZ
< (;/\[/12/ (" (—=8) — pu(—5))ds + eMkz/ (u"(s) — us(s))ds — In 2
0 0
como f; < f(s) podemos concluir de (*) que,
-1 _ t 52
I / (vu(s) = v7(s))ds < B + Gng/ (' (—s) — ue(—$))ds — In T3 (**)
Jo 0 B
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donde ¢k ‘f(:(@*(—s) — Gu(—8))ds < earky fooo(q/)*(—s) — ¢u(—8))ds = B < > ya que
(0 (—=) — o.(—5)) € L0, 00), por tanto

'/U (Z*(S> — ,!*(5’))d5 _ (TA[!;'Q + B - 111(62/L2)
./ p—

[t = utsas /

S0

Loy / (w(s) — w(s)ds [ / (0 (5) — wa(s))ds

JO

sustituvendo en (5) tendremos

b, A
] If - S t
CArka CM/ﬁ/ (u"(s) — u,(s))ds
0
+c1\;f62 A | B B In(62/L?)

JO

Cn [ s [ (s - s

Por tanto

b k A
(10) —”LK— - 61; f=r< 7
carkn L earky / (u*(s) — u.(s))ds
Jo
. B B In(6%/L?)

i [ - winds g [ 66) -

Veamos que r > 0, en efecto, por hipotesis

by ay ar, Cu

— > —
eaky  dg Y kydy  Jo

usando estas desigualdades se ticie

cardarky - kicardy, - kicar anreprky . Kicar enhoar

ay, >

fr fL fr br, It b,
Por tanto
Z3101\161\1;\:72 ) )
————"_ y en consecuencia
frbr
b eark:
g L CMR g
Fycas I
Luego
G e A (6%/L?)

B
carhky /o (u(s) —u.(s))ds  f1 /0 (u(s) —u.(s))ds  [p /o (1 (s) — u.(s))ds
25



por consiguiente

< OO

't 17 A B 1 L?
(u™(8) — w.(s))ds < — — +—+-—1In <—>
/[, (5) #) rleaky S N fi 52

CoMmo f\:(u*(s) — w.(s))ds < oo se tiene que [5(u*(s) = u.(s))ds < oo, se deuce de (**) que

fy (els) = 07(s)) ds < oc. Esto prueba el lema. [

Lema 2.6 Si col(u(t, o™, ¢"). v(t. ¢". v")) y col(u(l, du, ), v(t, s 00.)) son soluciones de
(2.1) con ¢,.(0) = 8, ¢*(0) = Ly. v.(0) = Ly, ¥*(0) = 6 con ¢*. ¢., ™. ¥, € FA sa-
tisfaciendo las condiciones iniciales Ly > ¢*(s) > ¢ () > 0 y Lo > ¥.(8) > ¥*(s) > 4 para
s € (—>x.0). donde Ly y Ly son como cn el Lema 2.5. Entonces u(t, &*, ") — ult, ¢ 0.) y

o(l. @e. vn) = u(t, @7, ¢") tienden a cero cuando t tiende a oo.

Prueba
Sean w(t) = u*(t) —u.(t) y z(t) = v.(t) —v*(t) con t € [0, 00) entonces por ¢l Lema 2.4, w(t)

v z(1) son positivas y acotadas ya que w«*(t), u.(t), v.(t), v*(¢) lo son por el Lema 2.4.

0] = |G 0= o)
= ) o0 - o) [ ke = s o)
0alt) = o) = ett) | = s (s)as
a0 (1)~ 0] + OB O] 4 o) [ Rl = ) (5) — v (51

(M — ) ang + 20pu™) + cug / ki(t+ 2)(v.(2) — v™(2))d=
Jo

donde ™ = supu*(s), .y = inf u,(s), z = —s
sER

seR
00

<A A4 (;M('L/)f] — ‘dﬁ)/ ki(r)dr; con A = ('u*‘” — Uy Y aps + QbMu*M) < 00
0

M T

'::/1 + (',A] (L'/‘* — v)z)}\r] < OO
Luego existe M tal que |w'(t)] < M v como w(t) es positiva e integrable en [0, oc) por el
Lema 2.5, Entonces por el Lema 1.5, w(t) = «*(t) — u.(t) tieude a cero cuaundo 1 tiende a
ifinito. In forma andloga se prueba que z(t) = v, (1) — v*(f) tiende a cero cuando { tiende

a infinito. Luego el lema esta probado.
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Observacion:

Como consecuencia de los lemas 2.2 y 1.5 se sigue que si col(u(t, 0, ¢). v(t, 0,4))) es cualquier
solucion de (2.1) satisfaciendo ¢*(s) > 0(s) > ¢.(s) y P.(s) > ¥(s) > v (s) para s € (—oc, ()
con ¢ (0) > 0(0) > ¢.(0) v 0. (0) > ¢(0) > ¥*(0) entonces u*(t. ¢, ") — u(t,0,¢) v
v (1. ..t ) — v(t,0,9) tienden a cero cuando t tiende a infinito ya que el Lema 2.2 implica

que para i >0

w(loo" ) > ult, 8, 0) > ult, du, U,)

V(t, 00 ) > u(t,0,0) > v (t, 9", YT
y CO1o

O<u(t, 0", ") —u(t,0,¢) <u™(t,¢", V" — w.(t, ¢.. w.)

0 < 0.t §u 1) = 0(1.6,0) < valt, fu, ) — 07 (2,6, )

El Lema 2.6 implica u* (¢, ¢*, ") —u(t. 0,9) y v (t, ¢u, ) — v(t, 0, ¢) tienden a cero cuando

t tiende a infinito. A continuacion usareinos un lema cuya prucba puede verse en [4].

Lema 2.7 S10 <6 < ar/bpr) y (ar/bL) < Ly entonces cxiste una unica solucton u*(t) de

la ecuacton logistica

' (1) = u(t)]a(t) — b(t)u(t)) (L)
tal que o < u*(t) < L cont € (—o0,00).

Lema 2.8 Secan col(u(t, ¢, ¢), v(t, ¢. 0)) solucion de (2.1) y col(U(t), V(1)) solucion del sis-

tema logistico
U'(t) = Ult)lal(t) = 0()U(t)]

V(1) = Vi(t)[d(t) = fOV(E)] t=0
U0) = 0. V(0) =0

Il

entonces u{t) < U(t) yo(t) < V(1) para t € [0, 00)

FPrueba Ver prueba del Lema 1.2

(S
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Teorema 3 Scan col(uy(t, é1,¥1), vi(t. o, ) ycol(uy(t, da, ha), valt, Po,10s)) soluciones de
(2.1) con 0 < d1{s) < dals) < Ly y 0 < 4hols) < nfs) < Ly, s € (—00,0] donde ug{l) =
w(U, o) > 00 up(0) = 0(0, @, 0%) > 0: k= 1,2 entonces uy(t. &1 ¢n1) — ua(t, @, ¢12) y

oy (T, 01,0 ) — vt 2, 19) tienden a cero cuando t tiende a wnfinito.

Prueba
Sea col (U (t), V(1)) solucion del sistema

Ja(t) = b(H)U ()]
Vi) = V()d(t) - f()v()] >0
Up(0) = u1(0), V1(0) = v,(0)

satisfaciendo (aa;/br) < Ly, (das/f1) < Lo, entonces por el lema 2.6 tendremos,
O0<U(t) < Liy0<Vi(t) < Loy
para todo t > 0, recordando el Lema 2.3 tenemos que
ar, — cakiLy > 0y df, — earkgly > 0

escojanos 6 tal que 0 < § < min{u, (0),v1(0),u2(0), v2(0)} v tal que ag — cprky Ly — bpsd > 0
v dr, — eakaly — fard > 0 sean col(u(t, ¢*,¢"), v(t, ¢", ) y col(u(t, du, i), v(t, du, 1))
soluciones de (2.1) satisfaciendo las condiciones iniciales ¢*(s) > ¢.(s) > 0y .(s) >
W (s) > 0, s € (—00,0], donde ¢*(0) = Ly; ¢.(0) = §; ¥, (0) = L, ¥*(0) = 4, por la forma
como escogimos 8, por ser uy(0) = U1(0) < Ly y v1(0) = V4(0) < Lo tendremos para k = 1,2

que

§ =0.(0) < ug(0) < ¢*(0) =
0 =" (0) < vp(0) < 9.(0) =

entonces por el Lema 2.2 para & = 1,2 tendremos, para ¢ > 0,

U(f, @*) Ul)*) < uk(tﬁ Qbka 1/”6) < u(ta @*) 1/)*>
o(t, ¢, ") < ot G, Yr) < V(T Puy 4)

para [ € [0.00). Como ¢1(s) < ¢o(s) v a(s) < ¥y(s) para s € (—o0,0], por el Lema 2.2

tendremos

wr(t, 01,901) < ua(t,oa ), v, vt o1, ¢n) < valt, G, 1)
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entonces

/U'<'[I/\, ¢*7 /L/"*) < ”1(t* @1, /Zf‘/')l) < u?(ta ¢2a UJZ) S u<t7 ([)* ,(://,*)

U(i‘v Q’)** L/)*) < v (t« G)l: Zf’f;l) < 'UQ(t, ¢21 VU’)2) S U<t> ¢)*1 r(/)*):, 2 2 O
de lo anterior se deduce

0< Ug(t, ¢> 1/}2> - Ul(t* @6171/)1) < U(t, d)*u 1/)*) - U(t (,D*a ’d)*)

0 < va(t, o, o) — vi(t, P1,901) < v(t, u,tn) — v(E, " %)

por el Lema 2.6, u(t, ¢*, %) — ult, ¢, ¥V.) v v(t, ¢., 10.) — v(t, ¢*, %) tienden a cero cnando {
tiende a infinito, entonces u (¢, @2, ¥2) — ua(t, ¢1, 1) v va(t, P2, 12) — v (L, ¢1, 41 ) tienden a

cero cuando ¢ tiende a infinito. Esto prueba el teorema. [J

Existencia de soluciones acotadas

Lema 2.9 Sean ry y ro soluciones del sistema

an =brry + ckirs
dr =enkory + fary

entonces 1y > 0y ry > 0. Ademas st col(u(t, ¢, ), v(t, ¢,v)) es una solucién de (2.1) tal
que 0 < o(s) <1y yw(s) >y s € (—00,0]. Entonces 0 < u(t) <ry yo(t) > ry parat > 0.

Prueba

Las soluciones del sisteina son

an far — crdpkn _ brd; — aprenrks

T? = ———.
brfar — crenrknks

Ty = =,
br.far — crearkiks

La hipdtesis

Caf (y, At bL
- = Yy — =
fo kidar 7 dr enrky

29




implica an;far > apfL > cakidar > crdpky. Luego ang far — cpdiphy > 0, bpdy > angenrks
entonces bpd; — aprensks > 0. Como bpdp > aprearks y apfr > carkiday, multiplicando

micnibro @ miembro estas desigualdades resulta:

(I'LbeLdL > (Lj\ltij\l(fj\fdl\]/(,llC»z > (I[l(ZLCLG?Ay/G] /(79_,
lo cual tmplica by far > by fr > crearhiky. Luego bpfar — crearkiky > 0 de las anteriores
desipualdades obtenidas se deduce

anr far — erdpky bpdp, — anrrerrks
>0 ry = —— > (.
brfar — crenrkyko

" = =
brfar — crearkaky

Veamos que las soluciones de (2.1) sou acotadas, como

u'(t) =u(t)a(t) — b(t)u(t) — C(t)/_ ky(t — s)u(s)ds]; t € [0, 00)
<u(t)|aar — bpult) — (:L[ ki(t = s)v(s)ds]

v por ¢l Lema 1.2 las soluciones de u'(t) = u(t)[an — bpu(t) — cp jioo ki(t — s)u(s)ds| son

acotadas cn [0, 00), entonces por comparacion las soluciones de

o' (1) = u(t)a(t) = b(t)ult) — (i(i)/ ki(t — s)v(s)ds

V(1) = v(t)[d(t) — e(t) / kot — syu(s)ds — f(t)v(t)]

son acotadas en [0, oo) por tanto las soluciones de (2.1) son acotadas en [0, 00).

Sir >0, § son pequenos col(ug(t, g5, Vs5), vs(t, ds, ¥s)) es una solucion del sistema

o () = wlt)|a(t) = b(t)ult) — c(t) fioo ky(t — syu(s)ds] — &

V(1) = w(t)[d(t) — e(t) [toc ko(t — s)ds — f(t)v(t)] + 6; t € {0, 00)

usls) = ¢s(s) = @(s) — 0 <yl ws(s) = ws(s) = W(s) + 0 >ra; s € (—00,0)
Entouces la solucién existe eu [0, 7] v por continuidad de las soluciones respecto a las cou-
diciones ws (1) — u(t) v vs(t) — v(t) cuando ¢ — 0 uniformemente en [0,7]. Veamos que
us(t) < ry v vy > 1y para t € [0,o¢). Considercinos las funciones h(t) = wus(t) — 7 v
g(t) = os(t) — vy con t € {0, r] entonces

R(0) = us(0) —ry = (P(0) = 0) — 1y = (&(0) —ry) — 6 < =5 < 0.
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va que o{0) <y por hipétesis. En forma andloga

§(0) = 05(0) = 12 = (0(0) +8) = = ((0) = 15) +8 > 0,

va que (0) > ro. Entonces por continuidad existe un tiempo t* con 0 < t* < 7 tal que
h(t) < 0 v g(t) > 0 para t € {0,1] o sca tal que us(t) < vy y vs(t) > ry para t € [0,1%]. Si
estas desizualdades no se cumplen para t € [0, 7] entonces por continuidad debe existir 1

primer tiempo ¢ con t* <t <7 tal que ug(t) <ryy vs(t) > g para t € [0,1] pero
(1) us{t)y =116
(11) (’(5(77) _2

Supongaimos que ocurre (i), entonces por definicion de derivada uj(t) > 0 pero
us(t) =r[a (ﬂ—bﬂ?l—cﬂ/ 1t — s)vs(s)ds] — o

ST][(M\I —bpry — ('L/ k1 (t - 5)05( )dS] -4
0
<rilans —brry — CLTQZCI] —0=-0<0

Puesto que v5(1) > my para t € [0.1], apy — bpry — cproky = 0, vy wvs(s) = s(s) > ry;
s € (—oc, 0]. Esto es una contradiccién. por tanto (i) no puede ocurrir.

St ocurre (i), en forma anédloga llegamos a una contradiccién entonces vs(t) > o y us(t) < 7
para t € [0,r]. Como us(t) — u(t) vy vs(t) — v(t) en subintervalos compactos de [0, o)
y este es el dominio de la solucion col(us(t), vs(t)) entonces u(t) = lims_pus(t) < ryy
ling g vs(t) = v(t) > ry sit > 0. Esto prueba el lema. U

Lema 2.10 Sean sy y sy soluciones del sistema

53 :bA[Sl + C]\]SQ]C]

das =cpkysy + frso

Entonces 0 < 57 <11 9y 59 2> 19 >0 donde vy y 1y son los numeros definidos en el Lema 2.9.
Ademas st col(u(t, o, ), v(t, ¢, 40)) es una solucion de (2.1) tal que ¢(s) > s; y 0 < ¢(s) <
s2.8 € (—oc, 0] entonces u(t) > 51 y U < v(t) < sy para todo t > 0.

Prueba
Las soluciones del sistema dado son
¢ apfr — dprcarhy S bardar — agerhky
51 = — (==, Sy = i
barfi, — care by I, barf1, — caephy ks
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de la cadena de desigualdades

Car ap,  Aap by,

— < ) =
fo kidar 7 dr earhy

so deduce ay, fr, > cardarky entonces ay f, —cardarky > 0y bardps > brdp > ansensks > aperks

entonces byydy —apepky > 0 también se tiene ap frbpdy > eardarkianrearks > cadrag e kyks

climinando apd;, nos queda frby > carerkiky entonces frby —earepkiks > 0 de las anteriores

desicualdades se deduce que s7 > 0y s > 0 como:

bary 4 easkiry = bpry + cpkire = ans > ap = barsy + carsok

earkast + farse > epkast + frso = du > di = eprhary + fara
De (1) deducimos;
barry — barsy > Carsaky — eaghkyra, bag(ry — 81) + carky(ry — 59) > 0
De (2) se tiene
—eparhary + earhast — fara + farse = 0, —enrko(ri — 1) — far(re — s2) > 0
entonces

barfar (1 — 81) + carfark(ry — s3) > 0 multiplicando (3) por far

—carenrkiky(ry — s1) — earkifar(ro — s2) > 0 multiplicando (4) por ¢k,
Por tanto sunando (5) y (6) y factorizando tendremos
(basfar — carenkky)(ry = s1) = 0
de las desigualdades

Car iy, . Qpr by,

fL ]i’]d/\{ ) d[l (f/\{l'\'g

(1)

(2)

(3)

se deduce ap fr0pd), > apeyreardarkihy de doude by fi > cprenrkiksy v oesto implica bpp 3y —

CasCarhihy > 0 v (7) implica que 7y — 57 > 0 0 sea 77 > s,
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Fn forma similar se prueba que sy > r5. Consideremos r > 0, € pequenio y positivo v

collu {t. oo w. ). v (t, de,1):)) solucién del sistema
4

() =u(t)alt) = bt ult) — (1) [ ki(t — s)v(s)ds] + ¢

oG
t
o'(1) =o(t)|d(t) — e(t) / ho(t — syu(s)ds — [(t)v(t)] — e, t € [0, 00)
satisfaciendo las condiciones iniciales
u(s) = ¢-(s) = P(s) + 2 > 51. v, 0:(8) = Ve(5) = U(s) —€ < 535 s € (—00,0]

Sean (1) = (1) = sy y h(t) = v(t) = 59, t € [0,00). Entonces g(0) = u-(0) — s1 = (H(0) -
si)+e >0 vaque ¢(0)+¢€ > sy por hipétesis y A{Q) = . (0) — 55 = (¢(0) — s2) —e < 0; pues
¥(0) — ¢ < s, entonces por continuidad existe t* con 0 < t* <7 tal que g(t) = u(t) —s; > 0
y h(l ) = (1) — 89 < 0 0 sea u(t) > 51y ve(t) < sp para t € [0,t*]. Si estas desigualdades
no se cunplen para todo t € {0.7] entonces por continuidad existe un primer tiempo f con

<t < tal que u(t) > s,y v(f) < s9 parat € [0,1) pero
(1) “5(“ =510

(il) v-(t) = 9

Supongamos que ocurre (i) entonces uZ(t) < 0 por definicién de derivada pero
ul(t) =spla(t) — b(t)s; — c(t) / ky(t — s)ve(s)ds] + ¢
[(zt)*bt‘)(sl—(ﬂ/ (= 8)e(s) ds—cf)/ (T — s)ve(s)ds] + ¢

t
261[ ay — Z)MSI - C/\{SQ/ k (t - S)dS - CMSQ/ k‘l(t_-— S)dS] + e
0

—oC

°t

=silayp — barsy — C}\{Sg/ ki(t — s)ds] + ¢

-0

:‘5’1[(1[‘ — Dars1 — (‘1\[82/}1} +:=8x04+e=>0
contradice v (t) < 0. Por tanto (i) no puede ocurrir.

St ocwrre (ii) entonces vl(1) > 0 por definicién de derivada pero

<s:
<oy X 0= 2= —z < Uvaque dy —epsihky — fros =0
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absurdo, huego (ii) tampoco ocurre. Por tanto debemos tener ue(t) > s7 vy v-(t) < sy para
t ¢ [0.r]. Como u(t) — u(t) y v(t) — v(t) en subintervalos compactos de [0, 00) y la
solucion col (1. (. ¢o. Ve ), ve(t, . 102)) estd definida en [0, 00) eutonces uo(t) > sy y 0. (t) < s,

para t > 0.

Resultado Fundamental

Teorema 4 (Teorema de Existencia) . FEuxiste una solucion col(u(t, o), v(t, . ) de
(2.1) tal que

apfy — dMCM/:'q = 5 <ult, g, ) <1y = anrfar — CLdLICI
T 5 T2l = y &y ~ {1 — T3
bar fi — earer ki ko bifar — carenrkiks

brd; — apeark: bardas — arepk
dr — ancprks oy <t ) < sy = mdnr — apepks
br far — crearkiky

0<

0 <

bar fr — carearkyko

para todo £ >0

Prueba

Scan col(u(t, ¢, ), v(t, @,¢)) solucion de (2.1) con s1 < @(s) < 11y r2 < ¥(s) < sy
5 € (—00,0], como 0 < sy tendremos 0 < ¢(s) < ry y ro < 9(s) entonces el lema 2.9 iinplica
0 < u(t) <ryro(t) <wot) parat > 0.

Como ¢(s) > 81y 0 < 9(s) < sg, el lema 2.10 implica u(t) > s; y v(t) < sy para t > 0,
finalmente podemos concluir que s < u(t) <7y yro < w(f) < s9 para t > 0. Esto prucha el

teoreima. [
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Apéndice

Proposiciéon 1 St f es continua, entonces

[ atto = s)1(s)ds = rtao)

J =

donde o ¢s la funcidn impulso unitario ¢ Delta de Dirac.

Prueba

Haciendo € =ty — s sc tiene

/jo 5(to — 5)f(s)ds = — /—oo 5(0)f(to — 0)d0

o0

Esto prucba la proposicion. [J

Proposicion 2
/ to(t)dt =0
Jo

Prueba Cousideremos la funcién f(¢) = 1H(t) con

; 1, t>0
H(l) =
0, t<0



Entonces

St = - tHS ()t
./0’” / (1)6(1)e

:/ (=sYH(—=s)0(—=s)(—ds); t = —s >0
:/ sH(—s)0(—s)ds
= — sH(—s)d(—s)ds
= / (—=8)H(—=5)0(0 — s)ds = (=0)H(—0) =0x 1=10
Esto prueba la proposicion. U
Sean
<t u(s), < {
Vis) = v(s), s< (s = (s), s
0 s>t 0 s > 1

cntonees

t OO
/ o(t — s)v(s)ds = / o(t — s)V(s)ds = V(t) = v(t)
analogamente se tiene

t
/ 3t — s)u(s)ds = u(t)

o

por tanto cuando tomamos como nucleo la funcion 6 el sistema (2.1) se convierte en

~
=
~
~
~
=
Il
<
—
4
~
—_—
=
=
—~
o~
"
|
-

(t)u(t) = c(t)o(t)]
(thu(t) — f(tyu(t)]

~
\—-\
TN
=
=
i
<
~
Lo 8
=
=
s\
TN
T
=
!
)

v este ol sistema considerado por el autor en [1]
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