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Resumen

En el presente trabajo obtendremos resultados similares a los presentados por Shair
Ahmad en su articulo cientifico titulado .°n Non autonomous Volterra-Lotka Competition
Equations”[1].

Estudiaremos un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo infinito dado por:
(1) = o ()alt) = b(t) 21 (1) = e(t) J1 kit = s)as(s)ds]

(1) Y 2h(t) = wa(D)[d(t) — F(£) 2a(t) — e(t) [* kot — s)a(s)ds], ¢ > 1o >0

z1(t) = ¢1(t), 22(t) = ga(t), t <ty

donde las funciones a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t) son continuas, acotadas superior e inferior-

\

mente por constantes positivas en (—oo, +00) y los nucleos k; y ko con
ki : [0, 4+00) — [0, +00), i =1,2
son continuos y satisfacen que:
+00
/ ki(s)ds =1, para i=1,2;
0

las funciones ¢1(s), ¢2(s) son las condiciones iniciales del sistema (1) y representa la historia
de los tamanios de las poblaciones en el pasado, estas funciones estdan definidas en (—o0, ],

son continuas, no negativas, acotadas y en ¢y son estrictamente positivas.

II



Si g es una funcin de un subconjunto D en IR, denotaremos por g, = inf {g(¢) : t € D}

g = sup{g(t) : t € D}, y por col (xi(t, 1, p2),x2(t, 41, 02)) a cualquier solucién del

sistema dado, donde

£), site (—oo,t
£r(t b1, 62) = ¢1(t), sit € (—oo, o
x1(t), sit € [ty,+00),

\

do(t), sit e (—oo,t
To(t, d1, ¢2) = < 20 ( .

xo(t), sit € [ty, +00).

\

Demostraremos que cuando se satisfacen las desigualdades:

CyM ar, bar < €r

E dur ar ~ du
las soluciones col (x1(t, g1, d2), x2(t, P1, d2)) con ¢, P2 condiciones iniciales del sistema dado

tienen el siguiente comportamiento:

Jim ot 61, 62) =0y lim [17(1) = aa(t, 6, 6)] = 0

t—00

donde z*(t) es la tnica solucién de la ecuacién logistica

o'(t) = x(t)[a(t) — b(t) x(t)]

tal que ar <z*(t) < dar para todo t € IR.
b br,
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Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Introducciéon

La Ecologia estudia las relaciones mutuas entre el hombre y en general entre los organis-
mos vivos y el medio ambiente. El objeto principal de la Ecologia es la evolucion de las
poblaciones, su extincién o supervivencia. En este trabajo presentaremos un modelo com-
petitivo entre dos especies con interrelacion en el pasado y estudiaremos su comportamiento
a lo largo del tiempo.

En los aos 20, el famoso matematico italiano Vito Volterra (1860-1940) y el bidlogo ame-
ricano Alfred J. Lotka (1880-1949) desarrollaron el modelo matemético de la competencia
de dos especies con recursos limitados en un medio cerrado, que a continuaciéon damos y
que se conoce como modelo de Lotka — Volterra.

Consideremos dos especies (de animales, plantas o bacterias, por ejemplo) cuyas pobla-

ciones son x1(t) y x2(t) las cuales compiten una con la otra por un abastecimiento limitado



en el ambiente comun. Para construir un modelo matematico tan realista como sea posible,
se supuso que en ausencia de la otra especie una de ellas tendria una poblacion limitada,
logistica. Cuando no se da iteraccion entre las especies, la poblacién satisfaria el siguiente

sistema:

21(t) = 21 ()[a — ban (1))

wy(t) = wo(t)[d — [ a(t)]

donde a, b, d y f son constantes positivas y tienen la interpretacién que se da a continuacién:

(1)

= a y d representan la razon de crecimiento de las especies x1 y x5 respectivamente.

= by f representan la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie

tiene sobre su propia tasa de crecimiento.

Si suponemos que la competencia tiene el efecto de una tasa de declinacién de am-
bas poblaciones proporcional a su producto x(t) z2(t), insertamos tales términos con una
constante de proporcionalidad negativa en las ecuaciones (I) para obtener el sistema com-

petitivo del tipo Lotka-Volterra:

2y(t) = axy(t) — ba2(t) — cxi(t) zo(t)
(I1)
7y (t) = da(t) — fa3(t) — ewr(t) wa(t)

donde los coeficientes a, b, c,d,e y f son nimeros reales positivos; tales constantes tienen

la siguiente interpretacion:

» a,b,dy f tienen la misma interpretacién que en el sistema (7).

= ¢ y e representan la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie

tiene sobre la otra.



Volterra probd que si se satisface af > c¢d y bd < ae entonces toda solucién
col (x1(t), z2(t)) de (II) tiende a la solucién de equilibrio z;(t) = % y x2(t) = 0 cuando

t — 00; conocido como principio de exclusion competitiva.

inferiormente por constantes positivas. Ellos probaron que las condiciones:

CyMm ar, bar €L
<— 'y — < —

fo " du arp, — du
implican que cualquier solucién col (z1(t), z2(t)) de (I1) con condiciones iniciales z;(ty) > 0
y xa(tg) > 0 satisfacen que xz2(t) — 0y z1(¢) —2*(t) — 0 cuando ¢ — oo, donde z*(t) es
la tnica solucién acotada superior e inferiormente por constantes postiivas de la ecuacién
logistica '(t) = z(t)[a(t)—b(t) z(t)], lo cual generaliza el principio de exclusién competitiva

al caso no auténomo.

1.2. Modelo de Competencia de Dos Especies Toman-
do en Cuenta la Interrelacién de Estas en el Pasa-

do

Volterra también considerd sistemas de la forma:

2 (t) = o (t)[a — bay(t) — ¢ [T kit — s)wa(s)ds]

2y(t) = 2o(t)[d — [aat) — e [ kalt — s)ai(s)ds]

(I11)



donde los coeficientes son nimeros reales positivos, los nicleos ky(t) y k2(t) son funciones
continuas, positivas que satisfacen las condiciones f0+°° ki(s)ds = 1 para i = 1,2, y las

integrales

c /_t ki(t — s)xo(s)ds y e /t ko(t — s)xq(s)ds

o0 —0o0

representan el efecto inhibidor hereditario o acumulado en el pasado que el tamao de una
especie ha tenido sobre la otra. Las condiciones iniciales para el sistema (I17) son de la
forma x1(t) = ¢1(t) y x2(t) = ¢o(t) para t < 0, es decir, se debe conocer la historia de los
tamaos de las poblaciones en el pasado. Este tipo de ecuaciones se conocen como sistemas
de ecuaciones integro-diferenciales con retardo en el infinito.

En el presente trabajo obtendremos resultados similares a los presentados por Ahmad

en [1] y Tineo en [7], pero para un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo infinito

dado por:
[ 2(0) = 1 (Bla(t) — by 1 (6) — c(t) [ balt — s)s(s)d]
(V) ah(t) = oo (B)[d(t) — f(t) wa(t) — e(t) [ kot — s)w1(s)ds], t >ty >0
| 71(t) = 01(2), 22(t) = ¢2(t), t <t

bajo las condiciones

Cym ar, bar < €r

E dr Y arp — dy
En el capitulo 2, haremos un estudio sobre existencia, unicidad, intervalo de existencia
y algunos aspectos cualitativos de las soluciones de (IV'), ademas se estudiara el caso donde
las funciones a(t), b(t), c(t), d(t), e(t) y f(t) son constantes, esto se hace con la intencién

de intuir el comportamiento de las soluciones en el caso no constante. Demostraremos que



el sistema tiene una tnica solucién definida en [ty, +00), ademds se probard que cuando:

e

ISHISY

<

| o
A
ale
<
Q|

y las condiciones iniciales ¢1(s), ¢2(s) estan definidas en (—o0, o], son continuas, no
negativas, acotadas superior e inferiormente por constantes positivas y en ty estricta-
mente positivas, si col (:cl(t, o1, P2), o(t, é1, ¢2)) es una solucion del sistema (V') entonces
xo(t, p1, Pa) — 0y xq(t, b1, P2) — % — 0 cuando t — o0, donde % es la solucién de la
ecuacién logistica 2/(t) = z(t)[a — bz (t)].

En el capitulo 3, se probard que si

c a b e
ML y M =L

fo dur ar — dy
donde ¢(s), ¢2(s) son como antes, y col(z1(t, ¢1, ¢2), 22(t, d1,¢2)) es una solucién del
sistema (IV'), se tiene que z5(t, ¢1, 02) — 0y x1(t, p1, o) — 2*(t) — 0 cuando t — oo,
donde z*(t) es la inica solucién acotada superior e inferiormente por constantes positivas de
. - ’ ar, . an
la ecuacion logistica a'(t) = x(t)[a(t) —b(t) x(t)] con b <z*(t) < . para todo te€ R.
M L

Tales resultados representan un aporte original al estudio de las ecuaciones diferenciales

con retardo infinito.



Capitulo 2

Estudio de un Sistema del Tipo
Lotka-Volterra con Retardo

(con coeficientes constantes)

El objetivo de este capitulo es el estudio sobre existencia, unicidad, intervalo de exis-
tencia y algunos aspectos cualitativos de las soluciones del sistema del tipo Lotka-Volterra

con retardo infinito:

.

2 (t) = wi(t)]a — bai(t) — c [*_ kit — s)wa(s)ds]

(1) ah(t) = za(t)[d — faa(t) —e [*_ kot — s)x1(s)ds], t > to >0

z1(t) = ¢1(t), wa(t) = d2(t), t <to

\

donde la derivada en ¢, se interpreta como derivada por la derecha, es decir, z}(to) = i, (to),

parai=1,2 v a,b,c d, e, f son constantes positivas que satisfacen:



(&

< S ) (271)

~| o
e
<
Q| o
Ll

k; : [0, +00) — [0,4+00), i = 1,2 son nucleos continuos y satisfacen las condiciones dadas
en el Capitulo 1. Las condiciones iniciales ¢ y ¢o pertenence al conjunto:
FAy, ={¢:(—00,ty] = RTU{0}/ ¢ es continua, no negativa, acotada superiormente y
¢(to) > 0}

A continuacién estableceremos un teorema de existencia y unicidad para el caso més
general del sistema (1), es decir, el caso donde a, b, ¢, d, e, f son funciones a(t), b(t), c(t), d(t),
e(t), f(t) continuas y acotadas superior e inferiormente por constantes positivas.

El sistema (1), se puede escribir como:
¢

2’ (t) = h(t,z(t)) — A(x(t))/ g(t,T,ZL‘(T)) dr (2.1)

Qzl(t) T 0
donde x(t) = , A(z) = , h:(—00,+00) x R* — IR?,
ZL‘Q(t) 0 T2
g:{(t,s) € R*/ s <t} x IR* — IR* son continuas y estan dadas por:
ht.2) = a(t)zy — b(t) x3  gltsa) = c(t) ky(t — 8) o
d(t) zo — e(t) z3 f(t) ka(t — s)

es importante resaltar que:
1
[A(z)]| = <[] + || = =] (2.2)

Notemos ahora que:

(i) h satisface una condicién local de Lipschitz en z, en el sentido que para cada

7



(to, o) € RT U {0} x IR* y cada M > 0, existe k > 0 tal que:

Sillx —xo|| < M; ||T—a0l] <M y |t —to] < M entonces
1A (t, 2) = h(t, T)|| < kljz — 7|

donde [|(z1, z2)[| = [21] + |22].

En efecto, basta observar que k = méax{ay + 2M by, dy + 2 M ey} satisface las
condiciones anteriores.
(ii) La funcién g satisface una condicién local de Lipschitz en z, en el siguiente sentido,
para cada M > 0, existe k > 0 tal que:

Si —M <s<t<M, |z]| <M; ||z|]| < M entonces
||g(t,8,fb) - g(tﬂS?f)H < ka - EH
En efecto,

C(t) k’l (t — S) (ZL‘Q — fg)

f(@) kot = 5) (21 —T1)
< k(jwr — 3] + |2 — Tal)

||g(t7 S,.T) - g(ta S7E)|| -

= kllz -7z
donde k = max{cy max,cpa k1(s); fur maxsep, g k2(s)}

Lema 2.1 Sea tg > 0, el conjunto B(ty) = {® = (¢1,P2)/ ¢1,P2 € F A} es un conjunto
convezo contenido en el espacio de las funciones continuas ® : (—oo, ty] — IR* y satisface

que si ® € B(ty) entonces

G(t,to, D) :/0 g(t,s, ®(s))ds



c(t) ka(t — 5) P2
f@) kot = 5)

define una funcion continua en [ty, +00), donde g(t,s, (1, P2)) =

Demostracidén:

sean o, A € [0,1] con a+A=1y (¢1,02), (¢1,05) € B(ty) entonces:

a1, ¢2) + APy, @) = (a0 d1 + Ay, ady + A y).

Ahora bien, como ¢y, ¢,, b2, ¢, € F A, vy a, X son no negativas y no se anulan simultnea-
mente entonces
a1, A py, ady, X @, son continuas en (—oo, o], no negativas, estrictamente positivas en t,
y acotadas. Asi aé1 +A@, v a ¢+ A, pertenecen a F'A,,, de donde (a ¢y + Ay, py +
A ¢,) € B(ty). En consecuencia B(ty) es convexo.

Por otra parte:

(i) G(t;tg, ®) esta bien definida pues:

/O c(t) k(t — s) pa(s)ds < cpr o /O ki(t —s)ds

—00 —0o0

+o0o
= CM¢2M/ k(o) do
t

—to
+o0
< cm dam / ki(o)do
0
= cy oy < +00

de igual manera:

/0 F(#) Ealt — 5) bu(s) ds < fay buas < +00.

(i) G(t,tg,®) es continua en cualquier ¢ > to, ya que si consideramos el intervalo [tg, d]

9



tal que to < t < d, cada componente:

to

(1, ®) = G (1, to: (¢1,¢2)):/ c(t) i (t — 5) do(s) ds

—00

<%wm@w=/°ﬂw@@—@m@mS

es continua en ¢. Para verificar esto apliquemos el Teorema 14-21, pag. 421 [2]. La integral,
[ c(t) ki (t — 5) da(s) ds se puede escribir como fjtzo c(t) ky(t + s) po(—s) ds.
Ahora bien,

/_+Ooc(t) Pa(s) ki(t+s)ds < cM¢2M/_+OO ki(t+ s)ds

to to

+oo _
< CM¢2M/ ki(o)do < ep ok -
t

_tO

Por otra parte, dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que

b +oo €
ki(o) do — ki(o)do| < ————, YVb> R YVt e [ty,d
\[m1<> [ horin] < £ y Vi€t
o sea:
+o0o €
ki(o)do| < ————, YVO> R Vit e lty,d].
/b 1) ey Panr +1 Y o, d]

Sea b > R — tj, entonces

th<t<d = to+b<t+b<b+d

— R<t+b<b+d

luego, dado € > 0, existe R > 0 tal que:

10



Para b > R —tg

+oo +oo
/b c(t) pa(—8) ki(t +s)ds < cpy <;§2M/b ki(t + s)ds

+oo
= chbgM/ ki(o)do < cprdpanre <€, Y tE|[ty,d.
t+b

Asi, f;oo c(t) ¢po(—s) k1(t 4+ s) ds converge uniformemente en |[tg, d).
En consecuencia G (t, to; ®) es continua en ¢ (mds ain en [tg, d]). De la misma manera
Ga(t, to; @) es continua en t, asi G(t, to; D) es continua para todo t > tg, es decir, es continua

en [ty, +00).

Teoremas de Existencia, Unicidad y Prolongacion de Soluciones.

Dado un numero real no negativo y una funcién inicial & € B(t;) buscamos una
solucién continua x(t) = x(t, to, P) que satisfaga la ecuacién (2.1) para t € [to, to + ) para
algin 8> 0y x(t) = ®(t) para t < to.

Un analisis del problema arriba planteado comienza con la observacién de que si este
problema tiene una solucién x(t) = x(t,ty, ®) = col(z1,x2) en t € [to,to + (] v x(t) =

O(t), t <tgentonces z(t) es también una solucién de la ecuacion:

;

®(1), t<to

(I) a(t) = O(to) + [, [h(s, 2(s)) — Ax(s)) G(s, to, ®)|ds — [, [ A(x(s)) g(s,7,2(r)) dr ds,

to <t <ty+p.

\

Reciprocamente, cualquier funcién z(t) que satisfaga (I ) es necesariamente una solu-
cién del problema (2.1) con funcién inicial ®. Asi que el problema de existencia para la

ecuacion (2.1) con condicién inicial (to, ®) es equivalente al problema de existencia de (T ).

11



El lado derecho de (T ) define una funcién continua en (—oo, to+/3] para cada ® € B(tp),

t>0 vy
B(t), t <t

col(x1, x2), to <t <ty+p.

continua en (—oo, ty + []. Ademds es continuamente diferenciable en [to, to + [].
Desde este punto de vista, (f ) nos permite definir un operador o aplicacién P que
envia la funcién continua
d(t), t <t
col(xy, xs), to <t <ty+p.
en la funcién continua dada por el lado derecho de (f ). En particular, si z(t) = z(t, to, P)
es solucién del problema (7 ) entonces (P x)(t) = x(t). Por tanto, las soluciones de (I )
0, lo que es equivalente, del problema original (2.1) con condicién inicial (o, ®), aparecen
como puntos fijos para el operador P . Para determinar la existencia y unicidad de un
punto fijo usaremos el principio de las aplicaciones de contraccion o teorema del punto fijo.
Para esto necesitaremos definir P sobre un subconjunto S de las funciones continuas de
(—o0,tg+ 3] en IR?, al cual se le impondran ciertas condiciones para que el sea un espacio
métrico completo, P envie S en si mismo y P sea una contraccion.
Dado el problema (2.1) con la condicién inicial ® € B(ty), ty > 0, y constantes M y
[ positivas, se considera el conjunto S de las funciones x que satisfacen las condiciones

siguientes:
1. z¢€ C[(—oo,to —|—ﬁ];BQ],

2. z(t) = B(t) t <t

12



3. ”l’(tl) — x(tg)H S M ‘tl — tz’ para tl,tg € [to,to + ﬁ]
4. ||lx(t) — P(ty)|| < 1 parat € [to, to + ]

y sobre S se define la funcién

= i t1) — x(t .
p(z1,x2) tdtle’gfiﬁ]ﬂx( 1) — o(t2) ||

No es dificil verificar que (S, p) es un espacio métrico completo. El espacio métrico completo
depende de los nimeros positivos M y [3; los cuales se seleccionaran adecuadamente para
que P sea una contraccion de S es si mismo.

Seguidamente procedemos a la seleccién adecuada de M y ( para ® € B(ty), to > 0
dados. Sea (3; un numero real positivo con f; < 1. En virtud de la continuidad de las
funciones h, g, G y la compacidad del intervalo [to,to + 3] y de los conjuntos:
Ci={(t,x) e RxR*: [z —®(t)| <1 y to<t<to+p3}y
Co={(t,s,z1) ERx RxIR*: ||z —®(ty)]| <1 y te<s<t<ty+pS}

existen constantes positivas My, My y M; tales que:

lh(t,z)|| < My para todo (t,z)€ Cy; (2.3)
|G(t, to, ®)|| < My para todo t € [to,to+ (] (2.4)

y
lg(s,7,x)|| < M3 para todo (s,7,2)¢€ Cs. (2.5)

Seleccionemos M € IR™ tal que:

My + (My + My) (14 [(to)]]) < M. (2.6)

13



Aplicando la condicién local de Lipschitz para h(t, z) en el punto (to, ®(t)) con el conjunto
Cs={(t,x) € RxIR*: ||[x—®(ty)|| <1 y [|t—to|] < 1}, obtenemos que existe L, € IRT

tal que, si (t,x), (t,7) € C5 entonces
|\h(t,z) — h(t,@)|| < Ly |x —T|. (2.7)

Similarmente, usando la condicién de Lipschitz para ¢ en el conjunto
Cy ={(t,s,1) E RxRxIR?: ||z| <T y T <s<t<T} dondeT =

max{to + 01,1 + [|®(to)||}, existe Ly € R tal que, si (¢, s,x), (t,s,T) € Cy entonces

lg(t, s, 2) = g(t,s,7)|| < Lo |z — |- (2.8)

Sea L = méx{Ly, Ly}. Seleccionamos 3 € IR™ tal que

1
2M +2L+ L||®(to)||

f<B v B< (2.9)

La condicién 0 < 8 < 3; < 1 implica que 3? < 3. La segunda condicién sobre 3 implica
1

< —.

que § < -

Ahora consideramos el espacio (5, p) con M dada por (2.6) y 5 por (2.9).

Sea x € S. Por la condicién 4 en la definicién de S se tiene que: ||z(s) —P(¢p)|| < 1 para

todo s € [to, to + []. Por tanto (s,z(s)) € C} para todo s € [ty,ty + (] y en consecuencia
|h(s,z(s))]| < My para todo s € [to,to+ 3] (2.10)

También es facil verificar que si tg < 7 < s <t < tg+ [ entonces (s,7,2(7)) € Cy y
por tanto
Billg(s, 7, 2)[| < Mz para  to <7 <s<t<to+0. (2.11)
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Ademés si z,T € S entonces (s,z(s)), (s,Z(s)) € Cs para todo [to,to+ 0] v

(s,7,2(7)), (s,7,T(T)) € Cy, sity <7 < s <t<ty+ (. Por tanto:
[h(s, 2(s)) = h(s, T(s))|| < L|x(s) —Z(s)] < Lp(x,T), s € [to, o + Fl; (2.12)
ypara tg <7 <s<t<t)+ /3
lg(s, 7,2(7)) = g(s, 7, Z())|| < Lz(s) = 7(s)| < L p(, 7). (2.13)

La técnica que usaremos en la prueba del siguiente teorema es similar a la empleada

en el teorema de existencia y unicidad encontrada en el Teorema 3.3.5, pag. 193 [3].

Teorema 2.1 (Existencia y Unicidad) Sea ty > 0 y & € B(ty), eziste una unica
solucion x(t) = x(t,to, ®) de (2.1) definida en un intervalo [ty,ty + 5] para algin >0y

x(t, to, @) = P(t) para t < to.

Demostracion:
Consideremos el espacio métrico (.S, p) antes descrito, con M dado por (2.6) y 5 como en
(2.9).
Sea el operador P definido, para x € S, por:
®(), t<to

(Pa)(t) = B(to) + J;| [h(s,2(s)) — Ala(s)) G(s. to, ®)] ds — [}, [ A(a(s)) gs, 7,2(r)) dr ds,

to<t<p.

\

P envia elementos de S en si mismo; en efecto, si x € S entonces claramente (P x) €

Cl(—o0,to + B); R y (Px)(t) = ®(t) para t < to. Ademds de (2.2), (2.4), (2.6), (2.10) y
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(2.11)

(P -l < [ nGs.alelas + [ 1A GGt D) as

T /||Aa:s ||/ lg(s, 7, 2(r))]] dr ds
to
< Ml/ ds+/ | (s ||M2ds+/ |z(s)]| —drds
to

< Myt = to) + (14 [00t0) ) Mo (¢ = t0) + (1+ [ 0(t0)]) o)
< M (R My B+ 0+ ) )
luego:
I(Pa)(t) = D(t)ll < My B+ (1+ |D(t)]) Mo B+ (1+ | @(to)]) My 5
= (Mi+ (1+[[@(to)]]) (M2 + Ms)) B< M B < 1.
Similarmente, para t,,t € [to, to + 3] con t; < L5 se tiene que:
I(Pa)(t) - (Pa)(t2)]| < (s, 2(5)) 1 ds + ()1 1G (s, to, @)1 ds
b [l [ ot roatelaras
< M /: ds+(1+\|<1>(tg)\|)Mg/:2 ds
4 /tth(l—l—H@(to)H) /tOSJ\gngds
< Myt~ 1) + (14 |0(t) ) Malts — 1)
b 2 [
< Myt — 1) + (L4 [B(t0) ) Mats — 1) + (14 0(t0) 1) 22 (12 — 11)

B
= (Mi+ (14 ®(to)]]) (Mz + M3)) (ta — t1) < M |t2 — t].
Asi que (P :c) satisface las condiciones 1,2,3 y 4, es decir (P :L‘) es.
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Finalmente veamos que P es una contraccién. Sean x, T € S'y t € [to, to + ], por (2.2),

(2.4), (2.11), (2.12), (2.13) haciendo Q = ||(Pz)(t) — (PT)(t)|| tenemos que:
Q < /nhsx (5.7 ||ds+/ I Aa(s) = F() | Gs.to, @) ds
+ /t t |A@(s)) (s, 7,2(7)) — A(2(s)) (s, 7, 2(7))| dT ds

luego:
Q < /||a: — (s ||d8+/||:v —T(s)|| Ma ds

b [ 1@ oo, 30 - A6 s(o.m 2

+AG(S) gls,7,2(7)) — A((s)) gls, 7, 2(r) | dr ds

(s 08) [ et =zl ast [ [ 1A (st60m30) = a7 0(0)
+ (A@(s) - A(s))) gls, 7, 2(7) || dr ds

(L) + My) / () — 2(s) | ds + / : [Z()]| L [2(r) — (7)) dr ds

IA

IA

T / :||x<s>—f<s>||g<s,r,x<f>>||drds

IN

(Ly + Ma)(t — to) pla, ) + / (1 + 1 (t)]]) pl T) (5 — to) dis

+ // a::c—drds
to Jto

(Ly + My) B (. T) + 5 (1 + | B (t0) ) pla. ) (¢ — to) + pl,T) A;— / (s — to) ds

IN

(L + My) B p(a,7) + 52 (1 + | @(to)]) pler, T) + pla. x%ﬂ?

< (L M) B+ B+ [@(to)) + 8 Ms ) pl,7) = K pla, 7).

IA

O sea:

[(Pz)(t)— (PZ)(t)| < K p(x,7) para t€ [to,to+ 0] y z,T€S.
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Asi p(Pxz,PZ) < p(x,T) para algin 5 > 0 escogido de tal manera que K = ((Ll + M)+
(1+ | @(to) ) + M) 8 < 1.

Luego, existe un # > 0, tal que P x una contraccién en [tg,to + ] y en consecuencia
existe un unico z € S tal que Pr ==x.

Ahora bien, como vimos antes los puntos fijos del operador P son soluciones de (2.1),
de donde podemos concluir que existe una tunica solucién z(t, tg, ®) de (2.1) definida en el

intervalo [tg,to + (] con 5 > 0, to > 0y tal que x(t,ty, ) = D(t) para t < t.

De lo anterior se deduce que existe una tnica solucién

2(t, to; (41, ¢2)) = col (x1(L, ¢1, da), xa(L, 61, $2))

de (2.1), en particular del sistema (1), definida en (—oo, ty + ] para algin 3 > 0.
Veamos ahora que las soluciones de (2.1) son prolongables a [ty,+00). Para esto,

comencemos por establecer los siguientes lemas.

Lema 2.2 Sea ® € B(ty). Si x(t) = x(t, to, P) es una solucion de (2.1) entonces x1(t) > 0

y x2(t) > 0 para todo t en su intervalo de definicion.

Demostracién: La ecuaciéon

2y (t) = x1(t) P(t) donde P(t) =a(t) — b(t) z1(t) — c(t)/ ki(t — s)za(s)ds



luego: 2(s) — x1(s) P(s) = 0, multiplicando por el factor integrante exp{— ftz P(r)dr}
tenemos:

xl ) exp{— / dT}

Integrando desde ¢y a t se tiene:

) exp{— / P dr} — o (to) = 0

por lo tanto x1(t) = x1(to) exp{j; T)dr} y como x(ty) > 0, entonces z1(t) > 0 en su

intervalo de existencia; de igual manera xs(t) > 0.

Lema 2.3 Sean ¢1,¢9 € FAy,. Si col (x1(t, 1, da), xa(t, p1,Pa)) es solucion del sistema
(1) en el intervalo I = [to,to + (] con B > 0 y col (U(t),V(t)) es solucion del sistema

logistico dado por:

U't)=U®)[a—0dU®)] y V(t)=V()d—-fV(t)

con ¢1(tg) = Ulty) y ¢2(te) = V(ty) entonces x1(t) < U(t) y x2(t) < V(t) para t € I.

Aqui z(to) = 21 (to) y 5(te) = 2!, (to)-

Demostracién: La solucién col (U(t),V(t)) del sistema logistico estd definida para todo
t> 1.
Como col (x1(t, ¢1, ¢2), x2(t, P1,02)) es solucién del sistema (1) entonces se satisface

que:

2y (t) = 21 (t) [a—bxl(t)—c/t kot — 5) 2o(s) ds

—00
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t

(1) = 2o(1) {d— Fas(t) — e/

—00

ka(t — ) 21(s) ds]

para t € I,y z1(t) = ¢1(t), z2(t) = ¢2(t) para t < t,.

Ahora bien:

ri(t) = z1(t) {a—bm(t)—c/t kl(t—s)xg(s)ds}

—00

< zi(t)a = by (t)],

debido a que z1(t) > 0, 25(t) > 0, k1(t) > 0, ¢2(t) > 0y ¢ > 0 en el intervalo I.

Entonces tenemos que:

2y (to) < w1(to)fa —bai(to)] = U'(to) (pues z1(to) = d1(to) = Ulto))

de donde ' (ty) < U'(to), luego por la continuidad de | y U’ existe § > 0 tal que para
todo t en [to, to + 0] C I se cumple que x| (t) < U'(t), integrando esta desigualdad desde t

hasta t con ty < t < ty + 0 tenemos:
l‘l(t) — l‘1<t0) < U(t) — U(to)

pero x1(ty) = ¢1(to) v Ulto) = é1(to), luego z1(t) < U(t) para t en [to,to + ] C I.
Supongamos que esta desigualdad no se mantiene en I, entonces existe un primer tiempo
ty = inf{t > to/ z1(t) = U(t)}, tal que z1(t) < U(t) para t en (to,t1) y x1(t1) = U(t1).

Usando la definicion de la derivada por la izquierda en el punto ¢; tenemos

t h) — t
() =21_(t) = hE%_ malh + f)L n(h)
_ h,m 331(751 -+ h) — .Tl(tl)
h—s0~ h
t h) —=U(t
> lim Ulh +h) = Ut) =U' ().
h—0~ h
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Por otra parte:

() = () [a—bxl(tl)—c/:o ka(ty — 5) 2a(s) ds

< xl(tl)[a — b.]?l(tl)]

= Ult)la—0U(t)] =U'(t),
lo cual es una contradiccién, por lo tanto:
x1(t) < U(t) para tel.
Similarmente se prueba que
zo(t) < V(t) para te€ .

|
Este lema también es véalido cuando a, b, c,d, e, f se reemplaza por funciones continuas

y acotadas por constantes positivas.

Teorema 2.2 (Prolongacién) Sean ® € B(ty) y x(t,to, P) la solucion de (2.1) en un

intervalo [to, 5). Si x(t) = z(t, to, ®) no puede ser prolongada mds alld de 3 entonces

lim sup ||z (t)|| = +o0.
t— [~

Demostracién: Supongamos que:

lim sup ||z(t)|| < 4+o0
t— B~

y probemos que ||z'(t)|| es acotada.
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Como limsup, 5 ||z(t)]| < 400 entonces existe una constante positiva k tal que:

lz@)]l = llcol(z1(t), z2(t)) | < k- para ¢ € [to, ),

ya que usando la definicién de limite superior tenemos que, dado € = 1, existe 9; > 0 tal
que

sup |[z()[| <L+1 V€ [to, ),
—6<t—3<0

luego ||z(t)|| < L+ 1 en (8 — 01, 03). Asi,
k= mzix{L+ 1, mix ||:zc(t)||}.

t€(to,B—01]

Ahora bien, en el conjunto compacto A = {(t,:v)/t € [to, Bl v |z| < k:} se cumple
que h(t,z) es continua y en consecuencia existe k; > 0, tal que ||h(t, x)| < k1, para todo

(t,x) € A. Ahora, claramente (t,z(t)) € A para todo t € [to, 3). Asi,
[ht, (O] < ki, para L€ [f0,B). (214)

Por otra parte, en B = {(t, s,x)/ thy<s<t<p y |z| < k} la funcién g(t, s, ) es

continua y asi existe ko > 0 tal que:
lg(t, s, 2) |l = llg(t, s, (x1,22))| < k2 en B. (2.15)

Ahora bien, como se vio en la demostracién del Lema 2.1,

|/ ot ¥ ds

< ks vpara ks =max{cy d1n, [rr Pons}-
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En consecuencia, para t € [ty, ) tenemos por (2.2), (2.14) y (2.15):

t

O = )l + [ Ae) [ attsats) i

—00

o+ [|2(0)] H/_; ot 5, B(s)) ds+/t ot s,2(s)) ds

to

IN

< Kk -I—k(k:g—l—/t ||g(t,s,x(s))||ds>.

to
Pero, si s € [to,t] C [to, ) entonces tg < s <t < [y ||z]] <k, luego (t,s,2(s)) € B, en

consecuencia [|g(t, s, z(s))|| < ko, de donde:
o ()1 < o+ (s Ra(t = b)) < b+ k(s + Ka(B = ).

Asi que existe R = k1 + k:(kg + ko( — t0)> > 0 tal que ||2/(¢)|| < R para t € [to, 3), como

x(t) = z(to) + fti 2'(s) ds tenemos que:

w(ty) — a(ts) :/Qx'(s) ds.

t1
Asi que:

|lz(t1) — xz(t2)|| < k|t — t1| para todo ty,ts € [to, O],

es decir, se satisface la condicién de Cauchy para limites laterales, luego lim; . 5- ||z (t)||
existe y x(t) puede ser extendida de forma tunica a una funcién continua sobre [tg, 5], la

cual satisface la ecuacién integral (2.1) sobre [to, 3]. Ahora si definimos la funcién

B(t) =
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al considerar la condicién inicial (3, ®) tenemos que:

- B ~
G(t,ﬁ, @) = /_ g(t, s,@(s)) ds
to B8
= / g(t, s, <I>(s)) ds + /1; g(t, s,x(s)) ds

B

- G(t,to,@)+/ g(t, s, z(s)) ds

to
es continua para t > 3, ya que: G(t, tg, ®) es continua en [ty, +00) por el Lema 2.1,
mientras que ft’f g(z@ s, x(s)) ds es continua en [tg, ] por ser el integrando continuo como
funcién de t en [tg, 5]. (Véase Teorema 18.1.a, Pag.457 [4]).
Podemos entonces aplicar el Teorema 2.1 de existencia y unicidad, obteniendose una

prolongacion de x(t, ty, ) mas alld de 3 lo cual es una contradiccion.

Lema 2.4 Sea ® € B(ty). Las soluciones de (2.1) con condicion inicial (to, ®), y en

particular las del sistema (1), tienen como intervalo mazimal [to, +00).

Demostracion: De acuerdo con el Teorema 2.2 es suficiente probar que las soluciones de
(2.1) se mantienen acotadas por las mismas constantes en cada intervalo [tg,to + () con
6> 0.

Sea x(t) = x(t,to, P) la tnica solucién de (2.1) dada por el Teorema 2.1. En virtud
de los Lemas 2.3 y 2.2 las componentes x1(t) y z2(t) de la solucién z(t) satisfacen las
desigualdades 0 < x;(t) < M, i = 1,2 para todo ¢t donde esten definidas.

Aqui M es cota superior para las componentes de la solucion del sistema logistico, las

cuales estan acotadas en [tg, +00) (Véase [6], Pag.18). Luego, por el Teorema 2.2 concluimos
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que la solucién z(t) = z(t, to, ) tiene como intervalo maximal de existencia a el intervalo

[to, +OO)

Ahora, nuestro objetivo es estudiar el sistema (1) suponiendo que se satisface:

Q| o

<= (2.16)

|0
ISHES
QUl o

Lema 2.5 Sean x1,xs : IR — IR funciones continuas, positivas y acotadas, k;(s);i = 1,2,

niucleos continuos y no negativos, con

Ty = limsup 25(t) , 1 = h’tm inf x1(t) y k= / k;i(s)ds.

t—o00

Entonces:
(1) tlirglo sup /t ki (t — s) x2o(s)ds < T ky
,too )
) tlirgo inf /OO ko(t — s) w1(s) ds > ko 2y
Demostracién:
(i) Como

lim sup z5(t) = Ty

t—o0

entonces dado € > 0, existe T positivo tal que para todo t > T

(t) < T + —
X i =
2 2 o

Ademds como

lim kl (S) ds = El,

t—o00 0
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entonces también, existe Tj positivo tal que:

/Otk:l(s)ds—/oookl(s)ds
/took:l(s)ds

En consecuencia, dado € > 0, existe 7' = méx{f, To} positivo tal que para t > 27 se

<

tZT07

TomMm

luego:

o0 €
= ki(s)ds < ,  t>T1Tp.
/t 1() 2x9 M 0

cumple:
¢ T t
/ ki(t — s) za(s) ds:/ ki(t — s) z2(s) ds+/ ki(t — s)xa(s)ds
—00 —00 T
haciendo el cambio de variable 0 = ¢t — s y usando que z5(s) < Ty + é para T < s <t

1
tenemos:

/t b (t — 5) 2a(s) ds < /OO k(o) 2ot — o) dor + <§2+%> /OtTkl(a)da

—00 t=T 1

como t > 2T, entonces t — T > T > T, luego:

t € € o0
kq(t — d T — k d
/_OO 1(t — 8) z2(s)ds x2M2x2M + (xg + le) /0 1(0) do

€ — €
- — To k —
2+.T2 1—|—2

IA

= 6"‘%2%1.

Asi

t
tlim sup/ ki(t — s) za(s) ds < Toky + €,
— 00 o0
Como € es arbitrario entonces:
t —
th sup/ ki(t — s)xa(s)ds < Ty ky.
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(if) Si

lim inf x,(¢t) =0,

t—o00

no hay nada que probar. Supongamos sin perdida de generalidad que z; > 0.

Como

lim inf z1(t) = 21

t—o00

entonces dado € con 0 < € < x4, existe T7, positivo tal que para t > Ty x1(t) > 21 — €.

Por otro lado, como

t

lim [ ko(o)do = ko,

t—o0 0

entonces, existe Ty > 0 tal que para t > Tj

<€,

t
/ kQ(U) do — EQ
0

de donde

t
/ ky(o)do > ky — € para t > T,
0

En consecuencia, dado € > 0, existe T' = max{Ty, T1} de tal manera que para t > 2T

/t kot — 8) 2 (s)ds = /T k2(t—s)xl(s)ds—i—/tkg(t—s)xl(s)ds

—00 —o0 T

> /tkg(t—s)xl(s)ds

T

> (ﬂ—e)/tl@(t—s)ds

_ (ﬂ—e)/o ko(0) do
> (21— €)(k2 —€).
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Asi

1im inf/ ko(t — s) x1(s) ds > (z1 — €) (ko — €),

—
t—o0 o

haciendo € — 0

t
lim inf ko(t — ) m1(s) ds > koxy.

t—o0 o
Observacion:
Si lim a(t) =a vy ki(t) = ka(t) = k(2)
entonces

lim k(t —s)x(s)ds = k.

t—o0 — oo
Ejemplo 2.1 La desigualdad del Lema 2.5 no puede ser mejorada, pues para

k1(s) = exp(—s) y x1(s) = x2(s) = 2 + sin(s) se tiene que:

/ ki(t —s)za(s)ds = / exp(s —t) (2 + sin(s)) ds

—00 —00

= 2+ % (sin(t) — cos(t)) .

De donde

t
lim Sup/ ki(t — s) zo(s)ds =2

t—o0 — 00

t
lim inf/ ki(t —s)za(s)ds =2

t—
o —c0

pero ki = fooo exp(—s)ds =1,To =3 y x3 = 1, luego:

t
lim Sup/ ki(t — s) zo(s) ds < Ty ky

t—o0 — 00
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t
h'tm inf kot — s) 21(s) ds > ko 1.

El siguiente lema de oscilacién o fluctuacion fue establecido por Hisch, Haninch y Jean

Pierre [5] y por Tineo [7].

Lema 2.6 Supongamos que la funcion f : (a,00) — IR es diferenciable y acotada en

(v, 00). Entonces existen sucesiones (7,) T 0o y (0,) T 0o tales que:

F(r) — lim sup f(8) =T . £/(r,) — 0

flow) — Jiminf J(6)= £ , f'on) — 0.
Demostracién: ver Tineo, A. [7] o Hirsch, W., Haninch, H. y Jean Pierre, G. [5].

Lema 2.7 Sean ¢1,¢9 € FAy, y col (x1(t, p1,d2), x2(t, ¢1, ¢2)) solucion del sistema (1).
Supongamos ademdas que se satisfacen las desigualdades dadas por (2.16). Si x1(t, ¢1, ¢p2) >

go para todo t > tg donde €y es un numero positivo, entonces

tlggo To(t, 1, P2) = 0.

Demostracién: Por simplicidad escribimos x1(t) y z5(t) en lugar de z1 (¢, ¢1, ¢2) v x2(t, P1, P2).

Tanto x;(t) como x5(t) son acotadas por constantes positivas para t > ty. Sean

2y = lim inf 21(t) y T = tliglo sup x(t).

t—o0
Como z;(t) > €o y z2(t) > 0 entonces x; > g9 > 0y o > 0.

Para demostrar el lema s6lo necesitamos probar que Zp = 0, pues 0 < 75 < T, luego

lfm z,(t) = 0.

t—o00
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Supongamos que To > 0, como x1(t) y x2(t) son acotadas y diferenciables en [tg, +00),
podemos asegurar por el Lema 2.6 que existen sucesiones (7,,) y (0,,) tales que 7, — o0,
On — 00, 24 (1) — 0, 2h(0,) — 0y 21(7) — 21 , 2(0,) — Ta.

Por otra parte
a, = / ki (1, — s) x2(s) ds

es una sucesién de nimeros reales acotada, pues 0 < z5(s) < xgps y en consecuencia:

Tn +oo
0<ozn:/ kl(Tn—s)xz(s)dsgng/ ki(o)do = zap,
0

— 00

asi o, posee una subsucesion convergente. De igual manera

B, = /an ko(on — s) z1(s) ds

posee una subsucesion convergente, luego podemos suponer, sin perdida de generalidad,
que tanto o, como (3, son convergentes (pues de no ser asi escogeriamos las subsucesiones

convergentes respectivas). Por el Lema 2.5
lima, <7y y limg, > ;.

Asi que:

Tn

2, (r) = 21(72) {a Cbai(r) — /

—00

(7 — ) 22(5) ds] |

tomando limites cuando n — oo en ambos miembros de la igualdad anterior y usando el

Lema 2.5 obtenemos:

0 = _l[a—bﬂ—c lfim kl(Tn_S)xQ(S)dS]

> I [a—bﬂ—c@].
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Como z; > € > 0 entonces 0 > a —bx; — ¢y, 0 sea :
a < bxy +cTy. (2.17)

Por otra parte:

On

#y(0m) = 22(02) [d ~ faalo)—e [

ko(oy — s) 21(8) ds]
—o0
de donde, al tomar limites en ambos miembros tenemos:

0 = oy [d—f@—e lim kg(an—s)xl(s)ds}

—0o0

< Tpld— fTo—em],
como hemos supuesto que T, > 0 entonces 0 < d — f T — ex; de donde:
d>ex+ [Ty (2.18)
multiplicando en ambos miembros de (2.18) por (_76) obtenemos:

cd ecxy
< —

Cf T f

— T,y (2.19)

sumando miembro a miembro (2.17) y (2.19) obtenemos:

a—c—d<<b—2)x
f- )=

d
La desigualdad % < % implica que a — 07 > 0. Debido a que x; > ¢y > 0 tenemos
ec
0<b——
f
0 sea:
bf—ec>0. (f>0) (2.20)
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Ahora bien, si multiplicamos en ambos miembros de (2.17) por (—E) obtenemos:

b
a cIe
— 2 em - b2 (2.21)
sumando (2.21) y (2.18) obtenemos:
d— 5> fm— 220
b
o equivalentemente:
ae ce
-2 (F-F)m. 2.2
y =\ )™ (2.22)

b

La desigualdad — < 2 implica que d — % < 0. Como hemos supuesto To > 0, entonces
a

f— c_be <0 obien fb—ec<0lo cual es una contradiccién con (2.20), luego Ty = 0.

En consecuencia

tlfrn xz(t, ¢17 ¢2) = th .Tg(t) =0. (223)

Lema 2.8 Sean ¢1,¢2 € F Ay, y supongamos ademds que se satisfacen las desigualdades

dadas por (2.16). Si col (x1(t, o1, P2), xa(t, b1, P2)) es la solucion del sistema (1) entonces

existe o« > 0 tal que x1(t) > a > 0 para todo t > ty.

Demostracién: Sea V (t) la solucién de la ecuacién logistica:
V() =V(®)ld = fV()] con  V(t) = da(to).
Entonces por el Lema 2.3 z5(t) < V(t) para t > t.

Asi

lim sup z(t) < limsup V (¢),

t— 400 t—4o00
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pero

d
i t)=—
(véase [6], Pag.18), en consecuencia:
_ , d
Ty = limsup z5(t) < =.
t— 400 f

En virtud del Lema 2.5,

¢
lim sup/ ki(t — s) za(s) ds < Ts.

1 d d
Entonces dado € = — (E — —>, (ﬁ — — >0, por hipétesis), existe Ty > 0 tal que:
2\c¢ f c f
t
/ ki(t — s)za(s)ds < e+

d
< e+? para t > Tj.

Asi que para t > Tj tenemos:

2 = xﬂﬂ[a—bm@)—c/tkﬂt—@xﬂﬁd%

0 fa v (fi ]
- m@)%—c%—wc—bm@ﬂ.

Si consideramos la solucion de la ecuacion logistica:

2'(t) = z(t) {a - c; —€c— bm(t)}

con z(Ty) = x1(Tp)

entonces, usando el mismo razonamiento de la demostracién del Lema 2.3 z(t) > z(t)

para t > Tj.
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En consecuencia

.. > T _ ,
it 1) 2 i «() = tim_C)
B a—c?—ec:%(a_ch):a
b b b
De donde

21 = liminf 2, (t) > a; >0,

t—+00
usando la definicion de limite inferior tenemos que dado € > 0 existe T} > 0 tal que:
. aq aq
x1(t) > x1 — € > a; — € para t > T7. Si escogemos € = 5 tenemos que xq(t) > - bara
t > 1T.

Por otra parte, como z(t) > 0 en [ty, T3] tenemos que mingepp{®1(t)} = 1m >0y

(67

-1

asi z1(t) > a > 0 donde oo = min{z1,, 5

Lema 2.9 Existe una tnica solucion x*(t) de la ecuacion logistica

71(t) = z1(8)[a(t) — b(t) 21(1)]

tal que < " (t) < M obre (—00,+00).
b br

Demostracién: (ver [6] Teorema 1.1, Pag.15).

Lema 2.10 Sean ¢1, ¢y € F Ay, y supongamos ademds que se satisfacen las desigualdades
dadas por (2.16). Si col (x1(t, d1, P2), x2(t, b1, ¢2)) denota la solucion del sistema (1) en-
tonces x*(t) — z1(t) — 0 cuando t — o0, donde z*(t) = % es la unica solucion de la

ecuacion logistica dada en el Lema 2.9 y x1(t) = x1(t, 1, P2).
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Demostracién: Como demostramos en el Lema 2.8, existe a > 0 tal que z1(t) > « para
todo t > ty y por el Lema 2.7

lim z5(t) = 0.

t— 00

1 1 b
Sean w(t) = e y w*(t) = ) = las cuales estdn bien definidas en [tg, +00),

debido a que z1(t) > a >0y z*(t) =

a
3 > () para todo t en el intervalo, ademas:

0 <w(t) <

w*(t) = S.

Q|+
)

Por lo tanto z(t) = w(t) — — es acotada y diferenciable en [ty, +00), en consecuencia el
a

Lema 2.6 es aplicable, es decir, existen sucesiones (7,) T oo y (0,,) T oo tales que

2(tn) —z; () — 0, n—

2(on) — z; 2'(0n,) — 0, n— oc.

Probaremos que z =z = 0, para esto comencemos por notar que:

t

lim ki(t —s)za(s)ds = 0.

o0 —0o0
En efecto, como
tEnoo ro(t) = 0 =Ty
entonces
0< t@oo _too ki(t — s)zo(s)ds < Ty =
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Por otro lado:

o _ o)
0= e

—a+bx(t —|—cf ki(t — s) xa(s) ds

1(1)
= —aw(t)+b+cwl(t / ki(t — s)xa(s)ds

= —aw()—l—a +cw(t) kl(t—s)x2(5)ds

—0o0

R (w@) - 9) + cu(t) /t it — 5) @ (s) ds

a —0o0
t

_ —az(t)—i—cw(t)/ Fa(t — 5) 22(s) ds

—0o0

de donde

(1) = S w(t) / n(t — 8) 2a(s) ds — 2. (2.24)

a oo a

Ahora debido a que
t

tlim ki(t —s)xa(s)ds =0

entonces

lim gw(Tn)/nkl( §) wa(s) ds = 0

lm < w(o) / k(0 — ) 2a(s) ds = 0
n—-:oo (4 00

pero también
.1 .1
lim —2'(7,) =0= lim —2'(0,).
n—oo n—oo (4

Por lo tanto, si cambiamos t por 7,, y 0, en la ecuacién (2.24) y tomamos limite cuando n

tiende a infinito, obtenemos que z = z = 0.
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En consecuencia

por otro lado

21 (t) =2 ()] = -

pero z1(t) es acotada, entonces

Teorema Principal 2.1 Supongamos que a,b,c,d,e, f son constantes positivas, satisfa-
ciendo las desigualdades:

< <

Y

~l o
Qe
Q| o
Ul ®

Sean ¢1, 9 € FAy,. Si col (x1(t, o1, P2), xa(t, o1, P2)) es solucion del sistema (1) entonces
2o(t) — 0 y x1(t) —2*(t) — 0 cuando t — oo, donde x*(t) es la solucion de la ecuacion

logistica descrita en el Lema 2.9.

Demostracién: Como vimos en el Lema 2.8, existe a > 0 tal que x1(t, ¢1, o) = z1(t) >

«a > 0 para t > to. Luego por el Lema 2.7 x5(t, ¢1,p2) — 0 cuando t — oo. Por otro

lado por el Lema 2.10 zy(t) — x*(t) — 0 cuando t — oo
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Capitulo 3

Estudio de un Sistema del Tipo

Lotka-Volterra con Retardo

(con coeficientes variables)

En este capitulo estudiaremos el sistema de ecuaciones integro-diferenciales

(2)

\

24(t) = a1(8)[alt) = b(t) e (t) — e(t) [ ka(t — s)wa(s)ds]
wh(t) = oo (B)[d(t) — () 2a(t) — et) [, kalt = s)z1(s)ds], ¢ > to

21(t) = o), 2a(t) = (1), t <o

donde las funciones a(t), b(t), c(t),d(t), e(t), f(t) son continuas, acotadas superior e inferi-

ormente por constantes positivas en (—oo, +00) y tienen la misma interpretacién que las

costantes a,b,c,d,e,f en el Capitulo 1, los nucleos k; vy ko con

ki : [0, 4+00) — [0, +00), i =1,2
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son continuos y satisfacen que:

+0o0
/ ki(s)ds =1, para i =1,2,
0

las expresiones

t

c(t)/ ki(s —t)xo(s)ds y e(t)/ ko(s —t)xy(s)ds

—00 —0o0

tienen la misma interpretacién que en el Capitulo 1.
Demostraremos ahora que cuando se satisfacen las siguientes desigualdades :

CMm ar bar €L

_— < — < = 3.1

o du Y (3.1)
las soluciones col (z1(t, ¢1, P2), xa(t, b1, P2)) con ¢y, € F Ay del sistema (2) tienen el

siguiente comportamiento:

Jim ot 61, 62) =0y lim [17(1) = an(t, 6, 6)] = 0

t—00

donde z*(t) es la tnica solucién de la ecuacién logistica

'(t) = w(t)]a(t) — b(t) x(t)]
tal que Z—; <x¥(t) < C;—]Z[ para todo t € IR.

Los siguientes lemas son similares a los que aparecen en la publicacién [1] de Shair

Ahmad.

Lema 3.1 Sean ¢y, ¢9 € FAy, y col (z1(t, d1, 02), x2(t, d1, P2)) solucion del sistema (2). Si
se satisfacen las desigualdades dadas por (3.1) y x1(t) > € para todo t > to donde €y es

un numero positivo entonces

tliglo x2(t7 ¢17 ¢2) =0.
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Demostracion: Seguiremos el mismo procedimiento que en el Lema 2.7.

Tanto z1(t) como z5(t) son acotadas por constantes positivas para t > to. Sean

1 = lim inf () y T2 = tlim sup xa(t),

- t—o0

como x1(t) > €9 y x2(t) > 0 entonces x1 > €9 > 0y 73 > 0.

Para demostrar el lema sélo necesitamos probar que 73 = 0, pues 0 < x5 < 73, luego

lim x4(t) = 0.

t—o00

Supongamos que Tz > 0, como x1(t) y x2(t) son acotadas y diferenciables en [ty, +00),
podemos asegurar por el Lema 2.6 que existen sucesiones (7,,) y (0,) tales que 7,, —
00, 0y — 00,21 (7,) — 0,25(0y,) — 0y 21(7) — @1, 22(0n) — T2.

Asi que:

) = @) [am - b)) — efra) |

— 00

hﬁh—gxﬂﬁd%

Tn

> x1(7) [aL — by 21 (7)) — cM/

ki (1, — s) x2(s) ds] ,
—00
tomando limites cuando n — oo en ambos miembros de la desigualdad anterior y usando

el Lema 2.5 tenemos:

Tn

0 > J[aL—bMﬂ—thlim k’l(Tn—S)ZEQ(S)dS:|

> @ [ap — by —en T,
como 1 > €g > 0 entonces 0 > ay, — by x1 — ¢pr T, O sea :

ar, < by oy + cyr Ta. (3.2)
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Por otra parte:

On

o) = wlon) [dl) = flon)aalon) ~ elo) [

—00

ko (o — ) 21(3) ds]

< ma(on) [dM— Frza(0n) — 1 / ka0 — ) 21(5) ds}

— 00

de donde, al tomar limites en ambos miembros tenemos:

0 < l'_2|:dM_fLT2—eL lim /nk,‘g(an—s)xl(s)ds}

< Tg[dy — frT2 —epai],

como hemos supuesto que T3 > 0 entonces 0 < dy; — f, T2 — e, z; de donde:

dy > epxi + fL Ty (3.3)
multiplicando (3.3) por <_fcM) resulta:
L
d erLCmM T
MM o PV oy m (3.4)
fr fr

sumando miembro a miembro (3.2) y (3.4) obtenemos

fo — fv ) —
. CM ar . . ey dy .
la desigualdad — < " implica que ay, — > 0. Debido a que z; > ¢y > 0 tenemos
L M L
€L Cm
0<by—
YR
o0 sea:
fL — eL CM > O (35)
bm
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Ahora bien, si multiplicamos en ambos miembros de (3.2) por <—b€—L) obtenemos:

M
Lavero o cuTaer (36)
by T by
sumando (3.6) y (3.3) obtenemos:
dy — L > fy - AL
M M
o equivalentemente:
dy — L > (f, - 2L 7, (3.7)
b bm
b
La designaldad — < X implica que dy — "~ < 0, ahora por (3.5) fr — " > 0,
ar, dys M M

luego de (3.7) se tiene que Tz < 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto 73 = 0. En

consecuencia

th xo(t, b1, o) = th xo(t) = 0.

Lema 3.2 Sean ¢1, ¢y € F Ay, y supongamos que se satisfacen las desigualdades dadas por
(3.1). Si col (z1(t, 1, P2), x2(t, d1,02)) es solucion del sistema (2) entonces existe o > 0

tal que x1(t) > o > 0 para todo t > ty.
Demostracién: Sea V' (t) la solucién de la ecuacién logistica:
V/(t> = V(t)[d]\/[ — fL V(t)] con V(to) = ¢2(t0).

Entonces razonando como en el Lema 2.3 z5(t) < V(t) para t > t.

Ahora bien,



Asi

d
T3 = limsup 25(t) < limsup V(t) = lm V() = —=.
t—s—+o00 t— 400 t—+00 fL
Lrap dy .
Razonando como en el Lema 2.5 tenemos que dado ¢ = 5 (— - f_> > 0 (por hipdtesis),
Cm L
existe Ty > 0 tal que:
t
/ ki(t — s)za(s)ds < e+7T3
dm
< e+ — para t > Tj.
fr

Asi que para t > T tenemos:

t

40 = alt) [at) =000 -0 [

> 2y(t) [aL — by x1(t) — cu (6 1:2_]\;”

= x(t) {aL —Ccy d—M —ecy — by xl(t)} )
fr

ki (t — s) 2a(s) ds]

Si consideramos el sistema logistico:

2'(t) = z(t) {aL —em % —ecyr — by x(t)]

x(Ty) = x1(Tp).

Entonces por el Lema 2.3 z(t) > x(t) para t > Tj.

En consecuencia

’ . > /, . — /
a0 2 fiminf ) = lim_o(0
a — C d_M—GC 1 C]\/IdM
RN Gt )
= —= :al
bM bM
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De donde:

| = liminf z, () > oy > 0,

- t———+o00
usando la definiciéon de limite inferior tenemos que dado ¢ > 0 existe T} > 0 tal que:
. (03] Qaq
x1(t) > 1 — € > oq — € para t > T;. Si escogemos € = 5 tenemos que x(t) > - bara
t>1.
Por otra parte, como x1(t) > 0 en [tg, T1] tenemos que mingep, r{x1(t)} = 21, >0y

asi x1(t) > a > 0 donde o« = min{xy,,, %} |

Lema 3.3 Sean ¢1, 92 € F Ay, y supongamos ademds que se satisfacen las desigualdades
dadas por (3.1). Si col (z1(t, p1, 2), x2(t, P1, d2)) es una solucion del sistema (2) entonces

x*(t) —x1(t) — 0 cuando t — oo, donde x*(t) es la unica solucion dada en el Lema 2.9.

Demostracién: Como demostramos en el Lema 3.2, existe a > 0 tal que z1(t) > a > 0

para todo t >ty y por Lema 3.1

th’m Ig(t,¢1,¢2) == th LUQ(Zf) =0.
1 1
v wtt) = ——
PO RA=)

que z1(t) > a >0y x*(t) > Z—L > 0 para todo ¢ en el intervalo [ty, +00), ademés:
M

Sean w(t) = las cuales estédn bien definidas en [ty, +00), debido a

1 b b
O<wt)<= y —=<w@) <2 paratodo t> t.
o Ay ar,

Por lo tanto z(t) = w(t) — w*(t) es acotada y diferenciable en [ty, +00), en consecuencia el

Lema 2.6 es aplicable, es decir, existen sucesiones (7,) T oo y (0,,) T oo tales que



2(on) — z; 2'(0,) — 0, n— o0.

Probaremos que z =z = 0, en efecto:
iy o m(E) [ @)]
0= mw T rer
B x1(t) |—a(t) + b(t) x1(t) + c(t) fjoo ki(t — s) xa(s) ds . 2 ()]a(t) — b(t) 2*(t)]
B HO) [z*()]?
= —a(t)w(t) + c(t) w(t) /_ ki(t — s) xa(s) ds +w*(t) a(t)

= —a(t) [wt) — w*(t)] + c(t) w(t)/_ ki(t — s) za(s) ds
= —a(t) z(t) + c(t) w(t) / ki(t — s) za(s) ds

Asi tenemos:

a(t) z(t) = c(t) w(t)/_ ki(t — s) xo(s) ds — 2'(t)

luego:

*@w t — §) TS S—Z/<t>
() = S utt) [ k(=) aa(e ds -

por otra parte por el Lema 2.5

Q=

t
limsup/ kEi(t —s)za(s)ds < T3y w(t) <

t——00

y como

Ty = limsup z5(t) = tﬁn xo(t) =0

t—00 S

entonces




también

1
(1) =0 y lim 2 (0,) = 0.

n—so0 a(0y)

Por lo tanto, si cambiamos ¢ por 7, y 0, en la ecuacién (3.8) y tomamos limite cuando
n tiende a infinito, obtenemos que z = z = 0.

En consecuencia

Ahora bien:

pero tanto x(t) como x*(t) son acotadas, asi

lim (z,(t) —2*(t)) = 0.

t— 00

Teorema Principal 3.1 Supongamos que a(t),b(t), c(t), d(t),e(t), f(t) son funciones con-
tinuas, acotadas superior e inferiormente por constantes positivas y que satisfacen las de-

sigualdades:

CyMm ar, bar < er

— <
fo du Y arp, — dy
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y sean ¢, P2 € FAy,. Sicol (x1(t, p1,¢2), x2(t, P1,¢2)) es solucion del sistema (2) entonces

zo(t) — 0 y z1(t) —x*(t) — 0 cuando t — oo, donde x*(t) es la solucion de la ecuacion

logistica descrita en el Lema 2.9.

Demostracién: Por el Lema 3.2 existe o > 0 tal que z1(¢) > o > 0 para todo t > .
Asi por el Lema 3.1 x3(t, ¢1, ¢2) — 0 cuando t — oo.

Por otra parte por el Lema 3.3 x*(t) — z1(t, ¢1, p2) — 0 cuando t — oo.
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