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4.1. Solucion a Sistemas de Ecuaciones Lineales

En ésta unidad se desarrollaran varios topicos que corresponden al Algebra Lineal,
fundamentalmente a la solucion a la solucién de sistemas de ecuaciones lineales. En éste
sentido, se presentaran los aspectos teoricos y algoritmos correspondientes a: Método de
Eliminaciéon Gaussiana con sustitucion hacia atrds con sus respectivas estrategias de pivoteo
tendientes a mejorar las soluciones obtenidas desde el punto de vista numérico (Pivoteo
Maximo de Columna y Pivoteo Escalado de Columna). Otro método a desarrollar para resolver
Sistemas de Ecuaciones Lineales es de tipo interativo y es conocido como Gauss-Seidel, con su
respectivo analisis de convergencia. Finalmente se presenta el marco tedrico para determinar el
mal condicionamiento de los Sistemas de Ecuaciones lineales, para que al apoyarnos en
M¢étodos Numéricos, podamos discinir al respecto.

4.1.1. Eliminacion Gaussiana con Sustitucion hacia atras

Consideremos el sistema de #n ecuaciones lineales con n incognitas:

E :a,x +a,x, +a,x, +--+a,x, =b
E,:a,x +a,x, +a,x,+-+a,x, =b,
DAy X, FanX, Fagpx, +o+a,,x, =b,

o

E :a,x +a,x,+a,x,++a,x,=b

n

si:
a4 4g a, X b,
Ay Gy dy a,, Xy b,
A=|ay ay ay as, | X=|x3; b=|b
_anl an2 an3 ann a _'xn_ _bn_
a;; 4, 4y a, b
Ay Ay dy a,, b,
A=[4b]=|a, a, a,, a,, bs |,tomando b, =a,,,, se tiene:
_anl an2 an3 ann bn_
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a,, 4, dp a, 4,4

a, Ay dy Ay, Q440

=1ds 4z Ay as, d4s,,
_anl anZ an3 o ann an,n+l i

realizando un proceso de eliminacidn hacia delante, mediante los siguientes pasos:
1. Con a,, #0,al dividir E; entre a,;, se tiene:

a a a
71-x1+ix2+ix3+...+ix
a a a a, a

A este proceso se le llama normalizacién y el objetivo consiste en convertir el
primer coeficiente de £ en 1.

2. Multiplicamos la ecuacion anterior por (-az;) y se le sumamos a £ :

a a a b
12 13 1n _ _ 1
0x, +(a,, —ay, )X, +(ay —ay, )Xy + -+ (ay, —ay, )X, =b, —a,, )
11 a a a
la cual abreviaremos como:

E£2) (2)

1Ay, X, + ag))@ +---+a(2)xn = béz)

2n

3. El proceso se repite para la ecuacion E3 y sucesivamente hasta E,; tomando
E!” = E, inicial, se construye:

(2) . _
E”7 a,x, + a,x,+ayx; +---+a,x, =b

@ . 2 ) @, _ 1@
E)7: Ay, Xy + Ay X5+ +a,, x, =b,

(2) . (2) 2) (2) _ 5, (2)
E7: ay'x, +a;x; +--+a;’x, =b;

(2) . (2) (2) (2) _ (2
En . a}12x2+an3x3+.“+ann xn_bn

El proceso aplicado a las ecuaciones Ej es aplicado ahora a las ecuaciones £ 52)
con j = 3,...,n; obteniéndose :

El(l) — E1 — E1(2) — E1(3) :allxl +a12x2 +a13x3 +...+a1nx = bl

3. ) ) @, _ 72
E): Ay, X, +ay, X3 +--+a,’x, =b,
3) . 3) 3) _ 1,3
E;: a3 x; +--+ay)x, =b;
3) . 3)
E7:

alx, ++ax =bpY

nn
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5. El proceso del paso anterior se repite hasta la ecuacion E, obteniéndose:

. _
EV ra,x, +a,x, +ax; +---+a,x, =b
2) . (2) (2) (2) _ (2
E)7: ayy X, +ay X, ++-+a,'x, =b,
3. 3) B, _10
E7: a3 x; +--+ay)x, =b;
(n-1) . (n—-1) (n—-1) _ 1. (n-1)
Enfl . an—l,n—l'xn—l + an—l,n xn - bnfl
(n) . (n) _ 3,(n)
En . ann 'xn - bn
(n)
De la tltima ecuacion se obtiene: x, = -, provisto de a,,’ # 0.
a

nn
Luego efectuamos sustituciones regresivas (hacia atras) en la pentltima ecuacion y
en las que les antecede, se obtiene en general:

(i) O]
iiv1 % a;inX

n
(i) (i)
b — Za@;‘ X;

j =i+l

e gD _,0
ai,n—l'xn—l ain X

n

i+1 i+2

b —a
X, =

1

(@)
a;

paraj=i+l,...n e i=n—-1,n-2,..,1.

Para generalizar el proceso al
consideracion. b, = a

A=

i,n+1?

~ (k k .
A® = [a; )], esta dada por:

a® =

O S¢€a.
M
ai

0

4% —

f

(@)
a;

oritmico de Eliminacion Simple de Gauss, hacemos la
Afai’n“];i =1,....,n; para k = 2,3,...,n; las matrices:

,cuandoi =12, k—1Anj=12,..,n+1

(k=1)
a
0
(k-1)
a* b _ i k1
ij =
A1
1) (€))
ap  dp
(2) (2)
ay,y Ay
0 0 0
0 0 0
0 0

La;

(k=1) .
Lj>

a ;.

(2)
as i1

(k=1)
A1 k-1

,cuandoi=k,k+1..,nA j=

1) 1)
alk aln
(2) (2)
A a,
(k=1) (k1)
Ak Ap_1n
(k) (k)
Ay Ay
(k) (k)
ank ann

L2,.., k-1

sii=k,k+1,...nAnj=kk+1,...,n+1

1)
Ay
(2)
a2,n+l

(k=1)
ak*l,n+1
(k)
ak,n+l

(k)

n,n+l1 i

a
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1.

El procedimiento no puede aplicarse si, a;

En caso que el proceso en 2. No pueda aplicarse, o sea «a

OBSERVACIONES

) —0 para algin i; ya que se estaria en

un

presencia de division por cero.

En caso de darse la observacion en 1. Se localiza la ecuacion mas proxima, hacia abajo,
cuyo elemento de pivote sea diferente de cero y se realiza un intercambio de ecuaciones
en el sistema.

) _

nn

0, entonces el sistema de

ecuaciones tiene por lo menos 2 ecuaciones linealmente dependientes, por lo que su
solucidn no seria Unica y el proceso algoritmico debe parar.

4.1.2. ALGORITMO DE ELIMINACION GASSIANA CON SUSTITUCION HACIA

ATRAS

Objetivo: Resolver numéricamente el Sistema lineal de n x n, dado por:
E cagx t+apx, +o-+a,x,=a,,

E, tayx;+apx,+--+ay,x,=a,,,

E,  ca,x +ta,x,+-+a,x, =a

n nn”"n n, n+l

ENTRADA: Numero de incognitas y de ecuaciones (n), matriz aumentada
A=(a,), 1<i<n,1<j<n+1.
SALIDA : Solucion exacta o aproximada de x, , x,,---,x, 0 mensaje de que el

sistema no tiene solucion Unica.
Paso 1: Para i=1,---,n—1 seguir los Pasos 2-4 (Proceso de Eliminacién).
Paso 2: Sea p el menor entero con i< p<n talque: a,, #0
Si p no puede encontrarse, entonces
SALIDA (‘No existe solucion tnica’™);
PARAR.
Paso 3: Si p#i, entonces (E,) <> (E)).

Paso 4: Para j=i+1,---, n seguir los Pasos 5y 6.

a ..
Paso 5: Tomar m, =—"

Paso 6: Efectuar (Ej -m,.E ) — (E])
Paso 7: Si a,, =0, entonces SALIDA ("No existe solucion tinica’),
PARAR.
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an,n+l

Paso 8: Tomar x, =

. (Inicio de sustitucion regresiva)
a

nn

j=i+l

n
[at,m - Z%%J

Paso 9: Para i=n—1,---,1 tomar x, =
a..
113

Paso 10: SALIDA (x,,x,,--,x,); (Proceso exitoso)
PARAR.

Ejemplo 4.1.1. : Use el proceso de Eliminacion Gaussiana Simple, efectuando los
calculos con 6 cifras significativas, para resolver el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

E, : 3x,-0.1x,-0.2x; =7.85
E, : 0.1x,+7x,-0.3x, =-19.3
E, : 03x,-02x,+10x, =714

Solucion:

Normalizando la Ecuacion E;  :x, —0.0333333x, — 0.0666667x, = 2.61667 E
-01E" +E, : 7.00333x, —0.293333x, =-19.5617 E"
-03 E" +E, : —0.190000x, +10.0200x, = 70.6150 E"

Normalizando la Ecuacion E{" : x, —0.0418848x, = —2.79320 E\*

0.190000 £{* + E{" ; 10.0120x, = 70.0843 E{
de donde podemos escribir entonces el siguiente sistema equivalente al dado:

3x, - 0.1x, - 02x,=7.85
7.00333 x, —0.293333 x, =—-19.5617
10.0120 x, = 70.0843
Por lo tanto: x, =7.00003, y al hacer el proceso regresivo en la ecuacion anterior
se tiene:  7.00333x, —0.293333(7.00003) = —-19.5617 y de aca: x, =-2.50001,y
al aplicar los valores obtenidos en la primera ecuacion, se obtiene: x, = 3.00000.

Prueba : (Se deja como ejercicio, asi como también determinar los errores
correspondientes).

Ejemplo 4.1.2: Resolver el mismo sistema pero con solo tres (3) digitos
significativos. Determinar los errores correspondientes.
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Solucion:
Ejercicio propuesto.

Al analizar los resultados de los dos ejemplos anteriores urge la imperiosa necesidad
de establecer algunas técnicas o procedimientos que nos ayuden a obtener mejores
resultados del proceso de Eliminacion Gaussiana para resolver Sistemas de
Ecuaciones Lineales, es por eso que a continuacion, se abordard este tema en la
seccion siguiente.

4.2. TECNICAS DE MEJORAMIENTO EN LAS SOLUCIONES

4.2.1.

4.2.2.

En el proceso de resolver en forma numérica un sistema de ecuaciones lineales,
surge la posibilidad de que la solucién obtenida no esta lo suficientemente cerca de
la solucion real. Ante este hecho existen alternativas para mejorar la solucion
obtenida, entre dichas estrategias estan:

USO DE MAS CIFRAS SIGNIFICATIVAS
En el proceso de utilizar una mejor aproximacion a la solucion del sistema

lineal, esta es una alternativa de rapida implementaciéon de resultados inmediatos.
Se deja al lector verificar este hecho.

PIVOTEO MAXIMO DE COLUMNA O PIVOTEO PARCIAL

En el algoritmo anterior cuando uno de los elementos pivotal a,E’f) =0, se

produce un intercambio de (E, )< (E p) en donde p es el entero mas cercano

mayor que k tal que agf,)c # 0, sin embargo si este pivotal es pequefio en magnitud
(.klz

comparado con ag.’fk) , el multiplicador m,, = ﬁ tendrd una magnitud mayor de
ik

1, el error de redondeo en los calculos de los aﬁ.",), lo cual incrementa el error

inicial, para x,

Ejemplo:
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0.0003x, +1.566x, =1.569 - x, =10
( La solucidon exacta es )
0.3454x, —2.436x, =1.018 x, =1

Usando aritmética flotante con redondeo de 4 digitos se tiene que:
0.3454

my =
0.0003
con la segunda ecuacion:

=1151, y al multiplicar la primera ecuacion por —m,, y sumarla

0.0003x, +1.566x, =1.569
~1804x, = —1805

dedonde x, = _123451 =1.001, y al reemplazar este valor en la primera ecuacion, se

obtiene:

= 1.569 —(1.566)(1.001) _1.569-1.568 _ 1E-3 _ 3,333 . resultado muy lejos
0.0003 0.0003 0.0003

del valor verdadero.

Ahora bien, si queremos mejorar la solucién, un método seria el de incrementar la
cantidad de cifras significativas, como se indicé arriba, pero en el supuesto de que esto no
sea posible, ensayemos la siguiente alternativa, con la misma cantidad de digitos
significativos, intercambiemos las ecuaciones y resolvamos el sistema : :

0.3454x, —2.436x, =1.018 0.0003
en este caso: m, =
0.0003x, +1.566x, =1.569 0.3454

el opuesto este valor a la primera ecuacion y sumarla con la segunda se obtiene el sistema:

=8.686F —4 y al multiplicar por

0.3454 x, -2.436 x,=1.018 (1) 2.116 E-3
1.568 x, =1.568 (2”) -8.842E-4
" . 1.568 . ” .
De (2”) se obtiene x, = 1568 =1.000 y al reemplazar regresivamente en (1) se tiene:
L 1.018+2.436(1)  3.454 0
: 0.3454 0.3454

La cual coincide en ambos resultados con el valor exacto.

En este proceso, el problema inicialmente generado, se trata de evitar, escogiendo
el pivote como el mayor elemento affz e intercambiando las k-ésimas y el p-ésimo

renglones y luego intercambiando la k-ésima y la g-ésima columna, si es necesario. Sobre
cada elemento de la diagonal principal intercambiando por elemento pivotal que sobre la
misma columna hacia abajo, tenga el mayor valor absoluto, es decir determinar el menor
p =k tal que
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afi)‘ y realizar (E ) (Ep)

(k)| —
‘ap,k =Mmax; <,

4.2.2.1. ALGORITMO DE ELIMINACION GAUSSIANA CON PIVOTEO
MAXIMO DE COLUMNA

Objetivo: Resolver numéricamente el Sistema lineal de # x n, dado por:
E, cayx t+apx,+--+a,x,=a,,

E, tayx +apx,+--+ay,x,=a,,,

E : anlxl + anZ‘xZ +eeet ann'xn = an,n+l

n

ENTRADA: Numero de incognitas y de ecuaciones (n), matriz aumentada
A=(a,), 1<i<n,1<j<n+1.
SALIDA : Solucion exacta o aproximada de Xx, , x, ,---, X, 6 mensaje de que el sistema
no tiene solucion unica.
Paso 1: Para i=1,---,n tomar nfila(i)=1i.
Paso 2: Para i=1,---,n—1 seguir los Pasos 3-6.
Paso 3: Sea p el menor entero tal que:

i<p<n y |a(nﬁla(p),i1:max|a(nﬁla(j),i)| .
i<j<n

Paso 4: Si  a(nfila(p),i)=0, entonces SALIDA ('No existe solucion tnica’);
PARAR.

Paso 5: Si nfila(i) # nfila(p), entonces tomar:
ntemp = nfila(i),
nfila(i) = nfila(p),
nfila(p) = ntemp.
Paso 6: Para j =i+1,---, n seguir los Pasos 7y 8.
a(nfila(j),i)
a(nfila(i),iq)
Paso 8: Efectuar (E, . ;) — m(nfila(j),0).E i) = (Evai))-
Paso 9: Si a(nfila(n),n)=0, entonces SALIDA ('No existe solucion unica’),

Paso 7: Tomar m(nfila(j),i) =

PARAR.
Paso 10: Tomar x, = a(wfila(n),n +1) . (Inicio de sustitucion regresiva)
a(nfila(n),n)
(a(nﬁla(z’), n+1)- > a(nfila(i), j).x_/J
Paso 11: Para i=n—1,---,1 tomar x; = it
a(nfila(i),i)

Paso 12: SALIDA (x,,x,, :+,x,); (Proceso exitoso)
PARAR.
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4.2.3.1. PIVOTEO ESCALADO DE COLUMNA

Supongamos que queremos resolver el sistema dado a continuacion, con aritmética
de 4 digitos:
3.000x, +15660x, =15690
0.3454x, —2.436x, =1.018
0.3454

Al aplicar el algoritmo anterior, se tiene m,, =m=0.1151, luego al

multiplicar por el opuesto de este numero a toda la primera ecuacion y sumarla con la
segunda ecuacidn, se obtiene:
3.000x, +15660x, =15690

—1804x, =-1805
de la ultima ecuacion se obtiene que: x, =1.001y al hacer la sustitucion regresiva

se tiene que: x;, =3.333. Esta solucion esta muy lejos de la solucion exacta (10 y 1,
respectivamente).

El problema en este caso esta en que los términos involucrados en el sistema
difieren “mucho” en magnitud. Lo recomendable es en una situacion como esta, la de
“escalar”, los términos involucrados, para lo cual se procede de la manera siguiente:

max{3.000,[15660|} = 15660 = 5, A max{0.3454,|-2.436} = s, .
_ 3.000 —1.916E—4 A 220 = 0.3454 =0.1418; por lo que realmente
s, 15660 s, 2.436

convendria reordenar las ecuaciones: (E, )<« (E, ). Al resolver:

0.3454x, —2.436x, =1.018 . _ _
, por el método anterior se obtiene la respuesta correcta:
3.000x, +15660x, =15660

x, =1.000 A x, =10.00, usando aritmética de 4 digitos.

Al proceso realizado se le denomina Pivoteo Escalado de Columna. Este se efectiia
asi:

2

Paso 1: Definir s, = max‘aij
Jj=12,-n

Sis; = 0 para algun i, el sistema no tiene solucion unica,
si este no es el caso.
Paso 2: Determinar el menor entero k tal que:
| ‘aﬂ‘

— = max —— vy se realiza (El ) > (Ek)
Sy J=Len Sj
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4232 ALGORITMO DE ELIMINACION GAUSSIANA CON PIVOTEO

ESCALADO DE COLUMNA
Objetivo: Resolver numéricamente el Sistema lineal de nxn, dado por:

El sap X, tapx, +--+a,x, =a, .,
E, ta,x,t+anx,+--+a,x,=a,,,

E, ta,x +a,x,++a,x, =a,,.,

ENTRADA: Numero de incognitas y de ecuaciones (#), la matriz aumentada
A:(al.j), 1<i<n,I<j<n+1.
SALIDA : Solucion exacta o aproximada de x, , x, ,*-+,x, 0 mensaje de que el sistema no

tiene solucidn unica.

Paso 1: Para i=1,---,n tomar s, = max|a,

1<j<n

b

Si s, =0, entonces: SALIDA("No hay solucion tinica’);
PARAR.
Sea nfila(i)=i,
Paso 2: Para i=1,---,n—1 seguir los Pasos 3-6.
Paso 3: Sea p el menor entero tal que:

alwfla(p)i) _  lalnfila().i)

s(nfila(p))  i<i=n s(nfila(}j))

Paso 4: Si  a(nfila(p),i)=0, entonces SALIDA ("No existe solucion unica’);
PARAR.

ISp<n

Paso 5: Si, entonces tomar:
ntemp = nfila(i),
nfila(i) = nfila(p),
nfila(p) = ntemp.
Paso 6: Para j =i+1,---, n seguir los Pasos 7y 8.
a(nfila(j),i)
a(nfila(i),q)
Paso 8: Efectuar (Ergﬂla(_j) —m(nfila(j),0).E ;.. ) - (Enﬁla(j)).
Paso 9: Si a(nfila(n),n)=0, entonces SALIDA ('No existe solucion unica’),
PARAR.
a(nfila(n),n +1)

Paso 10: Tomar x, = . (Inicio de sustitucion regresiva)

a(nfila(n),n)

Paso 7: Tomar m(nfila(j),i) =

[a(nﬁla(i), n+1)— Zn: a(nﬁla(i),j).ij

j=i+l

a(nfila(i),q)

Paso 11: Para i=n—1,---,1 tomar x, =

Paso 10: SALIDA (x,,x,,-*+,x,); (Proceso exitoso)
PARAR.

10
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4.3. SISTEMAS MAL CONDICIONADOS:

Dentro del campo del andlisis numérico, existe una caracterizacion para un alto
numero de sistemas de ecuaciones linecales, son los llamados sistemas mal
condicionados, los cuales revisten alto interés, pues la solucion numérica de tales
sistemas no es confiable. Antes de introducirnos en dichos sistemas, es pertinente
revisar los siguientes conceptos:

4.3.1. NORMA DE VECTORES Y MATRICES
Definicion 4.3.1.1: Se llama norma vectorial en R" , a la funcién || . || de R" en R con
las propiedades:
i) [ x]=0,V x eR"
ii)[| x [|[=0 & x =(0,0,..,0)'=0

il x| =lof|| x |; Yo eR, Vx eR"
V[lx+y[I<[fx||+]|yI;Vx,y R

Definicion 4.3.1.2: Las normas [/, y [ para el vector x = (x;, x2, ..., xn)’ se define

asi:
n
2 )
A, =2 |, = max
” 2 — ! y o 1<i<n
s

Ejemplo 4.3.1.1.: Seax = (-1,0,1)' e R*:

x|

I, =D+ 07+ =2y |, = maxg—1,Jopji =1
Definicion 4.3.1.3 : Si x=(x;, X2, ..., x,)' ¢ ¥ = V1, V2 ..., v») ' son vectores en R",
las distancias /, y /, entre x e y se definen asi :
||x—y||2 = Z|xi -y I y ||X—y||m Zméx|xi—yl.|

<i<
o1 1<i<n

Definicion 4.3.1.4: Se dice que la sucesion {x(k) }::l de vectores en R" converge al
vector x respecto a la norma || . ||, si dado cualquier € > 0, existe un entero N(€) tal
que : Hx(k) —xH < € paratodak> N(e)

Teorema 4.3.1.1: La sucesion de vectores {x(" )} converge al vector x en R" respecto

)

alanorma || . ||, siy s6lo si /{Ti x =x, , paracada i=1,2,....,n.

11
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2
Ejemplo 4.3.1.2: Sea x*’ € R® definido por : x¥ = [O,kkjl,%), por el teorema

anterior converge al vector : (O,I,O)t con respecto a la norma || . ||».
Teorema 4.3.1.2 : Paracada x € R”, se cumple que : ||x||m < ||x||2 < \/;”x”w

Definicion 4.3..1.5 : Se llama norma matricial sobre el conjunto de todas las matrices
nxn (M,,,), a la funcién de valor real, || . ||, definida sobre éste conjunto y que satisface
para A y B, matrices cualesquiera de M,,,, y o un real cualquiera, las condiciones
siguientes :

D 4]=0

i) [4)=0,siysolosi 4=0

i) o4 = ol 4

)4+ 8] <[]+ 3]

|48 < 4] 3]

Definicion 4.3.1.6 : La distancia entre dos matrices 4 y B € M,_ con respecto a esta

nxn

norma matricial, es definida como ||A — B|| .

Teorema 4.3.1.3.: Si |.[es cualquier norma vectorial en R", entonces
=

I+l =1

nxn, a la cual se le llama norma natural.

, define una norma matricial en el conjunto de las matrices reales de

NOTA : Mientras no se especifique lo contrario, asuma que la norma matricial es la
norma natural.

Corolario 4.3..1.1: Para cualquier vector x#0 y A una matriz cualquiera, y para

cualquier norma natural || .||, se cumple que : ||A x|| < ||A|| ||x||

Teorema 4.3.1.4: Si A=(a;) e M

nxn? .
1<i<n &

entonces : ||A||m = méxi:‘ay‘
J=1

Ejemplo 4.3.1.3 :
2 -1 0

A=|-1 2 -1/, entonces |4 =max{343}=4
0 -1 2

12
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Asignacidn : Revise los conceptos de : Polinomio caracteristico y valor caracteristico
de una matriz A, asi como también, vector caracteristico correspondiente a un valor
caracteristico.

Definicion 4.3.1.7 : Se define el radio espectral p(4) de una matriz 4, como :

p(4)= méx|7»| donde A es un valor caracteristico de 4.

Teorema 4.3.1.5: Si AeM,  , entonces : i)||A||2 =\/piAtAi ii)p(A)S”A

cualquier norma natural || . ||.

, para

Definicion 4.3.1.8 : Se dice que AeM

nxn?

It ’ k
es convergente, si }gg(A );; =0, para
cadai=12,...ny j=12,.,n

Teorema 4.3.1.6 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes :
1) A esuna matriz convergente.
if) 1im||4”

n—> 0

= 0, para alguna norma natural.

iii) limHA” H =0, para todas las normas naturales.

iv) p(4) <1.
v) lim A"x =0, para cualquier vector x.

n—>0

Definicion 4.3.1.9 : Supongamos que X € R", es una aproximacion a la solucion del
sistema lineal definido por Ax =b. Se llama vector residual de X con respecto a éste

sistema, al vector :
r=b—-AX

Ejemplo 4.3.1.4 : Dado el sistema A4 x = b, definido por :

1 2| x 10 . S 4 .
= , tiene la solucién Unica x= , sin embargo, una
1.1 2| x, 10.4 3

8
aproximacion deficiente x = (1 , tiene vector residual :

10 1 2|8 10 10 0
= — = — = ;
10.4 1.1 2|1 10.4 10.8 -04
-4
Asi que ||r||w =04 y x—X :{ 5 j, de donde ||x — Tc”w =4 . De ésta manera podemos
afirmar que aunque la norma del vector residual es relativamente pequefia, la norma del

vector distancia entre el vector solucion y el vector aproximacion a la solucion, no lo
es.

13
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Teorema 4.3.1.7 : Suponga que X es una aproximacion a la soluciéon de 4 x =b, que

A es una matriz no singular y que » es el vector residual de X . Entonces , para toda
norma natural :

|-+

WS”A”'HAJH'M’ conx#=0 y b#0.

&

=7 < ]

Demostracion:

Definicion 4.3.1.10 : El nimero de condicidon de una matriz no singular 4 relativo a la
norma || . || es notado por k(A) y esta dado por :

k(4) =||4.|47"]

Definicion 4.3.1.11 : Una matriz 4 est4 bien condicionada si k(A4) se aproxima a 1,y
se dice que estd mal condicionada si k(A) es significativamente mayor que 1.

NOTAS:
1. El termino condicion se refiere a la "seguridad" relativa de que un vector residual
pequetio implica una solucioén aproximada exacta correspondiente.

2. Cuando la matriz asociada a un sistema de ecuaciones lineales, esta mal
condicionada, se dice que dicho sistema esta mal condicionado.

3. Cuando un sistema este mal condicionado, no es conveniente resolverlo
numéricamente.

4.3.2.IMPLEMENTACION EN MAPLE

Ahora presentaremos, como nos podemos apoyar en el Paquete Matematico
MAPLE, para obtener el numero de condicion de una matriz y en consecuencia,
determinar si el sistema de ecuaciones lineales asociado a ella, esta bien condicionado
o no, antes de resolverlo numéricamente :

En Maple para trabajar con conceptos de algebra lineal, iniciamos con:
» with(linalg):
>

Las matrices se ingresan indicando el numero de filas y columnas, en los dos
primeros parametros y a continuacion sus valores a;;

Ejemplo 4.3.2.1 :

> A:=matrix(3,3,[3,2,-1,1,-2,3,2,0.,4.]);

14
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3 2 -1
A=1 -2 3
2 0 4

Indicaremos a Maple que deseamos 6 digitos en la salida de los resultados
> Digits:=6;

Digits := 6
Para encontrar los valores propios usamos el siguiente comando :
> eigenvals(A);

3.,4.-2.

Para hallar los vectores propios con el valor propio asociado y su multiplicidad se
usa el comando:

> eigenvects(A);
[-2., 1, {[-.400001, 1.06667, .133335]}],
[4., 1, {[.2 10e-5 ,-1.11804, -2.23607]}],

[3.00000, 1, {[-.447213, .447214, .894428]}]

Para encontrar la Norma /; usamos el comando:
> norm(A,2);
5.60115

Para encontrar la norma infinito :
> norm(A,infinity);

6

Para determinar el nimero de condicion de la matriz A, usamos el comando :
> cond(A);

6.49998

15
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Ejemplo 4.3.2.2 :
Consideremos ahora la matriz B, dada por :
> B:=matrix(2,2,[1,2,1.1,2]);

1 2
B=
o

La norma de esta matriz, se puede obtener mediante el comando :
> norm(B,infinity);

3.1
Para encontrar la matriz inversa de B, la cual se notara por matriz B 1, usamos el
comando :
> B_1:=inverse(B);

. ~10.0000  10.0000
= | 550000 —5.00000

Para encontrar la norma de esta matriz, usamos :
>norm(B_1,infinity);

20.0000

Para determinar el nimero de condicion de la matriz B, usamos :
> cond(B);

62.0000

Observamos que este nimero de condicion, efectivamente satisface la definicion
dada previamente.

16
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4.4.1. METODO ITERACTIVO DE GAUSS-SEIDEL

Existen varios métodos iteractivos para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
El que se estudiara acé es el conocido como GAUSS SEIDEL, este es muy util para
resolver sistemas en donde se involucran gran niimero de ecuaciones o incognitas, ya
que permite disminuir los errores de redondeo hasta llegar a un nivel aceptable.

Supongamos que tenemos un sistema de n ecuaciones con n incognitas, dado por
Ax =b. Si los elementos de la diagonal son diferentes de cero, entonces :

_ by —a,x, —a;x; —--—a,x,
xl = )
ap
_ by —ay X, —ayx; =+ —a,,x,
x2 = )
as
b, —a,x, —a;,x, = ;i Xiq X — T dy X,
xl« = ,
a;
bn anlxl anZ‘xZ o an,nfl xn—l
xn =
a

Usando un proceso de solucion a partir de una solucion inicial dada para las
X;, se puede tomar por ejemplo X = 0, para la iteracion siguiente se remplazan

X>=...x,=0en x;, y se obtiene x, = L , luego se sustituye este valor y x; =...x,=0 en
a

X, para obtener un nuevo valor de esta variable; y asi se continua el proceso hasta
tener una nueva solucion X'". Luego esta solucién se utiliza como solucién de
arranque para repetir el mismo proceso y asi obtener una nueva solucion X, luego se
compara estas soluciones segun un criterio de tolerancia previamente establecido y se
acepta o rechaza, segin el mismo se satisfaga o no. En caso de no satisfacerse el
proceso se continua hasta llegar a un maximo numero de iteraciones, en cuyo caso el
proceso debe detenerse.

El proceso descrito anteriormente, en forma de algoritmo, es como sigue :

17
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4.4.2. ALGORITMO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL .

Objetivo: Resolver numéricamente un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas,
dada una aproximacion inicial X0,, para la solucion X, del sistema nxn. Supongamos

que el sistema lineal de nxn, esta dado por :
E, c:a,x, +a,x,+--+a,x, =b

E, :a,x +ayx,+--+a,x,=b,

E a,x +a,x,+--+a,x =b

n n

ENTRADA: Numero de incognitas y de ecuaciones (7), las componentes del término
homogéneo b (b, ,i=1,...,n), lamatriz 4 = (al.j), 1<i<n,1<j<n Las
componentes de la solucion inicial X° (XO,,1<i<n). La tolerancia
TOL; y el nimero maximo de iteraciones N.

SALIDA : Solucion exacta o aproximada de x, , x,,---,x, 0 mensaje de que el nimero

maximo de iteraciones fue excedido.
Paso1:Sea k=1.

Paso 2 : Mientras k <N, Seguir los Pasos 3-6.
Paso 3 : Para i =1,...,n tomar:

i—1 n
(bi— Zaij.xj - Zaiijj]
j=1

j=i+l
X, = .
aii

Paso 4 : Si ||x - x0|| <TOL, entonces SALIDA (x,,x,,...,X,);
PARAR.

Paso 5 : Tomar k=k+1.
Paso 6 : Para i=1,---,n tomar x0, = x,.

Paso 7: SALIDA ("Numero maximo de iteraciones, excedido’);
PARAR.

Notas:

1.

El método de Gauss-Seidel converge cuando los coeficientes sobre la diagonal es
mayor en valor absoluto, a la suma de los otros coeficientes en la ecuacion. O sea :

n
Vi :|aﬁ| > Z‘ay
j=1

J#i

o j=LleimLitlen

Cualquier sistema que cumpla la condiciéon anterior, se le denomina diagonal
dominante.
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5.0. INTRODUCCION

Al llegar a este nivel, previamente los alumnos han desarrollado cursos previos en
donde han cursado estudios sobre Diferenciacion e Integracion, incluyendo sus diversas
aplicaciones en tanto en la misma matematica, como en la economia, la fisica, la quimica,
la biologia, etc. Desde el punto de vista practico, en una buena parte de los problemas del
mundo real que se pretenden modelar matematicamente, solo se dispone de cierta data
asociada a los fendmenos y no de la funcién misma. En esta unidad desarrollaremos
métodos para encontrar las derivadas deseadas, sin necesidad de conocer la funcidén que
rige el fenomeno monitoreado.

También desarrollaremos un método de aproximaciéon numérica que nos permite
obtener soluciones cercanas al valor real, sin necesidad de utilizar longitudes de pasos muy
pequeiias, tal es el caso de la Extrapolacion de Richardson.

Finalmente, estudiaremos ciertos métodos para dar solucion numérica a integrales
definidas. Este topicos es realmente muy importante, ya que como es sabido un gran
numero de integrales definidas no poseen tener solucidon analitica, otras si lo tiene, pero
llegar a la solucion exacta en ciertos casos es un proceso largo y tedioso.

5.1. OBJETIVOS

En funcién de los contenidos programadticos acéd desarrollados, se espera que al final de
esta Quinta Unidad, el Alumno haya logrado los siguientes objetivos especificos:

1. Comprender en que situaciones, puede aplicar métodos numéricos para encontrar
derivadas en un punto.

2. Establecer criterios de precision sobre las aproximaciones numéricas de las
derivadas.

3. Identificar entre las diferentes alternativas y en funcion de la data disponible, que
formula de diferenciacion poder aplicar.

4. Encontrar cotas para los Errores.

5. Utilizar extrapolacién para hacer aproximaciones numéricas con alta precision.
6. Utilizar la Regla del Trapecio para hacer aproximaciones numéricas a Integrales.
7. Utilizar la Regla de Simpson para hacer aproximaciones numeéricas a Integrales.

8. Desarrollar y programar Algoritmos para encontrar aproximaciones numéricas a
Integrales.
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5.2. DIFERENCIACION

Para abordar el tema de diferenciacion numérica utilizaremos como estrategia en esta
oportunidad, la siguiente: Formularemos en primera instancia un conjunto de formulas que
nos permiten determinar valores numéricos para diferenciales en un punto, luego
procederemos a demostrarlas, cada una de ella desde el punto de vista matematico,
finalmente abordaremos ejemplos con los cuales se discutiran las diversas alternativas
disponibles, obteniendo para cada caso la mejor aproximacion si eso es lo deseado. Asi
tenemos entonces:

S(xo+h)- f(xo) h
h

52.1. f'(x,)= f"(g) con & € (xo,xo +h)

52.2. f'(x,)= ﬁ[— 3F(x,)+4f(x,+h)— f(x, + 2h)]+ — f<3> &), con & e(x,,x, +2h)
523. f'(x) =5 U(%+h).fuo—m] SOE), con & (x, —h,x, +h)
' 1 h2 3

524. f'(x,) :E[Sf(xo)—4f(xo —h)+ f(x, —2h)]+?f( '), con & e(x, —2h,x,)
5.2.5. f'(x0) =1 [f@b—2m 81 (xy =) +81(xy +h) =[x, +2h)]+ ,ﬂ”@)

con § € ()c0 —2h,x, +2h)

4

5.2.6. (%) =1;h[—25f (o) +48f(x, +1) =361 (x, +2h) +16f (x;, +3h) =31 (x, +4h)]+};_ 1OE)

con & e(x,,x, +4h)

Procedamos ahora con las demostraciones formales de las formulas anteriores. Para
demostrar la 5.2.1 nos apoyaremos en la formula de Taylor, de la cual sabemos que bajo

ciertas condiciones el Polinomio de Taylor de primer grado para f{x), siendo f € C 2[a,b],
alrededor de x, € [a,b], esta dado por:

(x—x,)’ f”(i( )

F(x) = f(x)+(x—2x0) f'(x0) +
(x—xo)zf”(ﬁ(x)).
2

;con&(x) e(x,x,)y en donde el

Se puede entonces considerar como una primera

)= f(x)

residuo es

aproximacion a la derivada de f en x,, a ~ f'(x,). Tomando & =x—x,, se

X9

puede obtener:
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fOo + W= f(x) h
h 2

S(x0) = f"E€) (52.1) Lq.q.d.

A ésta formula se le conoce con el nombre de Diferencias Progresivas (si 2 > 0) y de
Diferencias Regresivas (cuando /# < 0). El error en la aproximacion anterior esta acotado

por gM ,en donde M es una cota para f"(x), para cualquier x en [a,b]; siendo éste el

intervalo en donde f es doblemente continua diferenciable. El orden del error en la
expresion (5.2.1) es uno y se escribe 0(h) y se lee de orden .

Nota : Mientras mayor sea el orden del error, mas precisa sera la aproximacion. En
particular, ahora interesa desarrollar métodos o formulas con orden mayor que 1.

Para obtener formulas para las derivadas, mas generales y a su vez demostrar las formulas
siguientes, supongamos que {xo,xl,-~-,xn}son n+1 nimeros distintos en algun intervalo /

yque feC" (I ) El polinomio Interpolante de Lagrange nos permite escribir:

(x—xp)---(x—x,)

Y £V (&(x)) para algan &(x ) € I . Derivando
n+1)!

£ =3 Fx)L @)+

se obtiene:

' _ c ' (x—xo)--~(x—xn) (n+1)
f(x)_I;)f(xk)Lk(x)+Dx|: (i) }f E(x) +

(x—xo)'--(x—xn) (n+1)
Ey D, (r" e x))

. .. ., . . . +1
Si x coincide con alguno de los x; la funcion f coincide con P,, en consecuencia Dyf (+])

n n(X. —X
sera cero y en éste caso: f'(x,)= Zf(xk)L,L(xj)+f("”)(§(xj))H%. A ésta
k=0 -0 (n+1)!
k+#j

ultima ecuacion se le conoce como férmula de (r + 1) puntos para aproximar f '(x ; )

Al usar mayor cantidad de puntos para aproximar la derivada, mejor sera la
aproximacion, pero desde el punto de vista numérico, se aumenta el nimero de
operaciones funcionales lo cual generaria mayor error de redondeo, por lo que las mas
comunes son las de 3 y 5 puntos de evaluacion.
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Veamos una de 3 puntos (n = 2):

_ (x_xl)(x_xz) ' _
LO(X)_(xo_xl)(xo_xz):LO(X)_(xo_xl)(xo_xz)
Ll(x)z (x=xy)(x—x,) :>L1'(x)= 2X =X, — X,

(X, =Xy )( X, =X, ) (x, =X )(x,—Xx,)
I (x)z (x—=x, )(x—x,) :>L'( ) 2x —x, — X,

2x =X, — X,

(Xy =Xy )(Xy, —X) (xz_xo)(xz_xl).
2X. — X, — X 2X. — Xy — X 2x. — X, — X
oo f :f(x{ U }+f(x{ R S }+f(x){ U S }
(‘1) ’ (xo_xl)(xo_xz) 1 (xl_xo)(xl_xz) ’ (xz_xo)(xz_xl)
m 2
+ / g%] / H(xj - X, ) J=012. &, indica que ¢l depende de x; .
i#j

Cuando los nodos equidistan, por ejemplo por / # 0, se tiene: xo = xo, X1 =xo + h, x2 =X +
2h; entonces en la ecuacion anterior con x; = xo, se obtiene:

' = f(x 2x) —x — X, X 2Xy =X =% X 2% ~ % X
R o o] WA [ ors) WA o e
SO -x)

k#j

50 = Sl I gl | s ) S 7o)

1) = £ {(;%hﬂ + 1l )&%} £l )&%} F € hY-20)

PG =5 3G + 47k )= £y + 2]+ 1O Ey) (5.2.2)

Asi, hemos demostrado la formula 5.2.2

Ahora, haciendo el mismo proceso para x; = x,, se obtiene:

f(x) :%{—%f(xo)+%f(x2)}—%f(”@l), de donde:

f'(xy+h)= %[— %f(xo) + %f(x0 + 2h)} - %f’"(&l ); al sustituir xo + / por xo, se obtiene:
£ =L = £y = ]2 7)) (523)

Asi hemos demostrado la formula 5.2.3, a esta formula se le conoce con el nombre de
diferencias centradas.
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Al desarrollar en un proceso similar para x; = x», se obtiene:

f'(x2)=—[ F ) =2 () + f(xz):|+_f(3)(é)§2 (xp,x,)

f'(xy +2h) = Z[Ef(xo) —2f(x, +h)+ Ef(xo + 2h)} + ?f(” (&,):E, € (x,,x,)
Tomando el desarrollo considerando xp+2k como xg, se tiene

1 (xo)— [3 Fx)—4f(x, —h)+ f(x, —2h)]+ f<3)(§ ) (5.2.4)

Asi hemos demostrado ahora la formula 5.2.4

Se propone ahora investigar férmulas de cinco puntos, en donde se involucra 2 puntos més y el
término de error tiene la forma O(h?); estas son:

f(x) = ﬁ[f(xo —2h) =81 (x, —h)+ 81 (x, + h) = f(x, +2h)]+ %f”’(&);
cong e (xo —2h,x,+2h) (5.2.5)

[ = 257 (xy) + 481 (g + ) =361 (xy +2h) + 16 (x, +3h) =3 (xy +4h)]+ ?f“) ©);
con§ e (x,,x, +4h) (5.2.6)

Se deja como ejercicio desarrollar su demostracion.

Ahora bien, para derivar una formula de la derivada de orden superior (2), procedamos de la
siguiente manera: Consideremos el desarrollo de tercer grado de Taylor para fen el punto xy y
lo evaluamos en x, —hy x, + h, es decir:

(g =h)=f(x0) = f'(x)h + f"( o)hz——f”'( o+ 4f“”(i V', con’ e (xy —h,x,)

f(x, +h):f(x0)+f’(x0)h+%f”(x0)h2 +éf”’(x0)h3 +%f(4)(§”)h4,con§”e(xo,xo + h)

sumando miembro a miembro se tiene:
Fxg=h) + fx, +h)=21(x,)+ f"(x,)h* + 21—4[ FPENY+ fPEMRY, mediante despeje se

obtiene:

f "(xo)=hL2[f (xg =h) =21 (%) + f (%, +h)]—g[f DEN+ /P @EN]. Ahora bien, al ser

£™ continua en [x, — A, x, +h] y como %[ FOEN+rOene(rYen roen) por el
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Teorema del Valor Intermedio, existe un §

entre £ y £’ y en consecuencia en
(x, — h,x, + h), tal que:

fYE)= %[ FPEN+ FPEM] de tal manera que se ha demostrado la ecuacion siguiente:

52.7. f"(x,)) = hi [f(xg = 1) =21 (xg) + £, + )] - ’f—zf““ (&), para& e (x, —h,x, +h)
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5.3. EXTRAPOLACION DE RICHARDSON

Es un proceso que consiste en obtener resultados mas precisos para una aproximacion
deseada, sin tener que usar longitudes de pasos muy pequefios. En general, la extrapolacion
se puede aplicar siempre que se conozca que la aproximacion tiene un termino de error de
una forma predecible y su desarrollo se apoya en la longitud del paso ().

Supongamos que, para cada 4 # 0 se tiene una formula N(%) que aproxima un valor
desconocido M y que el error de truncamiento de la férmula tiene la forma:

m—1
Zth“f+0(h“’”) para algunas K; y con: a,<a,<---<a,. Es decir que:
j=1
m—1
M = N(h)+ Zthj +O(h™); para j =23,---,m se tiene entonces una aproximacion
j=1

O(h’) en la forma de tabla de diferencias divididas dada por:

h
Nj—l (2j - Nj—l (h)
277 -1 '

N,(hy=N,, (gj +

Lo cual permite generar una tabla de diferencias divididas, como se muestra a
continuacion, para un caso muy particular en donde estamos asumiendo que m = 4.

O(h) o) o) O(r’)
1 N,(h)= N(h)
3 N, (h)
2 N, [ﬁj = N(ﬁj 6 N,(hn)
2 2
5 N{gj 10 N,(h)

m—1
En el caso de que M =N(h)+ ijhzj +O(h™™), para algunas k; constantes. Se
j=1

pueden generar aproximaciones de orden O(h*/)de manera recursiva mediante la formula:
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4/ Njfl (2) - Nj—l (h)
4771 1

Nj(h): ;j:2937'“9m

construyéndose asi también una tabla de diferencias divididas.
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5.4. INTEGRACION NUMERICA

Para aproximar J. f(x)dx cuando se utilizan expresiones de la forma Zai f(x;),se

a i=0
les llaman métodos de cuadratura numérica. Se estudiaran con detalles de éste tipo de
métodos el Método del Trapecio y el Método de Simpson. Para ello consideraremos

{xo,xl,-n,xn} tales que. Si p, (x) = Z f(x;)L,(x);por lo que al considerar la integral

i=-0

sobre [a,b], se tiene:

b b o, b (n+1)
! f(x)dx = j 2 L @ds + {H@ - xJ%‘”

J.H(x—x,- )/ V(€ (x))dx ; siendo a; = J.Li (x)dx ; para

= iaif(xi)—‘r
i=01---m&(x)e(a,b).

1
(n+1)!°

5.4.1. METODO DEL TRAPECIO

En particular para n = 1, la interpolacion lineal (de Lagrange) genera la formula de
cuadratura del Trapecio. En éste caso a = x,,b = x,;h = b— a. El polinomio Interpolante

de Lagrange es:

(()Z xll) Flxg)+ ((x1 _xoo)) £ asi que:

ij(x)dx J.((;Z XI))f( 0)+((1 );Oo))f(xl) dx +

% [ =)0 =)/ € @) () € (x.x,)

pi(x)=

X0

Ahora bien, como (x—x,)(x—x,)no cambia de signo en [a,b] = [xo , X ]; por el
Teorema del valor Medio Ponderado para Integrales, se tiene:

j (3= %o )(x = x,) f "€ (X)dx = f"(E) j (3= % )(x = x, )dx

X0

= f"(&)j(x2 — XX, = XX + XX, )dx

Xo

3 2 2 X
" X X X
=f (i)[7x17x07+xox1x}

Xo
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[— X7 +3x,x7 = 3x0x, + X, ]

=f (é';)l_ .
Y _(xl_x0)3
pAEtE)
_ RSE)
6
I =) S [ [ @ T 1
)Z':)f(x)dx:{ 2(xy —x,) :|x0 +{ 2(x; —x,) l‘o _Eh 7e
(% =) f0x) | 0r = %) S (%) 15
2(xy —x,) ’ 2(x, —x,) 12h /"6
) )+ @) =@ = 2 ) + ]S )
Asi que finalmente hemos demostrado que:
o )] 1,
5.4.1 )!0 F(x)dx = : -~ hE)

La visualizacion grafica de este método es como sigue:

(x1flx1)
A
>
a=xy x1=b

La Formula del Trapecio dara resultado exacto cuando se aplique a cualquier funcién
cuya segunda derivada sea cero, es decir cualquier polinomio de grado uno o menor. Por
esta razon se dice que el grado de exactitud o precision de la formula anterior en uno.

10
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TEOREMA 54.1: Sea feC?[a,b]con h=b_a

)X =a+ jh;para j=0,1,---,n.La

Regla del Trapecio para n subintervalos esta dada por:

54.1 [ f(x)dx——{ f(a)+ f(b)+2n2f (x;) |~ ¢ 2a)

h? f"(u), paraalgin p € (a,b).

5.4.2. REGLA DE SIMPSON

La Regla de Simpson puede derivarse al integrar en [a,b] el polinomio Interpolante
de Lagrange de grado 2 (n = 2), tomando a=x,,x, =b,x, =a+h, siendo
b—-a
2

h=

6x, =x,+h.Porlotanto f(x)=P,(x)+E,(x), por lo que:

J o= [ TR o))

% (xp =X, )(x, — X, )f(XO)dx " ;[ (x; = X0 )(x; — x;)

(x—xo)(x—xl) T=x)x=x)(x-x,) .,

. , 4 .
con &(x) entre x, A Xx,. El error cometido en éste caso es de orden O(4”), que contiene a

S (x,)dx

7. Sin embargo, podemos derivar mediante otro método, una formula de orden O(%")
que contenga /' “; esta se apoya en desarrollar el polinomio de Taylor de 3 grado,
alrededor de x;. Esta es:

Sx)=f(x)+ ) (x—x) +——(x x1)2+ _x1)3+ (x_'xl)4

para cada x en el intervalo [x, xz], existe £(x) en (xo, x2). Ahora, integrando la funcién f
en el intervalo [xo, x2], y haciendo lo propio en el lado derecho de la igualdad anterior se
tiene:

f "( ) S (x) x fPEE)
6 24

f'(2x1)(x_xl)2 n

[ ot - [f(xl )+ L) oy + LB —xJ“T

+§If“” ) - x,) dx

Ahora bien, como (x - x;)* no cambia de signo en el intervalo de integracion y por lo
establecido en el Teorema del Valor Promedio Ponderado de Integrales, se tiene que la
ultima integral de la igualdad anterior se puede escribir como:

2_14;|jf(4)(§(x))(x—xl)4dx :%T(x_xlydx :{%(x_xl)5:|:

Xo 0

11
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con &; en (xo, x2). Por otra parte, como % es la distancia dirigida entre dos puntos
consecutivos en el intervalo [xo, x2], se tiene entonces que:

.[f(X)dx 2hf(x1)+—f”( )+f(4)(§ )hs

Pero por 5.2.7. se puede rescribir la ecuacion anterior por:

SO s

xff(x)dx = 2hf (x,) + %hizmxo) ~2£ () + ()] %f“" @)} +I—

=—[f(xo)+4f(x1)+f(xz ]——{ fYE)- f(‘”(il)}

de donde se obtiene la llamada Regla de Simpson:
't h R w
543 [ Sy =21f () + 47 () + f())= - @)

La Regla de Simpson dara resultados exactos cuando la cuarta derivada sea cero, es
decir cuando la funcidn f'se trate de un polinomio de grado a lo sumo tres.

Definicion 5.4.2.1. El grado de exactitud o precision de una formula de cuadratura es el
mayor entero positivo n, para la cual la formula es exacta para X", conk= 0,1,2,3,...,n.

Ejemplo 5.4.2.1. La Regla del Trapecio es de precision uno, mientras que la Regla de
Simpson es de precision tres.

A continuacion se formulan las llamadas Formulas Cerradas de Newton-Cotes para
integrales, cuandon =3y n=4.

Paran =3 (Regla de Simpson de Tres Octavos)
j P = () + 3£ G0+ 3 () £ 3,)]- f““ ©). cont e (x,.x;)
Para n=4:

ff(x)dx = —[7f(xo) +32f ) +12 () + 321 (x3) + 71 (x,)] - f(é) ©),

conci (xo,x4)
Teorema 5.4.2.1. Sea f e C4[a,b], n par, h :b;a yx,=a+ih, para cada i =
n

0,1,2,...n. Entonces existe u e (a,b) tal que la Regla Compuesta de Simpson para n
subintervalos puede escribirse, con su termino de error, como:

12
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boapipo). conpe(ab)

[ F @y =0 @423 )+ 43 f )+ £ B] -2

Algoritmo de la Regla Compuesta de Simpson

Objetivo: Aproximar la integral / =J. f(x)dx.

ENTRADA: Valores extremos a,b, entero positivo m.
SALIDA: Aproximacion X7 de /.
—-a

Paso 1: Tomar 4 = .
2.m
Paso 2: Tomar XI0 = f(a) + f(b),
XI1 =0; (Sumade f(x,,,)),
XI2 =0; (Sumade f(x,,)).
Paso 3: Parai=1,2,...,2.m —1 seguir los Pasos 4 y 5.
Paso 4: Tomar X =a +i.h
Paso 5: Si i es par, entonces tomar X/2 = XI2 + f(x),
Si no, tomar X/1 = XI1 + f(x).
Paso 6: Tomar X/ = h.(XI0 + 2.XI2 +4.X11)/3.
Paso 7: Salida ( X7);
Parar.

2
Ejemplo 5.4.1. Use la Regla del Trapecio y de Simpson para aproximar la integral dada por Iln xdx.
1

Compare las aproximaciones con el valor real y encuentre una cota del error en cada caso, si esto es
posible.

Solucion

Trapecio

2
[ n xdx. %[1111 +In2]~ 0.3465359
1

Cota para el error:

f(x)=lnx= f'(x)= l;f"(x) = —Lz; "(x) = % >0 Vxe (1,2). Luego f"'(x) es creciente sobre el
X X
intervalo de integracion, por lo tanto su valor maximo absoluto se alcanza en x = 2 y éste valor es f"'(x) =

-0.25. Ahora bien, como 1 < & < 2, entonces 1 < & 2 < 4, de donde —1<—L2<—i , asi que

3
—1<h3f"(§)<—%. Siendo " = 1. Luego 4L8<—il—2f"(§)<é, por lo que

3

0.02083 < —%f"(&’;) <0.083. Luego una cota para el error es 0.083333....

13
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Valor exacto:
2
[Inxdx.= xinxf} -2} =212~ In1-(2-1) ~ 0.386294361
1
Regla de Simpson
2-1 h 0.5
h="==05% =1% =15,x, =2.Porlo tanto: [0 xdkx. ~ j[lnl +41In(1.5) + In 2] ~ 0.3858346.
1

Cota para el error

' l " 1 " 2 iv 6 v 24
f)=Inx= f'(x)= ;;f (x) = eE (x) = F;f (x) = —x—4;f (x) = Pl 0;vxe(l,2). Por lo
tanto f* es creciente, por lo que su maximo y minimo se alcanzan en 2 y 1 respectivamente, siendo
-6< ()< —214, entonces —6 < f(§) < —%; y como h = 1/2, se tiene: —2% <k frE)< —%-2%,

5 piv
_Fre 6
90-2 90 90-2

finalmente:

1.5
Ejemplo 5.4.2. Calcular una aproximacion a J‘(1+x)‘l dx, con n = 10; usando la Regla Compuesta
0

(Trapecio y Simpson) y acote el error, si es posible .
a) Trapecio
Se deja propuesta al lector.

b) Simpson
n=10=2m=>m=5; h= % =(.15. Ahora construimos la tabla de valores siguientes:
i 0 1 2 3 4 5 6
Xi 0 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 0.9

fx) 1 0.869565 0.7692307  0.68965518 0.625 0.571428 0.526315789

i 7 8 9 10
X; 1.05 1.20 1.35 1.5
f(xi)  0.487804878  0.4545 0.4255319 0.4

Luego usando la formula Compuesta de Simpson, se tiene que para la funcion dada:
" dx [1 +2(0.7692307 + 0.625+ 0.526315789 + 0.4545454545) +

N 4(0.869565 4 0.68965517 + 0.571428 + 0.4255319) + 0.4

~

} =0.05(18.32612367) = 0.9163062

o 1+x

Cota para el error

14
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CG-apt O -kl w)
180 |~ 180
f@)==(1+x)7" = f"(x)=2(1+x)" = f"(x) =-6(+x) " = fPx)=24(1+x)" =

FOX)==1200+x)°;y £9(n)=24(1+p)>;conp € (0,1.5), asi que 1 <1+ p <2.5, de donde:

! 1 24 24 <24 = 0.24576 < 24

< <l= <
(2.5 (1+p) (2.5 (1+n) (I+py’
fe C4[a,b], el teorema del valor Extremo implica que la derivada cuarta de f alcanza su méaximo y
minimo en el intervalo de integracidon y por ser la derivada quinta de f/ negativa en el intervalo sefialado,
el minimo ocurrird en 1.5 y el maximo en 0. Por otra parte como min £ (x) < f®(p) <max /¥ (x),

xela,b xe a,b]

,con e (0,1.5). Por otra parte como: f(x)=(1+x)"", entonces:

< 24, como

1<(1+p)’ <25’ =

_ 4 ,(4) 4
— (1.5 0)(01';(5)) S (M)I < (1'5)(?;05) 24 =0.00010125, 1a solucion exacta es:

entonces:

1.5

J-(l +x)dx = 1n|1 + x”;5 =1n2.5~0.916290731. Asi que el error absoluto es 15.47x10°°.

0

15
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5.5.

EJERCICIOS

1. Use la formula mas precisa y conveniente para determinar las aproximaciones que

completarian las siguientes tablas:

a) b)
/&) &) fx) k)
1.1 |9.025013 8.1]16.94410
12 | 11.02318 8.3]17.56492
1.3 | 13.46374 8.5]18.19056
1.4 | 16.44465 8.7/18.82091
c) d)
=) /&) /x) /&)
2.1 | -1.709847 -3.0 [9.367879
2.2 | -1.373823 -2.8 [8.233241
23 | -1.119214 2.6 |7.180350
2.4 | -0.9160143 2.4 6.209329
2.5 | -0.7470223 -2.2 5.320305
2.6 | -0.6015966 2.0 [4.513417

2. En lc) los datos corresponden a la funcion f(x)= tg(x). Encuentre el error real del ejercicio y

obtenga las cotas de error usando las formulas de error.

3. Considere la tabla de datos siguiente:

X

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Jx)

0.9798652

0.9177710

0.8080348

0.6386093

0.3843735

a) Usando las formulas adecuadas aproxime /°(0.4) y f°(0.4).
b) Usando las formulas adecuadas aproxime f°(0.6) y /7°(0.6).

4. Sea f(x)=3xe" —cosx. Aproxime, usando las formulas convenientes y la tabla de valores
dada, f"(1.3) parah=0.1y h=0.01. Compare luego con el valor exacto.

X 1.20 1.29 1.30 1.31
fx) 11.59006 13.78176 14.04276 14.30741

1.40
16.86187

5. En un circuito con un voltaje impreso £(?) y una inductancia L, la primera Ley de Kirchhoff, da

. di . . . N .
la ecuacion siguiente: E(¢)=L " + R -i; en donde R es la resistencia del circuito e i es la
t

corriente medida en amperes, t se mide en segundos, la inductancia L es una constante de 0.98

16
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10.

11.

henries y la resistencia es de 0.142 ohms. Aproxime el voltaje £ en cada uno de los valores de ¢
en la tabla siguiente:

t 1.00 1.01 1.02 1.03 |1.04
i 3.10  [3.12 3.14  |3.18 |3.24

2
Dada la funcién e(h) =%+?M , en donde M es una cota de la tercera derivada de una

funcién. Encuentre un valor minimo para e(h).

Use Extrapolacion de Richardson, para calcular N3(%), una aproximacion de f”(xo), para las
funciones dadas y las longitudes de pasos indicadas.

a) f(x)=Inx, x,=1.0,Ah=0.4 b) f(x)=e" +x, x,=0.0,h=0.4
¢) f(x)=2"senx, x, =1.05,h=0.4 d) f(x)=x"cosx, x,=2.3,h=0.4

Sea M:j:senxdx y suponga que M =N,(h)+Kh>+K,h* + K.h® + K, h* + O(h"),

siendo N, (h) =1.570796, N, (9 =1.896119, N, (gj =1.974232, N, (2] =1.993570. Construya

una tabla de interpolacion para determinar Nu(4).

Sea M :'[:n/zcosx dx y suponga que M =N,(h)+K,h* +K,h* + K,h°® + K,h* + O(h"),

siendo

N, (h) =2.356194, N, (;) =—0.4879837, N, [gj =—0.8815732, N, [gj =-0.97091570.

Construya una tabla de interpolacion para determinar N4().

Por céalculo se sabe que e = /}in})(l + h)l/ "

a) Determine aproximaciones de e para h =0.04, 0.02 y 0.01.
b) Use las extrapolacion en las aproximaciones, suponiendo que existen las constantes Kj,

K,...;con e=(1+h)" + K,h+K,h*> + K,h* +--- para generar una aproximacion O(h*) de

e, para h = 0.04.
c) ¢Es lasuposicion de la parte b) correcta?.

1/h
a) Demuestre que lim(ﬂj =e.
h—>0\ 2 — )

"
b) Calcule las aproximaciones de e aplicando la formula N(4) = [%j para 1 =0.04,0.02 y

0.01.

17
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¢) Suponga que e = N(h)+ K h+K,h> + K,h’ +---. Utilice la extrapolacion, al menos con 16
digitos de precision, para calcular una aproximacion O(h’) de e con h = 0.04. ;Es esta
suposicion correcta?.

d) Demuestre que N(—h)= N(h).

e) Utilice la parte d) para demostrar que K, = K, = K; =---=0 en la formula
e=N(h)+K,h+K,h* + K,h’ +---.De tal manera que esta es reducida a:
e=Nh)+K,h> +K,h* +Kh® +

f) Use los resultados de la parte €) y una extrapolacion para calcular una aproximacion O(%°) de
e con h=0.04.

12. En el afio 200 antes de Cristo, Arquimedes utilizé los semiperimetros de poligonos regulares
con k lados que inscriben y circunscriben el circulo unitario para aproximar 7, la circunferencia
de un semicirculo. Se puede usar la geometria para demostrar que la secuencia de
semiparametros inscritos y circunscritos {ps} y {Px}, respectivamente; satisfacen :

p,=k- sen(kj y B =k- tan(kj con p, <m < P, para k > 4.

a) Demuestre que p, = 242 yP =4.
b) Demuestre que, para k>4, las sucesiones satisfacen las relaciones de recurrencia:

2p. P,
\/pk w Y By = —

p, + B
¢) Aproxime m con una exactitud de 10” calculando para ello p, y F,,hasta que

P—p, <107,
d) Ultilice la serie de Taylor para demostrar que
(1) =°(1Y (1) 2n’(1Y
e 1 R e e

e) Ultilice extrapolacion con i = 1/k para mejor aproximacion de 7 .

13. Aproxime las integrales siguientes, por la Regla del trapecio:

1 05 2 1.5
a) joj x* dx b) jo s 0) jl x* In xdx

d) J:M x senx dx e) _[11‘6 x22)f4dx f) _‘:/463" sen2x dx

14. Obtenga, si es posible, una cota para el error en cada uno de los ejercicios anteriores y
comparelo con el error real. Explique las diferencias.

15. Aproxime las integrales siguientes, por la Regla de Simpson:

a) _[;5 x* dx b) J‘OS—dx ¢) f~5x2 In xdx

18
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

d) .[:/4 x senx dx e) f'é %dx f) I:/4e3x sen2x dx

Obtenga, si es posible, una cota para el error en cada uno de los ejercicios anteriores y
comparelo con el error real. Explique las diferencias.

La Regla del trapecio aplicada a Jj f(x)dx da 4, mientras que por la Regla de Simpson da 2,
(Cual es el valor de f{(1)?.

Aproxime las integrales siguientes, usando la formula del Trapecio, Simpson conn =2, n =3
y n = 4. Estudie el error en cada caso.

a) .[00'1 1+ xdx b) J.lmidx c) J;S'S%dx + Ll: idx

Aplique la Regla Compuesta del Trapecio con los valores indicados de n para aproximar las
integrales siguientes:

a) [ xlnx dv.n = 4 b)L3x2)i4dx,n:8 of L i

\Vx* -4

Aplique la Regla Compuesta de Simpson con los valores indicados de n para aproximar las
integrales siguientes:

2 30X 5 1
a)_[l xlnx dx,n=4 b)J.1 x2+4dx,n=8 c)J‘3 mdx
2 —

Determine los valores de 1 y /i que se requieren para aproximar con una exactitud de 10, a :
Jjezx sen3xdx

a) Aplique la Regla Compuesta del Trapecio.

b) Aplique la Regla Compuesta de Simpson.

Determine los valores de n y 4 que se requieren para aproximar con una exactitud de 107, y
calcule la aproximacion para :
J.z : dx
Ox+4
a) Aplique la Regla Compuesta del Trapecio.
b) Aplique la Regla Compuesta de Simpson.
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AUTOEVALUACION

Resolver los ejercicios que se presentan a continuacion; comparar la repuesta por usted
obtenida con la que se presenta al final de los ejercicios propuestos. Cualquier duda,
sugerencia o aclaratoria favor comunicarse con el facilitador, via correo electronico,
personalmente o en sesion en linea.

1.

10.

Demuestre que la siguiente ecuacion tiene al menos una solucién en los
intervalos dados: 2xcos(2x)—(x—2)> =0, [23] y [3.4].

Encuentre los intervalos que contengan las soluciones de la ecuacion:
x' —2x* —4x+3=0.

Calcule el error absoluto y el error relativo en las aproximaciones de p por p*.
Siendo p=e', p" =22000.

Suponga que p* aproxima a p con un error relativo maximo de 10”. Encuentre el
intervalo mas de mayor longitud en que p debe hallarse, siendo p = 150.

Aplique la aritmética de redondeo a tres digitos para realizar la operacion
13 6

14 7
2e—5.4
determinado por lo menos a cinco digitos.

Calcule los errores absolutos y relativo con el valor exacto

Obtenga la rapidez de convergencia de la siguiente sucesion, cuando n — oo, :
lim[In(z + 1) = In(n)]= 0.

n—

Obtenga la rapidez de convergencia de la siguiente funcion, cuando 7 — 0,:
l1—cosh

lim——=0.
h—0

Presente una mejor alternativa para evaluar en un medio digital, la operacién:
1 — cos x, para valores de x cercanos a cero.

Suponga que se desea evaluar en una computadora la expresion:
sen(x + y) — senx,para valores pequefios de y. Presente una alternativa para

evitar los posibles errores que se puedan generar.

5
. o . 1
Aplique la aritmética de corte de cuatro digitos para obtener e = E — Obtenga
n=20 n.

el error absoluto y el error relativo de ésta aproximacion a e.



Respuestas:

1.

Demuestre que la funcion dada es continua sobre cada intervalo y que las
imagenes de los extremos de los intervalos son de signos contrarios.

Demuestre que la funcion es continua sobre un intervalo en donde las imagenes
de los extremos del mismo, son de signos contrarios.

El error absoluto es 2.647x10' y el error relativo es 1.202x10~.

El intervalo de mayor longitud es (149.85,150.15).
La aproximacion es 1.80, el error absoluto: 0.154 y el error relativo: 0.0786.

La rapidez de la convergencia es O(h).

La rapidez de la convergencia es O(h).

2
n x

Una alternativa la representa, la expresion:
l+cosx

Una alternativa, usando identidades trigonométricas, es: 2 cos(x + %jsen Y .

10. Aproximacion: 2,715. Error Absoluto: 3,282x107. Error Relativo: 1.207x107.



AUTOEVALUACION

Resolver los ejercicios que se presentan a continuacion; comparar la repuesta por
usted obtenida con la que se presenta al final de los ejercicios propuestos. Cualquier
duda, sugerencia o aclaratoria favor comunicarse con el facilitador, via correo
electronico: padames@delfos.ucla.edu.ve, personalmente (en las horas de consultas
establecidas o en sesion en linea, previamente acordada.

1. Aplique el método de biseccion para encontrar las soluciones exactas dentro de 107,
para la funcion f(x) = x* —2x° —4x* +4x =0, en los intervalos:

a) [-2,-1]; b) [0,2]; ¢) [2,3], d) [-1,0].
Respuesta: a) P,=-1.414, b) Py=1.414, c¢) P,=2.727, d) P;=-0.7265

2. Aplicando el método de biseccion, encuentre una raiz en el intervalo [4,4.5] para la

funcién x = 7g x; con una tolerancia de 10
Respuesta: Py = 4.4932

3. Aplicando el método de biseccidon, encuentre una raiz en el intervalo [1,2] para la

funcién f(x) = x’ +4x> —10, con una tolerancia de 10
Respuesta: P;; =1.365112305

4. Determinar la cantidad de iteraciones necesarias para alacanzar por el método de
biseccién, una precision de 107, en la raiz de la funcion f(x) = x* +4x> —10,en el

intervalo [1,2].
Respuesta: N=10.

5. Demuetre que las siguientes funciones tienen un punto fijo p exactamente cuando
fip)=0,donde f(x)=x"+2x"—x-3.

Y

2)g,(x) = 3+ x— 2x7)"* b) g,(x) :(me]

c)g(x){“x]% 0) g,(x) = X243
’ X’ +2 ST e A1

6. a) Efectue cuatro iteraciones, si es posible, en la sfunciones g definidas en el
Ejercicio 5. Con Py = 1.
b) (Cual funcién, dara la mejor aproximacion a la solucion?
Respuesta: a) (a) Py=1.10782, (b) P4=0.987506, (c) Py=1.12364, (d) Py=1.12412
b) La parte (d).
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10.

11.

Aplicando el método de iteracion de Punto Fijo, encuentre una solucidon exacta en
1072, en el intervalo [1,2] para la funcion f(x)=x> —x—1=0,con Py = 1.

pé!
Respuesta: Con g(x) = (1 + —j , se tiene P, = 1.324
X

Determine una funcion g y un intervalo [a,b] donde la Iteracion de Punto Fijo,
convergeria a la solucion positiva de la ecuacion

a)3x’ —e* =0 b) x—cosx=0
RN
Respuesta: a) Con g(x) = (5 e"j en [0,1] con P, =1, se tiene B, = 0.910015.

con g(x) =In3x? en [3,4] con P, = 4, se tiene P,, = 3.733090.
b) Para g(x) =cosxen [0,1], con P =0, se tiene P, = 0.739082.

Aplique el método de Regla Falsa para encontrar las soluciones exactas dentro de
10, para la funcién f(x) =230x* +18x* +9x? —221x -9, en los intervalos:

Respuesta: a) P1;=-0.04065850, b) Py =0.9623984

Aplique el método de Newton para encontrar las soluciones con una exactatitud de
107, para la funcion f(x) =x’ —2x° —=5=0, en los intervalos [1,4].
Respuesta: Ps=2.69065, con Py=2

La suma de dos numeros es 20. Si a cada uno se le agrega su raiz cuadrada, el
producto de las dos sumas es ahora 155,55. Determine los dos nimeros con una

exactitud de 10™.
Respuesta: Los nlimeros son aproximadamente 6,512849 y 13,487151



AUTOEVALUACION

Resolver los ejercicios que se presentan a continuacion; comparar la repuesta por usted
obtenida con la que se presenta. Cualquier duda, sugerencia o aclaratoria favor comunicarse
con el facilitador, via correo electronico: padames@delfos.ucla.edu.ve, personalmente (en
las horas de consultas establecidas) o en sesion en linea, previamente acordada

1. Para la funcion dada, construya los polinomios a lo sumo de grado 1 y a lo sumo de
grado 2 para aproximar f{0.45) y encontrar el error real, siendo
x,=0, x,=0.6, y x, =0.9 y f(x) lafuncion dada por:

a) f(x)=cosx

b) f(x)=+1+x

Respuesta: a) Pi(x) = -0.148878x + 1; Py(x) = -0.452592x* - 0.013109x + 1; P;(0.45) = 0.933005;
| £(0.45) - P, (0.45)| = 0.032558; P, (0.45) = 0.902455; | £(0.45) - P, (0.45)| = 0.002008.

b) Pi(x) = 0.467251x + 1; Py(x) = -0.0780026x> + 0.490652x + 1; P;(0.45) = 1.210263;
| £(0.45) = P, (0.45)| = 0.006104; P, (0.45) =1.204998; | £(0.45) — P, (0.45)| = 0.000839.
2. Encuentre una cota para el error para la aproximaciones del Ejercicio 1.
Respuesta:
a) % (0.45 — 0)(0.45 — 0.6)| < 0.135; ‘% (0.45 — 0)(0.45 — 0.6)(0.45 — 0.9)[ < 0.00397.
b) ‘% (0.45 — 0)(0.45 — 0.6)| < 0.13375; f% (0.45 — 0)(0.45 — 0.6)(0.45 — 0.9)| < 0.001898.

3. Use el Polinomio Interpolante de Lagrange de grado uno, dos y tres para hacer las
siguientes aproximaciones:

a) £(8.4)si £(8.1)=16.94410, £(8.3) =17.56492, £(8.6) =18.50515, £(8.7) =18.82091.
(= %) si £(—0.75) =—0.07181250, £(~0.5) = —0.02475000, f(~0.25) = 0.33493750,

b)
£(0)=1.10100000
Respuesta:
a)
Xy, X, x, | P (8.4)

1 8.3,8.6 17.87833
2| 83,8.6,87 [17.87716
318.3,8.6,8.7,8.1|17.87714

b)

n Xos Xyttt xn 1

0 1 Pn (_ 3)
-0.5,-0.25 0.21504167
2 -0.5,-0.25,0.0 0.16988889
31-0.5,-0.25,0.0,-0.75]0.17451852

—_
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4. La data del Ejercicio anterior fue generada usando las funciones abajo indicada. Use la
formula del error para encontrar una cota para el error y comparar la cota con el error
real para los casos n =1y n=2.

a) f(x)=xInx
b) f(x)=x" +4.001x> +4.002x +1.101

Respuesta:

a)

n| Errorreal |Cota del Error
0.00118 |0.00120
2[1.367x10°| 1.452x 107

—_—

b)

n| Errorreal |Cota del Error
4.0523x 10245153 x 10
214.6296 x 107 | 4.6296 x 107

—_

5. Use el Polinonio Interpolante de Lagrange de grado tres o menor y la aritmética de corte
a cuatro-digitos para aproximar cos 0.750 usando los valores dados. Encuentre una cota
para el error en la aproximacion:
cos 0.698 = 0.7661, cos 0.733 =0.7432, cos 0.768 =0.7193, cos 0.803 =0.6946
El valor real de cos 0.750 es 0.7317 con cuatro posiciones decimales. Explique la
discrepancia entre el error real y la cota del error, si existe.

Respuesta: cos 0.75 ~ 0.7313. El error real es 0.0004 y una cota para el error es 2.7 x 10 °. La
discrepancia se debe al hecho de usar cuatro posiciones decimales y usar aritmética de cuatro digitos.

6. Use la Formula de Interpolaciéon de Newton de Diferencia Divididas para construir el
polinomio interpolante de grado uno, dos y tres; para la data siguiente:
a) f(8.4)si f(8.1)=16.94410, f(8.3) =17.56492, f(8.6) =18.50515, 1(8.7) =18.82091.

£(0.9)si £(0.6) = —0.17694460, £(0.7) =0.01375227, £(0.8) = 0.22363362,
£(1.0)=0.65809197 '

Respuesta:
a)Pi(x) =16.9441 + 3.1041(x - 8.1); Py(8.4)=17.87533;
Py(x) = 16.9441 +3.1041(x - 8.1)+ 0.06(x — 8.1)(x — 8.3); P»(8.4)=17.87713;
P3(x) = 16.9441 + 3.1041(x - 8.1)+ 0.06(x — 8.1)(x — 8.3) - 0.00208333(x — 8.1)(x — 8.3)(x — 8.6);
P5(8.4)=17.87714;
a) Pi(x) =-0.1769446 + 1.9069687(x — 0.6); P1(0.9)=0.395146;
Py(x) = -0.1769446 + 1.9069687(x — 0.6) + 0.959224(x — 0.6)(x — 0.7); P,(0.9) =0.4526995;
P3(x) = -0.1769446 + 1.9069687(x — 0.6) + 0.959224(x — 0.6)(x — 0.7)-1.785741(x — 0.6)(x — 0.7)(x —
0.8); P5(0.9)=10.4419850.

7. Use la Formula de Interpolacion de Newton hacia delante de Diferencia Divididas para
construir el polinomio interpolante de grado uno, dos y tres; para la data siguiente:



(- %) si £(=0.75) =—0.07181250, £(~0.5) =—0.02475000, f(~0.25) = 0.33493750,

£(0)=1.10100000
Respuesta: P(s) =-0.718125 — 0.0470625s; P,(-1/3) =-0.006625; siendo s = (x - xy)'h
Py(s) =-0.718125 — 0.0470625s + 0.312625s(s —1)/2; P,(-1/3) =0.1803056
P;(s) =-0.718125 — 0.0470625s + 0.312625 s(s —1)/2 + 0.09375s(s —1)(s-2)/6, P3(-1/3) = 0.1745185.

8. Use la Férmula de Interpolacion de Newton hacia atras de Diferencia Divididas para
construir el polinomio interpolante de grado uno, dos y tres; para la data siguiente:

f(- %) si £(=0.75) =—0.07181250, £(~0.5) =—0.02475000, f(~0.25) = 0.33493750,

£(0)=1.10100000
Respuesta: Pi(s) =1.101 + 0.7660625s; f(-1/3) =P(-4/3) = 0.07958333; siendo s = (x - x,,))/h
Py(s)=1.101 + 0.7660625s + 0.406375s( s+1)/2; f(-1/3) ~P2(-4/3) = 0.1698889.
Psy(s) = 1.101 + 0.7660625s + 0.406375s( s+1)/2 + 0.09375 s( s+1)(s+2)/6 ; f{-1/3) =P5(-4/3) =

0.1745185.



AUTOEVALUACION

Resolver los ejercicios que se presentan a continuacién; comparar su respuesta con

la que se presenta. Cualquier duda, sugerencia o aclaratoria favor comunicarse con el
facilitador, via correo electronico: padames@delfos.ucla.edu.ve, personalmente (en las
horas de consultas establecidas) o en sesion en linea, previamente acordada.

1.

Use el Algoritmo de Eliminacion Gaussiana, con sustitucion hacia atras y redondeo
a dos digitos, para resolver los siguientes sistemas lineales:

a) b)

4x, - x,+ x;=8 4x,+ x,+ 2x;=9
2x,+ Sx,+ 2x,=3 2x,+ 4x,— x;=-5
X+ 2x,+ 4x;=11 x+ x,— 3x,=-9

Respuesta: a) x, =1.0, x, =—-0.98, x, =2.9 b)x, =11, x, =-1.1, x; =29

Use el Algoritmo de Eliminacion Gaussiana, con sustitucion hacia atras y aritmética
de corte a 3 digitos, para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dados.
Compare las aproximaciones con la solucion real.

a)
0.03x, + 58.9x,= 592 x) (300
Respuesta: =
531x,— 6.10x, = 47.0 x, ) 10.990
b)
589x, + 0.03x,= 592 x) (1.00
Respuesta: =
~6.10x, + 5.31x,= 47.0 x,) 19.98
c)
3.03x, —12.1x, +14x, =119 X, 0.00
-3.03x, +12.1x, = 7x; = 120 Respuesta: | x, |=| 10.0
6.11x, —14.2x, +21x, =139 x, ) 10142
d)
3.3330x, +15920x, +10.333x, = 7953 X, 12.0
2.2220x, +16.710x, +9.6120x; = 0.965 Respuesta: | x, | =| 0.492
—1.5611x, +5.1792x, —1.68551x, = 2.714 X, -9.78

Use el Algoritmo de Eliminacion Gaussiana, con sustitucion hacia atras y aritmética
de redondeo a 3 digitos, para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dados.
Compare las aproximaciones con la solucion real.
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a)
0.03x, + 589x,= 59.2

531x, — 6.10x, = 47.0

b)
58.9x, + 0.03x,= 592
~6.10x, + 531x,= 47.0

©)
3.03x, —12.1x, +14x, =-119
-3.03x, +12.1x, = 7x; = 120
6.11x, —14.2x, +21x, =-139

d)

3.3330x, +15920x, +10.333x, = 7953
2.2220x, +16.710x, +9.6120x, = 0.965
~1.5611x, +5.1792x, —1.68551x, = 2.714

x) (-10.0
Respuesta: =
X, 1.01
x) (1.00
Respuesta: =
x, ) 110.0

X, 0.00

Respuesta: | x, |=| 10.0
X, 0.143

X, 12.0

Respuesta: | x, |=| 0.499
X, -1.98

. Use el Algoritmo de Pivoteo Parcial y aritmética de corte a 3 digitos, para resolver
los sistemas de ecuaciones lineales dados. Compare las aproximaciones con la

solucion real.
a)
0.03x, + 589x,= 59.2

531y, — 6.10x, = 47.0

b)
589x, + 0.03x,= 59.2
~6.10x, + 53lx,= 47.0

c)
3.03x, —12.1x, +14x, =-119

~3.03x, +12.1x, = 7x, = 120
6.11x, —14.2x, + 21x, =139

d)

x) (-10.0
Respuesta: =
X, 1.00
X, 1.00
Respuesta: =
x,) 19.98

X, -0.163
Respuesta: | x, |=| 9.98
X, 0.142



3.3330x, +15920x, +10.333x; = 7953 X, 12.0
2.2220x, +16.710x, +9.6120x, = 0.965 Respuesta: | x, |=| 0.504
—1.5611x, +5.1792x, —1.68551x, = 2.714 X, -9.78

. Use el Algoritmo de Pivoteo Parcial y aritmética de redondeo a 3 digitos, para
resolver los sistemas de ecuaciones lineales dados. Compare las aproximaciones con
la solucidn real.

a)
0.03x, + 589x,= 59.2 x) (-10.0
Respuesta: =
531x,— 6.10x, = 47.0 X, 1.00
b)
589x, + 0.03x,= 592 x ) (1.00
Respuesta: =
~6.10x, + 5.31x,= 47.0 x, ) 110.0
c)
3.03x, —12.1x, +14x, =119 x) (-0.00
-3.03x, +12.1x, = 7x; = 120 Respuesta: | x, |=| 10.0
6.11x, —14.2x, +21x, =139 x, ) 10143
d)
3.3330x, +15920x, +10.333x, = 7953 X, 12.0
2.2220x, +16.710x, +9.6120x; = 0.965 Respuesta: | x, | =| 0.499
—1.5611x, +5.1792x, —1.68551x, = 2.714 X, -1.98

. Use el Algoritmo de Pivoteo Parcial Escalado y aritmética de corte a 3 digitos, para
resolver los sistemas de ecuaciones lineales dados. Compare las aproximaciones con
la solucion real.

a)
0.03x, + 589x,= 59.2 x) (-10.0
Respuesta: =
531x,— 6.10x, = 47.0 X, 1.00
b)
589x, + 0.03x,= 59.2 x) (1.00
Respuesta: =
~6.10x, + 5.3lx,= 47.0 x,) 19.98

c)



3.03x, —12.1x, +14x, =—119 x) (-0.163

-3.03x, +12.1x, = 7x; = 120 Respuesta: | x, |=| 9.98
6.11x, —14.2x, +21x, =-139 X, 0.142
d)
3.3330x, +15920x, +10.333x; = 7953 X, 0.993
2.2220x, +16.710x, +9.6120x, = 0.965 Respuesta: | x, |=| 0.500
—1.5611x, +5.1792x, —1.68551x, = 2.714 X, -1.00

7. Use el Algoritmo de Pivoteo Parcial Escalado y aritmética de redondeo a 3 digitos,
para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dados. Compare las
aproximaciones con la solucion real.

a)
0.03x, + 589x, = 59.2 X, -10.0
Respuesta: =
531x, - 6.10x, = 47.0 X, 1.00
b)
58.9x, + 0.03x,= 59.2 %) (1.00
Respuesta: =
~6.10x, + 53lx,= 47.0 x,) (10.0
c)
3.03x, —12.1x, +14x, =-119 X, 0.00
-3.03x, +12.1x, = 7x; = 120 Respuesta: | x, |=| 10.0
6.11x, —14.2x, +21x; =-139 X, 0.143
d)
3.3330x, +15920x, +10.333x, = 7953 X, 1.03
2.2220x, +16.710x, +9.6120x, = 0.965 Respuesta: | x, |=| 0.502
~1.5611x, +5.1792x, —1.68551x, = 2.714 x, ) (-1.01

8. Encontrar ||x||w y ||x|| , para los vectores siguientes:
a) x = (3,-4,0,1.5) b) x =(2,1,-3,4)'

c)x=(senk, cosk, 2" ,parak eZ" d) x = (4/(k +1),2/i%, kK’e™) parak eZ"
Respuesta: a) 4y 5.220153 respectivamente, b) 4y 5.477226 respectivamente
¢) 2% y (1+4 %) ' respectivamente, d) 4/(k +1) y (16/(k +1)*+4/k*+ k') ' respectivamente

9. Pruebe que las sucesiones dadas son convergentes y encontrar su limite:



a) ﬂ”z@e“,@mkyknm2+k—k)
b)x®=(é”(#44ﬂ0—kﬁ(ﬂkﬂﬂ+3+5w~+@k—nﬁ
Respuesta: a) kll’m x® = (0,0,0)" b) kll’m x® = 1,-L1)°

10. Dado el sistema de ecuaciones lineales Ax = b que tiene a X como solucién exacta y
a X como una aproximacion a la solucion, encuentre ||x - i”w y ||Ax - b”w :

a)

X+ 2x,+ 3x,=1 0 -0.33)
2x,+ 3x,+ 4x;=-1 x=|-7] X=|-79
3x, + 4x,+ 6x;= 5 5.8
b)
X+ 2x,+ 3x,=1 0 -0.2Y
2x,+ 3x,+ 4x,=-1 x=|-7| X=|-75
3x,+ 4x,+ 6x;=2 5 54
Respuesta: a) 0.90 y 0.27, respectivamente b) 0.5 y 0.3, respectivamente

11. Encuentre el radio espectral para las matrices:

a)

b)
2 10
1 20
0 0 3
I;espuesta: a)l b)5

12. Encuentre las tres (3) primeras iteraciones del Método Iterativo de Gauss-Seidel,
con x'V=0:
a)
10 1 1]x 1
1 10 1 |x,|=]|1
1 1 10| x; 1

M 2 (©)

[\

1.2 0.9948 0.99965
Respuesta: | 1.08 ,| 1.0033 ,| 1.000016
0.972 1.00019 1.000033

N

b)



8 1 —1x, 8 1.000\" (1.041\* (0.997\

2 1 9 1x,|=|12 Respuesta: | 0.714 | || 1.014 | ,| 0.996
1 -7 2| x -4 1.032 0.990 1.002

13. Determinar el numero de condicidon de las matrices, con respecto a || . ||w :

a) b) c)
39 1.6 1 2 1.003 58.09
6.8 2.9 1.0001 2 5.550 321.8
Respuestas: a) 241.37  b) 60002 c) 339866

14. Determine si los sistemas dados estan bien condicionados o no:
a) b)

39 16| x| |55 1 20 x| | 3
6.8 29||x,| |97 1.0001 2||x,| |3.0001
c) d)

1.003 58.09][x, ] [68.12 1 2 x] [ 3
5550 321.8||x,| [3773 0.9999 2||x,| [3.0001

Respuesta: Ninguno esta bien condicionado.

15. Usando aritmética de redondeo a cuatro (4) digitos, encontrar la matriz inversa de la
matriz inversa de:

a) b) c)
39 1.6 1 2 1.003 58.09
[6.8 2.9} {1.0001 2} [5.550 321.8}
(Qué observa?, ;Qué podria afirmarse de los resultados obtenido ahora y el de los
Ejercicio 137.



AUTOEVALUACION

Resolver los ejercicios que se presentan a continuacion, comparar su respuesta con la

indicada. En caso de surgir alguna duda o aclaratoria, favor comunicarse con el
Facilitador del curso via correo electronico: padames@delfos.ucla.edu.ve,
personalmente (en las horas de consultas establecidas) o en sesion en linea, previamente
acordada.

1.

Use la formula mas precisa y conveniente para determinar las aproximaciones que
completarian las siguientes tablas:

a) b)
/&) /&) /&) [
1.1 |9.025013 8.1/16.94410
1.2 | 11.02318 8.3(117.56492
1.3 | 13.46374 8.5]18.19056
1.4 | 16.44465 8.7118.82091
c) d)
) [ ) [
2.1 | -1.709847 -3.0 [9.367879
22 | -1.373823 -2.8 8.233241
23 | -1.119214 -2.6 |7.180350
24 | -0.9160143 -2.4 16.209329
2.5 | -0.7470223 -2.2 15.320305
2.6 | -0.6015966 -2.0 [4.513417

Respuestas: 1a) f(2.1) ~ 3.89934425, £(2.2) ~ 2.876875667, f(2.3) ~ 2.249704083, £(2.4) ~
1.837756, £7(2.5) ~ 1.544210, £°(2.6) ~ 1.355496.

1b) £(8.1) ~ 3.092050, £’(8.3) ~ 3.116150, £(8.5) ~ 3.139975, °(8.7) ~ 3.163525.

1) £(2.1) ~ 3.899344, £(2.2) ~2.876876, f(2.3) ~2.249704, £'(2.4) ~ 1.837756, £(2.5) ~ 1.544210,
£1(2.6) ~ 1.355496.

1d) £1(-3.0) ~ -5.877358, f(-2.8) ~ -5.468933, f’(-2.6) ~ -5.059884, f(-2.4) ~ -4.650223, f(-2.2) ~ -
4239911, f(-2.0) ~ -3.828853.

En 1c) los datos corresponden a la funcién f(x)= tg(x). Encuentre el error real del
ejercicio y obtenga las cotas de error usando las formulas de error.

Respuestas:

x Error Cota

2.1 0.0242312 0.109271
2.2 0.0105138 0.0386885
2.3 0.0029352 0.0182120
2.4 0.0013262 0.00644804
2.5 0.0138323 0.109271

2.6 0.0064225 0.0386885


mailto:padames@delfos.ucla.edu.ve

3. Considere la tabla de datos siguiente:

X

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

fx)

0.9798652

0.9177710

0.8080348

0.6386093

0.3843735

a) Usando las formulas adecuadas aproxime f°(0.4) y f°(0.4).
b) Usando las formulas adecuadas aproxime f7(0.6) y /”’(0.6).

Respuestas:

Usando 5.2.1, h =0.6 = f'(0.4) = —0.8889958, h = 0.4 = f'(0.6) ~ —0.6979043
h=0.2= f'(0.4) » —0.5486810, h = —-0.2 = f'(0.4) ~ —0.3104710

Usando 5.2.2 h=0.2 = '(0.4) ~ —0.3994578,
Usando 5.2.3 h=0.2 = f'(0.4) ~ —0.4295760,
Usando 5.2.7 h=0.2 = "(0.4) = —1.191050.

4. Sea f(x)=3xe" —cosx. Aproxime, usando las formulas convenientes y la tabla de
valores dada, /"(1.3) para2=0.1y 2= 0.01. Compare luego con el valor exacto.

X 1.20 1.29 1.30 1.31 1.40

fx) 11.59006 13.78176 14.04276 14.30741 16.86187
Respuesta: Con h = 0.1, el resultado es 36.641 y con & = 0.01, se obtiene 36.5. El valor exacto es
36.5935.

5. En un circuito con un voltaje impreso £(?) y una inductancia L, la primera Ley de
Kirchhoff, da la ecuacion siguiente:

En=1-% 1R
di

en donde R es la resistencia del circuito e i es la corriente medida en amperes, t se
mide en segundos, la inductancia L es una constante de 0.98 henries y la resistencia es
de 0.142 ohms. Aproxime el voltaje £ en cada uno de los valores de ¢t en la tabla

siguiente:

t
E®)

6. Dada la funcidn:

t 1.00 1.01 1.02 1.03 |1.04
i 3.10 3.12 3.14 3.18 |3.24

Respuesta: Usando las formulas de 3 puntos, se obtiene:
1.00 1.01 1.02 1.03
2.400 2.403 3.386 5.352

2

ey =5+ 0
h 6

1.04
7.320

en donde M es una cota de la tercera derivada de una funcion. Encuentre un valor
minimo para e(h).




Respuesta: El minimo ocurre cuando 4 = 3 l3%4 .

7. Use Extrapolacion de Richardson, para calcular N;(%), una aproximacion de f°(x), para
las funciones dadas y las longitudes de pasos indicadas.

a) f(x)=Inx, x,=1.0,h=0.4 b) f(x)=e" +x, x,=0.0,h=0.4
¢) f(x)=2"senx, x, =1.05,h=0.4 d) f(x)=x"cosx, x,=2.3,h=0.4

Respuesta: 2) f'(1.0) ~1.0000109, b) £(0.0) ~ 2.0000004, c) £'(1.05) ~ 2.2751459
d) £'(2.3) ~ —19.646799.

8. Suponga M =N, (h)+ K,h* + K,h* + K;h® + K,h* + O(h'"), para:
Mz.[n sen x dx
0

Construya una tabla de interpolacion para determinar N4(h), siendo

N, (h) =1.570796, N, (g] =1.896119, N, Gj =1.974232, N, [gj =1.993570.

Respuesta: 1.999999

9. SeaM =En/2cosx dx y suponga M =N, (h)+ K,h> + K,h* + K.h® + K, h* + O(h'"),

Construya una tabla de interpolacion para determinar N4(h), siendo

N,(h) =2.356194, N, (%) =-0.4879837, N, (%) =-0.8815732, N, (gj =-0.97091570.

Respuesta:: -1.000135

10. Por calculo se sabe que:
e=1lim(1+h)".

h—0
a) Determine aproximaciones de e para h =0.04, 0.02 y 0.01.
b) Use la extrapolacion para generar una aproximacion O(h°) de e, para i = 0.04,
suponiendo que existen las constantes K, K»,...; con:

e=(1+n)" + K h+K,h> + K;h* +---
(Es la suposicion de la parte b) correcta?.

Respuesta: a) N(0.04) = 2.665836331, N(0.02) = 2.691588029, N(0.01) = 2.704813829
b) N,(0.04)=2.717339727, N,(0.02) = 2.718039629. La aproximacion O(h’) de
N,(0.04) = 2.718272931.
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1/h
a) Demuestre que lim(ﬂj =e.

h—>0\ 2 —h
b) Calcule las aproximaciones de e, para 2= 0.04, 0.02 y 0.01, aplicando la formula :
2+h\"
N(h)=| —
n=(37]

¢) Suponga que e = N(h)+ K ,h+K,h* + K,h’ +---. Utilice la extrapolacion, al menos
con 16 digitos de precision, para calcular una aproximacién O(h%) de e con h = 0.04.
(Es esta suposicion correcta?.

d) Demuestre que N(—h)= N(h).

e) Utilice la parte d) para demostrar que K, = K, = K, =---=0 en la formula
e=N(h)+K,h+K,h* + K,h’ +---.De tal manera que esta es reducida a:
e=Nh)+K,h> +K,h* +Kh® +---.

f) Use los resultados de la parte €) y una extrapolacion para calcular una aproximacion
O(h®) de e con h = 0.04.

Respuesta: b) N(0.04) =2.718644377221219, N(0.02) =2.718372444800607,
N(0.01) =2.718304481241685.
¢) La aproximacién O(%’) de e esta dada por N, (0.04) =2.718281852783685

En el afio 200 antes de Cristo, Arquimedes utilizo los semiperimetros de poligonos
regulares con k lados que inscriben y circunscriben el circulo unitario para aproximar
7, la circunferencia de un semicirculo. Se puede usar la geometria para demostrar que
la secuencia de semiperimetros inscritos y circunscritos {p;} y {Px}, respectivamente;
satisfacen :

Dy =k-sen(%j y B, =k-tan(%j, con p, <m < P, para k > 4.

a) Demuestre que p, =242 yP =4.
b) Demuestre que, para k>4, las sucesiones satisfacen las relaciones de
recurrencia:

2p, P
Doy :\/kaZk y By = —kE
P+ b

¢) Aproxime 7 con una exactitud de 10 calculando para ello p, vy P, ,hasta que
P, —p, <107,
d) Utilice la serie de Taylor para demostrar que

LY Y _p m(1Y _2m(1)
TP E) ek Y PSR T sk

e) Ultilice extrapolacion con i = 1/k para mejor aproximacion de 7.
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18.

Aproxime las integrales siguientes, por la Regla del trapecio:

a) [ x* v b) jOO'Sx—i‘dx 0) [ x* In xdx
d) ":/4 X senx dx e) f'é x22)f4dx f) J:Me“ sen2xdx

Respuestas: a) 0.265625, b) -0.2678571, c) 0.2280741, d) 0.218095, e) -0.8666667, f) 4.1432597.

Obtenga, si es posible, una cota para el error en cada uno de los ejercicios anteriores y
comparelo con el error real. Explique las diferencias.

Respuestas: a) Error: 0.071875, cota: 0.125 b) Error: 7.943x10, cota: 9.718x10™ c¢) Error:
0.0358147, cota: 0.0396972, d) Error: 0.0663431, cota:0.0807455, e) Error: 0.1326975, Cota:
0.5617284, f) Error: 1.554631, Cota: 2.298827.

Aproxime las integrales siguientes, por la Regla de Simpson:

1 05 2 1.5
a) J.O'S x* dx b) J-O mdx c)'fl x* Inxdx

d) J:M X senx dx e) _[11'6 x22)f4dx f) _[:/4e3x sen2x dx

Respuestas: a) 0.1940104, b) —0.2670635, c) 0.1922453, d) 0.1513826, €)~0.7391053
f) 2.5836964.

Obtenga, si es posible, una cota para el error en cada uno de los ejercicios anteriores y
comparelo con el error real. Explique las diferencias.

Respuesta: El error y su cota son respectivamente en cada caso los siguientes:

a) 2.604x107 y 2.6042x10™* b) 7.14x1077 y9.92x107
©)1.406x107° y 2.170x107 d) 3.6381x10~ y4.1507x10~"
e) 5.1361x107° y 0.063280 f) 4.9322x107 y 0.1302826

La Regla del trapecio aplicada a Ioz f(x)dx da 4, mientras que por la Regla de Simpson
da 2, ;Cual es el valor de f{1)?.

Respuesta: f(1)=0.5

Aproxime las integrales siguientes, usando la formula del Trapecio, Simpson con n =
2,n=3yn=4. Estudie el error en cada caso.

2) [ Viexdr  b) foidx of S'S%dx [ %dx



19.

20.

21.

22.

Respuesta: a) 0.1024404, 0.1024598, 0.1024598, 0.1024598, respectivamente;
b) 4.950000, 2.740909, 2.563393, 2.385700; respectivamente
¢) 3.293182, 2.407901, 2.359772, 2.314754; respectivamente.

Aplique la Regla Compuesta del Trapecio con los valores indicados de n para
aproximar las integrales siguientes:

a) J.lz xlnx dx,n =4 b)Jll3 al 4dx,n=8

X+

5 1
c) L —m dx

Respuestas: a) 0.639900; b) 0.476977, c¢) 0.605498.

Aplique la Regla Compuesta de Simpson con los valores indicados de n para
aproximar las integrales siguientes:

a) J;z xInx dx,n =4 b)L3x2):_4dx,n=8

5 1
0) L N dx

Respuestas: ) 0.6363098; b) 0.4777547, ¢) 0.6043941.

Determine los valores de n y /& que se requieren para aproximar con una exactitud de
-4
107, a:

2
2
J.Oe Y sen3xdx

a) Aplique la Regla Compuesta del Trapecio.
b) Aplique la Regla Compuesta de Simpson.

Respuesta: a) h <0.000922295 y n>2168 b) 2 <0.037658 y n>54

Determine los valores de n y & que se requieren para aproximar con una exactitud de
107, y calcule la aproximacion para:

2 1
'[ dx
Ox+4
a) Aplique la Regla Compuesta del Trapecio.
b) Aplique la Regla Compuesta de Simpson.

Respuesta: a) h<0.04382 y n>46 b)h<0.44267 y n>6
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1.1. INTRODUCCION

A las computadoras les resulta imposible almacenar todos los ntimeros reales (dada su
capacidad finita de memoria), por esta razon ella para manipular y operar nimeros, utiliza
un conjunto finito de niimeros, al que se le llama SISTEMA NUMERICO DE PUNTO
FLOTANTE.

Un conjunto F de nimeros punto flotante esta caracterizado por cuatro (4) parametros:

B : Numero base del sistema (usualmente dos-2-)
t : Precision (longitud de la palabra o mantisa)

L : Menor valor posible del exponente

U : Mayor valor posible del exponente

Se le nota : F(B, ¢, L, U); y cada nimero x € F tiene la formax = £(0.5,b,...,);.B";

con0<bh, <P —1.Enel casodeque b, #0; se dice que F esta normalizado.

1.2. RELACION ENTRE EL SISTEMA F Y EL SISTEMA DE NUMEROS
DECIMALES

Cualquier numero real, puede ser expresado en Ila  forma
x==%(0.cc,...c,+*),,-10";con 0 < ¢, £9; y nesunentero. En particular si ¢, #0,

se dice que el numero x esta normalizado.

Ejemplos 1.2.1 :

i) 37.21829=0.3721829x 10 *

i) 0.002271828 =0.2271828 x 10 -2

iii) 3000527.11059 = 0.300052711059 x 10 7

A esta forma de representar a los numeros decimales se le conoce como NOTACION
CIENTIFICA. La fraccion m=0.c,---c,---, se le denomina MANTISA, el

exponente n indica los lugares o posiciones que debe moverse a la izquierda o a la
derecha el punto decimal; es por éste hecho de donde se deriva el nombre de PUNTO
FLOTANTE.

Al nimero flotante x=+(0.bb,...b,);.B";con0<b, <P -1,i22yb #0, le

corresponde como valor decimal :
X = i(blﬁ_l +b2B_2 +b3B_3 +"'+bkﬁ_k)~Bn
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de manera que un numero real x en esta forma es tratado por el computador como si

tuviese la forma flotante previa.

PROPOSICION 1.2.1: El conjunto discreto (no continuo y finito) F(B, ¢, L, U) tiene

exactamente

2(B =1).B" (U — L +1)+1 nameros de punto flotante.

Ejemplo 1.2.2 : El sistema F(2,3,-1,2), tiene como base 2 y en binario los numeros son
de la forma : £0.bb,b;x2";conb,,b,,b;, igualesa 0 6 1 y n=-1012; de

manera que éste sistema incluye los nimeros (en binario):

a) para n=-1:0.0100 0.0101 0110
b)paran=10: 0.100 0.101 0.110
c)paran=1: 1.00 1.01 1.10
d) paran=2: 10.0 10.1 11.0

0111
A1l
1.11
11.1

al incluir a los negativos y al cero obtenemos que tal sistema flotante tendria 33
elementos como lo establece la formula dada en la proposicion.

Estos nimeros en base diez son :

0,8 2,22 40 47 4
16 16 16 16

OBSERVACIONES :

1. Cuando la computadora vaya a manejar un numero, ella internamente le ubicara en el
numero flotante (nimero de maquina) mas cercano. En caso de que equidisten, la

asignacion se hace por el sistema operativo.

2. El espaciamiento de los nimeros no es igual, la regla de asignacion es un
distanciamiento dado por la potenciacion de la base.

3. La regiéon alrededor de cero "tiene huecos 6 vacios", es llamada la zona de
UNDERFLOW. En algunos sistemas, los numeros que "caen" en ésta zona son
asignados a Cero, lo cual podria a llegar ser un error extremadamente grave. Otros
envian mensaje de haber algo en la zona de underflow.

4. Los numeros que estan mas alla de los mayores nimeros (en magnitud), en éste caso

particular + % se dicen que estan en la zona de OVERFLOW

NSNS
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5. Cada niimero de F puede representar una infinidad de nimeros reales.

6. El conjunto F es discreto (No es continuo), hay '"vacios" entre dos numeros
consecutivos.

7. El conjunto F es finito, pues tiene un nimero de elementos dado por la féormula de la
Proposicion.

1.3. TEORIA DE ERRORES

Para explicar los diferentes problemas que ocurren al manejar el Sistema de los
Numeros Reales en una computadora, mediante un Sistema de Punto Flotante;
asumiremos para estos ultimos una representacion decimal:

x=+(0d,d,---d,).10";con1<d, <9; 0<d,<9; i=2,---,k y nesunentero. A

¢éstos niumeros les podemos llamar numeros de maquina decimal. Por otra parte; cualquier
positivo real y puede ser expresado en su forma decimal normalizada como:

y=(0dd,---dd,,d,.,-)10";con 1<d, £9;0<d, <9;i=2,---, y nesun entero.

Si y esté en el rango numérico de la maquina, a tal forma la llamaremos forma punto
flotante de y, y se denota por fI(y) y es obtenida por una terminacion de la mantisa en k
digitos. Existen dos maneras de encontrar esta terminacién una de ellas es llamada
truncamiento, la cual se ejecuta simplemente al cortar o suprimir los digitos d,,,d,., -y

se obtiene : fI(y) =(0.d,d,---d,).10".

La otra forma, es llamada redondeo, 1a cual adiciona 5x10"**" a y, luego se trunca
para obtener el numero de la forma : fI(y)=(0.d,d,---d,).10". En éste caso lo que
hacemos es lo siguiente : Si d,,, 25, se le adiciona 1 a d, para obtener fI(y). Este
redondeo es por exceso o por arriba; mientras que si d,,, <5, simplemente se cortan o
ignoran los digitos a partir de d,,,. Este proceso de redondeo es por defecto o por
debajo.

Ejemplo 1.3.1: e =2.718281828459....= 0.2718281828459...x10", en un redondeo con 9
digitos obtenemos:

f1(e)=0.271828183x10" ya que d,, =8>5, por lo que d, =2+1=3, en éste caso ha
ocurrido un redondeo por exceso o por arriba; mientras que a 8 digitos obtenemos :
fl(e)=0.27182818x10" ya que d, =2<5, por lo que d, =8.

Al error generado por la representacion de un numero por su flotante, se le llama
ERROR DE REDONDEO; independientemente si es por exceso o por defecto.
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Definicién 1.3.1 : Si p” es una aproximacion a p, el error absoluto es ‘ p—p’|, mientras
— p-p |
que el error relativo, esta dado por | | , provisto de que p= 0.
p

NOTA : El error relativo se emplea con mayor frecuencia en las ciencias aplicadas. Este
nos da "el grado de confianza" con el cual aceptamos al numero fl/(x) de F' como
representante o aproximacion de x.

Ejemplo 1.3.2 : Si x= 3.1415927 y usamos un sistema numérico de punto flotante (en
base 10), con una longitud de palabra 6. ;Cual es el error absoluto al representar x en
¢éste sistema?. ;Cual es el error relativo?.

Solucion :

fl(x) = 0.314159x10, luego el error absoluto esta dado por :

[x = f1(x)| = 0.0000027 = .27x10°°
mientras que el error relativo esta dado por :
[x—fl(x)]  0.27x107°

| = =0.0000008594 = 0.8594x10~°
X X

Ejemplo 1.3.3 : Calcule el error absoluto y el error relativo cometidos cuando .abex10 se

escribe errobneamente como a.bex10’
Solucion :
El error absoluto esta dado por :

‘a.bcxlO7 —.abcx107‘ = (a.bc —.abc)x10” = (a.bc).(1-.1)x10" = a.bc(.9)x10’
mientras que el error relativo esta dado por :
(abc)(9)x10"  (abc)(9) 09 9

- e 900%
(abe)x107  (abe)x(10™) 0.1 °

Definicién 1.3.2 : El nimero p~ se dice que aproxima p a t digitos significativos, si

p-p’

7|

es el mayor entero no negativo para el cual <5x107".

Teorema 1.3.1 : Si x estd en el rango de F, entonces el error relativo en fI(x) esta acotada

1, |x_ﬂ(x)|_|x_ﬂ(x)|géﬁl—t'

superiormente por lB ; es decir : =
2 | X | |x|

Demostracion: Supongamos que x'y x” son dos nlimeros consecutivos en F, tales que x'
< x" sean ¢éstos definidos por : x'=(0.16,b5++-b,) s xB" y

x"=[(0.16,0; b, ) + P “1xB" , ademas que el namero real x estd entre x"y x” por lo

5
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que podemos asumir que esta definido por : x = (0.1b,b,---b,--), xB" . Luego sdlo una

de las situaciones siguientes se cumple :

] 1 |
x' x x" x’ x x" x' x x"
la demostracién se haré para el caso en que x estd mas cerca de x' o equidista, siendo
similar el otro caso, se deja propuesto como ejercicio. En éste caso se cumple :

1 | - : , .
|x—x'| < E|x'— x"| =5 B""". El error cometido al representar x por x“en F satisface :

| QP
x—x )P _

1
x| 7 (0.1b,by b, )y xB" 2(0.1b,by b, )

-—B -t

B~ BT
2Bt 2

1.4. ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE

Las operaciones de suma, resta, multiplicacién y division en el Sistema de Numeros
de Maquina (F), se denota por los simbolos usuales, enmarcados con un circulo, o sea
®, 0, ®, L respectivamente. Estas operaciones estan definidas por :

x® y =f(fllx) + fi(y))

x © = fI(fix) - fI(y))

x ®y =f(fi(x) x fl(y))

x Oy =I(fix) /fi(y))

Estas operaciones no son cerradas sobre F, pues en algunos casos se genera
underflow u overflow; mas alin en otros casos producen una variedad de errores, que se
indican mas adelante. Esto nos lleva a situaciones inesperadas, por lo que se
recomienda siempre tener presente estas situaciones en el momento que se programa o
analizan los resultados numéricos de algun software en particular.

Los errores cometidos al realizar operaciones aritméticas en el sistema de punto
flotante, los podemos tipificar seglin los siguientes criterios :

1. Error de Redondeo : Ya se menciono que éste tipo de error es el obtenido por el
proceso de redondeo (exceso o defecto) de los numeros reales en su representacion
por numeros punto flotante 6 de maquina.

2. Error Significativo : Este error ocurre con frecuencia cuando se restan nimeros casi
iguales o cuando se suman numeros "casi iguales" en magnitud, pero de signos
contrarios. También se presentan cuando se divide por un divisor relativamente
pequeno.
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Ejemplo 1.4.1 : Supongamos que queremos evaluar fI(x) = x - sen(x), para valores
de x cercanos a cero. Asumamos que la aritmética de punto flotante es decimal y que
redondea exactamente hasta 10 cifras en representacion de los nuameros. Sea x =
1/15, entonces :

11(x)=0.6666666667x10""
fl(sen x)=0.6661729492 x10™!
fl(x) — fl(senx)=0.00004937175= 0.0004937175x10"' =0.4937175000x10"*

A

objeto de producir el resultado normalizado, los 3 ultimos ceros en la expresion
anterior, son agregados por el computador y ésta serd la forma en que el numero se
considerara para calculos posteriores. A los "ceros" adicionados para completar las
10 posiciones de la mantisa, se les llama "ceros terminales" y NO SON
SIGNIFICATIVOS. El valor correcto esta dado por :

%—sen(%)zo.4937174327 x10™*. Por lo que el error relativo en ésta operacion
esta dado por :

0.4937174327x10™* ~0.4937175000x10~"| _  0.673x10™" | .

| 0.4937174327x10™* | 0.4937174327x107¢

Este error es considerado "grande", ya que en ésta aritmética de punto flotante, su

cota es 5x10°° ; y el error relativo obtenido, relativamente esta cercano a su cota. El
fendmeno se explica por la perdida de 3 cifras significativas.

3. Error por Truncamiento : Este tipo de error ocurre cuando un proceso que requiere
un nimero infinito de pasos, se detiene en un nimero finito de estos. Este error no
depende directamente del sistema numérico que se este utilizando.

4. Error Propagado : Puede considerarse como aquel error de salida, generado por un
error en los datos de entrada; suponiendo que todos los calculos en el proceso se
efectian exactamente (sin error de redondeo).

Ejemplo 1.4.2 : Consideremos la funcion f(z) = 0.32 ¢ y una evaluacion en un
instrumento de calculo (computadora o calculadora), que sélo puede conservar 4
cifras significativas en base 10, para cualquier nimero. Si x= 10.007, entonces :
f(x)=10.01, f(x)=3.20224; fI(f(x)) =3.202

F(f(x)) = £(10.01) =3.2032 = fI(f(f1(x))) =3.203
|x = f1(x)| =10.007 —10.01| = 0.003

Error Propagado :| f(x) - f(f1(x))| = [3.20224 —3.2032| = 0.00096
Error de Redondeo :|f(fl(x))— f1(f(f1(x)))| =[3.2032 - 3.203| = 0.0002
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Antes de concluir esta seccion es importante destacar que las operaciones
aritméticas definidas sobre F, no satisfacen algunas de las propiedades que si
cumplen los nimeros reales, tal es el caso de la @ la cual no es asociativa, es decir
que al sumar 3 o mas nimeros, se pueden generar resultados diferentes dependiendo
del orden en que se ejecutan las operaciones. Tampoco se cumple la propiedad
distributiva de la ® con respecto a la adicion o sustraccion flotante; pero la
propiedad conmutativa de la @ si es valida.

Ejercicio Propuesto 1.4.1 : Presente un contracjemplo en donde se pueda
comprobar que en un Sistema de Punto Flotante, fallan las propiedades Asociativa
(Con respecto a la Adicion y multiplicacion) y la Distributiva de la multiplicacion
con respecto a la adicion.

1.5. ANALISIS DE LA ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE

Supongamos x = 5/6 y y = 3/7, en la aritmética de punto flotante de cuatro

digitos, se tiene que fI (x) = 0.8333 A fl (y) = 0.4286. La tabla de abajo muestra los
efectos de redondeo de las operaciones.

OPERACION RESULTADO VALOR ERROR ERROR
EXACTO ABSOLUTO RELATIVO
x @y 0.1262 x 10 53/42 0.9524 x 10 ~* 0.7547 x 10~ *
x Oy 0.4047 17/42 0.6190 x 10 ~* 0.1529x 10 ~*
x ®y 0.3572 15/42 0.5714x 10 °* 0.1600 x 10 -3
xO y 0.1944 x 10 35/18 0.4444x 10 3 0.2285x 10 °*

Como el mayor error relativo es 0.2285 x 10° = 0.0002285 se concluye que
estas operaciones han dado resultados satisfactorios en 4 digitos. Sin embargo,
analicemos que ocurre ahora si:
u=0.428342; v=72548; w=0.2335555x 107

fl(w) =0.4283; f1(v) =0.7255x 10° ; fl (w) = 0.2336x 107

OPERACION RESULTADO V.REALDEC. ERROR ERROR
ABSOLUTO RELATIVO
y O u 0.3000x 10 > 0.2294286 x10 >  0.7057 x10 ~* 0.3076 x10°
u @ v 0.7259x 10°  0.725908342 x10° 0.8342 x10 * 0.1149 x107*
(GOuw®v  02177x10° 0.1664458607 x10 ° 0.5125 x10 ! 0.3079 x10°
(vOu O w 0.1284x10° 098233011 x10% 0.3017 x10* 0.3071 x10°
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NOTAS

1. La operacion y 0 u da un Error Absoluto pequefio, pero el Error Relativo es “grande”.

2. Las operaciones (y © u) LI w A (y © u) ® v dan errores absolutos grandes, sin
cambiar el error relativo.

3. La operacion u @ v da un error absoluto grande, pero un error relativo pequefio.

1.5.1. SUGERENCIAS PARA EVITAR ERRORES EN LA ARITMETICA DE
PUNTO FLOTANTE.

En la medida de lo posible, debe evitarse:

1. Divisiones por cantidades muy pequerias.

Esto es, si x es aproximado por fI (x), con error de redondeo €; entonces x =
fl(x)+ e. Al dividir por 5, se tiene como nuevo error de redondeo €/9; si & es
“pequetio, relativamente”, entonces el nuevo error de redondeo es “grande” (mayor
que el inicial); pero si d es relativamente grande; €/0 serd "pequefio".

2. Multiplicacion por numeros grandes.

Esto podria llevar los resultados rdpidamente a la zona de overflow. Si se tiene

que realizar : XY con x,y,p,q "grandes" en magnitud; es preferible hacer:
p4q
pj\4q

3. Sustracciones de numeros relativamente iguales.

Se esta manera se trata de evitar pérdida de cifras significativas en la operacion.
Supongamos que x € y son representados asi : fI (x) = 0.b;b; ... bis; ... by x 10"; y que:
fl(v) =0.b;b; ... b; city... ¢ x 10"; en la operacion resta de punto flotante : x 6 y =

1 (f(x)- f1 ) = 0.di+1d;+2 ... di x 10 s Luego este resultado tendrd a lo sumo & - i
cifras significativas.
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Supongamos que deseamos evaluar en un sistema de punto flotante la expresion:

Vx* +1—1, siendo x un valor positivo cercano a cero; procedemos as:
2

Vx? +1+1 \/x2+1+1_\/x2+1+1'

2 2
Vx©+1 l,erl:(x +1)-1 X

xP+1-1=

4. Uso de expresiones complicadas

a) Para P(x) = ap + aix + a, o4+ a, x" ; se prefiere: P (x) = ap + x (a; + x (a; +
o X (aps+ x (ay) ... ).Ejemplo : P (x) =3 —2x + 4x’ — 7x’ + 8x" — x’ se puede re-
escribir y evaluarasi: P(x) =3 +x(-2+ x(4+x(-7+x(8+x(-1)))).

4 4

b) x> + y° es preferible a %

X -y

5. Sumar Numeros de Magnitud Creciente
Sia<b<c, al efectuar a + b + c; se debe preferir (a+b) + c; a fin de que los
valores pequefios ejerzan “su contribucion” a la suma total, pues serian evaluados
primero.
6. Proliferacion de Evaluaciones Funcionales
Si se va a calcular y = ¢" + log ¢" + sen (3 ¢€"); es preferible hacer z= ¢" y luego y
=z +logz + sen (3z)

7. Calculo de Expresiones de la Forma x "

Si n es un numero fraccionario, por ejemplo: n = 3/2 ; es preferible. Calcular

3
Vx® ;envez de xé

1.6. Otras Sugerencias

1. Con los algoritmos o programas ensayar casos de prueba, en donde se conozca la salida
tedrica (analitica); variar la entrada.

2. Investigar la inestabilidad o mal condicionamiento, lo cual significa realizar pequeiios
cambios en la data de entrada y (0.01 %) analizar su impacto en la salida si se produce

10
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un impacto de mas de 1 %. En este caso se estd verificando la estabilidad del
algoritmo y la presencia de error propagado.

3. Variar (incrementar) la precision. (Doble). Los errores de redondeo se pueden
disminuir al igual que el de pérdida de cifras significativas. En Maple, use el comando

4. Trabajo hacia atras.
Ejemplo en el cual condicionamiento de los sistemas Ax =b ; se busca ( A-1)-1 ; sila
respuesta difiere mucho de A, hay mal condicionamiento.

1.6. APLICACION EN MAPLE V

En MAPLE V, la aritmética de redondeo con la cantidad de digitos deseados se genera
mediante el comando:

> Digits: =t;

Asi que la adicion flotante : f1 (fI(x)+fI(y))) es lograda usando redondeo a ¢ digitos
por:
> evalf (eval f(x)+ eval f(y));

El truncamiento en MAPLE V, es mas complicado y requiere del apoyo del siguiente
procedimiento: el cual corta el nimero punto flotante x en ¢ digitos, a saber :
> chop : = proc (x, t);
>if x=0 then 0
else
e : = trunc (eval (log 10 (abs (x))));
x2 =evalf (trunc (x * 10A (t-e)) *10A (e-t));
fi
end;

Ejercicio propuesto 1.6.1.:Verifique que el procedimiento trabaja para los siguientes

casos .
a)x=124.031,t=5 e)x =0.00653,t=2
b)x =124.036,t=5 Hx=0.00656,1=2
¢)x=-124.031,t=35 2)x =-0.00653,t=2

d)x=-124.036,t=5 h) x=-0.00656, t = 2

11
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1.7. ALGORITMOS / ESTABILIDAD / CONVERGENCIA

Un algoritmo es un procedimiento que describe, sin ninguna ambigiiedad, una

sucesion finita de pasos a realizar, en un orden especifico. Su objetivo en éste curso sera
implementar un procedimiento para resolver o aproximar una solucién a un problema.
Para describir los algoritmos, se usarda PSEUDOCODIGO y estos constardn de los
siguientes elementos:

1.7.1.

ENTRADA: Se refiere a los datos o parametros que deben ingresar al algoritmo.
SALIDA: Se refiere a los datos que representan los resultados de la ejecucion del
Algoritmo.
CUERPO CENTRAL: Esta constituido por los pasos que ejecuta el algoritmo para
resolver el o los problemas.

NORMATIVA

Estableceremos la siguiente normativa para los algoritmos :
1. El punto (.) indica terminacioén de un paso.
2. El punto y coma (3) separa ordenes dentro de un paso.

3. Identacion: Representard un grupo de ordenes que se tratardn como una sdla
entidad.

4. Condicionales: Si ... entonces
Si ... entonces
Sino

Adicionalmente, siempre es conveniente controlar la ejecucion indefinida de un
paso, por lo que se recomienda establecer un tope a dicho proceso de una manera
"tajante", o bien a través de un proceso de control de los resultados en un paso
cualquiera con el resultado en el paso anterior (tolerancia).

Ejemplo 1.7.1: De un algoritmo.

ALGORITMO DE BISECCION .

Para encontrar una solucion de f(x)= 0 dada la funcién f continua en el intervalo
[a, b], y con f(a) y f(b) de signos diferentes.
ENTRADA: Extremos a, b; tolerancia TOL; maximo niimero de iteraciones NN,.
SALIDA: Solucion aproximada p o mensaje de fracaso.

12
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Paso 1 :Tomar i=1;

FA = fla).

Paso 2 : Mientras que i < N, seguir Pasos 3 — 6.
Paso 3 : Tomar p=a+ b%a ; (calcular la raiz)

FP = f(p).
, b—a
Paso4:Si FP=0 o

<TOL , entonces

SALIDA (p) ; (proceso exitoso)
PARAR.
Paso 5 : Tomari=i+ [
Paso 6 : Si F’A . FP > () entonces tomar a = p;
FA =FP;
Sino tomar b = p.
Paso 7: SALIDA ('El método fracas6 después de N, iteraciones, N, =', N, );
(Procedimiento completado sin éxito)
PARAR.

En este curso los algoritmos seran estudiados desde el punto de vista numérico y
en particular nos interesa aquellos en donde pequenios cambios en los datos de entrada,
producen pequefios cambios en los resultados finales. Un algoritmo con esta propiedad
se dice que es ESTABLE y en caso contrario se dice que es INESTABLE.

NOTA: Es posible que ciertos algoritmos para cierto grupo de datos iniciales sean
estables, pero no para todo cualquier grupo de datos.

Definicion 1.7.1: Supongamos que E, representa la magnitud de n operaciones
subsecuentes. Si E, =~ C. n. E,, en donde C es una constante independiente de n y E,
es la magnitud de error inicial (de redondeo); en este caso se dice que el ERROR ES
LINEAL. Si E, ~ C"E,, para C > 1, entonces el crecimiento del ERROR ES
EXPONENCIAL.

NOTA : Cuando el crecimiento del error es lineal, el algoritmo sera ESTABLE y
cuando el crecimiento del error es exponencial; sera INESTABLE.

Definicion 1.7.2 : Supongamos que {oc . }le €S una sucesion que converge a un nimero

o Decimos que {ocn}fz converge a o con rapidez de convergencia 0(p,), donde

1
{Bn}::l, es otra sucesion con B, # 0; Vn; Si existe una constante positiva k£ con
|ocn —a| < k|Bn

definicion es indicada asi ao,=a +O(B,)oa, >a con una rapidez de

, para n suficientemente grande, k& es independiente de n. Esta

convergencia 0(B3,).

13
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Definicion 1.7.3 : Si Lim F(x) =L, se dice que la convergencia es 0(G(x)), si existe

x—0
un numero K > 0, independiente de x, tal que : |F(x)-L|£ K ‘ G(x) ‘para x > 0,
suficientemente pequefia. Se nota : F(x) = L + 0(G(x)) 6 F(x) — L con una rapidez
de Convergencia O(G(x)).

Ejemplo 1.7.2 : Supongamos que las sucesiones {ocn} y {oin} se describen por :
_nt 1 g + 3

n

R

;Vn>1. Aunque [imo, =0y limd, =0 la sucesion

n—>® n—>®

{ } converge més rapido que {o, }. En efecto :

n 1 2 3 4 5 6 7
o 2 075 0.4444 0.31250 0.24000 0.19444 0.16327
a 4 0.625 0222§ 0.10938 0.06400 0.041667 0.024155

Sea B, =— /\ B = —-; Vn; entonces :
o, — 0= ”+1s”t”=3§:zl=2&
n n n n
n+3| _n+3n _4n 4 A
a, -0 = < <—=—=4
n | n3 n3 n3 n2 B”
1 1
Por lo que o, =0+ O —2 . La rapidez de convergencia de {a, } es

similar a la convergencia de { } a cero; en tanto que {d,} converge a cero con una

S | =

. . 1 . .
rapidez similar a como {— converge a cero, la cual indudablemente es superior a

o |

. h
Ejemplo 1.7.3. Sabiendo que lgzmo % =1, demostrar que Sen

" _1vo(n?).

Solucion:

14
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sen h _q
h Senh—h| 1 senh—h cosh—1 —sen h 1
3 = 3 <— yaque [lim = lim — = __ 1
h ‘ h | 6 h=>0  h h—>0 3} h>0  6h 6

1.8. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Demuestre que la siguiente ecuacion tiene al menos una solucion en los intervalos
dados: 2xcos(2x)—(x—2)> =0, [23] » [3.4].

2. Encuentre los intervalos que contengan las soluciones de la ecuacion:
x —=2x" —4x+3=0.

3. Calcule el error absoluto y el error relativo en las aproximaciones de p por p’.
p=e",p =22000.

4. Suponga que p* aproxima a p con un error relativo maximo de 10”. Encuentre el
intervalo mas de mayor longitud en que p debe hallarse, siendo p=150.

13_6
5. Aplique la aritmética de redondeo a tres digitos para realizar la operacion % .
e—>5.

Calcule los errores absolutos y relativo con el valor exacto determinado por lo
menos a cinco digitos.

6. Obtenga la rapidez de convergencia de la siguiente sucesion, cuando n — o, :
lim [In(n +1)—In(n)]=0.
n—>®

7. Obtenga la rapidez de convergencia de la siguiente funcion, cuando 4 —0,:

l—cosh

lim—=0.
hl—r>r(} h

Respuestas:

1. Demuestre que la funcion dada es continua sobre cada intervalo y que las
imagenes de los extremos de los intervalos son de signos contrarios.

2. Demuestre que la funcion es continua sobre un intervalo en donde las iméagenes de

los extremos del mismo, son de signos contrarios.

15
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3. Elerror absoluto es 2.647x101 y el error relativo es 1.202x10-3.

4. El intervalo de mayor longitud es (149.85,150.15).

5. La aproximacion es 1.80, el error absoluto : 0.154 y el error relativo: 0.0786.

6. Larapidez de la convergencia es O(h).

7. Larapidez de la convergencia es O(h).
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2.1. INTRODUCCION

En esta Unidad se desarrollaran métodos numéricos para encontrar un “cero” ¢ “raiz” a
una ecuacion, lo cual es de suma importancia desde dos puntos de vista: Primero porque
las ecuaciones modelan fenomenos que ocurren en la vida real y que a través de ellas
damos solucion a las interrogantes que ellas plantean. Segundo, porque no siempre es
posible encontrar tales raices mediante procedimientos algebraicos y tampoco mediante
procedimientos graficos, ya que estos ultimos por lo general no nos permiten establecer la
aproximacion a la raiz con un grado de satisfaccion adecuado (una cantidad suficiente de
digitos). Por otra parte, los procedimientos graficos suelen ser lentos si no se disponen
de herramientas computacionales.

2.2. CALCULO DE RAICES

Como ya se indico, en ésta unidad se dara solucion a ecuaciones de la forma f{x)=0, es
decir se encontraran valores de x tales que f{x)=0, por lo que a tales soluciones se les llama
"ceros" o "raices" de la ecuacion. Cuando se trata el tema de calculo de raices o ceros de
una ecuacion, pueden enfocarse dos tipos de problemas :

e Calculo de raices reales de ecuaciones algebraicas y transcendentes.
e (Calculo de todas las raices reales y complejas de un polinomio.

En éste curso, el estudio serd para los problemas indicados en primera instancia. Los
métodos para encontrar raices a éste tipo de problemas, se pueden clasificar segun el hecho
de apoyarse o no directamente en el intervalo en donde existe la raiz .entre los primeros
estan: Métodos Graficos, Biseccion y Regla Falsa; y entre los del segundo tipo (abiertos) se
tienen entre otros, los Métodos de: Iteracion al Punto Fijo, Newton-Raphson y Secante.
Aunque en éste curso no se estudiaran todos estos métodos, los que se desarrollaran
reciben el nombre de métodos iterativos, en donde interpretaremos que cada iteracion es un
paso dado hacia la busqueda de la solucion.

2.2.1. Métodos Graficos

Para ilustar éste procedimiento se utilizara el paquete Matematico MAPLE V (U por
Waterloo Maple Inc., Ontario — Canadd) para Windows. Supongamos que deseamos
encontrar las raices a la ecuacion f(x)=e " —x. Procedemos entonces de la manera
siguiente, desde la forma de un nuevo archivo ingresamos los comandos indicados en
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cada “promt”, obteniendo como repuesta de cada uno de ellos la figura en la linea
siguiente, asi:

> p:=exp(-x) - x;
p =exp(-x) - X
> fi=unapply(p,x);
f:=x->exp(-x) - x

> (0.0);
1

> (0.2);

6187307531
> £(0.4);

2703200460
> £(0.6);

-.0511883639
> (0.8);

-3506710359
> (1.0);

-.6321205588

»  plot(f(x),x=0..1.0);

o 0z [ o 4

De éste grafico se observa que aproximadamente la raiz es 0.57, veamos cual es su
imagen:

> £(0.57);
-.0044745613

Se observa que los métodos graficos por lo general no son precisos; como ya se habia
establecido, sin embargo son ttiles para obtener aproximaciones de la raiz y al utilizar
computadoras, estos métodos adquieren gran importancia.
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Se pueden generalizar los métodos graficos, en cuanto a la posesion de raices de la
manera siguiente :

Sean x,,x, € [a,b], funa funcién continua en [a,b] :

a) Si f(x;)y f(x,) tienen el mismo signo, entonces no hay raices sobre ¢l, o hay un
numero par de ellos.

b) Si f(x,)y f(x,) tienen signos contrarios, entonces generalmente hay un numero
impar de raices dentro del intervalo.

¢) Pueden ocurrir raices multiples cuando la funcion es tangencial al eje X.

d) Las funciones discontinuas en donde los extremos del intervalo tienen imagenes de
signos contrarios, tienen un numero par de raices.

2.2.2. Método y Algoritmo de Biseccion

El método de Biseccion 6 busqueda binaria o método de Bolzano, se apoya en el
Teorema del Valor Intermedio, el cual establece lo siguiente: "Si f € C [a,b] (continua
en [a,b]) y k es cualquier numero entre fla) y f(b), entonces existe ce (a,b) tal que
flc)=k". Esto es: Sif(a) y f(b) son de signos contrarios para la funcién continua f en
[a,b], entonces por el teorema anterior existe pe (a,b) tal que f(p)=0 ya que al ser f(a) y
f(b) de signos contrarios. Oe [f{a),f(b)] 6 0 [f(b).f(a)]. De manera que la continuidad
nos garantiza la existencia de la raiz; sin embargo por simplicidad se supondra que tal

raiz es Unica, lo cual podria no ser cierto, como se ilustra en el siguiente ejemplo
grafico:
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Procedimiento de Biseccion

El

procedimiento de Biseccion consiste en dividir repetidamente a la mitad el

subintervalo de [a,b] que contiene a la raiz y retener la mitad en donde f cambia de
signo; para conservar a la raiz. Los pasos son los siguientes :

1.

N

Evaluar que f'sea continua en un intervalo [a,b] .

Evaluar si f(a).f(b) < 0, pues en caso contrario, no tendriamos garantizada la
existencia de la raiz. Asumamos, que efectivamente la condiciéon de signos
contrarios de f(a) y f(b) se cumple.

+b
Tomar a, =a,b,=b y p, =%

buscada), si no, entonces f(p,)tiene el mismo signo que f(a,)6 f(b,). Si

; st f(p,)=0 entonces p = p, (eslaraiz

f(p,)y f(a,) tienen el mismo signo, entonces la raiz esta en la otra mitad del
subintervalo (derecho), es decir f(p,)- f(b,) <O0.

+b, .
Tomar a, = p,,b, =b, 'y p, :a22 2. si f(p,)=0, entonces p, es la raiz

buscada, en caso contrario, si f(p,) y f(b,) son del mismo signo, entonces la
raiz estd en (a, p,). Se hace entonces:

a, +b,
2
buscada. Si no, tomamos el subintervalo en donde esta la raiz, reasignamos los
extremos del intervalo y continuamos con el proceso hasta aproximarnos a la raiz,

con la precision deseada, en una cantidad finita de pasos.

a;=a,,b,=p, y p;= Si  f(p;)=0, entonces p, es la raiz

Como criterio para detener el proceso iterativo se considera lo siguiente. Tomar una
tolerancia € > 0, de la sucesion de puntos medios p,, p,, -+, py; hasta que una de las

condiciones siguientes se satisface:

1.

2.

3.

|pN - pN—l| <€,

|p1v _pN71|

<g, py %0,
|pN|

|f(pN)| <e
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4. Numero maximo de iteraciones.

El primer y el segundo criterio estdn asociados al error absoluto y al error relativo
respectivamente. De todos estos, el mejor criterio para detener el proceso esta dado por la
expresion 2.; ya que en la 1., puede ocurrir que Py — Py-; converja a Cero y la Sucesion
{Py} divergir. También puede ocurrir que f{Py) este cercano a Cero y Py diferir de P. Ver
ejercicios propuestos 2.1.14 y 2.1.15 en Burden [1].

Consideraciones sobre el método de Biseccion:
1. El procedimiento de Biseccion, siempre converge, pero es de convergencia lenta.

2. El procedimiento de Biseccion puede desechar una buena aproximacion intermedia, a
la solucion o raiz.

3. El procedimiento de Biseccion requiere de un intervalo pequefio en longitud, para
garantizar una convergencia mas rapida.

4. El procedimiento de Biseccion se puede implementar con métodos mas eficientes,
utilizandole a ¢l para dar una aproximacion inicial a la raiz.

Algoritmo de Biseccion

Para encontrar una solucion de f(x) = 0 dada la funcioén f continua en el intervalo

[a, b], y con f(a) y f(b) de signos diferentes.
ENTRADA: Extremos a, b; tolerancia TOL; maximo nimero de iteraciones NN,.

SALIDA: Solucién aproximada p o mensaje de fracaso.

Paso 1 :Tomar i=1;

FA = fla).

Paso 2 : Mientras que i < N, seguir Pasos 3 — 6.
Paso 3 : Tomar p=a+ b%a ; (calcular la raiz)

FP = fip).
Pasod:Si FP=0 o 2°¢

< TOL , entonces

SALIDA (p); (proceso exitoso)
PARAR.
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Paso 5: Tomari =i+ 1.

Paso 6 : Si F’A . FP > () entonces tomar a = p;
FA = FP;
Si no tomar b = p.
Paso 7: SALIDA ('El método fracasé después de N, iteraciones, N, =', N, );
(Procedimiento completado sin éxito)

PARAR.

Programa de Biseccion (Codificado en Turbo Pascal).

A continuacion se presenta la codificacion en el Lenguaje de Programacion Turbo
Pascal, del Algoritmo anterior, algo enriquecido con procedimientos de validacion. La
funcion a la cual se le va a encontrar la raiz en [0,1] es la funcidn real continua sobre

. . 2 . , . ey,
dicho intervalo, dada por f(x)=cosx—x", se considerard como tolerancia o precision

de laraiz a 10° , y el nimero maximo de iteraciones sera de 100, como método alternativo
para no caer en un ciclo de iteraciones infinitas.

{*************************************************************************}

{* UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO
{* DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIAS - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
{* PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

{* BARQUISIMETO

{*

{* PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RAIZ REAL DE UNA FUNCION REAL

{* METODO : BISECCION

{* SOPORTE TEORICO : BURDEN-AYRES[1]: ANALISIS NUMERICO. 6ta. ed.
{* pp. 48-52.

{* LENGUAJE : TURBO PASCAL

{* AUTOR : PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS

{* E-MAIL : padames@delfos.ucla.edu.ve

{* FECHA : ENERO, 2.001

{*************************************************************************}

PROGRAM BISECCION;

USES CRT;
CONST
TOL = 1E-5;
NMAX = 100;
VAR
A,B : REAL;

FA,FB : REAL;
RATZ, FRAIZ : REAL;
CONTINUAR, INTERVALO : BOOLEAN;
I : INTEGER;
(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION ¥*)

FUNCTION F (X : REAL) : REAL;
BEGIN
F := COS(X) - SOQOR(X)

END;

Tolerancia deseada
Numero Maximo de Iteraciones

Extremos del Intervalo
F(A) y F(B)

Raiz Buscada e Imagen
Variables de Control
Contador de Iteraciones

Definicion de la Funcion Real
a la que se le determinara la
Raiz en el Intervalo dado
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(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA ¥*)

BEGIN
REPEAT
CLRSCR;
WRITELN;
WRITE (' EXTREMO IZQUIERDO DEL INTERVALO
READLN (A) ;
WRITELN;
WRITE (' EXTREMO DERECHO DEL INTERVALO
READLN (B) ;
INTERVALO := A < B;
FA := F(A);
FB := F(B);
CONTINUAR := FA*FB < 0;
UNTIL CONTINUAR AND INTERVALO;
CLRSCR;
I :=0;
WRITELN (' I A B RATIZ
WRITELN('--—— = —=———————— ————————— ———————
REPEAT
RAIZ := (A + B)/2;
FRAIZ := F(RAIZ);
WRITELN(I:3,' ',A:12:6,"' ',B:12:6,"' ',RAIZ:
IF FA*FRAIZ <= 0 THEN B := RAIZ
ELSE
BEGIN
A := RAIZ;
FA:= FRAIZ;
END;
IF (B - A) <= TOL THEN CONTINUAR := FALSE
ELSE
I := SUCC(I);
UNTIL ((NOT CONTINUAR) OR (I > NMAX)):;

(* BLOQUE DE IMPRESION DE RESULTADO FINAL *);
IF I > NMAX THEN WRITELN ('

ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = ',RAIZ:12:6);
WRITE (' LOGRADA CON ',SUCC(I):3,'
END;
WRITELN;
WRITE (' PULSE ENTER PARA TERMINAR )
READLN

END.

EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES

khkAkkkkAkhkAkk kA kKk*k

Aca se da el
Intervalo en
donde se de-
sea la Raiz
y se valida
que la misma

exista en el

(*
(*
(*
(*
(*
(*
(*
(*
(***************

*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)

')
')
* Calculo de las *
* Aproximaciones *
* por el Metodo *
2:6," ', FRAIZ:12:
* de BISECCION *
*
*
*
*

e Impresion de *
los Resultados *

Parciales *
AhkAKRA KAk Ak Ak kA Khk k)%

)
)
)
6);
)
)
)
)
)

")

ITERACIONES') ;

Ejemplo 2.2.2.1. Usando el programa anterior para encontrar la raiz en [0,1] para la funcion
real continua sobre dicho intervalo, dada por f(x)=cosx — x>, se obtiene la siguiente salida:

I A B RAIZ  F(RAIZ)
0 0.000000 1.000000 0.500000  0.627583
1 0.500000 1.000000 0.750000 0.169189
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2 0.750000 1.000000 0.875000 -0.124628
3 0.750000 0.875000 0.812500  0.027529
4 0.812500 0.875000 0.843750 -0.047248
5 0.812500 0.843750 0.828125 -0.009533
6 0.812500 0.828125 0.820313  0.009080
7 0.820313 0.828125 0.824219 -0.000206
& 0.820313 0.824219 0.822266  0.004442
9 0.822266 0.824219 0.823242  0.002119
10 0.823242 0.824219 0.823730  0.000957
11 0.823730 0.824219 0.823975  0.000376
12 0.823975 0.824219 0.824097  0.000085
13 0.824097 0.824219 0.824158 -0.000061
14 0.824097 0.824158 0.824127  0.000012
15 0.824127 0.824158 0.824142 -0.000024
16 0.824127 0.824142 0.824135 -0.000006
RAIZ APROXIMADA =  0.824135 LOGRADA CON 17 ITERACIONES

.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...

Ejemplos 2.2.2.2.Para encontrar una aproximacion de 2/25 correcta a 10*, usando el
algoritmo de biseccion, redefinimos el problema a encontrar un cero para f(x)=x" —25, ya
que con f{x) = 0, se obtiene la repuesta a la situacion planteada. Considerando la tolerancia Tol

=10, y usando el programa anterior en el intervalo [2,3] se obtiene:

I A B RAIZ  F(RAIZ)
0 2.000000 3.000000 2.500000 -9.375000

1 2.500000 3.000000 2.750000 -4.203125

2 2.750000 3.000000 2.875000 -1.236328

3 2.875000 3.000000 2.937500  0.347412

4 2875000 2.937500 2.906250 -0.452972

5 2.906250 2.937500 2.921875 -0.054920

6 2.921875 2.937500 2.929688  0.145710

7 2921875 2929688 2.925781  0.045261

8 2921875 2925781 2.923828 -0.004863

9 2923828 2.925781 2.924805  0.020190

10 2.923828 2.924805 2.924316  0.007662

11 2923828 2924316 2.924072  0.001399

12 2923828 2924072 2.923950 -0.001732

13 2923950 2.924072 2.924011 -0.000167

RAIZ APROXIMADA =  2.924011 LOGRADA CON 14 ITERACIONES

.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...
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Teorema 2.2.2.1: Sea f € C [a,b] y supongamos que fla). fib) < 0. El procedimiento de
biseccion genera una sucesion {P,} que aproxima a P con la propiedad:

P, - P< b-a 51
2"
Demostracion:
b—
Vnz1: b, —a,= n_layPe (anby) ; como P, - a, +b,
1 1 b— - —
P -P< t(p,—a)=1 bmt Pa P gy
2 2 2 2" 2"
P - P <7 ni

.. P, — P con una rapidez de convergencia O(2™)

Este teorema no da cota para el error involucrado en la aproximacion de P, por Py es util en
el proceso de determinar el nimero de pasos maximo para garantizar la aproximacion con la
precision deseada.

Ejemplo 2.2.2.3. En el ejercicio anterior, si deseamos calcular la cantidad de pasos o

iteraciones necesarias para garantizar la precision de 10, de acuerdo al teorema previo,
.. 4 ,

procedemos de la manera siguiente: a = 2, b = 3, la cota para el error es 107, asi que:

—32_,,2<104:>2"<104:>n>%z13.2877 ~.n=14. Lo cual coincide con el
—In

resultado encontrado.

Como ya se coment6, el método de Biseccion es lento en su convergencia, por lo que a
continuacion estudiaremos otro método que por lo general es mas rapido y que se apoya tanto
en intervalo como en el hecho de que para la funcion dada continua, ocurra cambio de signo,
el es llamado Método de Regla Falsa o Posicion Falsa.

2.2.3. METODO DE POSICION FALSA-REGLA FALSA O REGULA FALSA

Sea f una funcién continua en [a,b], dada por f{x) = 0; sea [a,,b,] < [a,b], tal que

este i-ésimo subintervalo contiene una raiz de f{x) = 0; el método de Posicion Falsa
consiste en lo siguiente: Calculamos la interseccion con el eje X de la recta que une los
puntos (ai, f (ai)) y (bi, f (bi))denotamos por p; a este punto de corte. Evaluamos:

10
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Si f(a,).f(p,)< 0, definimos a,,,= a, Ab,,,= pi, en caso contrario definimos
a,,= pi Ab, =b,; y proseguimos de ésta manera encontrando subintervalos que

contienen la raiz como en el caso de biseccion, hasta llegar a tenerla con una tolerancia
aceptable o a satisfacer un criterio de “detencion”, segun nuestras especificaciones.

Graficamente el proceso se puede deducir en el grafico siguiente:

a; P b;

-

Deduccion de la formula

La féormula en que se apoya el Método de Regla Falsa se puede deducir del
grafico anterior y por semejanza de tridngulos, al establecer:

f(bi)_f(ai): f(b) , de donde: b, — P.= L .(bi —ai),ydespejandot
b, —a, b,-P, fb)~f(a)

@b —a)

A PACD)

Algoritmo de Regla Falsa
El algoritmo para Regla Falsa, funciona de manera similar en cuanto a criterio para

asegurar la raiz al Método de Biseccion, por lo que el mismo queda como sigue, al
implementarle la férmula anterior:

11
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Objetivo: Encontrar una solucion de f{x) = 0 dada la funcion f continua en el intervalo
[a, b], y con f(a) y f(b) de signos diferentes.
ENTRADA: Extremos a, b; tolerancia TOL; maximo niimero de iteraciones NN,.

SALIDA: Solucion aproximada p o mensaje de fracaso.

Paso 1 :Tomar i=1;

FA = fla).
Paso 2 : Mientras que i < N, seguir Pasos 3 — 6.
Paso 3 : Tomar p=5bH— S®)b-a) ; (calcular la raiz)
f(b) = f(a)
FP = f(p).
b—a

Paso4:Si FP=0 o

<TOL , entonces

SALIDA (p); (proceso exitoso)

PARAR.
Paso 5 : Tomari =i+ 1.
Paso 6 : Si F'A . FP > () entonces tomar a = p;

FA =FP;
Sino tomar b = p.
Paso 7: SALIDA ('El método fracasé después de N, iteraciones, N, =', N, );
(Procedimiento completado sin éxito)
PARAR.

Es importante destacar que el Método de Regla Falsa, por lo general es de una
mayor rapidez en su convergencia, comparado con el Método de Biseccion. Sin embargo
un caso de convergencia lenta del método de Regla Falsa, se presenta con: f(x)=

x' —1,en a=0, b=1.3, como se puede observar en la grafica siguiente.

a 0.2 0.4 D6, 08— 1 13

12
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Programa de Regla Falsa (Codificado en Turbo Pascal).

El programa que se muestra a continuacion, codificado en Turbo PASCALI, calcula
por el método de Regla Falsa, la raiz de la funcion f(x)= cos(x) — X’

{*************************************************************************}

{*
{*
{*
{*
{*
{*

BARQUISIMETO

{* METODO REGLA FALSA O INTERPOLACION LINEAL
{* SOPORTE TEORICO CURTIS, GERALD

{* pp. 8 -10.

{* LENGUAJE TURBO PASCAL

{* AUTOR PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS

{* E-MAIL padames@delfos.ucla.edu.ve

FECHA ENERO, 2.001

UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO
DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RAIZ REAL DE UNA FUNCION REAL

ANALISIS NUMERICO. 2da. ed.

{*************************************************************************}

PROGRAM REGLA FALSA;
USES CRT;
CONST
TOL =
NMAX =

1E-5;
100;
VAR
A,B REAL;
FA,FB REAL;
RAIZ, FRAIZ REAL;
CONTINUAR, INTERVALO
I : INTEGER;
(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION *)

BOOLEAN;

*

* Ok X X %

Tolerancia deseada
Numero Maximo de Iteraciones *)

Extremos del Intervalo *)
F(A) y F(B) *)
Raiz Buscada e Imagen *)
Variables de Control *)
Contador de Iteraciones *)

FUNCTION F (X REAL) REAL; (* Definicion de la Funcion Real *)
BEGIN (* a la que se le determinara la *)
F := COS(X) - SOQOR(X) (* Raiz en el Intervalo dado *)
END;
(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA *)
BEGIN (****************)
REPEAT (* Aca se da el ¥*)
CLRSCR; (* Intervalo en ¥*)
WRITELN; (* donde se de- ¥*)
WRITE (' EXTREMO IZQUIERDO DEL INTERVALO 'Y; (* sea la Raiz *)
READLN (A); (* v se valida ¥*)
WRITELN; (* gque la misma *)
WRITE (' EXTREMO DERECHO DEL INTERVALO ') (* exista en el *)
READLN (B) ; (K KKK Kk K Kk K Rk K Kk )
INTERVALO := A < B;
FA := F(A);
FB := F(B);
CONTINUAR := FA*FB < 0;
UNTIL CONTINUAR AND INTERVALO;
CLRSCR;
I :=20;
WRITELN (' I A B RAIZ F(RAIZ) " ;

13
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WRITELN ('=== = —=—=—m—mm=  mmmmmmmmmm oo e ")
REPEAT (* Calculo de las *)
RAIZ := B - FB*(B - A)/(FB - FA); (* Aproximaciones *)
FRAIZ := F(RAIZ); (* por el Metodo *)
WRITELN(I:3,"' ',A:12:9,' ',B:12:9,"' ',RAIZ:12:9," ', FRAIZ:12:9);
IF FA*FRAIZ <= 0 THEN B := RAIZ (* de Regla Falsa *)
ELSE (* e Impresion de *)
BEGIN (* los Resultados *)
A := RAIZ; (* Parciales *)
FA:: FRAIZ; (******************)
END;
IF (B - A) <= TOL THEN CONTINUAR := FALSE
ELSE
I := SUCC(I);

UNTIL ((NOT CONTINUAR) OR (I > NMAX));
(* BLOQUE DE IMPRESION DE RESULTADO FINAL *);
IF I > NMAX THEN WRITELN (' EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES ')

ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = ',RAIZ:12:9);
WRITE (' LOGRADA CON ',SUCC(I):3,' ITERACIONES');
END;
WRITELN;
WRITE (' . PULSE ENTER PARA TERMINAR ...');
READLN

END.

Produciendo los siguientes resultados:

O 0N N bW~ O

0.000000000
0.685073357
0.810693650
0.822931603
0.824025820
0.824122874
0.824131476
0.824132238
0.824132306
0.824132312
0.824132312
0.824132312
0.824132312

1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000
1.000000000

0.685073357
0.810693650
0.822931603
0.824025820
0.824122874
0.824131476
0.824132238
0.824132306
0.824132312
0.824132312
0.824132312
0.824132312
0.824132312

0.305047129
0.031771672
0.002858426
0.000253672
0.000022485
0.000001993
0.000000177
0.000000016
0.000000001
0.000000000
0.000000000
0.000000000
-0.000000000

RAIZ APROXIMADA = 0.824132312 LOGRADA CON 13 ITERACIONES
.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...
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Ejemplo 2.2.3.1. En la ejecucion del programa anterior observamos que la raiz fue lograda
en 13 iteraciones, mientras que este mismo caso para el método de Biseccion, la raiz se obtuvo
en 16 iteraciones. Para el caso de f{x) = x’ —25, los resultados siguientes :

I A B RAIZ F(RAIZ)
0 2.000000 3.000000 2.894737 -0.743549
1 2.894737 3.000000 2.923265 -0.019304
2 2923265 3.000000 2.923999  -0.000493
3 2.923999  3.000000 2.924017 -0.000013
4 2924017 3.000000 2.924018 -0.000000
5 2.924018 3.000000 2.924018  -0.000000
6 2.924018 3.000000 2.924018  -0.000000
7 2.924018 3.000000 2.924018  0.000000
RAIZ APROXIMADA =

2.924018 LOGRADA CON 8 ITERACIONES
.... PULSE ENTER PARA TERMINAR ...

De manera que la observacioén sobre la comparacion de la rapidez de éste método

contra el de Biseccion queda puesta en evidencia. Mientras que para la funcion f(x) = x

10

. 4 , , . . .
— 1, con una tolerancia de 10™, y un niimero maximo de 100 iteraciones, observamos
que este se alcanza sin lograr encontrar la raiz, se deja como ejercicio verificar esta

afirmacion.

2.2.4. FUNCIONES DE PUNTO FIJO

Un punto fijo para una funcién g, es un nimero p para el cual g(p) = p. El problema de
encontrar raices y el problema de punto fijo son equivalente, en el sentido siguiente:
Dado el problema de encontrar la raiz f{p) = 0; es equivalente a si definimos g(x) = x —
f(x), en donde g(p) = p - fip), o sea g(p) = p. Reciprocamente si g tiene un punto fijo en

p (g(p)=p), entonces f(x)=x — g(x), tiene un cero en p.

Ejemplo 2.2.4.1:
g(x)=x"—2,con—2 < x <3, tiene en 2 y en —1 puntos fijos; por cuanto:

g-D=1-2=-1rg(2)=4-2=2

Aunque nuestro objetivo es encontrar raices, el manejo de punto fijo, puede proveernos
en algunos casos de una técnica més poderosa para encontrar raices. El problema ahora
es entonces de cuando saber la existencia de punto fijo, lo cual nos lo provee el siguiente

teorema.

Teorema 2.2.4.1:
i) Sige C[a,b] yvg(x)e [a,b], Vx e [a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b].

15
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1) Si adicionalmente, g’(x) existe en (a,b) y K es una constante positiva menor que 1,
con ‘g’(x)‘ <K<l1,Vxe [a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b] es Unico.
Demostracion:

1) Existencia

Sig(a)=a o g(b)= b, entonces a o b serian puntos fijos.

Supongamos que no es el caso de esta trivialidad. Como g(x) e [a,b] y a < b,

g(a)>a n g(b)< b. Definamos h(x) = g(x)—x, h es continua en [a,b] por ser lo g(x) y
x -h(a)=gla)—a> 0 Ahb)=gb)—-b< 0; luego por el Teorema del Valor
Intermedio, 3 p € (a,b) tal que A(p)=0= g(p)—p =0, o sea g(p)= p; por lo que p
seria punto fijo.

i1) Unicidad

Supongamos que p y g son dos puntos fijos en [a,b] y que p#q. Luego por el Teorema

del  Valor Medio, 3 Ee(pgs D8P _ ey 4o donde

g(q)—g(p) = g'(€)(g — p). Por otra parte:

q-p =g(@)-2(p) =g €)Ng—p)=g'€)lg—p
<l-g-p/=lg-p

‘q - p‘ < \q - p\ y esto es una contradiccion que proviene de suponer que p # ¢ ; por lo

ge)<l

5

, 0 S€a que:

tanto el punto fijo es unico.

Proceso Iterativo del Punto Fijo o Iteracion Funcional

Para resolver g(x)= x, elegimos una aproximacion inicial P, y generamos una
sucesion {P }:’20 haciendo P, = g(P, ,)paran >1. Si la sucesion {Pn}converge aPyg

n n

es continua entonces: p =Ilim P, =lim g(P,_,)=g(lim P _, ): g(p); y asi se obtendra
la solucion a g(x) =x

Ilustraciones

16
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(d)

Situaciones de Convergencia al Punto Fijo
Algoritmo de Punto Fijo

Para encontrar una solucioén de P = g(P), dada una aproximacion inicial F, .
ENTRADA: Aproximacion inicial P,, Tolerancia TOL, Numero maximo de iteraciones
N,.

SALIDA: Solucién aproximada P o mensaje de fracaso.

PASO 1: Tomari=1.
PASO 2: Mientras 1 < N, haces PASOS 3-6.

PASO 3: Tomar P = g(F,). (Calculo de P)
PASO 4: Si |P - P)| < TOL, entonces

SALIDA (P); (Proceso exitoso)
PAPAR.

PASO 5: Tomari=1i+ 1.

PASO 6: Tomar F,= P . (Redefinir P)).

PASO 7 : SALIDA ('El método fracaso después de N, iteraciones, N, = ', N,);

(Proceso  no exitoso)
PARAR.

Programa en Turbo Pascal para la Iteracion al Punto Fijo

A continuacion se presenta la codificacion del algoritmo anterior, incluyendo

1 . 10
procesos de validacion, para la funcion g(x)= 1 ; usando como punto de arranque
X+
0 inicio xo = 0, tolerancia 107, y un nimero maximo de 100 iteraciones.
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{*************************************************************************}

{* UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO
{* DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
{* PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

{* BARQUISIMETO

{*

{* PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RATIZ REAL DE UNA FUNCION REAL

{* METODO : ITERACCION AL PUNTO FIJO

{* SOPORTE TEORICO : BURDEN & AYRES : ANALISIS NUMERICO. 6ta. ed.
{* pp. 54-63.

{* LENGUAJE : TURBO PASCAL

{* AUTOR : PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS

{* E-MAIL : padames@delfos.ucla.edu.ve

{* FECHA : ENERO, 2.001

{*

{*************************************************************************}

PROGRAM ITERACION PTP FIJO;
USES CRT;
CONST
TOL = 1E-9;
NMAX = 100;
VAR
Gl: REAL;
X0: REAL;
RAIZ, ERROR:BOOLEAN;
I: INTEGER;

(*******************************************************************)

(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION *)

(*******************************************************************)

FUNCTION G (X:REAL) :REAL;

BEGIN
G:= SQRT(10/ (X + 4));

END;

(********************************************************************)

(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA *)

(********************************************************************)

BEGIN
I:=1;
RAIZ:=FALSE;
ERROR:=FALSE;
CLRSCR;
WRITELN;
WRITE (' PUNTO DE INICIO :'");
READLN (X0) ;
CLRSCR;
WRITELN (' T X0 G (X0) "
WRITELN (' === ———————————  —mmmmmmmm "

(**********************************************************************)
*

(* Desarrollo del Metodo de Iteraccion al Punto Fijo para Raices de )
(* Ecuaciones no lineales, dada una aproximacion inicial a dicha raiz *)
)

(**********************************************************************

WHILE ((I<=NMAX) AND (NOT RAIZ) AND (NOT ERROR)) DO
BEGIN
Gl:= G(XO0);
BEGIN

18
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',Gl:11:9," 'y ')

IF I > NMAX THEN WRITELN (' EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES ')

Gl:12:8);
ITERACIONES') ;

WRITELN(I:2," ',X0:11:9,"
IF ((ABS(Gl)<=TOL) OR (ABS(G1-X0)<=TOL)) THEN
BEGIN
RAIZ := TRUE;
END
ELSE
BEGIN
I :=1+ 1;
X0:= G1;
END
END;
END;
ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = '
WRITE (' LOGRADA CON ',I:2,'
END;
WRITELN;
WRITE('....PULSE <ENTER> PARA TERMINAR ....
READLN

END.

Ejemplo 2.2.4.1 : La ejecucion del programa anterior para la funcion g(x) =, /% ; usando
X+

como punto de arranque o inicio xy = 0, produce el siguiente resultado, con impresion de los

pasos intermedios:

I X0 G(X0)

0.000000000 1.581138830
1.581138830 1.338562294
1.338562294 1.368635632
1.368635632 1.364796925
1.364796925 1.365285118
1.365285118 1.365223002
1.365223002 1.365230905
1.365230905 1.365229900
9 1.365229900 1.365230028
10 1.365230028 1.365230012
11 1.365230012 1.365230014
12 1.365230014 1.365230013

01N LN kW~

RAIZ APROXIMADA = 1.36523001
LOGRADA CON 12 ITERACIONES
....PULSE <ENTER> PARA TERMINAR ....

La representacion grafica del problema es :

1.5

0.5
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TEOREMA DE PUNTO FIJO (2.2.4.2): Sea g € Cla,b] y g(x) € [a,b], Vx € [a,b], entonces
g tiene un punto fijo en [a,b]. Si ademas, g’(x) existe en (a,b) y ‘g'(x)‘ <K<1; Vxe (a,b) y
K constante positiva. Si F,es cualquier nimero en [a,b], entonces la sucesion definida por
P = g(P, _,),n=1; converge al inico punto fijo P en [a,b].

Demostracion:
Por el teorema anterior la existencia del tinico punto fijo P en [a,b] esta garantizada. Como
g(x) €la,b], VP, €[a,b]; para cualquier n, g(P,) € [a,b] y por el Teorema del Valor Medio:

P, -P/=|g(P, ) -g(P) =|g'€)P,, - P)=g'€)|P - P

<K|P,_, - P yaque & €(a,b). Aplicando inductivamente el mismo criterio
P, —P<K’P_,-P < <K"
P,—P <lim, K"

n

P, - P‘ ycomo K< /= lim, , K" =0; por lo tanto:

lim P -P=0=>1{P}  —>P

n—>0

COROLARIO 2.2.4.1: Si g satisface las hipdtesis del teorema anterior, una cota para el error
involucrado al usar P, para aproximar a P esta dado por:

P, — Pl<K"-max{P, —a,b—P,},Yn>1
Demostracion :
P — P <K":|P,— P|<K".max{P, —a,b—P,},Yn>1

COROLARIO 2.2.4.2: Si g satisface las hipotesis del teorema anterior entonces:

K}'l
P,—P < P, -P),Vnx1
1-K

Demostracion:

Para n >1 se tiene: |P,,, — P, :‘g(ﬂ)—g(ﬂ_l)\SKﬂ—Pn_l S--SK"Pl—PO‘ y para m>n

>1 se cumple que :

Ijm _1)11 = Ijm _Rn—l +Ijm—l _Pm—2 +Pm—2 _”.+Pn+l _Pn
S‘Pm_Pr}'t—l‘_+_‘Pr}'t—l_Ijm—Z‘_i_.“—'—Pn+l_Pn
<K"'|B-P|+K"?P-P|++K" P -P
K"+ K+K>+--+K""" )P, - P,

como lim, , P = P,entonces:

0 ) 1
P=p|=lim, B, ~B|<K'[R-P|- YK =Kk _p-p,
o 1-K
(serie geométrica 0 < K < I converge a " K)
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Kﬂ
g ARl

de donde -

P,-P <

Algunas consideraciones, sobre los corolarios:

1. Los corolarios anteriores relacionan la rapidez de la convergencia del método de punto
fijo; mientras mas pequefio sea K, mas rapida sera la convergencia.

2. Si K estéa cerca de 1, la convergencia puede ser lenta.

Ejemplo 2.2.4.2.: Utilizando el Teorema del Punto Fijo, mostremos que la funcién
gx)=mn +Esenx, tiene un unico punto fijo en [0,277, y mediante iteracion al punto fijo,

encontraremos una aproximacion con una precision de 10 la cual compararemos con la
estimacion tedrica sobre el numero de iteraciones que se requieren para garantizar tal
precision.

. . 1 .
Veamos: Evidentemente que la funciéon g(x)=mn +§senx es continua en [0,2T7], por se
producto y suma de funciones continuas en R, ademads es diferenciable en (0,211), y su derivada
1 . . .
esta dada por g'(x)=§c0sx la cual también es continua en todo R y en particular en

cualquier subintervalo de R. Por otra parte como en el intervalo dado, g’(x) = 0 sélo en

xX= 3 ox= 37“, aplicando el Teorema del Valor Extremo, se tiene: g(0) = T(, g(T02) = 11+

0,5; g(32) =1- 0,5 y g(2m) = 1L por lo tanto « —%S gx)<n + %,Vx € [0,27c], por lo que
g(x)e [O,Zn]; asi que la existencia de punto fijo para g estd garantizada. Por otra parte, como
lg'(x)| =

del punto fijo y la convergencia al punto fijo de la funcién g. Como g(p) = p, se deduce que
p=n. Tomando como punto de arranque py = 0, g(p,)=m = p, que es el punto fijo, de

1 1 . : .
Ecosx < 5 =0,5<1. Tomando k£ = 0,5 se garantiza por teorema previo la unicidad

manera que se ha alcanzado con 2 iteraciones. Si hacemos la estimacion teodrica por los
(0,5)"
1-0,5
se tiene que n > 9,29; por lo que con al menos n = 10 se garantiza la precision deseada, esto es
cierto porque lo logramos a penas con 2 iteraciones.

. : : 1 . :
corolarios enunciados, se tiene: | D, — p| < |0—n| :Fn <107*de donde resolviendo

La representacion grafica de la situacion planteada se muestra a continuacion:
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o] IR I = [y [ny]
L L R L

Ejemplo 2.2.4.3: Refiere Scheid [2], en el afio 1225 Leonardo de Pisa estudio la
ecuacion: f(x)=x> +2x° +10x - 20 =0, y produjo la raiz x = 1,3668808107. Nadie sabe por

qué método hallo Leonardo este valor pero el resultado es notable para su época. Utilizando el
método de iteracion al punto fijo de puede obtener el resultado obtenido por Leonardo,

veamos: Considerando x = ZL = g(x) y tomado a 1 como punto de inicio, se genera
x°+2x+10
la tabla siguiente:
I X0 G(X0) I X0 G(X0)
1 1.0000000000 1.5384615385 2 1.5384615385 1.2950191571
3 1.2950191571 1.4018253094 4 1.4018253094 1.3542093904
5 1.3542093904 1.3752980925 6 1.3752980925 1.3659297882
7 1.3659297882 1.3700860034 8 1.3700860034 1.3682410236
9 1.3682410236 1.3690598120 10 1.3690598120 1.3686963976
11 1.3686963976 1.3688576886 12 1.3688576886 1.3687861026
13 1.3687861026 1.3688178744 14 1.3688178744 1.3688037731
15 1.3688037731 1.3688100317 16 1.3688100317 1.3688072540
17 1.3688072540 1.3688084868 18 1.3688084868 1.3688079396
19 1.3688079396 1.3688081825 20 1.3688081825 1.3688080747
21 1.3688080747 1.3688081225 22 1.3688081225 1.3688081013
23 1.3688081013 1.3688081107 24 1.3688081107 1.3688081065
25 1.3688081065 1.3688081084 26 1.3688081084 1.3688081076

Asi que en la iteracion 26 obtenemos la aproximacion lograda por Leonardo.

Ejemplo 2.2.4.4 : Analicemos por qué es lenta la convergencia del ejemplo anterior. Como

x2+2x+10

20

= g(x), entonces si consideremos a x en el intervalo [1,2], se puede verificar que
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20 <gx)< 20 , de donde g(x) e [1,2]. Adicionalmente, como g es diferenciable en dicho

18

. : 12 12
intervalo y se puede verificar que en este caso %S g'(x)S%, por lo que

| g’(x)| < % ~0.71=k <1. Esto garantiza la convergencia del método hacia el unico punto

fijo, pero como £ relativamente esta cerca de 1, dicha convergencia sera lenta.

2.2.5. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Para derivar éste método, se considera el problema de encontrar las raices o los
ceros de f{x)=0, para ello se utilizara el polinomio de Taylor, y asumiremos que f es
una funcion continuamente diferenciable 2 veces en el intervalo [a,b]; o sea

fe Cz[a,b]. Sea x € [a,b]; una aproximacion a p (raiz de f) tal que f(x )= 0y ‘X—p‘
es “pequeiio”. Mediante el polinomio de Taylor de 1 grado para f{x) alrededor de x

1= £+ (- 7)f @+ B ) "E@)
en donde (x)estaentrex y Xx. Como f(p) =0,conx =p:

0= f(x)+ (p x)f x)+~— ( 5 )2 - f"(E(p)) ; descartando el término del error:

0~ f(X)+(p—%)f"(X)
S
1)
= f®
PR rwy

+x=p

n>1

lo cual debe ser una mejor aproximacion a p que X

El método de Newton-Raphson involucra el generar una sucesion {Pn }deﬁnida por

pop B
£

La formula anterior también puede derivarse graficamente, al apoyarse en
semejanza de triangulos, asi tenemos:
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ey S

X —Xin

Xi =X = M

f(x)

X = M =X

J(x)

X =X /)
S/ (x;)

Esquema grdfico del Método de Newton-Raphson

Algoritmo de Newton-Raphson

Objetivo: Para encontrar una solucion de f{x) = 0 dada una aproximacion inicial P,,.
ENTRADA: Aproximacion inicial P,. Tolerancia TOL; Nimero maximo de iteraciones
N,.

SALIDA: Solucién aproximada P o mensaje de fracaso.

Paso 1: Tomari = 1.

Paso 2: Mientras que i < No, seguir Pasos 3-6.

ALY,
f(R)
Paso 4: Si |P— P,| < TOL entonces
SALIDA (P); (Proceso exitoso)
PARAR.

Paso 5: Tomar i =i+1.

Paso 3: Tomar P =P, — -(Calculo de P;).

24
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Paso 6: Tomar P, = P. (redefinicion P,).
Paso 7: SALIDA ("El método fracaso después de ", No, iteraciones’);
PARAR.

Programa codificado en Turbo Pascal para el Método de Newton-Raphson

Para ilustrar la ejecucion de un programa computarizado codificado en el Lenguaje
de Programacion Turbo Pascal, utilizado el Método de Newton-Raphson, se considerara

que deseamos determinar una raiz de la funcién: f(x) =4cos(x)—e”, con una precision

9 , . . . . .
de 107 y un maximo de 100 iteraciones como criterio para parar el proceso. En estas
condiciones el programa fuente podria ser el siguiente:

{*************************************************************************}

{* UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO *}
{* DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA - DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS *}
{* PROGRAMA DE LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS *}
{* BARQUISIMETO *}
{* *}
{* PROGRAMA PARA ENCONTAR UNA RAIZ REAL DE UNA FUNCION REAL *}
{* METODO : NEWTON RAPSON *}
{* SOPORTE TEORICO : BURDEN & AYRES : ANALISIS NUMERICO. o6ta. ed. *}
{* pp. 65-69. *}
{* LENGUAJE : TURBO PASCAL *}
{* AUTOR : PROF. PEDRO E. ADAMES ROJAS *}
{* E-MAIL : padames@delfos.ucla.edu.ve *}
{* FECHA : ENERO, 2001 *}

{* *}

{*************************************************************************}

PROGRAM NEWTON RAPHSON;
USES CRT;
CONST
TOL = 1E-9;
NMAX = 100;
VAR
F1,FP: REAL;
X0,X1:REAL;
RAIZ, ERROR:BOOLEAN;
I: INTEGER;

(*******************************************************************)

(* DECLARAR Y DEFINIR LA FUNCION *)

(*******************************************************************)

FUNCTION F (X:REAL) :REAL;

BEGIN

F:= 4*cos (x) - exp(X);
END;
(*******************************************************************)
(* DECLARAR Y DEFINIR LA DERIVADA DE LA FUNCION *)

(*******************************************************************)

FUNCTION FPRIMA (Y:REAL) :REAL;
BEGIN
FPRIMA:= -4*SIN(Y) -EXP(Y);
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END;

(********************************************************************)

(* BLOQUE PRINCIPAL DEL PROGRAMA *)
(********************************************************************)
BEGIN
I:=1;
RAIZ:=FALSE;
ERROR:=FALSE;
CLRSCR;
WRITELN;
WRITE (' PUNTO DE INICIO :'");
READLN (XO0) ;
CLRSCR;
WRITELN (' T X1 F(X1) F''(X1) FP

WRITELN ('—== —————=——=—=—  ——m—mmmmmmom oo o

(*********************************************************************

(* Desarrollo del Metodo de Newton-Raphson para localizar Raices de

(* Ecuaciones no lineales, dada una aproximacion inicial a dicha raiz *
(**********************************************************************

WHILE ((I<=NMAX) AND (NOT RAIZ) AND (NOT ERROR)) DO
BEGIN
Fl:= F(X0);
FP:= FPRIMA (XO0) ;
IF FP = 0 THEN

BEGIN
ERROR := TRUE;
WRITELN (' LA DERIVADA SE ANULA, NO APLICABLE EL METODO ');
END
ELSE
BEGIN
X1 := X0 -F1/FP;
WRITELN (I:2," ',X0:11:9," ',E1:11:9," 'S FP:11:9,"
',X1:11:9," "),
IF ((ABS(F1l)<=TOL) OR (ABS (X1-X0)<=ABS (X1)*TOL)) THEN
BEGIN
RAIZ := TRUE;
END
ELSE
BEGIN
I :=1 + 1;
X0:= X1;
END
END;
END;
IF I > NMAX THEN WRITELN (' EXCEDIDO EL NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES
ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE (' RAIZ APROXIMADA = ', X1:12:8);
WRITE (' LOGRADA CON ',I:2,' ITERACIONES');
END;
WRITELN;
WRITE('....PULSE <ENTER> PARA TERMINAR ...."'"');
READLN

END.

")

)
)
)
)
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Ejemplo 2.2.5.1 : El programa anterior ejecutado para la funcion f{x) = 4 cos x — ¢,

produce el siguiente resultado:

I X1 F(X1) F'(X1) FP
1 0.000000000  3.000000000 -1.000000000  3.000000000
2 3.000000000 -24.045506909 -20.650016955  1.835569629
3 1.835569629 -7.315465870 -10.129311364  1.113362007
4 1.113362007 -1.277986440  -6.633331400  0.920700678
5 0.920700678  -0.089999024  -5.695152851  0.904897938
6 0.904897938 -0.000616281  -5.617128079  0.904788223
7 0.904788223  -0.000000030  -5.616585784  0.904788218
8 0.904788218  0.000000000 -5.616585758  0.904788218

RAIZ APROXIMADA = 0.90478822 LOGRADA CON 8 ITERACIONES

OBSERVACIONES.

1. Es conveniente dar de inicio, una buena aproximacién inicial. Se aclara este hecho al
destacar el error en el Polinomio de Taylor, durante el proceso de derivacion de la féormula
1 )
se considerod: (x - xz) —0.

2. Cuando en las iteraciones hacia la raiz, ocurre que cualquiera de ellas esta cerca de un
punto de inflexion, entonces la sucesivas iteraciones se alejan de la raiz.

3. El método requiere que f'(X)# 0. En consecuencia, cuando en una iteracion se presente

esta situacion, la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto es paralela al eje
X, en consecuencia el Método de Newton-Raphson diverge.
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4. Puede ocurrir que aunque se de un valor inicial cercano a una raiz, el método converja a
otra que este mas distante. Graficamente:

N -"/ NI% :;c- \ \/

I
-

5. El Método de Newton-Raphson tiene una rapida convergencia, a ser comparado con los
anteriores.

Teorema 2.2.5.1: Sea f € Cz[a,b]. Si pe [a,b] es tal que fip) =0y f'(p)=0, entonces
existe 6 > 0 tal que el método de Newton genera una sucesion {Pn }::1 , que converge a p para

cualquier aproximacion inicial p, € [p -0,p+0 ]

Demostracion:

S(P)

Al considerar P, = P, —~—"=", se puede entonces considerar al proceso iterativo de
S(BL)
Newton como un proceso de iteracion funcional (punto fijo), basta considerar

7P
P )=P_ ——";
ghrt) ®.)

(n>1). Luego P, = g(P, ). Asi que el problema entonces se limita a
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encontrar un K €(0,1), que el intervalo [p—S, p +8] es mapeado en si mismo
(g(x) € [p—S,p +6]) y que ‘g'(x)\ <K< 1,Vxe [p—6,p+6]. (De acuerdo al Teorema del
Punto Fijo). Puesto que f'(p)= 0 y f es continua, 36,>05 ' (x)= O,
J &)
J()
[a,b]; en particular g sera continua en [p-8,,p+8,]. Adicionalmente,

S )= ()

Vx e [p -9,,p+9, ] c [a,b]. Por otra parte como g(x)=x— ; por ser 'y f” continuas en

‘) =1 .

oY )

N G0 el V) I A GO R A GO I A CO RV AL CO T

g o) o
[ f"(x)

g'(x) = [f'(x)]2 ;para x € [p —0,,p +61]; ahora bien:

f €C?a,b], entonces geC'[p-8,,p+8,]. Pero por ser f{p)= 0 (hipbtesis):

f(p)-1"(p)
[P
cualquier K<1, 306 talque 0 <8< 9, /\‘g'(x)‘ <K,Vxe [p—B,erB].

Demostremos que g mapea [p -3,p +8] en el mismo intervalo. Si x € [p -3,p +8], por el

g(p)=

=0; y puesto que g’ es continua ( por serlo f, /"y /), entonces para

Teorema del Valor Medio, se tiene que para algin & entre x A p, se tiene que
g(x)— g(p) =|g'E)(x - p)| por lo tanto |g(x) - p| =|g(x)-g(p) =|g'€)|x— p| < K|x—p|<
‘x — p‘ < d por lo que g(x) e [p -d,p+ 6] por lo tanto; por el Teorema de Punto Fijo:

S (x)
J'(x)
cualquier P, € [p -d,p+0 ]

Con g(x)=x—

, la sucesion {Pn }::1 definida como P, = g(P,,),n = 1converge a p, para

Ejemplo 2.2.5.2 : Verifiquemos que en el problema resuelto por Leonardo, si se le aplica el
Método de Newton, la raiz se consigue mas rapido. Como f(x)=x’+2x> +10x-20, en

[1,2], cumple con las hipdtesis para aplicar éste método y con f'(x) = 3x> +4x + 10, se obtiene
tomando el mismo punto de inicio (1), el siguiente resultado:

I X1 F(X1) F'(X1) FP

2 14117647059 0.9175656422 21.6262975780 1.3693364706
3 1.3693364706 0.0111481194 21.1025929910 1.3688081886
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4 1.3688081886 0.0000017045 21.0961403260 1.3688081078
5 1.3688081078 0.0000000000 21.0961393390 1.3688081078

RAIZ APROXIMADA = 1.3688081078 LOGRADA CON 5 ITERACIONES

Apoyéandonos en Maple VLI, la grafica de f; en el intervalo [1,2] y su derivada se
consiguen con las instrucciones siguientes:

> £:=x"3+2%x"2+10%x-20; 193
10
> plot(f(x), x=1..2); ]
a7
> diff(f,x); ]
0 1214 x 16 18 2
_5-:
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3. 1. INTRODUCCION

En matematica estamos acostumbrados a encontrar valores imagenes a través de una
funcion, es éste un proceso muy sencillo; sin embargo en la vida real podemos disponer
de un conjunto de datos que caracterizan o modelan un proceso, pero no conocemos
explicitamente a la funcion que los rige. En esta Tercera Unidad desarrollaremos algunos
métodos que nos permitirdn realizar estimaciones o aproximaciones a valores
desconocidos, apoyandonos en cierta data que los modela o caracteriza. Al proceso lo
llamaremos Interpolacion, cuando el valor desconocido esta dentro del conjunto de datos
disponibles.

Los métodos a desarrollar estan bajo la denominacion de Interpolacién Polindmica,
existe actualmente una fuerte linea de investigacion en aproximaciones basadas en
funciones trigonométricas bajo la categorizacion de Ondiculas, dada su alta aplicabilidad
en diferentes fenomenos en el ambito de la electronica (telefonia, trasmision de datos,
analisis de imagenes, etc.).

3.2. INTERPOLACION

Dados dos puntos F, (x,,y,)y B(x;,»,), tal que y, = f(x))yy =f(x), con
X, <x, en R y queremos conocer f(a) en donde x, <a<x,, se dice entonces que

interpolamos dicho valor. Cuando nos apoyamos en un proceso lineal para calcular el
valor de f(a), decimos que la interpolacion es lineal, ya que en éste caso nos apoyamos en
la recta que pasa por P, y P, para estimar los valores (imagenes) de los puntos

intermedios entre x, y x;,.

El polinomio lineal que nos aproxima la funcion f con las condiciones dadas

X, —X X—X
(yo = f(x), y; = f(x)), p(x) = y) esta dado por : p(x)= l Yot . Vi
X =X X — X
Demostracion :
Graficamente:
Pl(xl»yl)
y= 1)
V X
Po(xo’yo)

De donde se deriva que :
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J(x—x oy =y = plax) = D2 R) 0 06 2 %)

=Yoo _ Y=o — Yi— o
X =X

xl—xo x—xo xl—xo
Vi(x—x0) = yo(x —x¢) + yo(x; —x) _ Vi(x—x,)+(x; —xy =X+ X,) ¥, -
X —Xg X —Xg
(x—Xo)y, +(x; — )y, = p(x) = (x, —x) ¥, +(x_xo)y1
X1 =X X —Xg X =X

= p(x) =

p(x) = , L.g.q.d.

evidentemente que p(x,) =y, y p(x,) =,-

Es ésta la formula que se usa en la interpolacion logaritmica y trigonométrica cuando se
usan tablas para predecir valores desconocidos entre valores conocidos.

Teorema 3.2.1: Sean py g polinomios a lo sumo de grado n. Si x,,x,,---,x,,k>n son

numeros distintos con p(x;) = q(x,); Vi =1,2,---, k; entonces p(x) = g(x), Vx.

3.3. INTERPOLACION POLINOMIAL
Previos:

Teorema de Aproximacion de Weierstrass : Si f esta definida y es continua en [a,b],
dado € > 0, existe un polinomio p, definido en [a,b], con la propiedad :

/@) -pl<e Vxelab]
El teorema es importante porque nos garantiza bajo las condiciones dadas, que siempre es

posible aproximar una funcidon f, mediante un polinomio p, tomando € > 0,
suficientemente pequefio.

Polinomio de Taylor

El polinomio de enésimo grado que mejor aproxima a la funcion f cerca de x,, tendra

tantas derivadas en x, como sea posible que coincidan con las de f'; y esta dado por :

_ 2 _ n
P )= 1)+ £ =)+ £70) 0 0 ) 200 e cual ene
! n!
(n+1)
residuo o término de error, dado por: R, (x)= L&(x)) (x—x,)"", para algin

(n+1)!
E(x)entrex y x,; oseaque: f(x)=p,(x)+R, (x).
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Ejemplo 3.3.1:
3 5 7 2n-1
a) sen(x)=x——+> X 4y
3l 50 7! (2n-1)!
2 3
b) e =lex+ i+ 4o
21 31

3.3.1. POLINOMIO INTERPOLANTE DE LAGRANGE

Teorema 3.3.1.1 : Si x,,x,,---,x, son (n+ 1) nimeros diferentes y f es una funcion cuyos

valores estdn dados en éstos puntos, entonces existe un unico polinomio p de grado a lo
sumo 7 con la propiedad de que: f(x,) = p(x,),Vk =0,1,---,n. Este polinomio esta dado

por s p(x) = f(x)L, o (X)+++ ()L, () = > F )Ly, (1):
en donde :

L,,(x)= (x—x)(x—x) (¥ =%, JE—x,,) (X~ Xx,)

(x =x0)(x, =x) - (x, = x, )%, = x,)- (X%, — x,

= HM, para cada
) =0 (x, —x;)

k=011---,n.

Nota : Cuando no haya confusion con el grado del polinomio, en vez de escribir
L,,(x),seusa L, (x).

Ejemplo 3.3.1.1 : La tabla de abajo presenta valores para f(x)=e",interpole usando el

Polinomio Interpolante de Lagrange, el valor de f(0, 14).
i 0 1 2 3
Xi 0 0,1 0,3 0,6
flx; 1,00000 1,10517 1,34986 1,82212
Solucion:

n=3, x=0,14;x,=0,x, =0,1; x, =0,3; x; =0,6.

S0,14) = f(x,)L,(0,14) + f(x)L,(0,14) + f(x,)L,(0,14) + f(x;)L,(0,14)
=1(-0,16356) + (1,10517)(1,03040) + (1,34986)(0,14311) + (1,82212)(—0,00996)
=1,150251

Hasta 10 cifras significativas : e”"* =1,150273799 ~ 1,150274

Nota : L,(0,14)+ L, (0,14) + L, (0,14) + L (0,14) = 0,99999 ~ 1
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Ejemplo 3.3.1.2 : Obtenga el polinomio de Lagrange a lo sumo de grado 3, que ajusta la
tabla de valores :

I 0 1 2 3
x; 2 0 1 4
fx) 4 0 1 16

Solucion:

Se deja propuesto verificar que tal polinomio queda reducido a P, (x) = x°.

Teorema 3.3.1.2 : Si x,,x,,---,x,son distintos en el intervalo [a,b] y si f e C""[a,b],
entonces para cada xe [a,b], existe un numero & (x) € (a,b) tal que :
(n+1)
f(x)=p(x)+ % (x=xy)(x=x,)--(x—x,)en donde p(x) es el polinomio
n+1)!
. . z o (x—x;)
interpolante de Lagrange, 1.e.: p(x) = Z f(x )L (x) yL,(x)= H—
k=0 g:g(xk_xi)

en otras palabras . E(x)= f(x)— p(x)= (¥ =% )(x(_jll)).'“(x %) FUVE((X)); con E(x)
n+1)!

entre x, y x,define el error al aproximar f{x) mediante el Polinomio Interpolante de Langrage

ST EX) (””)(é( DT
+1)! 11(

p(x). En forma abreviada E(x) =

Notas :

1. Podremos conocer cotas para el error en la aproximacion de Lagrange, cuando
conozcamos cotas para la funcién derivada (n+1) de f.

2. En caso de datos tabulados, no se conoce f, menos atin f“*" |y en consecuencia no se
puede evaluar £V (€ (x)).

3. Podemos afirmar las cotas siguientes:

|G = xg)(x = x,) -

[E(x)| < Iy — max|f
|2 |<x—xo><x(;fl>) O e
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Ejemplo 3.3.1.3 En el Ejemplo 3.2.1 con f(x)=e";n=3,x=0,14:
|(O,14 —-0)(0,14-0,1)(0,14 -0,3)(0,14 — 0,6)|
4!

[E0,14)| > [O1O.09016)-046) minle*| =0,000017 ; es decir :

24 0,0<x<0,6
0,000017 < |E(O,14)| <0,000030. El error real con siete (7) digitos es : 1,150274 - 1,150251 =

0,000023, el cual evidentemente esta entre los limites establecidos.

[E0,14)] < ;méxle"| = 0,000030976 y a su vez:

0<x<0,6

Ejemplo 3.3.1.4 Acote el error para el p,(x);siendo f(x)=Inx, y los datos :

In1=0,In4 =1,3862944,In 6 = 1,7917595 con x=2.

Soluciodn :

Py (%)= f(xo)Loy(x)+ f(x)-L(x)+ f(x,).Ly(x)5 xg =Lx, =4,x, =6

(ox)mw) _(224226) 8 ) 533333333

(xg =x)(xg—x,)  (1-4HA-6) 15

L= BTG =x)  2-D@=0) =4 cioc6666

(X, =x)(x; —x,)  (4=D(4-6) -6
(-x)@-x) _Q2-H2-4)_-2_

(x; =xo)(x, —x;)  (6-D1)(6-4) 10

P> (2) = f(x0)-Ly(2) + f(x,)-L(2) + f(x,).L,(2)

P,(2)=0(0,533333333) +1,386294(0,666666666) +1,7917595(—0,2) = 0,5658441

- In2 = 0,5658443685, pero In2 = 0,6931471806 (con esta cantidad de digitos).

Acotemos el error :

f(x)=lnx= f'(x)= 1 = f"(x)= —Lz = f"(x)= % =2x" = f"(x)=-6x""

X X X
. f"es decreciente, por lo que su maximo valor lo alcanza en f"(1) =2

2-D2-4H2-6) 12 124 2 _ 2,6666666666
3.2.1 | 6 3

Ly(x) =

L,(x)=

b

E,(2) <

3
X

1<x<6

Analogamente se puede probar que: \Ez (2)\ > 22?6 =0.012345679

Asi que :0,012345679<E5(2)<2,666666666667

Ejercicio Propuesto 3.3.1.1. Use el Polinomio de Lagrange apropiado para aproximar el valor
indicado:

a) f(8,4)="1(8,1)=16,94410, 1(8,3)=17,56492, (8,6)=18,50515, f(8,7)=18,82091.

Resp:



Apuntes de Cdlculo Numérico - Interpolacion Pedro Enrique Adames Rojas

W N~ S

X0,X],::0:Xn Du(8.4)
8,3; 8,6 17,87833
8,3; 8.6; 8.7 17,87716

8,3; 8.6; 8,7; 8,1 17,8714

3.4. DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Los métodos para determinar la representacion explicita de un polinomio interpolante,
a partir de datos tabulados se conocen con los nombres de Métodos de Diferencia
Divididas.

Supongamos que p, (x) es el Polinomio de Lagrange de grado a lo sumo n que coincide
con la funciéon f en los numeros distintos : x,,x,,---,x,. Las diferencias divididas de f

con respecto a éstos nimeros se pueden derivar demostrando que p,(x) tiene la
representacion :

P,(x)=ay,+a,(x—xy)+a,(x—x)(x—x))+--+a,(x—x,)(x—x)(x—x,,) con
constantes apropiadas a,,a,,a,, --,a, ; cuyos valores estan dados por:
) ay: p,(x0)=f(x) = a,.

i) a: ()= fx) = f(x)+a(x, —x,) = a, = DTS 0)
X, — X,
= 1T,

Con la notacion de diferencia : f [x‘]: f(x,) ,entonces a, =

1

X — X

iii) a, : p,(x,)= f(xy) = fx,) +

(x, =x¢) +a,(x, —xp)(x, —x,)

f[xl]_f[xo]

f[xz]_f[xo]_M'(xz —Xy) = a,(x, —x,)(x; —x,)
1~ %o
a, = f[x ]_f[xl] - f[x ]_f[XO] , ahora bien si definimos:
(X, = x)(x; —x4) (X, —xp)(x; — X))

f[xmxl]:M, y f[xl’xz]:M

, entonces
1~ %o Xy =%
X, %, ] — fIX,x .
a, = Slas X1 = f1%. 0] = f[x,,X,,X,]; continuando con este proceso, y
Xy =X
. X. el X — X,y X,
COHSlderando: f[xi’le,...’ka_l’ka]: f[ i+1° > 1+k] f[ i’ > Vitk 1] ,Y:
Xivk =X

a, = flx,,x,,%,,"--,x, |; se tiene:
P, (x) = fIxo 1+ fTxg, %, 1(x = x0) + fTxg, %, %, ](x = X )(Xx = x,) -+ +

STx0s x50 x, J(x = x )(x —x;) -+ (x —x,))
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O también :
P& = flxo ]+ 2 f v x s Joe =) (=)

A ésta ecuacion de le conoce con el nombre de Formula de Diferencias Divididas
Interpolante de Newton.
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3.4.1. Esquema Grafico de la Diferencias Divididas

i xiflxi Primeras Segundas Diferencias Divididas Terceras Diferencias Divididas
Diferencias Divididas
0 xo f[xo]
f[xo’x1]: f[xl]_f[xo]
X =X
I x1 flxi] f[xo,xlsz]:f[xp?;z]:){[xo,xl]
f[xlaxz]:M f[xo,xl,xz,x3]: f[xl’XZ’x3]_f[xo,x1’xz]
T2 X3 =X
2 x2  flx2] f[xl,xz,x3]=f[xz’)zs]:){[xl’xz]
f[xz X3]: f[);z]_fz[XZ] f[x1;x2’x3 X4]— f[xz,xp):;] fl[xl’x2=x3]
3 x5 f]x3] f[xz,x3,x4]:f[x3’)§;‘]:){[x2’x3]
_M f[x3,x4,x5]—f[x2,x3,x4]
flxs,x,]= Yo, Flxys g2, %] -
4 x4 flx4] f[x3’x4’x5]=f[x4’x5]_f[x3’x4]
Xs — X3
Flxi,x]= flxs]= fTx]
Xs — X,
5 x5 f[)C5]

Con la data dada se puede obtener hasta la Quinta Diferencia Dividida
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Ejemplo 3.4.1.1: Use la féormula de diferencia divididas interpolante de Newton para construir polinomios interpolante
de grado uno, dos y tres para aproximar el valor especificado.
a) f(0.9); si f{0.6) = -0.17694460, f(0.7) = 0.01375227, f{0.8) = 0.22363362, f(1.0) = 0.65809197.

i X fxil Iras. Diferencias 2ndas. Diferencias 3ras. Diferencias
Divididas Divididas Divididas
0 0.6 -0.17694460
flxe.x,]= 1.9069687
1 0.7 0.01375227 Flxesx,,x,]= 0.959224
flx,,x,]= 2.0988135 Fxesx,,x,,x, ] = —1.78574125
2 0.8 0.22363362 flx.x,,x,]= 02449275
flx,,x,]=2.17229175
3 1.0 0.65809197

10
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3.4.2.

Teorema 3.4.1 : Supongase que f € C"[a,b]y que x,,x,, -, X, son nimeros distintos

en [a,b], entonces existe un niimero & € (a,b)tal que :

f[xmxl,"',xn]:w
n!

El enunciado de éste teorema es una generalizacion del Teorema del Valor Medio
estudiado en el Primer Curso de Célculo (caso particular cuando n = 1).

Algoritmo de la Féormula de Diferencia Dividida Interpolante de Newton

Objetivo : Obtener los coeficientes de diferencia dividida del polinomio interpolante p
en los (n + 1) puntos distintos x,,x,, -, x, para la funcion f.

Entrada : Los nimeros x,,x,,---,x, con sus correspondientes imagenes, como la
primera columna de la Tabla Q. Con: O, = f(x,),0,0 = f(x,),-++,0,, = f(x,).

n i-j
Salida : Los nameros Q,,,0, ;---0,,donde p(x)= ZQi,iH(x —-X;)

i=0 j=0
Paso1l:Parai=1,2,...,n
Paraj=1,2,..,1

Tomar @, = 2~ 9.
X=X,
Paso 2 : Salida (Q,,,0,,, .0, )

Parar.

Formula de Diferencias Divididas Progresiva de Newton

Cuando los x,,x,, -+, x,.se colocan consecutivamente e igualmente espaciados, la

Formula de Diferencias Divididas Interpolante de Newton se puede abreviar,
tomando en cuenta que si : h=x,, —x paracadai=0,l,---,n—-1y x=x,+sh,

entonces x —x, = (s —i)h; asi que :
P, (x)=p,(x, +sh) :f[xo]"'Shf[xo:xl]"'s(s_l)hzf[xmxlvxz]"'
s(s—l)(s—2)h3f[x0,xl,x2,x3]+--~+
s(s—l)(s—2)(s—3)---(s—n+l)h"f[xo,xl,x2,x3,---,xn]

12
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s) s(s—=D)---(s—k+1) ., . o
pero como : i P , entonces la ecuacion anterior se puede escribir

n

, N k .
asi: pn(x):pn(x0+sh)zz kk!h flxgsx.%,,%5,--,x, ], 'y se considera

k=0

A f(x,), podemos reescribir la ecuaciéon anterior asi :

1
f[xoax1=x2=x3""=xk]: PTG

n

s
p,(x)= Z(k]Ak f(x,). Esta ecuacion, como su equivalente (previa) son conocidas
k=0

como Formulas de Diferencias Divididas Progresiva de Newton.

De manera similar, si los nodos se reordenan asi: x, ,x, ,...,x,;los nodos
igualmente espaciados; con x=x, +sh Ax—x, =(s+n—i)h, parai =0, 1, ..., n;
entonces :

P, () = fIx, ]+ flx,ox, o= x) + flx, o x,ox, Jor—x ) —x, ) + o+

Flrosr o, ox, e —x, ) = x,) -+ (x = x)).

p,(x)=p,(x, +sh) :f[xn]+Shf[xn—1axn]+S(s+l)hzf[xn—zaxn—laxn]+"'+
s(s+1)(s+2)---(s+n—1)h”f[x0,---,xn71,xn1

COHSiderando f[xn—l 4 xn ] = %Vf(xn )’ f[xn—Z ’ xn—l s xn ] = # sz(xn )
1

vaf(xn)

yengeneral flx, ,,---,x,.x,]|=

o 71 251

(=s—k+1) kS(s+1)---(s+k-1)
k! =Y Kl

=1+ (ot ) (P e [ s

P, (%)= i(— 1) (_kS]V"f(x,,)

Esta tltima ecuacion, como su equivalente (previa) son conocidas como Formulas de
Diferencias Divididas Regresivas de Newton.

13
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Se deja al lector investigar la formula de Diferencias Centradas, asi como lo referente
al Método del Trazador Cubico, pues estos no estan contenido en los objetivos del
presente programa.

Ejemplo 3.4.2. Aproxime f{0.05) y f{0.65) usando los datos siguientes y la formula
de Diferencias Divididas de Newton adecuada.

I X f[xi] f[xi—l’xi] f[xt727xi—l’xi] f[xi—37xi—2’xi—l’xi] f[xo’xlaxz’xzax4]

0 0.0 1.00000
1.10700
1 0.2 1.22140 0.61275
1.35210 0.22625
2 04 149182 0.74850 0.0619791
1.65150 0.2758333
3 0.6 1.82212 0.9140
2.01710
4 0.8 2.22554

Para aproximar f{0.05) se utilizara la formula progresiva de Newton 4 = 0.2, n =4,

_xo

x:x0+s.h:>s:x comox =0.05=s5=0.25

p4(x):f[x0]+shf[xo,xl]+ s(s—l)hzf[xo,xl,x2]+s(s—1)(s—2)h3f[x0,x1,x2,x3]+

s(s = 1)(s = 2)(s = 3" flxg, x,, %5, x5, %, ]
D4 (0.05) =1.00000 + 0.05535 + (—0.0045956) + 0.0005939 — 0.0000894 =1.0512587
. £(0.05)~1.05126

Para aproximar f{0.65) se utilizard la férmula regresiva de Newton & = 0.2, n = 4,

X=x,+ShAax=x+(s+n—-i)h=s= x—hxn como x = 0.65 = s =-0.75
p4(x):f[x4]+shf[x3,x4]+s(s+1)h2f[x2,x3,x4]+s(s+1)(S+2)h3f[x1,x2,x3,x4]+
(s 4+ 1)+ 2)(s +3h* S, x5, ]

2,(0.65) = 2.22554 + (=0.3025650) + (~0.0068550) + (—0.0005171) + (—0.0000522)
2.(0.65)=1.9154107 .. £(0.65) ~1.91541

14
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http://www.uv.es/~diaz/mn/node38.html De Lagrange
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