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Resumen

Se calcula la fase a partir de cuatro interferogramas obtenidos con un
microscopio tipo Mirau utilizando un haz monocromático. Con esta fase se
reconstruye la super�cie en 3D de la muestra. La Transformada de Fourier
se utiliza para obtener la grá�ca de la autocovarianza, que mide el grado de
aleatoriedad de la topografía de la super�cie. Dichos patrones de interferencia
se obtienen de la señal captada a través de una cámara CCD conectada al
sistema, proporcionados por los Laboratorios de Óptica de la Universidad
Simón Bolívar, P.M Du�eux de la Universidad de Franche - Comté y de la
Universidad Industrial de Santander.
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Capítulo 1

Introducción

El dominio del tratamiento de imágenes ópticas atraviesa por un fuerte
renacimiento hoy en día, gracias a nuevas herramientas (laser de femtosegun-
dos, cámaras y detectores ultra rápidos, excelentes posicionadores piezoeléc-
tricos, computadores de alta velocidad de procesamiento), que junto con la
revisión de principios ya conocidos como la interferometría nos permite de-
sarrollar equipos que en el pasado se quedaban sólo en la teoría. Es de hacer
notar que con la imagen de la super�cie de cualquier muestra, están asoci-
ados un conjunto de medidas locales que son reveladores de la distribución
de propiedades físicas como son: absorción, textura, topografía, re�ectividad,
etc... La microscopía interferencial es una técnica con la que se pueden hac-
er estudios topográ�cos no destructivos de estructuras complejas a escalas
nanoscópicas, muy útiles cuando se trata de materiales frágiles, en los cuales
no se pueden usar palpeadores. Otra ventaja es que no requiere de barrido
con los microscopios a fuerza atómica. La Transformada de Fourier es una
herramienta indispensable para poder determinar los distintos parámetros
necesarios para el estudio de la imagen.

Otros estudios han motivado la realización del presente trabajo, apor-
tando las bases teóricas que fundamentan el mismo. El desarrollo de per-
�lómetros en tres dimensiones, el método de phase-shifting, la medición de la
topografía de la super�cie de la muestra haciendo uso de parámetros estadís-
ticos usando la transformada de Fourier, son algunos de los antecedentes que
sustentan el objetivo de este trabajo.

El principal objetivo es implementar el uso de la Transformada de Fourier
como principal herramienta en la obtención de la imagen de la autocovarianza
de una muestra cuyos interferogramas se han obtenido con un defasaje de π/2
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usando un microscopio interferométrico tipo Mirau. Esta función representa
el grado de aleatoriedad de la topografía de la muestra, pudiendo descartar
ciertos valores que estén lejos de una media escogida para así diseñar un �ltro
que suavice dicha topografía.

Este trabajo está estructurado en seis capítulos. En el capítulo 2 se ex-
pone la teoría de la Transformada de Fourier de�nida como una distribución,
además de otros aspectos inherentes a ésta como lo son las funciones de
lento crecimiento y la convolución. En el capítulo 3, se tratan dos aspectos
fundamentales de la óptica: la interferometría, que se ilustra a través de un
ejemplo sencillo y se trata el aspecto formal haciendo mención al experimento
de Young. Posteriormente se obtiene la expresión analítica de la visibilidad
de las franjas de interferencia, introduciendo también la teoría de las fun-
ciones de autocorrelación y autocovarianza. El otro aspecto mencionado en
éste capítulo es el relacionado a los microscopios interferométricos, su prin-
cipio de operación, y detallamos las características de los interferómetros de
Michelson y de Mirau, además de cómo se obtiene la fase en cualquier punto
de la imagen. En el capítulo 4 es donde se expone la metodología utilizada
para procesar las imágenes proporcionadas por los laboratorios de óptica de
la Universidad Simón Bolívar, Franche - Comté e Industrial de Santander.
Este aspecto se divide en tres procesos que luego nos permite analizar y
comparar los resultados. En el capítulo 5 se analizan los resultados que se
obtuvieron durante el desarrollo anterior.

Exponemos en el capítulo 6 las conclusiones del presente trabajo.
Finalmente se exponen los apéndices, conteniendo estos información com-

plementaria, tales como, aspectos básicos de las Distribuciones y los códigos
en MATLABrimplementados para los tratamientos de las imágenes.

6



Capítulo 2

Transformada de Fourier

2.1. Transformada de Fourier e integrales

La integral de Fourier es la expresión análoga para funciones pequeñas en
|x| = ∞ (por tanto no periódica) de la expansión de la serie de Fourier de
funciones periódicas. Como una función periódica se expande en armónicos
del mismo período, una función no periódica es una superposición continua
sobre todas la frecuencias.

Sea f(x) una función que se desvanece rápidamente cuando |x| → ∞
y sea fT (x) la función periódica que coincide con f en −T/2 ≤ x ≤ T/2.
Luego, si fT obedece a las condiciones de Dirichlet podemos escribir [1] que
∀x

fT (x) =

∞∑
k=−∞

Ck exp2πikx/T con Ck =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(ξ) exp−2πikξ/T dξ (2.1)

por tanto, para |x| < T/2

f(x) =
1

2π

∞∑
k=−∞

[
2π

T

∫ T/2

−T/2

f(ξ) exp2πik(x−ξ)/T dξ

]
(2.2)

que luego se convierte en

f(x) =
1

2π

∞∑
k=−∞

g(ωk, x, T )∆ω para |x| < T/2. (2.3)
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2.2. TEOREMA DE LA INTEGRAL DE FOURIER

la cual para un T muy grande [1], [2], se puede convertir en una suma de
Riemann sobre la partición de 2π/T en todo el eje x. La suma en (2.3) es
esencialmente una integral de −∞ a ∞ en ω. Al mismo tiempo cuando
T → ∞ la expresión para g se convierte en una integral de −∞ a ∞ en
ξ (asumiendo que

∫∞
−∞ f(ξ) exp−iωξ dξ existe). Reemplazando ω por −ω, la

siguiente es la "expansión en integral de Fourier" para la función f(x) en
L1(−∞,∞),

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
fˆ(ω) exp−iωx dx (2.4)

donde

fˆ(ω) =

∫ ∞

−∞
f(ξ) expiωξ dξ =

∫ ∞

−∞
f(x) expiωx dx (2.5)

La fórmula (2.5) de�ne a fˆcomo la Transformada de Fourier de f y la
fórmula (2.4) muestra como reconstruir a f(x) a partir de la Transformada
de Fourier. Se observa que la integral dada por (2.4) se puede interpretar
como, [1]

ĺım
R→∞

1

2π

∫ R

−R

f (̂ω) exp−iωx dω (2.6)

2.2. Teorema de la integral de Fourier

Sea f ∈ L1 (−∞,∞) (L espacio de Lebesgue) y esta satisface las condi-
ciones de Dirichlet, luego f (̂ω) existe y la antitransformada está sujeta a
[1]

f(x+) + f(x−)

2
= ĺım

R→∞
1

2π

∫ R

−R

f (̂ω)e−iωxdω (2.7)

Para una mejor referencia mencionaremos dos relaciones, ambas bajo el
nombre de Fórmula de Parseval :∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
|f (̂ω)|2dω, (2.8)

∫ ∞

−∞
f (̂x)g(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)g (̂x)dx. (2.9)
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2.3. FUNCIONES DE LENTO CRECIMIENTO

Las fórmulas de Parseval se derivan facilmente de la de�nición de la trans-
formada por el intercambio de los órdenes de integración.

2.3. Funciones de Lento Crecimiento

De�nición 2.3.1 Una función f(x) en < se dice que es de lento crecimiento
si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. f es localmente integrable, esto es,
∫

I
|f(x)|dx es �nita para cada in-

tervalo acotado I.

2. Existen las constantes C , n y R tal que

|f(x)| < C|x|n para |x| > R

Así, una función de lento crecimiento es aquella que crece al in�nito más
lentamente que algún polinomio. Por supuesto, una función de lento crec-
imiento usualmente no tiene transformada de Fourier en el sentido de la
equación (2.5); pero haciendo uso de las funciones laterales [1] para cualquier
a > 0 y b > 0 tenemos

f(x) =
1

2π
ĺım

ε→0+

[∫ iε+∞

iε−∞
f +̂ (ω)e−iωxdω +

∫ −iε+∞

−iε−∞
f −̂ (ω)e−∗iωxdω

]
(2.10)

f(x) =
1

2π
ĺım

ε→0+

∫ ∞

−∞
e−iux[eεxf +̂ (u+ iε) + e−εxf −̂ (u− iε)]du. (2.11)

Se espera que en algún sentido apropiado se pueda decir que f (̂u) exista
y que

f (̂u) = ĺım
ε→0+

[f +̂ (u+ iε) + f −̂ (u− iε)] = ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
f(x)eiuxe−ε|x|dx. (2.12)

Una interpretación para esto será posible en la teoría de las distribuciones.
En este momento sintámonos satisfechos con el siguiente ejemplo:

Sea f(x) = 1,−∞ < x <∞; luego f(x) es de lento crecimiento, y
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2.4. TRANSFORMADAS DE DISTRIBUCIONES

f +̂ (u+ iε) =
∫∞
0
ei(u+iε)xdx = i

u+iε

f −̂ (u+ iε) =
∫ 0

−∞ e
i(u−iε)xdx = − i

u+iε
.

Así

f +̂(u+ iε) + f −̂(u− iε) =
2ε

u2 + ε2
,

si aplicamos límite

ĺım
ε→0

2ε

u2 + ε2
= 2πδ(u).

donde δ(u) es la función delta de Dirac. Podemos decir, basados en la equación
(2.12) que

1̂ (u) = 2πδ(u),

esto es, la Transformada de Fourier de 1 es 2πδ(u).

2.4. Transformadas de Distribuciones

Para de�nir la transformada de una distribución f (ver Apéndice A),
usaremos (2.5), con la varible transformada real u, pero desafortunadamente
eiux no es una función de prueba en C∞

0 (R1), por lo que la acción de f sobre
eiux no está de�nida. En lugar de esto, trataremos de usar la fórmula de
Parseval (2.9) para de�nir fˆde

〈f ,̂ φ〉 = 〈f, φ 〉̂.
Nuevamente el lado derecho no está de�nido porque φˆno es una función

de prueba, mientras que φ si lo es [2]. La solución consiste en introducir una
clase de funciones de prueba mas conveniente y su nueva clase de distribu-
ciones correspondiente.

De�nición 2.4.1 Una función de valores complejos φ(x) de una sola vari-
able real, se dice que pertenece a C∞

↓ (R1), el espacio de las funciones de
prueba de rápido decaimimento o funciones atemperadas [2], si se cumplen
las siguientes condiciones:
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2.4. TRANSFORMADAS DE DISTRIBUCIONES

1. φ(x) es in�nitamente diferenciable.

2. φ(x), junto a sus derivadas, se desvanece cuando x → ∞ más rápido
que cualquier potencia negativa de x. Así para cualquier par de enteros
no negativos k y l,

ĺım
|x|→∞

∣∣∣∣xk d
lφ

dxl

∣∣∣∣ = 0 (2.13)

Esta clase de funciones de prueba es mayor que la perteneciente a la
clase C∞

0 (R1) (ver Apéndice A) . Las funciones de prueba en C∞
0 (R1) son

cero fuera de un intervalo �nito, mientras que aquellas en C∞
↓ (R1) tienden

a cero rapidamente cuando x → ∞. Toda función de prueba en C∞
0 (R1)

pertenece además a C∞
↓ (R1), pero e−x2

pertenece a C∞
↓ (R1) y no a C∞

0 (R1).
Las funciones de prueba en C∞

↓ (R1) forman un espacio lineal; aún más, si φ
está en C∞

↓ (R1), también lo estará xkφl(x) para cualquier k y l enteros no
negativos.

2.4.1. Convergencia en C∞
↓ (R1)[1]

Una sucesión φm(x) de funciones en C∞
↓ (R1) se dice que es una sucesión

nula en C∞
↓ (R1), si para cada par de enteros k y l no negativos,

ĺım
m→∞

máx
−∞<x<∞

∣∣∣∣xk d
lφm

dxl

∣∣∣∣ = 0.

De�nición 2.4.1.1 Una Distribución de lento crecimiento es un funcional
continuo lineal en C∞

↓ (R1). Así para cada φ en C∞
↓ (R1) esta tiene asignada

un número complejo 〈f, φ〉 con propiedades

〈f, α1φ1 + α2φ2〉 = α1〈f, φ1〉+ α2〈f, φ2〉,

ĺımm→∞〈f, φm〉 = 0

para toda sucesión nula φm en C∞
↓ (R1).

Teorema 2.4.1.1 Toda función f(x) de lento crecimiento genera una dis-
tribución de lento crecimiento mediante la fórmula

〈f, φ〉 =

∫ ∞

−∞
f(x)φ(x)dx.
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2.4. TRANSFORMADAS DE DISTRIBUCIONES

Teorema 2.4.1.2 Si φ está en C∞
↓ (R1), luego φ (̂u) existe y también está

en C∞
↓ (R1).

Las consideraciones aplicadas aquí son también aplicables a la transfor-
mación inversa, por lo que se concluye que toda función ψ(x) en C∞

↓ (R1)
es la transformada de una función φ(x) en C∞

↓ (R1). Antes de proceder con
la principal tarea de de�nir la transformada de una distribución de lento
crecimiento, mencionaremos algunas propiedades de las transformadas de
funciones de prueba en C∞

↓ (R1). Consideremos la transformada de dkφ/dxk;
luego ∫ ∞

−∞

dkφ

dxk
eiuxdx = (−iu)k

∫ ∞

−∞
φeiuxdx,

usando integración por partes. En una notación más compacta,

[φ(k)]̂ (u) = (−iu)kφ (̂u). (2.14)

Además tenemos∫ ∞

−∞
(ix)kφ(x)eiuxdx =

dk

duk

∫ ∞

−∞
φ(x)eiuxdx,

esto es,

[(ix)kφ]̂ (u) =
dk

duk
φ (̂u). (2.15)

Mediante la inversión de la fórmula de la transformada de Fourier,∫ ∞

−∞
eixzφ (̂z)dz = 2πφ(−x),

y por lo tanto

φˆ̂(x) = 2πφ(−x). (2.16)

El cambio de variable x− a = y muestra que∫ ∞

−∞
φ(x− a)eiuxdx = eiux

∫ ∞

−∞
φ(y)eiaydy;

de aquí
[φ(x− a)]̂ (u) = eiauφ (̂u) (2.17)
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2.4. TRANSFORMADAS DE DISTRIBUCIONES

De�nición 2.4.1.2 Sea f una distribución de lento crecimiento. Su trans-
formada de Fourier fˆes la distribución de lento crecimiento de�nida por

〈f ,̂ φ〉 = 〈f, φ 〉̂. (2.18)

Podemos demostrar que hemos de hecho de�nido una distribución. Puesto
que φˆ está en C∞

↓ (R1), la acción de f sobre φˆ está de�nida, por lo que fˆ
es un funcional en C∞

↓ (R1). Claramente el funcional es lineal, aún más, es
continuo, ya que, cuando φm → 0 en C∞

↓ (R1), φ m̂ → 0 en C∞
↓ (R1) y por lo

tanto 〈f, φ m̂〉 → 0.
Para demostrar que la fórmula (2.18) realmente provee una extensión

de la Transformada de Fourier ordinaria, mostraremos que coincide con la
de�nición usual cuando f es una función en L1 con transformada de Fourier
igual a F . Supongamos que este sea el caso; luego por (2.18)

〈f ,̂ φ〉 = 〈f, φ 〉̂ =
∫∞
−∞ f(x)dx

∫∞
−∞ eixyφ(y)dy

=
∫∞
−∞ φ(y)dy

∫∞
−∞ f(x)eixydx

=
∫∞
−∞ F (y)φ(y)dy.

Así la acción de fˆ sobre φ es la misma como la acción de F sobre φ.
Además fˆ = F , y nuestra de�nición es consistente.

Mostraremos ahora que las propiedades (2.14) a la (2.17) se mantienen
para la transformada fˆde cualquier distribución. Primero, consideremos la
transformada de Fourier de la k− ésima derivada de una distribución. Luego
por la fórmula (2.18),

〈[f (k)]̂ , φ〉 = 〈f (k)(u), φ (̂u)〉 = (−1)k〈f(u), (φ )̂(k)(u)〉
Ahora por (2.15) tenemos

(−1)k〈f, (φ )̂(k)〉 = 〈f, [(−ix)kφ]̂ 〉 = 〈f (̂x), (ix)kφ(x)〉
= 〈(−ix)kf (̂x), φ(x)〉,

donde para el último paso hemos usado la de�nición de multiplicación de una
distribución por una función de lento crecimiento in�nitamente derivable. Asi
hemos hallado que:
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2.5. LA CONVOLUCIÓN

[f (k)]̂ (x) = (−ix)kf (̂x), (2.19)

que es justamente la fórmula (2.14) renombrando las variables.
Volviendo a la transformada de (ix)kf , tenemos

〈[(ix)kf ]̂ , φ〉 = 〈(ix)kf(x), φ (̂x)〉 = (−1)k〈f(x), (−ix)kφ (̂x)〉,

y usando (2.14),

〈f(x), (−ix)kφ (̂x)〉 = 〈f(x), [φ(k)]̂ (x)〉 = 〈f (̂u), φ(k)(u)〉
= (−1)k

〈
dkfˆ
duk (u), φ(u)

〉
.

Consecuentemente,

[(ix)kf ]̂ (u) =
dkfˆ

duk
. (2.20)

Estas son otras propiedades,

fˆ̂ (x) = 2πf(−x), (2.21)

[f(x− a)] (̂u) = eiauf (̂u), (2.22)

[f(−x)] (̂u) = f (̂−u). (2.23)

2.5. La Convolución

La convolución f ∗ g de dos funciones f(x) y g(x), ambas en Rn, se de�ne
como [3]

(f ∗ g)(x) =

∫
f(y)g(x− y)dy (2.24)

Es claro que

(f ∗ g) =

∫
f(y)g(x− y)dy =

∫
g(y)f(x− y)dy = g ∗ f (2.25)
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siempre que la convolución exista. Asumimos que las funciones f(x) y g(x)
son localmente integrables en Rn. Luego f ∗ g es localmente integrable en Rn

y además de�ne una distribución regular 〈f ∗ g,φ〉:

〈f ∗ g, φ〉 =

∫
(f ∗ g)(z)φ(z)dz

=

∫ [∫
g(y)f(z − y)dy

]
φ(z)dz

=

∫
g(y)

[∫
f(z − y)φ(z)dz

]
dy

=

∫
g(y)

[∫
f(x)φ(x+ y)dx

]
dy

ó

〈f ∗ g, φ〉 =

∫
f(x)g(y)φ(x+ y)dxdy,

= 〈f(x)⊗ g(y), φ(x+ y)〉, φ ∈ D. (2.26)

La ecuación (2.26) parece revelar una propiedad de la convolución que
puede ser usada para de�nir la convolución de dos distribuciones. Esto es, la
convolución de dos distribuciones s y t en D es

〈s ∗ t, φ〉 = 〈s⊗ t, φ(x+ y)〉. (2.27)

Aparece un pequeño problema: La función φ(x+y) no tiene soporte com-
pacto.(Su soporte es la lista que se tiende entre x + y = A y x + y = −A,
donde la constante A depende del soporte de s y t). En lugar de asegurar que
la fórmula funciona, debemos hacer ciertas suposiciones. Por propiedades del
producto directo de distribuciones temperadas [3], se sabe que supp(s⊗ t) =
supps × suppt. De acuerdo a esto, (2.27) será signi�cativa si la intersección
de supp(s⊗ t) y suppφ(x+ y) está acotada. Realmente, en este caso, reem-
plazamos φ(x + y) por la función φ(x, y) que es igual a φ(x + y) en esta
intersección y se desvanece fuera de allí. De manera que cuando escribimos
φ(x+ y) queremos decir una función φ(x, y).

La acotación de la intersección de los soportes de supp(s⊗t) y suppφ(x+y)
se logra siguiendo dos caminos:
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1. El soporte de una de las distribuciones está acotado. Supongamos que
el soporte de t está acotado. En este caso el soporte de φ(x+y) está con-
tenido en la franja horizontal de ancho �nito [x, y : |x+y| ≤ A, |y| ≤ R].
De este modo, en virtud de la de�nición de producto directo tenemos:

〈(s ∗ t), φ〉 = 〈(s⊗ t), φ(x+ y)〉 = 〈s(x), 〈t(y), φ(x+ y)〉〉. (2.28)

Por otra parte, si el soporte de s está acotado, luego el soporte de
φ(x+y) está contenido en la franja vertical de una anchura �nita. Bajo
estas circunstancias, la función ψ(x) = 〈t(y), φ(x+ y)〉 es miembro del
espacio de funciones de prueba con soporte compacto Dm.

2. Tanto s como t tienen soportes que están acotados en el mismo lado.
Supongamos que s = 0 para x > R1, y sea t = 0 para y > R2. En este
caso el soporte de φ(x + y) está contenido en el cuadrante debajo de
alguna linea horizontal y a la izquierda de alguna linea vertical. Por
lo tanto, el lado derecho de la ecuación (2.28) está nuevamente bien
de�nido.

2.5.1. Propiedades de la Convolución de Distribuciones[3]

1. CONMUTATIVIDAD
s ∗ t = t ∗ s (2.29)

Esta es una consecuencia inmediata de la de�nición (2.28) y de la con-
mutatividad del producto directo s⊗ t.

2. ASOCIATIVIDAD
(s ∗ t) ∗ u = s ∗ (t ∗ u) (2.30)

si los soportes de dos de estas tres distribuciones son acotados o los
soportes de las tres distribuciones son acotados en el mismo lado.

3. DIFERENCIACION

Si la convolución s∗t existe, luego las convoluciones (Dks)∗t y s∗(Dkt)
existen y

(Dks) ∗ t = Dk(s ∗ t) = s ∗ (Dkt). (2.31)

4. CONTINUIDAD

En ciertos casos la convolución es un operador continuo.
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Capítulo 3

Óptica Interferométrica.

3.1. Interferometría

El presente capítulo tiene como objetivo introducir al lector las bases
físicas de la óptica interferométrica para un público no especialista en el
tema, con el �n de situarlo en el contexto del problema.

3.1.1. Breve Introducción

En alguna ocasión hemos visto pompas de jabón. Si las observamos con
detenimiento nos damos cuenta de que muestran diversos colores.

Otra experiencia que seguramente hemos tenido es la de ver en la calle,
después de que ha llovido, el agua que cayó sobre aceite. Uno observa que el
charco de agua tiene diversos colores.

Estos fenómenos son dos ejemplos de interferencia de luz, fenómeno que
ocurre cuando dos haces de luz llegan a la misma región del espacio. Veamos
con detenimiento este fenómeno.

Supóngase que dos ondas como las mostradas en las �gura 3.1 (a) y (b)
llegan a una región del espacio. El efecto neto que producen estas ondas en
cada punto es la combinación de ambas. Esta última a�rmación signi�ca lo
siguiente: consideremos el punto P, en el cual la onda (a) tiene una amplitud
representada por AB, mientras que la onda (b) tiene una amplitud dada por
CD; notamos que ambas amplitudes tienen el mismo sentido, es decir, hacia
arriba; por tanto, la amplitud neta en el punto P es la suma de las amplitudes
ABmásCD, que da la amplitudADmostrada en la �gura 3.1(c). Siguiendo
este procedimiento para cada punto, encontramos que la onda resultante de
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la combinación de las ondas (a) y (b) es la onda (c) mostrada en la �gura
3.1. Se dice que la interferencia de las ondas (a) y (b) da lugar a la onda
(c).

Figura 3.1: Interferencia Constructiva

En el caso particular que estamos tratando, nos damos cuenta de que las
ondas que inter�eren son tales que cuando una de ellas tiene un máximo, la
otra también lo tiene (punto Q de la �gura 3.1); mientras que cuando una de
ellas adquiere un mínimo, la otra también lo adquiere (punto S de la �gura
3.1). Se dice que las ondas que inter�eren están en fase. Vemos que la onda
resultante (c) tiene una amplitud igual a la suma de las amplitudes de cada
una de las ondas que inter�eren. Las ondas, por decirlo así se refuerzan una
a la otra. Este caso se llama interferencia constructiva.

Puede darse también otra situación en que las ondas que inter�eren sean
tales que cuando en un punto determinado una de ellas tenga una amplitud
en un sentido, la otra tenga una amplitud en el otro sentido, como se muestra
en la �gura 3.2. Se dice que estas ondas están fuera de fase. Consideremos
el punto P, en el cual la onda (a) tiene amplitud AB y la onda (b) tiene
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amplitud CD. A diferencia del caso anterior, ahora los sentidos de las ampli-
tudes son opuestos; mientras una tiene amplitud hacia arriba, la otra tiene
amplitud hacia abajo. Por lo tanto, la amplitud neta ahora es la diferencia
entre AB y CD, que da el valor RL mostrado en la �gura 3.2 (c). La onda
resultante es la (c).

Notamos que en este caso la amplitud de la onda resultante es menor que
la que tiene la onda de la �gura 3.1 (b). Por decirlo así una onda cancela el
efecto de la otra. Hay interferencia destructiva. Si ocurriese el caso en que las
ondas que inter�eren tuvieran justamente la misma amplitud, pero estuvieran
absolutamente fuera de fase, entonces la cancelación sería completa; en este
caso las cantidadesAB y CD serían iguales, por lo que su diferenciaRL sería
cero. En consecuencia, el resultado neto es que no hay onda! La interferencia
es ahora completamente destructiva.

Figura 3.2: Interferencia Destructiva

Si las ondas que inter�eren son tales que no están en fase ni completa-
mente fuera de fase, la interferencia da lugar a una onda como la mostrada
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en la �gura 3.2(c). No hay ni reforzamiento ni destrucción completos, se da
una combinación intermedia entre los casos arriba descritos.

3.2. Diagrama de Interferencia de dos rendijas

Los diagramas de interferencia de la luz procedente de dos o más focos
sólo pueden observarse si los focos son coherentes, o sea, si están en fase o
tienen una diferencia de fase que es coherente con el tiempo. En el famoso
experimento ideado por Thomas Young [4] en 1801 se producían dos fuentes
luminosas coherentes iluminando dos rendijas paralelas con una sola fuente.
Suponemos que las rendijas son muy estrechas. Cada rendija actúa como una
fuente lineal, que es equivalente a una fuente puntual en dos dimensiones. El
diagrama de interferencia se observa sobre una pantalla bastante alejada de
las rendijas, que están separadas entre sí en una distancia d. A distancias muy
grandes de las rendijas, las líneas que van desde las mismas hasta un cierto
punto P sobre la pantalla son aproximadamente paralelas y la diferencia de
trayectos es d sin θ. Todo lo anteriormente relatado se puede observar en la
�gura siguiente

Figura 3.3: Experimento de Young

Así pues, tenemos máximos de interferencia en unos ángulos dados por
[5]

d sin(θ) = nλ

n = 0, 1, 2, 3, ...

Los mínimos de interferencia se presentan en

d sin(θ) = (n+ 1/2)λ

20



3.2. DIAGRAMA DE INTERFERENCIA DE DOS RENDIJAS

n = 0, 1, 2, 3, ...

La diferencia de fase en el punto P es

δ = (2π/λ)d sin(θ)

La distancia y medida a lo largo de la pantalla desde el punto central
hasta la m-ésima franja brillante está relacionada con el ángulo θ por

tg(θ) = y/D

donde D es la distancia de las rendijas a la pantalla. Para un θ pequeño,
tenemos

sin(θ) = tg(θ) = y/D

Por tanto, en el caso de ángulos pequeños, la distancia medida a lo largo de
la pantalla hasta la franja m-ésima viene dada por

y = n(λD/d)

La amplitud de la onda resultante es 2A0cos(1/2)θ. Posee su valor máximo
igual a 2A0 cuando las ondas se encuentran en fase, y es igual a 0 cuando
están desfasadas π. Como la intensidad es proporcional al cuadrado de la
amplitud, la intensidad en el punto P es

I = 4I0cos
2(θ/2)

en donde I0 es la intensidad de la luz que se obtiene en la pantalla para
cualquiera de las rendijas por separado.

Regresando a los fenómenos mencionados al principio, solamente quere-
mos enfatizar que tanto en la pompa de jabón como en el charco con aceite
la luz blanca que llega, por ejemplo, la del Sol, se separa en varios rayos y los
así formados inter�eren dando lugar a patrones de interferencia. Ahora bien,
dado que el patrón de interferencia que se forme depende de la longitud de
onda de la luz y en vista de que la luz blanca está compuesta de todas las
longitudes de onda del rojo al violeta, entonces cada longitud de onda forma
un patrón característico. Las posiciones de los máximos iluminados dependen
de la longitud de onda; diferentes longitudes de onda resultan en diferentes
posiciones de sus máximos. Lo que vemos entonces es la combinación de los
patrones de interferencia para diferentes colores. Ya que el patrón de inter-
ferencia que se forme depende de la longitud de onda de la luz, al ocurrir este
fenómeno la luz blanca se separa en sus componentes. Es por ello que en la
pompa y el charco observamos diversos colores.
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3.2. DIAGRAMA DE INTERFERENCIA DE DOS RENDIJAS

3.2.1. Visibilidad de las franjas

La teoría de la interferencia óptica se basa esencialmente en el principio
de superposición lineal de campos electromagnéticos. Según este principio,
el campo electromagnético E producido en un punto del espacio vacio por
varias fuentes diferentes es igual a la suma vectorial [4]

E = E1 + E2 + E3 + . . . (3.1)

donde E1,E2,E3, . . . son los campos producidos por cada fuente diferente
que llegan al punto en cuestión. Consideremos dos ondas planas harmónicas
polarizadas linealmente de la misma frecuencia ω. Los campos eléctricos son

E1 = E0
1 exp(i)(k1 · r − ωt+ φ1) (3.2)

E2 = E0
2 exp(i)(k2 · r − ωt+ φ2) (3.3)

Las cantidades φ1 y φ2 se introducen para tener en cuenta cualquier difer-
encia de fase entre las fuentes de las dos ondas. Si la diferencia de fase es
constante, se dice que las dos fuentes son mutuamente coherentes. Sabemos
que la irradianza en un punto es proporcional al cuadrado de la amplitud del
campo de luz en el punto en cuestión [4]. Luego la superposición de nuestras
dos ondas, multiplicadas por una constante de proporcionalidad, resulta en
la función irradianza o intensidad

I = |E|2 = E ·E∗ = (E1 + E2) · (E∗
1 + E∗

2) (3.4)

= |E1|2 + |E2|2 + 2E1 ·E2 cos θ (3.5)

= I1 + I2 + 2E1 ·E2 cos θ (3.6)

donde
θ = k1 · r − k2 · r + φ1 − φ2

El término
2E1 ·E2 cos θ (3.7)

es llamado término de interferencia [4].
Consideremos el caso de interferencia de dos o más ondas luminosas,

donde las amplitudes y las fases varian con el tiempo. El �ujo de luz in-
stantánea en un punto dado por tanto varía, es �uctuante. En este caso
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de�niremos la irradianza o intensidad en términos del tiempo promedio. La
intensidad puede expresarse según esto como

I = 〈E ·E∗〉〈(E1 + E2) · (E∗
1 + E2

∗)〉 (3.8)

= 〈|E1|2 + |E2|2 + 2Re(E1 ·E∗
2)〉 (3.9)

Los corchetes denotan promedio en el tiempo:

〈f〉 = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt (3.10)

En lo que sigue a continuación se asume que todas las cantidades son
estacionarias. Por estacionaria se quiere decir que en promedio el tiempo
es independiente del origen que se escoja. Además por conveniencia se con-
siderarán los campos ópticos con la misma polarización para así ignorar su
naturaleza vectorial. Con estas consideraciones la equación (3.8) se puede
escribir

I = I1 + I2 + 2Re〈E1E
∗
2〉 (3.11)

donde

I1 = 〈|E1|2〉 , I2 = 〈|E2|2〉 (3.12)

En el experimento de interferencia los dos campos E1 y E2, en particular
en el experimento de Young, se originan de una fuente común. Ellos di�eren
a causa de la diferencia de sus caminos ópticos. En la �gura (3.4) se aprecia
un esquema de esto.

Llamemos t el tiempo para una señal de luz que atraviesa el camino 1 y
t + τ el tiempo para un segundo haz que sigue el camino óptico 2. Luego el
término de interferencia en la ecuación (3.11) lo escribiremos como

2ReΓ12(τ)

donde
Γ12(τ) = 〈E1(t)E

∗
2(t + τ)〉 (3.13)

La funcin Γ12(τ) se denomina función de coherencia mutua de los campos
E1 y E2.

La función
Γ11(τ) = 〈E1(t)E

∗
1(t + τ)〉

se conoce como función de autocorrelación.
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Figura 3.4: Generalización de los caminos de luz en un experimento de inter-
ferencia.

3.2.2. Funciones de Correlación

De�namos lo que son las funciones de Correlación. La función

Γ12(τ) =

∫ ∞

−∞
f1(t)f2(t− τ)dt (3.14)

se conoce como la función de correlación entre las funciones f1(t) y f2(t) [6].
La función de correlación Γ12 suministra una medida de la interdepen-

dencia entre las funciones f1(t) y f2(t) en función del parámetro τ (desplaza-
miento de una función con respecto a la otra). Si la función de correlación
es cero para todo valor de τ , entonces se dice que las dos funciones no es-
tan correlacionadas. Si f1(t) y f2(t) son idénticas, entonces la función de
correlación

Γ11(τ) =

∫ ∞

−∞
f1(t)f1(t− τ)dt (3.15)

se denomina función de autocorrelación de f1(t).
La transformada de Fourier de la función de autocorrelación Γ11(τ), con-

duce al espectro de energía |F1(ω)|2 de f1(t) [6]. En otras palabras, la función
de autocorrelación Γ11(τ) y la densidad espectral de energía |F1(ω)|2, consti-
tuyen un par de transformadas de Fourier, es decir,
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|F1(ω)|2 =

∫ ∞

−∞
Γ11(τ)e

−jωτdτ, (3.16)

Γ11(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
|F1(ω)|2ejωτdω. (3.17)

Este resultado se conoce como el teorema de Wiener- Khintchine.
La prueba de este teorema la hacemos a continuación:

DEMOSTRACIÓN
Se tiene que

Γ11(τ) =

∫ ∞

−∞
f1(t)f1(t− τ)dt.

Entonces,

F[Γ11(τ)] =
∫∞
−∞ Γ11(τ)e

−jωτdτ (3.18)

=
∫∞
−∞

[∫∞
−∞ f1(t)f1(t− τ)dt

]
e−jωτdτ (3.19)

=
∫∞
−∞ f1(t)

[∫∞
−∞ f1(t− τ)e−jωτdτ

]
dt (3.20)

por intercambio en el orden de integración. Cambiando la variable (t − τ)
por x en la integral que está dentro de corchetes obtenemos,

F[Γ11(τ)] =
∫∞
−∞ f1(t)

[∫∞
−∞ f1(x)e

−jω(t−x)dx
]
dt (3.21)

=
∫∞
−∞ f1(t)e

−jωtdt
∫∞
−∞ f1(x)e

jωxdx (3.22)

= F1(ω)F1(−ω) (3.23)

= |F1(ω|2. (3.24)

3.3. Microscopios Interferométricos

Los microscopios ópticos tienen su ubicación y presencia en la sociedad
moderna. Son usados en laboratorios y clínicas de salud en casi todo el mun-
do. Estos se han desarrollados como herramientas de observación y medidores
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poderosos con aplicaciones en la geología y medicina, por nombrar algunas
áreas [7]. En estos últimos años, han surgido nuevos tipos de microscopios
ópticos. Estos microscopios hacen posible a los investigadores visualizar es-
tructuras submicrométricas, determinar los per�les de estas super�cies y ob-
servar cortes transversales de materiales transparentes sin cortar la muestra
en rebanadas.

Aquí nos concentraremos en los Microscopios de Interferencia Óptica
(MIO). Estos equipos di�eren de los microscopios standards porque ellos
tienen una distancia focal poco profunda, de aquí que son capaces de precis-
ar medidas de elevaciones , espesores y de obtener imagenes representativas.

En un microscopio standard, cuando la imagen está desenfocada, sus ras-
gos se observan borrosos por lo que sus bordes resultan menos de�nidos, pero
la intensidad de luz promedio no cambia. En algunos tipos de MIOs una im-
agen desenfocada desaparece antes que se ponga borrosa. De otra manera,
la intensidad de la imagen decrece así como se desenfoca. Esta propiedad
hace posible que estructuras que di�eren en elevación tan pequeñas como
longitudes de onda ópticas sean re�ejadas independientemente por estos mi-
croscopios.

3.3.1. Microscopios de Interferencia

Los microscopios de interferencia forman un patrón de interferencia con
la luz re�ejada por la muestra y la super�cie de referencia. Si la super�cie
de referencia se conserva en una posición �ja como en el interfermetro de
Michelson, las franjas de interferencia de cada pixel en la imagen se forman a
medida que la muestra re�ejada se mueve a través del foco [7]. El contraste de
las franjas de interferencia se cae rapidamente cuando el objeto se desenfoca.

Mediante el procesamiento electrónico del patrón de interferencia alma-
cenado, se determina la envolvente de cada pixel del patrón de interferencia.
El procesamiento electrónico del patrón de franja permite no sólo medir la
amplitud sino también la fase de la luz re�ejada. Puesto que la fase puede
medirse con una exactitud de algunos grados, es posible medir la elevación
o rugosidad de la super�cie con precisiones de pequeñas fracciones de longi-
tudes de onda ópticas.
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3.3.2. Principios de Operación

Los Microscopios de Interferencia Óptica (MIO) pueden detectar la señal
de interferencia entre haces re�ejados de la muestra y de la super�cie de
referencia. Se han desarrollado varios tipos de objetivos interferométricos de
los microscopios. Estos lentes están basados en las con�guraciones de los
interferómetros de Michelson, Linnik, Mirau y Tolanski. Discuteremos en
detalle el microscopio de correlación de Mirau basado en el interferómetro de
Mirau [7].

3.3.3. Microscopio de Correlación de Mirau

El Microscopio de Correlación de Mirau usa un interferómetro de Mirau
que consiste en un divisor de haz y un espejo de referencia posicionados
entre el objetivo y la muestra que genera las señales de interferencia. Debido
al relativamente corto camino del haz, el interferómetro de Mirau es menos
sensible a las vibraciones. Además, sólo requiere de un lente, aunque este lente
puede tener una distancia de trabajo relativamente larga a �n de ajustar el
divisor de haz y el espejo de referencia. Además, el divisor de haz usado
debajo del objetivo en el microscopio de interferencia de Mirau puede causar
errores si el objetivo tiene una abertura muy grande [7].

3.3.4. Interferómetro de MICHELSON

Un microscopio de interferencia que usa un interferómetro de Michelson
se construye dentro del lente objetivo como se observa en la �gura 3.5. En este
microscopio, el rayo enfocado desde el objetivo se divide en dos componentes
por un divisor de haces. El divisor del haz, envía una parte del haz al espejo
de referencia y la otra parte a la muestra. Luego de la re�exion de la muestra
y el espejo de referencia, los rayos se recombinan en el divisor de haces y son
enviados al detector. Aquí la luz desde la referencia y la muestra inter�eren,
formando un patrón de franjas o interferograma, el cual depende tanto de la
topografía de la muestra como de la distancia entre el espejo de referencia y
la muestra. El interferograma se puede procesar para extraer información de
la elevación o de la diferencia de fase entre los dos rayos. La fase se usa para
determinar exactamente cambios de altura en la muestra [7].
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Figura 3.5: Microscopio de Michelson
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3.3.5. Microscopio de interferencia de MIRAU

El microscopio de interferencia de Mirau, como el de Michelson, tiene
un divisor de haz debajo del objetivo. El interferómetro es un accesorio del
microscopio de Mirau. Para obtener un interferograma de una muestra cuan-
quiera, la luz de la fuente incide en el lente objetivo. Parte del haz de luz
va a la muestra que se estudia y el resto del haz es re�ejado por el divisor
de haz al espejo de referencia. La luz re�ejada por la muestra y la re�ejada
por el espejo de referencia se combinan nuevamente en el divisor de haz y
pasan a través del lente objetivo al detector (ver �gura 3.6). Estos dos haces
inter�eren. El resultado son franjas de interferencia dadas por la diferencia
entre la super�cie de la muestra y la super�cie de referencia. Debido a que se
usa un sólo objetivo para ambos haces de luz, el de señal y el de referencia,
el rango de error del sistema se minimiza [7], [8].

La mayor ventaja del Interferómetro de Mirau comparado con otros es
que el interferómetro tiene un camino común de subida hacia el divisor de
haz. Dado que los dos haces que se generan se forman luego del lente ob-
jetivo, los mismos errores causados por el objetivo se presentan en ambos
rayos y no producen diferencias del camino óptico cuando los dos haces se
recombinan para la interferencia. Las pequeñas perturbaciones en el camino
óptico causadas por el divisor de haz se promedian, porque la interferencia
en el interferómetro se localiza en las super�cies de prueba y de referencia.

3.3.6. Imagen de Fase con un Microscopio de Interfer-
encia

La característica que comparten los microscopios de interferencia es que la
imagen es un interferograma de la muestra de la cual se extrae la información
de la fase y la amplitud durante el postprocesamiento de la imagen. Una
de las técnicas que comúnmente se usa para separar la fase y la amplitud
en un interferograma fue desarrollada por Bhushan y Wyant [8]. En esta
técnica, lo primero es hacer que la fase del haz de referencia se cambie a
una razón constante, φ. Una vez la fase cambia cada π/2, el detector la
registra. Este procedimiento se repite tres veces, produciendo tres imágenes
diferentes [7],[9]. La fase de la luz re�ejada de la muestra se obtiene mediante
el arcotangente de la diferencia normalizada de las imágenes. La intensidad
de un simple pixel de la imagen en un microscopio interferométrico se expresa
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Figura 3.6: Microscopio de Mirau

30



3.3. MICROSCOPIOS INTERFEROMÉTRICOS

como:
I = I1 + I2 cos[θ(x, y) + φ], (3.25)

donde I1 y I2 son constantes, y

θ(x, y) = k(1 + cos(ε0))z(x, y). (3.26)

donde ε0 es la mitad del ángulo subtendido por el lente en su foco cuyo límite
tiende a cero y k = 2π/λ.

La intensidad en cada punto en la imagen se integra mientras que φ(t)
varía linealmente en el tiempo de 0 a π/2, π/2 a π, y de π a 3π/2 obteniendo
las siguientes ecuaciones:

IA = I1 + I2 +2
√
I1I2cosθ (3.27)

IB = I1 + I2 +2
√
I1I2cos(θ +

π

2
) (3.28)

IC = I1 + I2 +2
√
I1I2cos(θ + π) (3.29)

ID = I1 + I2 +2
√
I1I2cos(θ +

3π

2
) (3.30)

Las imágenes resultantes, luego de combinar las ecuaciones anteriores,
estarán relativamente libres de ruido y tendrán la forma

A = IA + IB = I1 + I2[cos θ(x, y)− sin θ(x, y)],

B = IB + IC = I1 + I2[− cos θ(x, y)− sin θ(x, y)],

C = IC + ID = I1 + I2[− cos θ(x, y) + sin θ(x, y)].

La fase en cualquier punto de la imagen está dada por la relación

θ(x, y) = arctan

[
C − B

A− B

]
. (3.31)

Luego de medir la fase, la altura de la super�cie puede calcularse mediante
la relación

z(x, y) =
λθ(x, y)

4π
, (3.32)

donde λ es la longitud de onda del haz de la fuente.
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3.4. TOPOGRAFÍA DE LA SUPERFICIE DE LA MUESTRA

3.4. Topografía de la Super�cie de la Muestra

La medición de la distribución de altura, z(x, y), a lo largo de la muestra,
nos permite analizar muchas propiedades sobre ella. Los siguientes son datos
estadísticos de la topografía de la super�cie [10]:

1. Distribuciones de altura;

2. Pendientes o inclinaciones de la super�cie y distribuciones de curvaturas
en las direcciones de x, y y direcciones radiales;

3. Todos los picos y picos con alturas por encima del 25 %, pendientes
absolutas y curvaturas;

4. Densidad de los picos y densidades por encima del 25 % ;

5. Número de cruces por cero por unidad de longitud en x, y y en dos
dimensiones;

6. Y la grá�ca en tres dimensiones de la función de autocovarianza.

La importancia del estudio de estos parámetros se discute en la referencia
[8].

3.4.1. Función de Autocovarianza

La función de autocovarianza es uno de los parámetros estadísticos que
es inherente a la topografía de la super�cie. Ésta se calcula tomando Trans-
formada de Fourier a la función de distribución de altura, z(x, y), elevando al
cuadrado el resultado y luego tomando otra transformada de Fourier [10]. La
distancia de la autocorrelación entre las alturas representa el grado de aleato-
riedad de los picos; por lo tanto, la posición de los puntos para los cuales la
autocovarianza es mayor que cierto porcentaje del máximo valor, será un
círculo si la proporción de anisotropía fuera 1. La función de autocovarianza
se comporta como un �ltro en el dominio del espacio.
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SUPERFICIE

3.5. Caracterización geométrica del per�l de una

super�cie

La geometría de una super�cie se de�ne por la altura z(x, y) de sus irregu-
laridades en todo punto con coordenadas x, y. Esta se determina con respecto
a un nivel de referencia. Las funciones z(x, y) que de�nen a las super�cies son
en general complejas. Algunos estudios de caracter estadístico clásico buscan
de�nir, más precisamente, la distribución de amplitudes. Los estudios espec-
trales ponen en evidencia las frecuencias espaciales encontradas así como sus
valores respectivos [11].

3.5.1. Aspectos propios de la frecuencia

Para caracterizar el escalado horizontal del per�l nos limitaremos en este
estudio a las funciones de covarianza y autocorrelación que en la �gura 3.7
resume las diferentes funciones espectrales utilizadas.

La periodicidad del per�l se encuentra en la función de autocorrelación.
El signi�cado físico de tal función es expresar la dependencia que puede
existir entre la amplitud de dos puntos cualesquiera del per�l en función de
la distancia β que los separa.

Si el per�l es sólo aleatorio, esa probabilidad es nula para todos los
valores de β, excepto para el valor β = 0.

Si el per�l es periódico puro, esta probabilidad es igual a 1 para todos
los valores de β iguales a un multiplo entero de la periodicidad.

Distinguimos :

a) La función de autocovarianza de�nida por:

C(β) =
σ2

L− β

∫ L−β

0

z(x)z(x + β)dx (3.33)

donde σ es la media geométrica de�nida por:

σ =

√√√√zmax∑
zmin

(z − z)2P (z)∆(z)

33



3.5. CARACTERIZACIÓN GEOMÉTRICA DEL PERFIL DE UNA

SUPERFICIE

 

 

 

 

 

���� � ��	
� � 

� ��� �����
��� ����� ���� 

�� ���� ��� 

� �� ��� �� ���� � � �� �� ������ 

� ��� �����

������� � � ���� ��� � 

��  ����� �� 

!���� ��� � ��� �"� 

Figura 3.7: Esquema resumido de diferentes funciones de�nidas a partir de
un per�l z(x, y)

P (z) es la función de probabilidad de altura, x es la abscisa de la
posición, β es el paso de correlación y L la longitud de evaluación del
per�l.

b) La funcion de auntocorrelación se de�ne por la relación:

R(β) =
C(β)

σ2
(3.34)

Para un per�l digitalizado de N puntos y para un desplazamieno de β =
m · βo, la función de autocorrelación esta de�nida por:

R(β) =
1

N −m
σ2

N−m∑
1

z(k)z(k +m) (3.35)

con m = 1, 2, ..., N − 1 y k = 1, 2, ..., N − 1 [11]
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Capítulo 4

Adquisición y procesamiento de
datos

4.1. Introducción

En este capítulo se procede a describir los métodos para la obtención
de la grá�ca de autocovarianza a partir de las imágenes de fase e interfer-
ogramas. Estas imágenes fueron enviadas por colaboración de los laborato-
rios de Óptica de la Universidad Simón Bolívar en Caracas con el profesor
Rafael Escalona, del laboratorio de óptica �P.M Du�eux� de la Universidad
de Franche-Comté, en Besançon, Francia con el profesor Tijani Gharbi y �-
nalmente del laboratorio de Óptica de la Universidad Industrial de Santander
(UIS), de Bucaramanga Colombia, con el profesor Arturo Plata. Todos los
códigos utilizados para extraer la información necesaria de las imágenes para
la obtención de la autocovarianza, fueron elaborados haciendo uso del paque-
te matemático MATLABr.

4.2. Procedimientos

4.2.1. Tratamiento de las imágenes de fase

Los grá�cos de fase tratadas en este primer procedimiento, son las obtenidas
en los laboratorios antes mencionados. Utilizando la ecuación (3.31)se calcula
el grá�co de fase.

El primer paso es obtener los valores numéricos del grá�co de fase, para
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4.2. PROCEDIMIENTOS

ello nos valemos de la instrucción imread, de MATLABr. Al aplicar esta
instrucción, la imagen, que es un archivo grá�co, es transformada a una ma-
triz numérica cuyos valores van de [0, 255], y representa el nivel de gris de
la imagen. Por ejemplo: Si "per�lmono.tif"es el archivo donde se encuen-
tra la imagen, entonces la instrucción imread aplicada a este archivo genera
la matriz "per�lmono"donde se encuentran los valores numéricos de "per�l-
mono.tif".

perfilmono=imread('perfilmono4.tif');

Una vez obtenida esta matriz, procedemos a calcular la función de dis-
tribución de altura utilizando la ecuación

z(x, y) =
λφ(x, y)

4π
, (4.1)

Estos datos obtenidos, alturas del per�l de la super�cie, son almacenados
en otra matriz numérica, utilizando la instrucción surf se gra�ca, obteniendo
así la imagen en 3D de la muestra observada.

La primera imagen sobre la cual aplicamos el procedimiento descrito es la
suministrada por el Laboratorio de la Universidad Simón Bolívar, ver �gura
(4.1)

Figura 4.1: Grá�co de Fase. Laboratorio de la USB

36



4.2. PROCEDIMIENTOS

Figura 4.2: Imagen de la muestra, reconstruida a partir de su fase (Universi-
dad Simón Bolivar)

La topografía reconstruida ó per�l de la super�cie se observa en la �gura
4.2, es un cono de aire utilizado para calibrar el microscopio.

La imagen de fase obtenida en el laboratorio de Franche - Comté se ob-
serva en la �gura (4.3) y su respectiva muestra en la �gura (4.4).

Figura 4.3: Grá�co de Fase. Laboratorio Franche-Comté
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4.2. PROCEDIMIENTOS

Figura 4.4: Topografía reconstruida muestra del Laboratorio Franche-Comté

Finalmente mostramos la imagen de fase del laboratorio de la UIS, �gura
4.6 y su respectiva imagen de la muestra en la �gura 4.6. La topografía de la
muestra corresponde a una super�cie esférica.
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Figura 4.5: Grá�co de Fase del Laboratorio de la Universidad Industrial de
Santander

Figura 4.6: Imagen de la Muestra usando la fase del Laboratorio de la Uni-
versidad Industrial de Santander
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4.2. PROCEDIMIENTOS

4.2.2. Tratamiento de los interferogramas

El segundo procedimiento se aplica cuando en principio sólo tenemos las
imágenes interferométricas. Estas imagénes se obtuvieron con la ayuda de
un microscopio interferencial tipo Mirau, conectado a una cámara CCD para
captar la imagen y almacenarla en formato TIF'ó BMP. Estos patrones fueron
registrados con un desfasaje de π/2 cada uno y la fuente de luz monocromáti-
ca empleada tiene longitud de onda λ = 578nm.

Nuevamente podemos obtener los valores numéricos de dichos patrones,
utilizamos para ello la instrucción imread, ya empleada en el procedimiento
anterior, ver Apéndice B.

La ecuación básica para la intensidad de un patrón de interferencia está
dada por: [10]

I = I1 + I2cos[θ(x, y) + φ], (4.2)

donde el primer término es la intensidad promedio y el segundo es el
término de interferencia.

Estos patrones de interferencia se obtienen variando la fase φ de 0 a π/2,
π/2 a π, y de π a 3π/2. La fase se puede calcular sólo con tres interferogramas
de los cuatro que se tienen, con los tres primeros y los tres últimos. Estos
dos cálculos se promedian para incrementar la precisión de la medición.[10]

Estamos usando cuatro interferogramas. Sus representaciones analíticas
se obtienen utilizando la ecuación (4.2), que luego de desarrollar la respectiva
identidad allí descrita se tienen las ecuaciones:

I0 = I1 + I2cosθ (4.3)

Iπ
2

= I1 − I2senθ (4.4)

Iπ = I1 − I2cosθ (4.5)

I 3π
2

= I1 + I2senθ (4.6)

Haciendo combinaciones simples entre las ecuaciones (4.3) a (4.6) obten-
emos nuestra ecuación para el cálculo de la fase

θ(x, y) = arctan

(
I 3π

2
− Iπ

2

I0 − Iπ

)
. (4.7)
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Esta ecuación di�ere de la ecuación (3.31) en que las combinaciones hechas
con las ecuaciones (4.3)a la (4.6) nos permite trabajar con los cuatro inter-
ferogramas. Los interferogramas que se ven a continuación son los cedidos
por la Universidad Franche-Comté. Figura 4.7

Figura 4.7: Patrones de interferencia obtenidos en los laboratorios de la Uni-
versidad de Franche-Comté

Seguidamente desarrollamos el algoritmo que nos permitirá calcular la
fase con la información de los cuatro interferogramas. Debido a que la ecuación
4.7 produce un módulo de fase de 2π, puede que haya 2π discontinuidades
presentes en el cálculo de la fase. Estas discontinuidades se eliminan mientras
que la medición de las inclinaciones de la muestra se restringen, por lo que
la diferencia de fase real entre pixeles adyacentes es menor que π. La elimi-
nación de las discontinuidades de 2π se hace chequeando la diferencia de fase
entre pixeles adyacentes y, cada vez que la diferencia de fase es mayor que π,
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Figura 4.8: Grá�co de la fase calculada usando los interferogramas de la
Universidad de Franche-Comté.

Figura 4.9: Imagen de la muestra con la fase calculada.

se suma ó se resta un multiplo de 2π para reducir la diferencia de fase a un
valor menor que π [10]. Este procedimiento recibe el nombre de unwrapping.
MATLABr, posee una función denominada unwrap, la cual procede de la
forma antes descrita y nos permite entonces hacer dicha corrección. La fase
obtenida la gra�camos en la �gura 4.8.

Luego, calculamos y gra�camos la función de distribución de altura, tal
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Figura 4.10: Imágenes Interferométricas obtenidas en los laboratorios de la
Universidad Industrial de Santander. Colombia

Figura 4.11: Grá�co de la fase obtenida con los interferogramas de la UIS.

como lo hicimos en la sección anterior, ver �gura 4.9. Con estos resultados
queremos identi�car las diferencias y similitudes de las imagenes de fase y los
per�les obtenidos, con los estudiados en la sección anterior. Cabe mencionar
que sólo trabajamos este procedimiento con los interferogramas cedidos por
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Figura 4.12: Imagen de muestra con fase calculada.

la Universidad de Franche - Comté e Industrial de Santander. La Universidad
Simón Bolívar nos envió incompleta la información.

Mostramos en las fíguras 4.10, 4.11 y 4.12, los inteferogramas cedidos por
la Universidad Industrial de Santander y sus respectivas imágenes obtenidas
de fase y per�l.

4.2.3. Cálculo de la función de Autocovarianza

La función de autocovarianza tal como se explica en el capítulo 3, es un
dato estadístico inherente al per�l de la super�cie. Esta función nos permite
determinar el grado de aleatoriedad de los picos en el per�l. Esta función se
calcula tomando Transformada de Fourier a la función distribución de altura
z(x, y), elevando al cuadrado el resultado y luego tomando otra Transforma-
da. Este procedimiento es aplicado a las funciones de altura obtenidas en los
apartados anteriores usando la función �t2 de MATLABr, la cual retorna
la transformada en dos dimensiones de la matriz a la cual se le aplica. Para
elevar al cuadrado este resultado, tomamos los valores absolutos de estos y
luego volvemos a transformar, para �nalmente gra�car el resultado que es la
función de autocovarianza. La información que obtenemos de este resultado
consiste en la veracidad de cuan rugosas son las super�cies estudiadas y que
tan dispersos están los picos de las super�cies. El código en MATLABrdel
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algoritmo desarrollado se muestra en el Apéndice B.
Mostramos a continuación, las funciones de autocovarianza de las fun-

ciones z(x, y) obtenidas en la primera sección.

Figura 4.13: Función de Autocovarianza de la super�cie 4.2.
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Figura 4.14: Función de Autocovarianza de la super�cie 4.4.

Figura 4.15: Función de Autocovarianza de la super�cie 4.6.
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Las imágenes a continuación son las funciones de autocovarianza de las
super�cies obtenidas en el segundo procedimiento.

Figura 4.16: Función de Autocovarianza de la super�cie 4.9.

Figura 4.17: Función de Autocovarianza de la super�cie 4.12.
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Capítulo 5

Análisis de Resultados

5.1. Introducción

En el presente capítulo procedemos a analizar los resultados obtenidos en
el capítulo anterior. Recordemos que los objetivo planteados fueron obtener la
imagen de fase a partir de los interferogramas y la función de autocovarianza
de las super�cies determinadas a través de la ecuación z(x, y) con los valores
de fase de las imágenes enviadas y los calculados por nosotros.

5.2. Resultados

5.2.1. Imágenes de Fase

Las imágenes de fase cedidas por los laboratorios de Óptica de las Uni-
versidades Simón Bolivar, Franche - Comté e Industrial de Santander son el
producto del postprocesamiento de las imágenes interferométricas obtenidos
en cada uno de ellos, utilizando los sistemas interferométricos propios en cada
caso.

De acuerdo a la teoría descrita en el capítulo 3, se utilizan tres interfer-
ogramas para obtener la fase [8],[9], [10]. En nuestro caso empleamos cuatro
y luego de su procesamiento se obtuvieron las imágenes de fase 4.8 y 4.11.
Podemos entonces comparar nuestro resultado con las imágenes 4.3 y 4.6.
Observamos que entre las �guras 4.3 y 4.8 no existe diferencia notable, veri-
�cando que la fórmula encontrada por nosotros es correcta. Entre las �guras
4.6 y 4.11 se observa similitud en cuanto a la posición de claros y oscuros, con
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la diferencia de la presencia de franjas en la �gura 4.11 que concluimos sea
el resultado del proceso de corrección de la fase (unwrapping), ya que como
se trata de interferogramas de franjas concéntricas, el unwrapping se efectúa
mediante un algoritmo más especí�co, diseñado especialmente para este tipo
de imagen y no simplemente usando la función unwrap del MATLABr.

5.2.2. Función de Autocovarianza

La rugosidad de las muestras obtenidas, son bastantes perceptibles a es-
calas nanométricas. Sin embargo podemos observar en las �guras 4.4, 4.6,
4.9 y 4.12 que no existen picos tan pronunciados, ni diferencias de altura tan
grandes ni evidentes entre pixeles adyacentes , lo que trae como consecuen-
cia que las grá�cas de las funciones de autocovarianza para estas super�cies
4.14, 4.15, 4.16 y 4.17, presenten una distancia de autocorrelación casi nula,
se distingue por lo liso de la super�cie de las grá�cas de la función. Esto se
esperaba por lo dicho anteriormente.
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Capítulo 6

Conclusiones

Entre los principales aportes que podemos resaltar del presente trabajo
estan:

Se desarrolla el formalismo teórico de la Transformada de Fourier y sus
aplicaciones a la Óptica Interferométrica. Se revisan los distintos sistemas
interferométricos para su aplicación a la per�lometría. Se diseñaron los al-
goritmos para el cálculo de la fase, función de distribución de altura y auto-
covarianza a partir de cuatro imágenes interferométricas. Dichos algoritmos
se implementan en lenguaje de programación utilizando MATLABr. Fi-
nalmente se veri�ca el grado de rugosidad de una super�cie a través de la
interpretación de la grá�ca de la función de autocovarianza.
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Apéndice A

Conceptos Básicos sobre
Distribuciones

A.1. Introducción

Para de�nir formalmente la Transformada de Fourier, de�niremos primer-
amente el Espacio de Schwartz-Sovolev o espacio de las distribuciones.

A.2. De�nición de las Funciones de Prueba

Espacio Vectorial C∞
0 (<n)

Dentro del espacio vectorial de las funciones con valores complejos de�nidos
sobre <n está un subespacio vectorial que denotaremos C∞

0 . Estas funciones
de x ∈ <n son también funciones de n variables reales x1, x2, ..., xn.

Para que una función, denotémosla ϕ, sobre <n pertenezca a C∞
0 , es

necesario y su�ciente que esta sea in�nitamente derivable y que pertenezca
a un conjunto K de <n fuera del cual sea igual a cero. A las funciones que
pertenecen a este espacio vectorial se les conoce como Funciones de Prueba.

De�nición de Función de Prueba

Una función de prueba ϕ(x) = ϕ(x1, x2, ...xn) sobre <n es una función
in�nitamente derivable sobre <n y que es nula fuera de un conjunto acotado
K de <n.
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A.2. DEFINICIÓN DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA

El espacio vectorial de todas las funciones de prueba sobre <n se denota
por C∞

0 y al conjunto K se le denomina soporte de ϕ. Además si K es
cerrado entonces se dice que es acotado ó compacto. Por ejemplo, para f(x) =
sen(x), ∀x ∈ <1, el soporte de f(x) consiste en toda la recta real, aún cuando
sen(x) se hace 0 en x = nπ. Por ejemplo, el soporte de la función:

f(x) =




0, si −∞ < x < −1,

x+ 1 si −1 < x < 0,

1− x si 0 ≤ x < 1,

0, si 1 ≤ x <∞,

(A.1)

es acotado ó compacto.

Ejemplo de una función de Prueba

Para n = 1, una función ϕ de�nida:

ϕ(x) =

{
0 si |x| ≥ 1,

exp(−1/1− x2) si |x| < 1
(A.2)

pertenece al subespacio C∞
0 . Su soporte, el intervalo |x| ≤ 1 está acotado. ϕ

es inde�nidamente derivable para |x| > 1 porque es nula y para |x| < 1 por
ser una función exponencial y inde�nidamente derivable por doquier, ya que
sus derivadas sucesivas son nulas para x =+

− 1.

Propiedades de las funciones de prueba

Las siguientes son propiedades de las funciones de prueba:

1. Si ϕ1 y ϕ2 están en C∞
0 , luego estarán c1ϕ1 + c2ϕ2, donde c1 y c2 son

números reales. De este modo C∞
0 es un espacio lineal.

2. Si ϕ ∈C∞
0 , luego lo es Dkϕ.

3. Si ϕ ∈C∞
0 y f(x) es in�nitamente derivable, luego ϕ(x)f(x) ∈ C∞

0 .

4. Si ϕ(x1, x2, ..., xm) es una función de prueba m-dimensional y

φ(xm+1, xm+2, ..., xn)
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A.3. DISTRIBUCIONES

es una función de prueba (n−m)dimensional, luego ϕφ es una función
de prueba n-dimensional en las variables x1, x2, ..., xn. Cabe destacar,
que la de�nición del espacio C∞

0 no exige que sus elementos tengan el
mismo soporte.

5. Una sucesión de funciones {ϕj} ∈ C∞
0 converge a ϕ ∈ C∞

0 (<n) para
j →∞ si:

a) Los soportes de las ϕj están contenidas en un mismo conjunto
acotado, independientemente de j.

b) Las derivadas de todo orden n, ϕ(n), de las ϕj convergen uniforme-
mente para j →∞ a las derivadas correspondientes ϕ(n) de ϕ, esto
es

|ϕ(n)(x)− ϕ
(n)
j (x)| ≤ ε

para j →∞ y ε > 0 arbitrariamente pequeño.

A.3. Distribuciones

De�nición de Funcional Lineal

Una aplicación F es un funcional lineal sobre C∞
0 (<n) si existe una regla

que asigna a cada ϕ(x) ∈ C∞
0 (<n) un número real Fϕ, que también se denota

〈F, ϕ〉, tal que

〈F, λ1ϕ1 + λ2ϕ2〉 = λ1〈F, ϕ1〉+ λ2〈F, ϕ2〉

para toda ϕ1, ϕ2 ∈ C∞
0 (<n) y con λ1, λ2 ∈ <.

De�nición de Funcional Lineal Continuo

Sea {ϕj} ∈ C∞
0 (<) una sucesión que converge a ϕ ∈ C∞

0 (<n). Se dice que
T es un funcional lineal continuo sobre C∞

0 (<n), si 〈T, ϕj〉 converge a 〈T, ϕ〉.
Se denominan Distribuciones a todos los funcionales lineales y continuos
sobre el espacio vectorial C∞

0 .
Es decir que a toda función ϕ ∈ C∞

0 , T le asocia un número complejo
T (ϕ) denotado también 〈T, ϕ〉 con las siguientes propiedades:

1. T (ϕ1 + ϕ2) = T (ϕ1) + T (ϕ2).
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A.3. DISTRIBUCIONES

2. T (λϕ) = λT (ϕ), λ es una constante compleja.

Las distribuciones forman un espacio vectorial. Lo denotaremos D(<n).
Sus propiedades son:

1. 〈T1 + T2, ϕ〉 = 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉
2. 〈λT, ϕ〉 = λ〈T, ϕ〉.

De�nición de Soporte de una Distribución

El soporte de una distribución T es el conjunto cerrado más pequeño fuera
del cual T se anula.

A.3.1. Ejemplos de Distribuciones

Ejemplo 1
Sea f una función localmente sumable, es decir, integrable sobre todo

conjunto acotado. De�nimos una distribución:

〈Ff , ϕ〉 =

∫ ∫
<n

...

∫
f(x)ϕ(x)dx

Esta integral se resuelve sobre el soporte acotado de ϕ ya que sobre él f es
sumable y ϕ es continua luego fϕ es sumable. Particularmente, el funcional
que a cada función ϕ hace corresponder su integral

∫ ∫
<n ...

∫
ϕ(x)dx, de�ne

una distribución que identi�camos con la función f = 1.
Ejemplo 2

Si f es sumable, el funcional,

〈F, ϕ〉 =

∫ ∫
<n

...

∫
f(x)Dϕ(x)dx = 〈f,Dϕ〉

es una distribucin donde D denota derivación parcial de cualquier orden en
<n.

Ejemplo 3

La distribucin Delta de Dirac está de�nida por:

〈δ, ϕ〉 =

∫ ∫
<n

...

∫
δ(x)ϕ(x)dx = ϕ(0)
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A.3. DISTRIBUCIONES

En un punto a de <n se de�ne,

〈δ(a), ϕ〉 =

∫ ∫
<n

...

∫
δ(x− a)ϕ(x)dx = ϕ(a)

Ejemplo 4
Si F es una función continua, su soporte como distribución es igual a su

soporte como función. Por ejemplo la distribución Delta de Dirac en a tiene
como soporte único al punto a.

[1], [3], [12], [13], [14]
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Apéndice B

Códigos Numéricos

B.1. Código en MATLABr para la lectura de

las imágenes de fase de las Universidades

Simón Bolivar, Franché-Comte e Industri-

al de Santander.

% LECTURA DE LAS IMAGENES DE FASE DE LAS
% UNIVERSIDADES DE SANTANDER, USB y FRANCHE-COMTE

perfilmono=imread('perfilmono4.tif');
fase=imread('fase_sim.tif');
profil=imread('profil.bmp');

B.2. Código en MATLABr para la lectura de

las imágenes de interferencia de las Uni-

versidades de Franche-Comté e Industrial

de Santander

% LECTURA DE LOS INTERFEROGRAMAS DE LA UNIVERSIDAD
% DE FRANCHE-COMTE.
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B.3. CÓDIGO EN MATLABr PARA OBTENER LA MUESTRA A

PARTIR DE LAS IMÁGENES DE FASE.

I1=imread('I1.bmp');
I2=imread('I2.bmp');
I3=imread('I3.bmp');
I4=imread('I4.bmp');

% LECTURA DE LOS INTERFEROGRAMAS DE LA UNIVERSIDAD
% INDUSTRIAL DE SANTANDER.

B0=imread('bolit0.tif');
B1=imread('bolit1.tif');
B2=imread('bolit2.tif');
B3=imread('bolit3.tif');

B.3. Código en MATLABr para obtener la mues-

tra a partir de las imágenes de fase.

% OBTENCION DE LA MUESTRA USANDO LAS IMAGENES DE FASE
% DE LA USB, UNIVERSIDAD FRANCHE-COMTE E INDUSTRIAL DE.
% SANTANDER.

% Matriz de fase

r=double(fase);% Aquí se coloca el nombre del archivo de fase

% Distribución de altura
z=(0.578/(4*pi)).*r;
selec=z(1:512,1:512);

% Graficacion de la muestra

figure(1),colormap([0.9 1 .9]),title('Cono de aire');
surf(selec,'Facecolor','interp','Edgecolor','none','FaceLighting','phong');
camlight right;%camlight left;

Este mismo procedimiento se aplica a los archivos 'pro�l' y 'per�lmono'.
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B.4. CÓDIGO EN MATLABr PARA OBTENER LA FASE A PARTIR

DE LAS IMÁGENES INTERFEROMÉTRICAS.

B.4. Código en MATLABr para obtener la fase

a partir de las imágenes interferométricas.

% Lectura de las matrices interferometricas de la Franche-Comte

A=double(I1);
B=double(I2);
C=double(I3);
D=double(I4);

%Cálculo de la fase

IS=(D-B);
ID=(A-C);
fi=atan2(IS,ID);

for j=1:512
for i=1:512

fi1(i,j)=fi(j,i);
end;

end;
% Unwrapping
fi2=unwrap(fi1);
for j=1:512

for i=1:512
fi3(i,j)=fi2(j,i);

end;
end;
% Graficacion de la imagen de fase
figure(2),imagesc(fi3),colormap(gray),title('fase mejorada');

%________________________________________________________________________

% OBTENCION DE LA IMAGEN DE FASE CALCULANDOLA A PARTIR
% DE LOS INTERFEROGRAMAS DE LA UNIVERSIDAD DE SANTANDER.
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B.4. CÓDIGO EN MATLABr PARA OBTENER LA FASE A PARTIR

DE LAS IMÁGENES INTERFEROMÉTRICAS.

% Lectura de matrices
bolita0=double(B0);
bolita1=double(B1);
bolita2=double(B2);
bolita3=double(B3);

% Seleccion de la muestra
s0=bolita0(95:277,131:313);
s1=bolita1(95:277,131:313);
s2=bolita2(95:277,131:313);
s3=bolita3(95:277,131:313);

% Cálculo de fase
IS=(s1-s3);
ID=(s0-s2);
fase1=atan2(IS,ID);

% Unwrapping
fase3=unwrap(fase1);

for j=1:182
for i=1:182

fase4(i,j)=fase3(j,i);
end;

end;

% Imagen de fase
figure (1),imagesc(fase4),colormap(gray),title('fase mejorada')
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B.5. CÓDIGO EN MATLABr PARA OBTENER LA FUNCIÓN DE

AUTOCOVARIANZA.

B.5. Código en MATLABr para obtener la fun-

ción de Autocovarianza.

% OBTENCION DE LA FUNCIÓN DE AUTOCOVARIANZA USANDO LAS IMAGENES DE
% FASE CALCULADAS USANDO LOS INTERFEROGRAMAS DE LA UNIVERSIDAD
% FRANCHE-COMTE E INDUSTRIAL DE SANTANDER.

% Matriz de fase

r=double(fase); %Aqui se coloca el nombre del archivo con la fase calculada

% Distribucion de altura

z=(0.578/(4*pi)).*r;
selec=z(1:512,1:512);

% Aplicacion de la transformada

T=fft2(selec);
A=(abs(T))^2;
Anti=fft2(A);
qreal=abs(Anti);
selec1=qreal(128:256,128:256);

% Graficacion de la muestra

figure(1),colormap([0.9 1 .9]),title('Cono de aire');
surf(selec1,'Facecolor','interp','Edgecolor','none','FaceLighting','phong');
camlight right;%camlight left;
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