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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es generalizar parte de la teoria de *-6rdenes de un
semicampo con involucién a un anillo general con involucion. Generalizaremos las
nociones de orden de Baer y x-orden a un anillo con involuciéon. Mostraremos que la
x-valuacion natural asociada a un x-orden estd bien definida y usaremos esto para
mostrar que el s-orden se extiende (como en el caso conmutativo). Analizaremos el
camino en el cual un *-orden (en el conjunto de los elementos simétricos) puede ser
extendido (en el sentido de la inclusion) a un orden cerrado multiplicativamente. Este
trabajo esta basado principalmente en los trabajos de Craven [4] y Marshall [10]. En
el caso en que la involucién es la identidad el anillo bajo consideracion es conmutativo
y el x-orden es justamente el x-orden usual. Los anillos que consideramos son unitarios

y tienen caracteristica 0. Por simplicidad siempre asumiremos que 2 es unidad.

Los ejemplos dados en este trabajo son aportes originales del autor en el marco de
las referencias consultadas disponibles al igual que el Teorema 2.1 y la Proposicion 3.8.
La prueba del Lema 3.3 es distinta a la dada por Craven y Smith [4], en ella no se utilizo
la existencia de la extencion débil (). Para simplificar algunas demostraciones fueron
introducidas algunas obsevaciones y proposiones cuyas pruebas podrian también ser

originales.

Palabras claves: x-orden, valuacion, extension, dominio de Ore.
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INTRODUCCION

T. Craven [2]|, en 1995 presenté una serie de resultados relativos a 6rdenes y val-
uaciones, sobre anillos de division con involucion. Posteriormente M. Marshall [10]
durante el ano 2000 ha extendido la teoria de *-orden al caso de anillos generales con
involucion (x-orden). El desarroll la nocion de un #-orden extendido débilmente a
un x-anillo y mostré que todo *-orden se extiende, como en el caso de semicampos.
También extendio6 la nocion de orden de Baer a los anillos genéricos y mostré que todo
x-orden genera un *-ideal primo, el cual permite que el anillo cociente generado por

este ideal tenga *-orden con soporte cero, como en el caso de semi campo.

En el afio 2001, T. Craven y T. Smith [4] modificaron la definicion de extension
dada por Marshall agregando una condicion adicional, obteniendo una caracterizacion
completa de las extensiones multiplicativas del *-orden con soporte nulo sobre los
dominios de Ore y, finalmente, una clasificaciéon parcial de estas extensiones sobre un

*-dominio.

Esta teoria tiene diversas aplicaciones en la teoria de (C*-algebras, las formas
cuadracticas, formas hermitianas, en la geometria algebréica real no conmutativa, en

los espacios de signos abstractos y en los conjuntos costructibles de generacién minimal.



Capitulo 1

Preliminares

La teoria de anillos y terminologia en este trabajo estara basada en los libros de
Lam [8], [9]. Recordaremos algunos tépicos en forma breve de teoria de anillos con

involucién y finalmente expondremos en forma resumida los anillos de Ore.

Los anillos que consideramos son unitarios con caracteristica 0 y en donde supon-
dremos que 2 es unidad. Para un subconjunto A de un anillo R el conjunto A* repre-

senta a todos los elementos de A excepto al 0, esto es A* = A\ {0}.

1.1. Anillos con involucién.

Definicion 1.1. [5] Si R es un anillo, una tnvolucién en R es una aplicacion

x: R — R tal que cumple las siguientes condiciones:

(1) (a+b)" =a*+b*



Definicion 1.2. [5] Sea R un anillo con involucidn entonces:

(1) Un elemento a € R es simétrico si a* = a.

(2) Un elemento a € R es semisimétrico o simplemente semi si a* = —a.
(3) Para todo @ € R, a + a* recibe el nombre de traza de a.

(4) Para todo a € R, a — a* recibe el nombre de la semitraza de a.

(5) Para todo a € R, aa* recibe el nombre de norma de a.

(6) Para todo a,b € R, ab+ ba recibe el nombre de producto de Jordan de a y b.

El conjunto de todos los elementos simétricos de un anillo R con involucién es denotado
por S(R). El conjunto de todos los elementos semisimétricos es denotado con SK(R).
Notese que para todo a € R se cumple que aa*,a + a* € S(R) y a —a* € SK(R)
también, para todo a,b € S(R) tenemos que ab+ ba € S(R). Un hecho que es impor-

tante resaltar es que todo elemento r € R se puede descomponer en forma tinica como

. 4 . . *
r = s+ k donde s es simétrico y k£ es un elemento semi, estos elementos son, s = %

a—a*

2
r = s1 + ki, entonces r* = s; — ky, luego r +1r* = (s1+ k1) + (s1 — k1) = 251 y de

v k= . En efecto, supongamos que existen s; € S(R) y ky € SK(R) tales que

aqui que s; = = s, en forma similar se demuestra que k; = k. Por tanto, todo

r+r*
2

elemento del anillo R se escribe en forma tnica como suma de un elemento simétrico

y un elemento semisimétrico. También se puede demostrar que el conjunto S(R) es un

grupo bajo la adicién, pero no necesariamente es un grupo bajo la multiplicacion.

Definicién 1.3. Sea Ry un anillo con involucion x y Ry otro anillo con involucion *.

Un homomorfimos h : Ry — Ry se dice que es un x-homomorfismo si se cumple que
h(a*) = h(a)* para todo a € R;.



En la siguiente proposicion consideramos algunos resultados que se cumplen en un

anillo con involucion, que serdn usadas en otras pruebas.

Proposicion 1.1. Supongamos que R es un anillo con una involucion x. Entonces:

(2) (—a)* = —a* para todo a € R.

(4) n* = n para todo n € Z.
(5) (a™')* = (a*)~! para toda unidad a en R.

(6) Si a es una unidad y a es simétrico, entonces a~! es también simétrico.

Demostracion:

(1) (040)*=0"= 0"+ 0= 0" = 0° =0
(2) Seaa € R. (a+ (—a))*=0"=a*+ (—a)* =0= (—a)" = —a*

(3) Sea a € R, entonces la* = a* y a*1 = a*, luego (1a*)* = (a*)* y (a*1)* = (a*)*,

de aqui que al* = a y 1*a = a y por unicidad de la identidad tenemos que 1* = 1.
(4) Sea n € Z. Si n > 0 entonces:
n=1+1+---+1)=1"+1"4---+1"=1+1+---4+1=n.

*

Sin < 0, entonces —n > 0, luego por lo anterior tenemos que (—n)* = —n, pero

por (2), se tiene que —n* = —n por tanto n* = n.

(5) Sea a una unidad en R. Luego, (aa™)* = (1)* = (a~!)*a* = 1. También tenemos

que a*(a~1)* =1y por la unicidad del inverso se tiene (a*)™! = (a™1)*.
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(6) Por (5) tenemos que (a™)* = (a*)™' = a™', ya que a es simétrico. W

Definicion 1.4. [[10], Definicion 1.3] Sea R un x-anillo. Entonces:

(1) un *-ideal de R es un ideal (bilatero) a de R tal que a* = a

(2) Un ideal g sera llamado primo si es es primo en el sentido fuerte, esto es, siy

solo si R/q es un dominio !, esto es, si q # Ry ab € q, entonces a € q 6 b € q.

(3) Por un *-ideal restricto de R se entiende la interseccion con S(R) de un *-ideal
de R. Por un *-ideal primo restricto entenderemos la interseccion con S(R)

de un *-ideal primo de R.

(4) Por un ideal de Jordan de S(R) se entiende un subconjunto a de S(R) que es
un grupo bajo la adicion y satisface a € a,b € S = ab+ ba € a. Por un ideal
de Jordan primo de S(R) entendemos un ideal de Jordan p de S(R) tal que
l¢épyabe SR),ab+bacp=acpobep.

Observacion 1.1. [[10], Nota 1.4] Si q es un *-ideal primo de R el anillo factor
R/q tiene una involucion inducida * : R/q — R/q definida (a + q)* = a* 4+ q, y la
imagen de S(R) en R/q es el conjunto de elementos simétricos de R/q. En efecto,
veamos que x : R/q — R/q estd bien definida supongamos que a + q,b+q € R/q son
tales que a +q = b+ q. Entonces a — b € q, como q es un *-ideal de R obtenemos
a* —b* = (a—"b)* €q, por tanto a*+q =>b"+q. Sia+q € R/q es simétrico, entonces
(a+q)* =a+q, luego a* + q=a+ q y por tanto a* — a € q (I). Ademds, como todo
elemento de R se puede escribir como suma de un elemento en S(R) con un elemento
en SK(R), tenemos que existen a1 € S(R) y as € SK(R) tales que a = ay + aa, ast
a—ay = ay (II). De (I) tenemos que —2as = a1 —as —a; —az = (a1+az)*— (a1 +ag) =
a* —a € q. Por ser q un ideal de R y 5+ € R, entonces ay = (5)(—2as) € ¢ (11I).
De (II) y (III) tenemos que a — a; = as € q, luego a + q = a1 + q, donde a; es un
elemento simétrico. Si a € S(R), entonces (a+q)* =a*+q=a+q.

T.0s dominios no son necesariamente conmutativos. Los dominios conmutativos son llamados

dominios integrales.



1.2. Localizacion de Ore.

Definicion 1.5. [9] Por un conjunto multiplicativo en un anillo R, es un subcon-

gunto S de R tal que S es cerrado bajo la multiplicacion, 0 ¢ S, y 1 € S.

Definicién 1.6. [9] Sea R un anillo y S un conjunto multiplicativo de R. Un homo-

morfismo f: R — R' es llamado S-inversion si para cada s € S, f(s) es un elemento

invertible de R', (una unidad de R').

Definicion 1.7. [9] Un anillo R' se dice que es un anillo derecho de fracciones

(con respecto a S C R) si existe un homomorfismo ¢ : R — R’ tal que :

(1) ¢ es S-inversion.
(2) Todo elemento de R’ tiene la forma ¢(a)p(s)~! para algin a € Ry algtn s € S.

(3) Ker(p) ={r € R|rs =0 para algin s € S}.

Notese que R’ # 0 en vista de (c), porque si R = 0, entonces Ker(p) = R, luego
1 € R= Ker(p) y asi existe un s € S tal que s = 1s = 0, esto es una contradiccion

(0 ¢ S). Para simplificar notacion, escribiremos los elementos de R’ como rs™!, en

lugar de ¢(r)p(s)™t

Si R’ existe, podemos deducir rapidamente dos condiciones en .S, como siguen:

Observacion 1.2. [9] Para a € Ry s € S, aSNsR # 0. (Nos referiremos a esta
propiedad diciendo que S es permutable derecho ¢ que S es un conjunto de Ore

Yo(a) en la forma p(r)p(s’) ™!
donde r € R y s € S. Entonces p(as’) = ¢(rs), asi (as’' — sr)§ = 0 para algin § € S

derecho.) Para probar esta propiedad, escribamos p(s)~

por la Definicion 1.7 (3). Por tanto tenemos que as's = srs € aS N sR.

De esta observacion tenemos la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.8. (1] Si parar € R y s € S existen s',5 € S tales que as's = srs,

entonces esta propiedad recibe el nombre de condicion de Ore derecha.

Observacion 1.3. [J] Para a € R, si s'a = 0 para algin s’ € S, entonces as = 0
para algin s € S. (Nos referiremos a esta propiedad diciendo que S es reversible
derecho.) Para probar esta propiedad, nitese que s'a =0, implica que ¢(s')p(a) = 0.

Luego, p(a) =0, y la Definicion 1.7 (3) implica que as =0, para algin s € S.

Definicion 1.9. [9] Si el conjunto multiplicativo S C R es simultdneamente per-
mutable derecho y reversible derecho, diremos que s es un conjunto denominador

derecho.

Teorema 1.1. [9] El anillo R tiene un anillo derecho de fracciones con respecto a S

sty solo si S es un conjunto denominador derecho.

Ya hemos probado la parte solo si de este resultado (como una motivacion para la
Definicion 1.9). En lo siguiente supondremos que S es un conjunto denominador dere-
cho, y costruiremos un anillo de fracciones derecho denotado por RS™!. La costruccion
no es muy dificil, pero la demostracion de que esta construccion da un anillo es muy

tediosa, y nosotros suprimiremos todos los detalles. Para mayor referencia ver [1] y [9]

Puesto que los elementos de RS™! son fracciones derecha de la forma as™' donde
a € R, s €S, empezaremos la construccion trabajando sobre R x S. Definimos una

relacion ~ en R x S como sigue:
(a,s) ~ (da’,¢") si existen b, b’ € R tales que sb =s't/ € S'y ab=d'll € R.

Intuitivamente, la condicién implica que después que trabajamos con el minimo
comin denominador de sy s’ (sb = s'b' € 5), los numeradores ab y a'b’ son iguales. Es
el mismo método para chequear que dos fracciones son iguales. Notese que aunque sb =

s't) € S, no necesariamente b, b’ € S. Afirmamos que ~ es una relacion de equivalencia
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en R x S. La reflexividad y simetria son evidentes, s6lo probaremos la transitividad.
Supongamos que (a,s) ~ (a’,s") y (d’,s") ~ (a, §), entonces existen b, V', ¢, € R tales
que sb = s'b' € S (1), ab = d'b € R (2), s'c =53¢ € S (3), dc = ac € R (4). De
(s'c)S N (sS'V)R # 0, existen r € Ry t € S tales que s'b'r = s'ct € S (5). Como
s'(b'r — ct) = 0, usando la reversibilidad derecha tenemos que existe un ¢’ € S tal que
(b'r — ct)t’ = 0, de aqui que b'rt’ = ctt’ (6). Ahora,

sbr = s'b'r (por (1))
= s'ct (por (5))
=3dlte S (por (3) yt€S)

Luego, s(brt) = 5(c'tt’) € S. También tenemos que:

a(brt’) = (ab)rt’
(

= (a't)rt' (por (2))
=d'(V'rt")
= d/(ctt') (por (6))
= (d'o)tt’
= (acd)tt' (por (4))
= a(ctt")

Notese que si ¢ = 1 en la definicion de ~, entonces (a, s) ~ (ab, sb), puesto que
sb = 1s = s € S tiene sentido. Por tanto, podemos penzar en ~ como la relacion de

equivalencia que identifica a (a, s) con (ab, sb) para todo a € R, s € S con sb € S.

Escribiremos a/b 6 as™! para la clase de equivalencia (a, s). El conjunto de todas

las clases de equivalencia sera denotado por RS™!.

Para definir la adicién en RS™!, observemos que dos fracciones a,/s; v as /sy pueden
b

ser llevada a su minimo comtn denominador. De s15 N sy R # (), obtenemos que existen
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r € Ry s € S tales que sor = s15 € S, asi tenemos ay/s1 = a15/$18,y aa/S2 = asr/ssr.

Podemos definir la adicion:
ai1/s1 + as/ss = (a1s + agr)/t , donde t = s15 = sor.

(RS™!,+) es un grupo aditivo (ver Lam [9], Cohn [1]), con elemento neutro 0/1. La

aplicacion ¢ : R — RS~ dada por ¢(a) = a/1 es un homomorfismo de grupos con
Ker(p) ={a € R|(a,1) ~(0,1)} ={a € R|as =0 para algin s € S}.

Como se esperaba. Para definir la multiplicacion de las fracciones a1/s1 y as/ss, usemos

s1RNMayS # () para encontrar r € Ry s € S. Entonces definimos

(a1/s1)(as/s2) = (a17)/(s28).

Manteniendo en cuenta que (a;s7")(ags; ') podria ser :

al(sflag)sgl = al(rs’l)sgl = (alr)(SQS)’l.

Notese que 1/1 es el elemento identidad multiplicativa en RS™! y la funcién ¢
define justamente un homomorfismo de anillos de R en RS™!. También 1/s (s € 5)
es el inverso de ¢(s) = s/1, asf  es S-inversion. Vemos que a/s = ¢(a)p(s)~!. Hemos

mostrado que RS™! es un anillo derecho de fracciones de R con respecto a S. W

Corolario 1.1. [9] Si S es un conjunto denominador derecho, entonces ¢ : R — RS™!
es un homomorfismo S-inversion. En particular, existe wun dnico isomorfismo

g: R — Rg tal que goe =, donde ¢: R — Rg.

También tenemos la nocién de permutabilidad izquierda, reversibilidad izquierda
y conjunto denominador izquierdo. Si S es un conjunto denominador izquierdo, el
anillo de fracciones izquierdo de R con respecto a S es denotado por S™'R. Del

Corolario 1.1 y su correspondiente version izquierda tenemos:



Corolario 1.2. [9] Si RS~ y S™'R ezisten, entonces RS™'=S™'R

Corolario 1.3. [J] Si S es central en R, entonces S es un conjunto denominador

izquierda y derecha y podemos identificar RS~ con S™'R.

Definicién 1.10. [9] Hablamos de RS~ = S™'R, como una localizacion central de
R.

Definicion 1.11. [9] Decimos que un elemento s € R es un elemento regular si

este no es un divisor de cero a derecha ni a izquierda.

Notese que si S consiste de elementos regulares entonces, S es claramente reversible

a izquierda y a derecha.

Definicion 1.12. [9],[1] Sea S el conjunto multiplicativo de todos los elementos
requlares. Decimos que R es un anillo de Ore derecho si y sdlo si S cumple con
la condicion de Ore derecha si y solo si S es permutable derecho, si y sdlo si RS™1
existe. En este caso, hablamos de RS~ como el anillo derecho cldsico ¢ campo de

fracciones y lo denotaremos por QL,(R) ¢ simplemente por D.

Los anélogos izquierdos a estas nociones son definidas en forma similar.

Definicion 1.13. [9] Si R es un anillo de Ore izquierdo y derecho decimos que R es
un anillo de Ore, en este caso Q% (R) = Q' (R) (por Corolario 1.2)

cl

Notese que todo anillo conmutativo es un anillo de Ore, de acuerdo con el Cor. 1.3.

Definicion 1.14. [9] Sea R un dominio y S = R*. Luego el dominio R es un
dominio de Ore derecho (resp. Ore izquierdo) si y sdlo si R satisface la condicion
de Ore derecha (resp. izquierda).

Un anillo de divisién es un anillo de Ore.

10



Capitulo 2

x-orden

2.1.  Orden de Baer

Definicion 2.1. [[10],Definicion 1.1] Si R es un semicampo', un orden de Baer en

R es un subconjunto P de S(R) que satisface las siguientes propiedades:

(1) 1eP

(2) P+PCP

(3) rPr* C P para todor € R
(4) PU—-P=S(R)

(5) PN P ={0}

'TLos semicampos también son llamados anillos de divisién.
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Un #-orden (también llamado un orden de Jordan) es un orden de Baer que satisface

la condicién adicional

(6) a,be P=ab+baec P

Definicion 2.2. [[10],Definicion 1.2] Si R es un anillo, un orden de Baer en R es un

subconjunto P de S(R) que satisface las siguientes propiedades:

(1) 1ePy-1¢P

(2) P+PCP

(3) rPr* C P para todor € R
(4) PU—P = S(R)

(5) Para todo a,b € S(R), aba € PN—P =a€ PN—-Po6be PN-P

Un *-orden (también llamado un orden de Jordan) es un orden de Baer que satisface

la condicion adicional

(6) a,b€ P=ab+ba€ P

El conjunto P N —P es llamado el soporte de P.

Como es usual en la geometria algebraica real, aqui usaremos que el soporte es
nulo, esto difiere de las primeras definiciones en donde se toma al soporte como un

conjunto vacio, es decir se excluye al cero de los ordenes.

Aunque hemos hablado de orden de Baer un poco, estamos interesado principal-

mente en este trabajo en *-orden.

12



La operacion rar* vista arriba ocurre tan frecuentemente que le daremos el nombre

x-conjugacion.

Proposicién 2.1. Cuando R es un anillo de division ?, la Definition 2.1 es equivalente
a la Definicion 2.2.

Demostracion: Definicion 2.1 = Definicién 2.2

Por hipotesis tenemos que 1 € P, falta ver que —1 ¢ P. Si —1 € P, entonces
1 € —P. Asi, 1 € PN —P, esto contradice la Defenicion 2.1 parte (5). Por tanto
—1 ¢ P. Las condiciones (2),(3),(4) y (6) son evidentes por la Definicion 2.1. Para la
condicion (5). Supongamos que aba € PN —P = {0}. Entonces, aba = 0, como R es
un anillo de division, tenemos que a = 0 6 b = 0. Por tanto,a € PN—P 6 be PN—P.

Definicién 2.2 = Definiciéon 2.1

Las condiciones (1),(2),(3),(4) y (6) son evidentes por la Definion 2.2. Solo falta
chequear que (5) también se cumple. Supongamos que PN—P # {0}. Seaa € PN—P
tal que a # 0. Como R es un anillo de division existe a~!'. Luego, por ser a un
elemento de P N —P, tenemos que a € Py —a € P. Por la condicion (3) se tiene que
a® =aaa* € Py —a®>—2a* —a = (a+1)(—a)(a+ 1) € P, usando ahora la condicién
(2) de la definicion tenemos que —2a? = (—a® — 2a*> — a) + a + a®> € P. Nuevamente
por la condiciéon (3), obtenemos —2 = a~'(—2a*)(a™)* € P, ((a™')* = a™!, vea la
proposicion 1.1 (6)). Luego, —1 = =2+ 1 € P, esto contradice la condicion (1) de la
Definicion 2.2. W

En la definicién 2.2 se habla de un *-orden que puede no existir, es decir puede
haber un anillo con involucién que no tiene *-orden. Esto se vera en los dos siguientes

ejemplos.

2Los anillos de divisién también son llamados semicampo.
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Ejemplo 2.1. Sea R el anillo de las matrices de orden 2 definida sobre R. Una in-

volucion en R, es la transpuesta de una matriz, es decir:
*
x oy x oz
Z w Yy w

Se puede chequear facilmente que ésta aplicacion es una involucion. Si

< vy ) € S(R), entonces:

(G )

Por tanto S(R) = { ( vy ) | x,y,w € R}. Supongamos que P es un *-orden
y w
: -1 0 .
del anillo R. Como A = 01 ) € S(R), por la Definicion 2.2 (4) tenemos que

Ae P 6 A€ —P.Procedamos por casos, primero supongamos que A € P, por la

Definicion 2.2 (3) tenemos que:

)G

También aplicando la Definicion 2.2 (3) tenemos:

0 0 00\[{-to\[0o0Y
= S
Ahora aplicando la Definicion 2.2 (2) obtemos:
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() ) e

Esto contradice la definicion 2.2 (1). Para el segundo caso supongamos que —A € P.

Por la Definicion 2.2 (3) tenemos que:

() s) (oa) e

También aplicando la Definicion 2.2 (3) tenemos:

)0 G ey

Ahora aplicando la Definicion 2.2 (2) obtemos:

() ) ) e

En este caso también se contradice la Definicion 2.2 (1). La contradiccién proviene

de haber supuesto que R tiene un *-orden.

Veamos otro ejemplo de un *-anillo que no tiene x-orden.

Ejemplo 2.1. Sea R el anillo de las matrices triangulares inferiores de orden 2 defini-

da sobre R. Definamos una involucion en R, como sigue:

)0
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Se puede chequear facilmente que ésta aplicacion es una involucion. Si

( z Y ) € S(R), entonces:

| o)) (Gn)- ()=

Ty

Por tanto S(R) = { 0
x

> | x,y € ]R}. Supongamos que P es un *-orden
. .. 1 0
del anillo R. Entonces, por la Definicion 2.2 (1) tenemos que 01 € Py
10 . ..
- < 01 ) ¢ P. Pero también por la Definicion 2.2 (3) tenemos que:
10 1 o0\[{10)[/-10Y\
— = e P
(Ol) <O 1)(01)(0 1)
Esto es una contradiccion por tanto R no tiene un x-orden.

Ejemplo 2.1. Sea R el anillo conmutativo de las matrices diagonales, con involucion

0
la identidad. Entonces P = { ( ?): ) lyeR y x> O} es un x-orden.
Yy

a9 0

0
Demostraciéon: Notese que S(R) = R. Sean ( C(L)l ) , ( 0 &
2

by
A (%)Y 5=(* Y )en
0 vy 0 w

1 0 -1 0
(1) ( ) epr vy ( ) ¢ Py, esto ocurre por las definicion de P;.

)EPlysea

01 0 -1

aq 0 a9 0 a1+a2 0
2 + = € P, (porque a; + ay > 0).
()<Ob1> <0b2> ( 0 bl+b2> 1(pq 1 2 )
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0 0 0 ‘a0
) x ax xr _ [ T;! € P, (porque z%a; > 0).
0y )\ 0 b /J\0y 0 y?b

(4) PLU-P, C R= S(R).Sea A € R = S(R) como arriba tenemos dos posibilidades
para x, la primera es que x > 0 y como consecuencia A € P; y la segunda es que
x < 0y como consecuencia A € —P;. De estas dos posibilidades tenemos que
R C P U—P;. Por tanto P,U—P;, = R=S(R).

(5) Sea A como arriba A € PN —P;, entonces x >0 y x <0, de aqui que z = 0.
00

Por tanto P, N —P, = { ( 0 ) |y € ]R}. Sea A, B como arriba, tales que
Yy

ABA € PyN—P; (recordemos que S(R) = R). Efectuando la multiplicaciones de

2z 0

2

€ PN —P,, de aqui que 2%z = 0,
0 vy w

estas matrices tenemos que (

luegox =0 6 z=0,portanto Ac PN—-P, 6 Be P N—-PF.
a; 0 a; 0 a; 0 a; O 2a1a 0
(6) 1 2 n 2 1 _ 102 e P,
0 bl 0 b2 0 b2 0 bl 0 2&2[)2

Por tanto P; es un *-orden. Notese que el soporte de P es diferente de {0} y es infinito.

0
g >|y20yx€R}esun*-orden.
Y

z 0 -1 0
Pero, P3 = |2,y > 0p no es un x-orden. Ya que A =
0 vy 0 1

es un elemento simétrico de R que no pertenece a P; ni pertenece a —Ps.

También se puede chequear que P, = { (

En el siguiente teorema establecemos el niimero de *-6rdenes que tiene el anillo de

las matrices diagonales de orden n con involucion la identidad.

Teorema 2.1. Si R es el anillo de las matrices diagonales de orden n. Con involucion

la identidad. Entonces el nimero de x-drdenes de R es n.
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Demostracién: Sea n un entero positivo fijo. Denotaremos por [, a la matriz identi-
dad de orden n. Para i € {1,2,...,n} definamos P, = {A € R|a;; > 0}. Veamos que

este conjunto es un *x-orden de R.

Sean A = (a;j)nxn ¥ B = (bij)nxn dos matrices en el conjunto P, y C =

(¢ij)nxn ¥ D = (d;j)nxn elementos de R. Entonces:

(1)
(2)

(3)

(6)

Por definicién de P; tenemos que I, € P, y —1I, ¢ P,

A+ B = (aij)nxn+ (bij)nxn = (aij +bij)nxn. Como A, B € P;, entonces a;; > 0
y b;; > 0, como consecuencia a;; + b;; > 0. Por tanto A+ B € P,.

Por propiedad de multiplicaciéon de matrices diagonales tenemos que
CAC* =CAC = (Ci’jai’jCivj)an = (Cijaid‘)an.

Como A € P; tenemos que a;; > 0 y como consecuencia cﬁiaiﬂ- > 0. Por tanto
CAC* € P,.

Como * es la identidad tenemos que P,U—P; C R = S(R). Sea C' € R como arriba
tenemos dos posibilidades para c; ;, la primera es que ¢;; > 0y como consecuencia
C € P, y la segunda es que ¢;; < 0y como consecuencia C' € —F;. De estas dos
posibilidades tenemos que R C P, U —P,. Por tanto P,U —P, = R = S(R).

Sea C como arriba C € P,N —PF, (S(R) = R), entonces ¢;; > 0y ¢;; <0, de
aqui que ¢;; = 0. Por tanto P, N —P, = {(d; j)uxn € R|d;; = 0}. Sea C, D como
arriba, tales que CDC € P, N —P; (recordemos que S(R) = R). Efectuando la
multiplicaciones de estas matrices tenemos que C'DC = (cf,jdm)nxn e P,N—-F,
de aqui que c?jidi,i = 0, luego ¢;; = 0 6 d;; = 0, por tanto C' € P,N—F; ¢
DePN-—P,.

Como R es el anillo de las matrices diagonales tenemos que

AB + BA =2AB = (2ai,jbi,j)n><n~
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Luego, por ser a;;b;; > 0 ya que a;; > 0y b;; > 0 tenemos que AB + BA € P,.

Por tanto P; es un *-orden. Notese que el soporte de P; es diferente de {0} y es

infinito.

Sea P un *-orden de R. Veamos que existe i € {1,2,...,n} tal que P = P,.
Para r € {1,2,...,n}, sea A, = (a;;)nxn € R dada por a;; = —=1sii =j =r
y 0 en otro caso. Si A, € P para cada r € {1,2,....,n}, entonces por Defini-
cion 2.2 (2) tenemos que —I,, = Ay + Ay + - - -+ A, € P, pero esto contradice la
Definicion 2.2 (1), por tanto existe un ¢ € {1,2,...,n} tal A, ¢ P. Como el pro-
ducto de matrices diagonales es el producto componente a componente, entonces
AL As = Opsn, siT # s, aqui O,,x, representa la matriz nula de orden n x n. Ahora
supongamos que existe un k € {1,2,....n} tal que k £ty Ay ¢ P. Sea B = A; — A;.
Como R = PU—P, supongamos que B € P por Definicion 2.2 (3) tenemos que
A;BA; € P. Pero, A;BA; = A3 — AjA Ay = A? — Onxn = Ay, De aqui que A; € P,
pero esto es una contradiccion. Ahora, supongamos que —A; + Ay = —B € P. Nue-
vamente por la Definicién 2.2 (3) tenemos que Ai(—B)A, € P, ademds se tiene que
Ap(—B)Ap = —A A A, + A3 = O,un + A3 = Ay Luego, Ay € P, que nuevamente es
una contradicciéon. La contradiccion proviene de haber supuesto que t # k. Por tanto
existe un unico t € {1,2,...,n} tal que A, ¢ P.

Supongamos que existe una matriz C' = (¢;j)nxn € P tal que ¢z = —c < 0
(¢ > 0). Sea D = (d; j)nxn dada por d;; = % sii=j =ty 0 en otro caso. Por la
Definicion 2.2 (3) tenemos que D*C' = DCD € P. Por ser D y C matrices diagonales
tenemos que D?C' = (d7 ;Cij)nxn, luego d; jc;; = (\/LE)Q(—C) =—-1,sii=j5=ty
d%’jci’j = 0 en otro caso, asi por la definicion de A; se tiene que A, = DC'D € P, pero
esto es una contradiccién. Por tanto, VC' € P, ¢;; > 0. De esta forma hemos probado
que P C P,. Supongamos que P # P, entonces existe un C' € P, tal que C' ¢ P. Como
R =PU—P, entonces —C € P, asi ¢,y > 0y —cip > 0 (por definicion de P, y por ser
P C P,), luego ¢;; = 0. Notese que hemos probado que A, € P, Vk € {1,2,...,n}—{t},
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de aqui tenemos que £ = Ay +---+ A, 1+ A1 +---+ A, € P. Como P es cerrado bajo
el producto de Jordan se tiene que 2((—FE)C) = E(—C)+(—C)E € P. Notese que —F
es casi la identidad, solo difiere en que la componente e;; = 0, pero como ¢;; = 0 y el
producto de matrices diagonales es el producto componente a componente, entonces
(—E)C = C, de aqui que 2C = 2((—F)C) € P. Por ser P cerrado bajo la adicion
y bajo la s-conjugacion tenemos que C' = (3I,)(2C + 2C)(31,) € P, esto es una

contradiccion. Luego, P = P;. Por tanto R tiene exactamente n x-orden. W

x
Ejemplo 2.1. R = { ( 0 4 ) |z, y € R} es un anillo conmutativo, con involucion
x

" ~ 0
dada por: vy = . 4 . Entonces P = { . |z > O} es un
0 x 0 « 0 x

*-orden.

Demotracién:
Se puede chequear que R es en efecto un anillo conmutativo. Probemos que la aplicacion

% es una involucion en R.

b
Sean A = vy y B= ¢ elementos de R. Entonces:
0 =z 0 a

e ((50) ) -0 ) - (0r) -
B*A*:<a b>*<xy>*:<a—b><x —y):<xa —ya—xb>‘
0 a 0 =z 0 a 0 =z 0 ra

Por tanto (AB)* = B*A*.
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(3) (A+B>*:(x+a —y—b) yA*+B*:<$+a —y—b)‘

0 T+ a 0 r+a

Por tanto (A + B)* = A* + B*.

De (1),(2) vy (3) tenemos que * es una involucion.

Si A= < vy ) € S(R), entonces:
0

A:A*:xy:xij_y:xyéy:().
0 =z 0 =« 0 =z 0 =x

0

N >|xER}

x

Por tanto S(R) = {

/N
o

10 -1 0
(1) ( ) eEP vy < 0 > ¢ P, esto ocurre por las definicion de P.

ap 0 az 0 a1 + az 0
) n _ € P (pues a; + as > 0).
()<O a1> (0 a2> ( 0 “1+a2> =0
0 * ‘a0
3 Yy ow ay y w _ [ Y™ € P (pues yia; > 0).
0 y 0 a 0 y 0 v

(4) Por la definicion de S(R) y la definicion de P, tenemos que P U —P = S(R).
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(5) Sea A como arriba A € PN —P, entonces x > 0 y 2 < 0, de aqui que
00

0
ABA € PN —P,. Efectuando la multiplicaciones de estas matrices tenemos que

x = 0. Por tanto PN —P = { } Sea A, B como arriba, tales que

2’z 0 ) ) )
€ PPN—P, de aqui que z°2 =0, luego xr =0 6 2z =0,
0 a2z

pOI't&HtOAGle—Pl o) BEle—Pl.
ap 0 as 0 ay 0 ap 0 2a1a 0
(6) 1 2 n 2 1 _ 1a2 c P
0 aq 0 a9 0 a9 0 aq 0 2&1&2
Este ejemplo nos permite obtener la siguiente conclusion; una involucién en un

anillo comutativo no necesariamente es la identidad. Aunque si la involucion es la

identidad, tenemos que el anillo es conmutativo.

Ejemplo 2.1. Como el anillo del ejemplo anterior es conmutativo podemos considerar

como involucion la tdentidad. Se puede demostrar que P = { ( z Y ) |z > 0}, es

x
0 y
un x-orden y su soporte es PN —P = 0 0 lyeR ;.

Observaciéon 2.1. Un hecho que vamos a usar varias veces es que toda norma estd en
P, pero no toda traza estd en P. En efecto, sear € R. Como 1 € P y P es *x-conjugado
tenemos que rr* = rlr* € P. Ahora bien, (—1) + (—=1)* = =2 ¢ P y esto prueba que
no toda traza estd en P. Ademds, si x € S(R), entonces x*> € P. En efecto, como P

es x-conjugado y 1 € P obtenemos que v? = vlx = xla* € P.

En la siguiente proposicion consideramos algunas propiedades del soporte, que

seran usadas en otras pruebas.
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Proposicion 2.2. Supongamos que P es un orden de Baer del anillo R. Entonces:

(1)

1¢ PN—P

(2) re PN—P = —x € PN-P

3) reS(R)yz*e PN—-P=z€PN-P

(4)
(5)

Si m es un entero positivo, z € S(R) y 2" € PN —P, entonces © € PN —P

P N —P es *-conjugado.

6) r+ye PN—Pyzx,ye P=z,yce PN—P.

(7)
(8)

P N —P es un subgrupo de S.

rePN—-P=x>c PN—-P

Demostracion:

(1)
(2)
(3)

Sile PN—P,entonces 1 € Py —1 € P, esto es una contradiccion.
Sixz € PN —P, entonces —(—z) =z € Py —x € P. Por tanto —z € PN —P.

Si 2?2 € PN —P, entonces zlx = 22 € PN —P, esto implica que x € PN —P 6
1 € PN—P. Pero por la parte (1) tenemos que —1 ¢ PN —P. Por tanto tenemos
que r € PN —P.

Supongamos que 2" € PN —P, donde n es un entero positivo. Sea k el menor
entero positivo tal que ¥ € PN—P. Afirmamos que k = 1, en efecto, supongamos

k€ PN —P, esto implica que

que k > 1. Si k es par entonces 25125 = 1
22 € PN—P 6 1€ PN —P. Por la parte (1) tenemos que 1 ¢ P N —P. Por

tanto 23 € PN — P, pero esto contradice la minimalidad de k. Si k es impar
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entonces 7 xx' 7 = 2% € PN—P. De aqui que 25 € PN—Péx €PN —P,
pero en los dos casos se contradice la minimalidad de k. Por tanto k£ = 1, y como

consecuencias hemos probado que r € PN —P.

(5) Sear € Ry x € PN—P, entonces x, —x € P. Por ser P *-conjugado tenemos que
rer*,r(—z)r* € P, esto implica que rzr*, —rzr* € P. Por tanto rxr* € PN —P,

esto muestra que P N —PF es *-conjugado.

(6) Sean x +y € PN—P y x,y € P. Entonces z +y,—(z +y) € P. Esto implica
que —x —y € P. Como P es cerrado bajo la adicion, y por hipotesis se tiene que
x,y € P, entonces tenemos que —y = —xr —y+r € Py —ur=—-—xrx—y+yeP.
De esta forma tenemos que —z, —y € P. Por tanto z,y € PN —P.

(7) Sean x,y € PN —P, entonces z,y € Py —x,—y € P. Por ser P cerrado bajo
la adicion tenemos que x +y € Py —(z +y) = (—x) + (—y) € P. Por tanto
r+y e PN —P.Por (2) tenemos que —y € PN —P, luego x —y € PN —P.

(8) Sea x € PN —P. Entonces, por (5) obtenemos que z* = xzx = zrz* € PN —P,

de esta manera hemos probado que x, 23 € PN —P (I). Luego,

rePNP=(z+1)z(x+1)"e PN—-P (por (5))
=1’ + 21 +2 € PN—P
= 2"+ 2% + 2+ (—2)+ (—=2°) e PN —P (por (I) y (7))
=2z € PN—P

1 1\"
= 2’ = <§> (22 + 227) (5) ePnN-P (por (5) y (7)) [
Marshall [10] muestra en la siguiente proposicion que el soporte genera un ideal

rimo p s-cerrado® en R. Asi, R/p es un dominio con una involucién inducida, que
) ) q

otra vez denotaremos por .

3Un conjunto A de un anillo R se dice que es x-cerrado si y sélo si A* = A.
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Proposicion 2.3. [[10],Proposicion 1.5] Supongamos que P es un orden de Baer del

anillo R. Entonces:

(1) p={a € R| aa* € PN —P} es un *ideal primo de Ry pNS(R) =P N —PF.

(2) Si P es un *-orden entonces P N —P es un ideal de Jordan primo de S(R).

Demostracion:

(1) Supongamos que a € p. Entonces por definicion de p se tiene que aa* € PN —P.
Por la Proposision 2.2 (5) tenemos que (a*a)? = a*(aa*)a € PN —P y usando
nuevamente la Proposision 2.2 (3) se obtiene que a*a € P N —P. Por tanto
a* € p.Sia€pybe R, entonces (ba)(ba)* = blaa*)b* € PN —P (por la
Proposicion 2.2 (5)), asi ba € p. Similarmente como a* € p y b* € R, se tiene
que b*a* € p. Como consecuencia, ab = (b*a*)* € p. Para a,b € p se tiene la
formula (a + b)(a + b)* + (a — b)(a — b)* = 2(aa* + bb*) € P N —P (Proposicon
2.2(7)). Por Observacion 2.1 tenemos que, (a +b)(a +b)*,(a —b)(a —b)* € Py
por tanto a +b,a — b € p (Proposicion 2.2 (6)). De esta manera hemos probado
que p es un *-ideal de R. Solo falta probar que p es primo. Sean a,b € Ry ab € p.
Entonces a(bb*)a* = ab(ab)* € PN —P, luego (a*a)(bb*)(a*a) € PN —P (Prop.
2.2 (5)). Por Definicion 2.2(5), tenemos que a*a € PN—P 6 bb* € PN —P, esto
implica que a* € p 6 b € p. Como ya probamos que p es *-cerrado, entonces
a € pob e p Por tanto p es un *-ideal primo de R. Ahora probemos que
pNS(R)= PN —P, en efecto:

acpnNS(R)=acphacSR)
=a’=aa* € PN—PAacS(R)
=a€PN-P (por Proposicion 2.2 (3))
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acPN—-P=a*€cPN-P (por Proposicion 2.2 (8))
=a*=aa*€ PN—PAac S(R) (ae PN—P C S(R))
=a€phacS(R)
=a€pnS(R)

Por tanto pN S = PN —P.

Supongamos que P es un *-orden de R. Probemos que PN —P es un ideal primo
de Jordan de S(R). Por la Proposicion 2.2 (7) tenemos que el soporte es un
subgrupo de S(R) bajo la adicion. Sean a € PN—P y b € S(R). Entonces, como
S(R) = PU—P, tenemos que b € P 6 —b € P. Supongamos que b € P, asi,

ace PN-PANbeP=a€PAN—acPANbeDP
= ab+ba € PN —(ab+ba) = (—a)b+ b(—a) € P
=ab+bac PN—-P

Ahora supongamos que —b € P, entonces:

acPN-PN-beP=acPAN-acPAN-bEP
= a(=b) + (=b)a € PA(—a)(=b) + (=b)(—a) € P
= —(ab+ba) € P ANab+ba € P
=ab+bac PN—-P

Por tanto P N —P es un ideal de Jordan. Por la Proposicion 2.2 (1) tenemos
que 1 ¢ PN —P. Sean a,b € S(R) tales que ab + ba € P N —P. Pode-
mos suponer que a,b € Py a—b € P. Entonces, por ser P un x-orden

obtenemos (a — b)b + b(a — b) = (ab + ba) — 2b*> € P. Por hipotesis se tiene que
ab + ba es un elemento de P N —P, de aqui que —(ab + ba) € P. Por tanto
—2b* = (ab + ba) — 2b* — (ab + ba) € P. Por Observacion 2.1 también tenemos
que b? € P, luego 2b* = b>+b* € P. De esta forma obtenemos b2b = 2b* € PN—P.
Asi;ibe PN—=P 6 2€ PN—P.Puestoque2 ¢ PN—P (2 € PN—P, entonces
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—2 € P,y de aqui que —1 = =2+ 1 € P, esto es una contradiccion), entonces

b € PN —P. Por tanto el soporte es un ideal de Jordan primo W

Proposiciéon 2.4. [[10],Nota 1.6] Para todo orden de Baer (respectivamente x-orden)

de R con soporte PN—P, la imagen de P en R/p es un orden de Baer (respectivamente

x-orden) en R/p con soporte {0}.

Demostracion:

Supongamos que P es un orden de Baer. Sea Q) = {a+p|a € P}. Veamos que @ es un
orden de Baer. Como P C S, entonces Q@ C S(R/p) (Q C{a+plaec S} =S(R/p)

por Observacion 2.2)

(1)

Como 1 € P entonces 1+ p € Q). Supongamos que —1 + p € @), entonces existe
un a € P tal que —1+p = a+ p, luego —1 — a € p, asi por definicion de p
tenemos que (1+a)?> = (—1—a)(—1—a)* € PN —P, por Proposicion 2.2 (3) se
tiene que 1+a € PN—P. Por tanto —1 —a = —(1+a) € P, y por ser P cerrado
bajo la adicién tenemos que —1 = —1 —a 4+ a € P, esto es una contradiccion.
Por tanto —1+p ¢ Q.

Probemos que Q + Q C Q.

Sean = + p,y + p € () entonces existen a,b € P talesque xt +p = a+py
y+p=>b+p. Luego, (x+p)+(y+p)=(a+p)+(b+p) =(a+d)+peq,
pues a+b e P.

Probemos que @) es *-conjugado.
Sean z +p € R/py y+p € Q. Entonces existe un a € P tal que y +p = a + p.

luego, (z+p)(y+p)(z+p)" = (z+p)(a+p)(z+p)" =zaz” +p € Q; pues, por
ser P x-conjugado tenemos que xax* € P.

Veamos que Q U —Q = S(R/p).
Sea r € QU —(Q, entonces © € Q 6 —x € Q. Si x € (@, entonces existe un
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a € Ptalquex = a+p. Luego, z =a+p e {b+p|be S} = S(R/p). Si
—x € @ entonces procediendo en forma andloga tenemos que —z € S(R/p), asi
x € S(R/p). Por otra parte si b+ p € S(R/p), entonces existe un a € S(R) tal
que b+p =a+p. Porser S(R) = PU—P,entonces b+p=a+p € QU —0Q.
Por tanto Q U —Q = S(R/p).

Probemos que Q@ N —Q = {0}.

Como —p = p € @, entonces {p} C Q@ N —Q. Para probar la otra inclusion, sea
xr € QN —Q. Entonces, x € Q y —x € ), asi existen a,b € P tales que x = a+p
y £ = —b+ p, por tanto a + b € p, luego (a + b)* = (a + b)(a + b)* € PN —P
y por Proposicion 2.2 (3) tenemos que a +b € PN —P, usando nuevamente la
Proposicion 2.2 (6) tenemos que a,b € PN —P. Por tanto aa* =a®> € PN—Py
bb* = b?> € PN —P (ver Proposicion 2.2 (8)), en consecuencia a,b € p. De esta
manera tenemos que * = a+p = p. Asi, QN —Q C {0}. Luego, si P es un orden

de Baer, entonces () también es un orden de Baer.

Supongamos que P es un x-orden de Jordan. Sean = + p,y + p € () entonces
existen a,b € P talesque z +p=a+py y+p=>0b+p. Luego,

(z+p)y+p)+@+p)z+p)=(atp)(b+p)+(+p)atp)
= (ab+ba)+p€Q (pues, ab + ba € P)

Por tanto si P es un *-orden entonces () es un *-orden. W

Observacion 2.2. La proyeccidn candnica 7 : R — R/p, dada por w(x) = x + p

es un homomorfismo de anillo, ademds es un *-homomorfismo, en efecto, tenemos

lo siguiente: w(x*) = z* +p = (x + p)* = (w(x))*. Para recuperar el orden de Baer

(respectivamente x-orden) inducido en R/p utilizaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5. [[10], Proposicion 1.7 Supongamos que f : A — B es un x-homo-

morfismo de anillos con involucion tal que f(1) = 1. Sean Sa y Sp los conjuntos de
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elementos simétricos de A y B respectivamente. Entonces, para cada ordenacion de
Baer (resp. *-orden) Q de B, f~1(Q) NS4 es un orden de Baer (resp. x-orden) de A.

Demostraciéon: Supongamos que () es un orden de Baer de B. Veamos que el con-
junto f71(Q) NS4 es un orden de Baer de A.

(1) Como f(1)=1 7y f(=1)= —1,entoces 1 € f7H{Q)NSs y =1 ¢ f~1(Q) N Sa.

(2) Sean z,y € f~1(Q)NS4. Entonces f(z), f(y) € Q y x,y € Sa4. También tenemos
que f(x+y)=f(x)+fly) €Q y z+y € Sa. Portantoz+y € fHQ)NSa.

(3) Sean x € f~1(Q)NSayr € A. Entonces, f(z) € Qy =z € Su. Por ser Q
k-conjugado y f un *-homomorfismo se tiene que f(rar*) = f(r)f(x)f(r)* € Q.
Por tanto, rzr* € f~1(Q) N Sa.

(4) Antes de comenzar la prueba de (4), probemos lo siguiente:

(a) Sa C f71(Sg). En efecto, si x € S4, entonces f(z)* = f(z*) = f(x). Por
tanto, f(x) € Sp, de aqui obtenemos que x € f~1(Sg). De esta manera

hemos probado que S4 C f~(Sg). Luego, tenemos que:

(FHR)INSHU—(fTHQ)NSA) = (f7H(Q) N Sa) U (=fH(Q) N —Sa)
= (U QNS U(=fHQ) N Sa)
=(fFH(QU—-F1Q))NSa
= (fHQU(-Q) NS4
= H(QU-Q)NS4
= f71(SB) N Sa
=54 (por (a))



(5) Sean z,y € Sy tales que zyz € (f~H(Q) N Sa) N —(f~1Q) N Sp). Entonces,

f@)f)f(z) e QN —-Q y [f(z),f(y) € Sa, por tanto f(z) € QN —-Q 6
f(y) € QN —Q. Luego,
z € (fTHNSH)N=(fTHQ)NSA) 6 ye (fFHQINSH)N=(fHQ)NS4).

De todo lo anterior podemos concluir que f~!(Q) NS4 es un orden de Baer.

(6) Su pongamos que @ es un x-orden. Sean x,y € f~(Q) NS4, entonces
fl@), fly) €Qy xz,y € Ss. Porser f un homomorfismo tenemos que

flay+yz) = f(@)f(y) + f(W)f(z) €Q yasi azy+yxe fTH(Q)NSa.

De esta manera hemos probado que f~1(Q) N S4 es un *-orden. M
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Capitulo 3

x-ordenacion extendida y x-valuacion

En este Capitulo estamos interesados en extender (en el sentido de la inclusion) a
un *x-orden en un conjunto cerrado adictivamente y multiplicativamente, conteniendo
algunos de los elementos simétricos. También estudiaremos la teoria de valuaciones en

forma genéricas que nos permitird garantizar que dicha extension existe.

3.1. x-ordenacion extendida

Definicion 3.1. [[10], Definicion 2.1] Un x-orden P del anillo R se dice que se

extiende débilmente si existe un subconjunto ) de R tal que

(1) Q+QCQ
(2) QR CQ
3) Q*=0Q
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(4) rQr* C Q para todor € R,y

(5) QNS =P
Una tal @) se dice que es una extension débil de P. Si se satisface también la

condicién adicional:

(6) rar* € Q = x € Q para cada r € R que no esté en el ideal generado por Q N —Q
también es valido, decimos que () es un *-orden extendido. Un tal () diremos

en este caso que es una extension de P.

Probaremos el siguiente resultado no trivial, debido a Marshall [10].

Teorema 3.1. [[10], Teorema 2.2] Todo *-orden se extiende débilmente.

La prueba de este Teorema serd dada en la proxima seccion. Esta prueba requiere

la consideracion de la teoria de valuaciones en forma genérica.

Proposicion 3.1. Sea Q una x-extension débil de P en el anillo R. Entonces:

(1) aa* € ) para todo a € R.

(2) xe@Q@=z+a"€P.

Demostracion:

(1) Sea = € R. Como toda norma pertenece a P se obtiene que zz* € P, pero P es

un subconjunto de @), asi que zx* € Q.

(2) Sea x € Q. Como @ es x-cerrado, entonces z* € ). De esta forma tenemos

que x +z* € (Q y por ser toda traza un elemento simétrico tenemos que
r+zre@QNSR)=P N
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Denotaremos por S el conjunto mas pequeno de R que contiene a S(R) y es cerrado

bajo la multiplicacion y bajo la operacién unaria a — rar*, r € R. Notese que S*=3.

Proposicion 3.2. [[10], Proposicion 2.3] Supongamos que P es un x-orden del anillo
R y que () C R extiende débilmente a P. Entonces:

(1) QU-QDS

2) QnS={acS|a+a* € P}
(3) QN—Q Cp.

4) QN-QnS=pnSs.

Demostracion:

(1) Como P C @, entonces S = PU—P C QU —Q. Ademas Q es cerrado bajo la
multiplicacion y la operacién unaria a — rar* para todo r € R. Luego Q U —Q)
también es cerrado bajo la multiplicacion y la operacion a +— rar* para todo

r € R. Luego por definicion de S se tiene que S C QU —Q.

(2) Supongamos que z € QN S, entonces z € Q y z € S. Por Proposicion 3.1 (2)
tenemos que x + 2* € P. Por tanto = € {a € S | a + a* € P}. Reciprocamente,
supongamos que = € {a € S | a +a* € P}. Si 2 ¢ Q, entonces por (1) tenemos
que —x € @, asi —z* = (—x)* € Q. Luego, x = (—z*) + (z + 2*) € Q (pues
r+x* € P C(Q), esto es una contradiccion. Por tanto, z € Q.
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(3) Ahora probemos la condicion (3).

reEQN-Q=>2xeQ N —x€Q
Sz, eQ N —x€EQ (Definicion 3.1

—~

3))
2))
= (zz* € Q N zz* € S(R)) N (—zz" € Q N —xa* € S(R))
=o€ QNS(R) N —xz* € QN S(R)

=zx*€P N —zz*€P (P=QnNS(R))
=xz* € PN—-P

=zt eQ N —xx* €Q (Definicion 3.1

—~

=1 Ep

(4) Por (3) tenemos que Q N —Q C p, asi QN —Q NS C p N S. Probemos la
otra inclusién, supongamos que a € p N S. Entonces, a,a* € p, luego
a+a*€pnS=PN—P (ver Proposicion 2.3 (1)) asi, a + a* € P y ademas
(—a) + (—a)* = —(a+a*) € P. Como —1 € S C Sy S es cerrado bajo la
multiplicacion, —a = (—=1)a € S, y por (2) tenemos que a € QN —Q N S. [ |

Para un #-orden P definamos P = {a € S| a + a* € P}, y definamos P® como
el conjunto de todas las suma finitas de P. Notese que P C P¢. Si x € P° entonces
=3 a;, donde z; € Sy x; + 2} € P. Asi, x + 2* = 3 (z; + 2¥) € P. En particular
tenemos que si € S(R), entonces 2z = x + 2* € P asi x = (1)(2z + 22)(3)* € P.
Esto prueba que PN S(R) C P, si € P, entonces = € S pues, S(R) C S, luego
z+a2* =2z +2z € P por tanto € Py como consecuencia z € PN S(R). Esto prueba
la inclusion P C PN S(R). De esta forma hemos probado que PN S(R) = P. Ahora

probemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3. [[10], Proposicion 2.4] Sea P un x-orden. Entonces son equivalentes

las siguientes definiciones:

(i) P se extiende débilmente
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(ii)
(i)

P es cerrado bajo la multiplicacion

para todo a,b € S, a + a*,b+b* € P = ab+ b*a* € P.

Si una de estas tres condicién se cumple, entonces P¢ es la tinica extensiéon minimal

de P y recibe el nombre de *-orden extendido generado por P

Demostracion:

(i) = (ii)

(ii) = (i)

(iii) = (i)

(3)

Supongamos que P se extiende débilmente, entonces existe una extension débil
Q de P. Luego, por la Prop. 3.2 (2), QNS ={a€ S | a+a* € P} = P,y como
Qy S son cerrado bajo la multiplicacién obtenemos que P es cerrado bajo la

multiplicacion.

Supongamos que P es cerrado bajo la multiplicacion. Sean a,b € S y
a + a*, b+ b* € P por definicion de P, a,b € P y como P es cerrado bajo la
multiplicacion obtenemos que ab € P, luego nuevamente por la definicion de P,
ab + (ab)* = ab + b*a* € P.

Supongamos que para todo a,b € S, a+a*,b+b* € P = ab+b*a* € P. Probemos
que P¢ extiende a P débilmente. Sean z,y € P¢, entonces v = Xz;, y = Xy;

donde z;,y; € P entonces:

Como x +y = Yx; + Xy;, es suma finita de elementos de P, entonces z+y € P,

Como z;+x},y;+y; € P, luego por hipotesis, zyy; + (v:y;)* = ziy; +yjz; € P.
Por tanto z;y; € P, luego xy = Mx;Xy; = XXx;y;, asi xy es suma finita de
elementos de P y por tanto xy € P°.

x* = Xx;, como x; + x; = x; + ] € P, entonces z; € P, por tanto ™ € P°.
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(4) Sea r € R, entonces rzr* = Yrx;r*, como P es x-conjugado y x; + zf € P

entonces rz;r* + rajr* = r(x; + xf)r* € P asi re;r* € Py por tanto ror* € Pe.

(5) Ya se prob6 que P°NS = P.

Veamos que P¢ es la tinica extensiéon minimal de P. En efecto, supongamos que
@ es una extension débil de P. Entonces por la Proposicion 3.2 (2) tenemos que
P={acS|a+a"€P}=QnNSCQ.Como P es suma finita de elemento de P y
@ es cerrado respecto de la adicion, entonces P° C Q (P C Q). N

Proposicion 3.4. Sea Q) una x-extension débil en el anillo R con P = QNS(R). Sean
q el ideal (completamente primo) generado por Q N —Q y p el ideal (completamente

primo) generado por PN —P. Entonces q = p.

Demostraciéon: sean q ={a € R|ac* € QN —-Q} yp={a € R|aa* € PN —P}.
Veamos que q = p. En efecto:
reqerre@N—Q

SrrteQ N —xzxt €Q
& (v e N xx* € S(R)) N (—xz" € Q@ N —xa* € S(R))
sSarteQNSR) N —zx* € QN S(R)
szt € P N —xz* €P (yva que P =Q N S(R))
s xxte PN—P

Srep

Por tanto hemos demostrado que q = p |

Proposicion 3.5. [[/], Proposicion 1.3] Sea Q una *-extension en el anillo R con
P =QnNS(R). Sea p el ideal (completamente primo) generado por Q@ N —Q. Sea a y
be elementos de Q) con abe & p. Entonces cb y bac también estin en Q). En particular,

bac + c*a*b* € P. Para todo s € P\ —P yr € R, si rs € @, entonces r € Q.
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Demostracion: Como abe ¢ p, entonces a,b,c ¢ p (ya que de lo contrario como p es
un ideal tendriamos que abc € p esto contradice nuestra hipotesis). También ac ¢ p,
pues si ac € p, entonces a € p 6 b € p (porque p es un ideal primo), y por lo que
probamos anteriormente esto es una contradiccion. Puesto que bc y bb* son elementos
de @, entonces b(cb)b* = (bc)(bb*) € @, luego, por la Definicion 3.1 (6) tenemos que
cb € Q. Ahora a,cb € Q, asi achb € Q y de aqui (ac)(bac)(ac)* = (acb)[(ac)(ac)*] € Q.
Otra vez aplicando (6) tenemos que bac € Q. Entonces bac+c*a*b* = (bac)+(bac)* € P
(por Proposicion 3.1 (2)). Para la parte final, s € P\ — P implica que s ¢ p, ya que
de lo contrario s* = ss = ss* € PN —P y por la Proposiciéon 2.2 (3) tenemos que
s € PN =P, de aqui tenemos que s € —P esto es una contradiccion. Por tanto s ¢ p.
Por hipotesis tenemos que rs € Q y s € P esto implica que srs* = srs € @) (ya que

P C Q) y por la condicion (6) nuevamente tenemos que r € Q). W

Proposicion 3.6. [[4], Proposicion 1.4] Sea P un x-orden en R y sea p igual al ideal
generado por PN—P., Sear € R,r¢p y x € S(R). Si rar* € P, entonces x € P.

Demostraciéon: Asumamos que rzr* € P pero z ¢ P. Como PU—-P = S(R)
y 2« € S(R) entonces —x € P. Luego, —rar* = r(—x)r* € P. Por tanto,

rer* € PN —P. Por Prop. 2.2 (8), (rar*)(rar*)* = (rar*)(rar*) = (rer*)? € PN —P,
luego rxzr* € p. Por hipotesis, 7 ¢ p y luego r* ¢ p (r* € p = r = (r*)* € p). Puesto
que r ¢ P, entonces x ¢ p (x € p, entonces 2> = zz* € PN —P, y por Prop. 2.2 (3),
se obtiene que x € PN —P, y de aqui que = € P, esto es una contradiccion). Como p
es un ideal primo y rzr* € p tenemos las siguientes tres posibilidades: r € p 6z €p 6
r* € p, todos estos casos son contradictorios y las contradicciones provienen de haber

supuesto que x ¢ P. Por tantox € P N

Observacion 3.1. [4] Una reflexion, es que esta prueba se podria haber simplificado
considerando al dominio R/p con el x-orden inducido por P. Para el resto de este
trabajo, supondremos que R es un dominio y que el soporte de un x-orden P bajo

consideracion es {0}. Pero todos estos resultados podrdn ser planteados y demostrados
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para x-anillos en general. Ademds ndtese que cuando R es un dominio y PN—P = {0},
entonces p = {0}. En efecto: a € p si y sdlo si aa* € PN —P = {0}, de aqui que
aa®* = 0, pero como R es un dominio se tiene que a = 0 ¢ a* = 0, luego a = 0. Asi
p C {0}. Claramente tenemos la inclusion {0} C p. Por tanto p = {0}. Este dltimo

resultado serd usado en la prueba de la Observacion 3.2.

3.2. *-valuacion

Supongamos que P es un *-orden en R. Factorizando por el ideal primo p, podemos
suponer que R es un dominio y que P tiene soporte {0}. Estudiaremos la x-valuacion

natural asociada P.

Sea > la relacion de orden en S correspondiente a P, es decir, a < b si y sélo si
a—0b e P. Para a € S(R) definimos

a st a>0
la| = .
—a si a<0

(S(R),+, <) es un grupo abeliano ordenado totalmente. Para a,b € S(R)* escribi-
mos a ~ b para indicar que a y b pertenecen a la misma clase arquimediana, es decir,

existe un entero n > 1 tal que n|a| > |b|y n|b| > |al.

Proposicion 3.7. [[10], Proposicion 3.1] Sean a,b € S(R), entonces:

(1) Si a,b son positivos y a <b, entonces 2a*> < ab + ba < 2b%.
(2) Sia,be P y a<0b,entonces a® < b2

(3) a~bsa®~1?
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Demostracion:

(1) a,be P Na<b=abb—acP
= (b—a)a+alb—a),(b—a)b+bb—a)e P (Def. 2.2 (6))
= ba—a’+ab—a* N V> —ab+b* —ba € P
= ab+ba —2a*> € P A 2b* — (ab+ba) € P
=242 <ab+ba A ab+ba < 2b
= 2a% < ab + ba < 2b*

(2) Por (1) obtenemos que 2a? < 2b?) luego 2(b* —a?) € Py de aqui tenemos que:
b —a? = 1(2(b* — 2a?) 4 2(b* — 2a?))(3)* € Py por tanto a? < b7

(3) (=) Supongamos que a ~ b. Entonces por definicion existe un nimero natural
n>1tal quen|a|>|b] y n|b| > |a| . Entonces por la parte (2) tenemos
que % |b)* > |al> y n?|al® > |b|* por tanto a® ~ b2.

(<) Supongamos que a* ~ b*, entonces por definicién existe un entero n > 1
tal que n|al®> > [b]> v n|b]* > |a|’, de aqui que n%a®> = (n]a])® > |[b]* y
n%b* = (n|b|)*> > |a|’. Sisuponemos que n|a| < |b|. Entonces por (2) tenemos
que (n]al)? < |b|’, esto es una contradiccion por tanto n|a| > |b|, de igual

modo se concluye que n|b| > |a| y por tantoa~b M

Extenderemos la relacion ~ a R* por definicion a ~ b (con a,b € R*) se entiende
que existe un entero n > 1 tal que naa® > bb* y nbb* > aa*. Denotaremos por v(a) la
clase de equivalencia de a y sea I' = {v(a) | a € R*}. Definamos una relacion de orden
> en I' por definicion v(a) > v(b) se entiende que nbb* > aa* para algin entero n > 1.
Este es un orden total en I' y tenemos una aplicacion v : R — I'U{oo} donde oo = v/(0)
se asume que satisface que co >« para todo v € I'. Como aa* = (—a)(—a)*, entonces
v(—a) = v(a). Usando la identidad (a+b)(a+b)*+(a—0b)(a—0b)* = 2aa*+2bb*, tenemos
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que 2aa* 4 2bb* = (a + b)(a + b)* + (a — b)(a — b)* > (a + b)(a + b)*. Supongamos
que 2aa* > 2bb*, entonces v(b) > v(a). Luego, 4aa* > (a + b)(a + b)*. Por tanto,
v(a+b) > v(a) = min{v(a),v(b)}. Por la Proposicion 3.7 (3), la restriccion de v a S

es justamente la valuacion orden en S asociada a P.

Definicion 3.2. [[10], Terminologia 3.2] Dado un x-orden P de un anillo R. Nos

referimos a v como la *-valuacion asocitada a P.

Deseariamos tener una operacion binaria + en I tal que (I', +, <) sea un semigrupo
de cancelacion ordenado totalmente y v(a) + v(b) = v(ab). El problema seria mostrar

que + esta bien definida.

Observacion 3.2. [10] Supongamos que a es un elemento no nulo, entonces se cumple

la siguiente equivalencia:  v(b) > v(by) < v(ab) > v(aby). En efecto,

v(b) > v(by) < nbib] > bb"  para algin n > 1
< nbby —bb* € P
& a(nbib] — bb*)a* € P (la equiv. es por la Prop. 3.6 y p = {0})
< n(aby)(aby)* — (ab)(ab)* € P
< n(aby)(aby)* > (ab)(ab)*
<y

ab) > v(aby)

En particular, v(b) = v(b) < v(ab) = v(aby).

Supongamos que v es *-invariante, esto implica que v(a*) = v(a) para todo
a € R, entonces + esta bien definida, porque si v(a) = v(a;) y v(b) = v(by), entonces
por la Observacion 3.2, v(ab) = v(aby) = v((ab))*) = v(bja*) = v(bja}) = v(aiby).
Como algo adicional tenemos que + es conmutativa:
v(a) + v(b) = v(ab) = v((ab)*) = v(b*) + v(a*) = v(b) + v(a) = v(ba).
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Otra propiedad que deseamos tener es la siguiente: Si a,b € S(R) y a,b # 0,
entonces v(ab — ba) > v(ab) = v(ba). Usaremos esta propiedad para mostrar que todo
x-orden se extiende débilmente. En el caso de semicampo esta propiedad es equivalente
aa,be S(R)ya,b#0, entonces v(aba b=t — 1) > 0 y esto es parafraseado diciendo

que v colapsa conmutadores.

En resumen queremos probar el siguiente resultado:

Teorema 3.2. [[10], Teorema 3.3] Supongamos que R es un dominio integral, P es
una *-orden con soporte {0} yv: R — I'U{oo} es la *-valuacion natural asociada a
P. Entonces:

(1) v es *-invariante.
(2) La operacion + en I' esta bien definida.
(3) (I',+, <) es un semigrupo abelino de cancelacion.

(4) v : R — T'U {0} satisface v(—a) = v(a), v(a +0b) > min{v(a),v(b)} vy
v(ab) = v(a) + v(b)

(5) Sia,be S,y a,b+#0 entonces v(ab — ba) > v(ab) = v(ba).

Necesitamos algunas notaciones y resultados. No existe restriccion al suponer que
Q C R (justamente remplazando R por R ® Q.) Para ¢,d € S(R), d > 0, v(c) > v(d),
escribimos § — 1 para indicar que r es el inico elemento de R satisfaciendo ry <7 <y

para todo 71,79 € Q satisfaciendo md < ¢ < rod.

Sean Ry = {r; € Q|rd < ¢}y Ry = {ry € Q|c < rad}. Probemos que son conjuntos
no vacios y que son acotados superiormente e inferiormente, respectivamente. Como
por hipotesis tenemos que v(c) > v(d), entonces existe un n > 1 tal que |c¢| < nd,

esto implica que —nd < ¢ < nd y de aqui tenemos que R; y Ry son no vacios.
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Supongamos que existen 1 € Ry y 19 € Ry tales que 1 > 79, entonces dry > drs (ya
que (r; —ry)d € P*) y por definicion de 71 y 75 tenemos que dry < rid < ¢ < rod
luego, dro < dry esto es una contradiccion, por tanto r; < ry para todo r; € Ry y todo
r9 € Rs. Por tanto todo ro € Ry acota a Ry superiormente y todo r; € Ry acota a Rs
inferiormente. Por tanto sup(R;) e inf(Rs) existen. Probemos que sup(R;) = inf(Rs).
Sea ry € Ry, entonces por lo anterior tenemos que r; < ro para todo r; € Ry, como
consecuencia sup(Ry) < ry, y por definicion de infimo tenemos que sup(R;) < inf(Rs).
Supongamos que sup(R;) < inf(Ry). Como entre dos niimeros reales existe un niimero
racional, entonces existe t € Q tal que sup(R;) < t < inf(Ry). Si t € Ry, entonces
t <sup(R;) y esto es una contradiccion. Similarmente si ¢ € Ry, entonces inf(R) < ¢,
que es una contradiccion. De aqui que t ¢ Ry y t ¢ Roy como consecuencia td > ¢ > td,
pero esto es una contradiccion. Por tanto, sup(R;) = r = inf(Ry) y de esta forma hemos

probado que r existe y es tinico.

En los proximos dos lemas recojeremos algunos resultados que necesitamos.

Lemma 3.1. [[10], Lema 3./]

(1) §— 0% v(c) > v(d).

2) bor Cms e s s gy bt
(3) C—r= %2~ paratodoa€ R, a#0.
(4)fli—>7”,§l—>s:>§|—>7’s.
(5)51'—>T:>%'—>27“,2—2i—>7’2 y ;—i'—>3r.

Demostracion: Replazando ¢ por —c si fuera necesario podemos suponer que ¢ > 0.

(1) (=) Supongamos que v(c) = v(d), entonces ¢ ~ d, esto implica que un entero

positivo n > 1 tal que nc > d y nd > ¢ (porque ¢,d € S(R), |c| =cy |d| =d),
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de esta forma tenemos %d < ¢ < nd, luego por hipotesis, % < 0 esto es una

contradiccion.

(<) Supongamos que v(c) > v(d), entonces dd* > ncc* para todo n > 1. Luego,

v(c) > v(d) = d* > nc®
= d* > n*c?

=|d|>n|c|
1 1
:>——d<c<—d

= ——<r<

3I>—‘
Sy

Para todo n > 1 y por tanto r =0

(2) Como v(b+ ¢) > min{v(b),v(c)} > v(d) ya que v(b) > v(d) y v(c)
Por tanto b%c — t existe. Sean rq,79,51,52 € Q tales que md < b
s1d < ¢ < s9d, de aqui se tiene lo siguiente d(ry + s1) < b+ ¢ < (ry + $2)d,

por definicion de ¢ tenemos que 71 + 51 < t < rog 4+ So, luego ry <t — 51y

v(d).

>
< rody

t — sy <1y y por tanto 7 = sup(Ry) <t —s1yt— sy <inf(Ry) =r, de aqui
se tiene s1 <t —ryt—r < sy y como consecuencia s = sup(Sl) <t—ry
t—r <inf(Sy) =s, luego t —r = s y como consecuencia t = r + s. Supongamos
que § +— s. Como d > 0y v(—c) = v(c), entonces existe w € R tal que — — w.
Probemos que w = —s. Sean s1,55 € Q tales que s1d < —c¢ < sod, de aqui
obtenemos lo siguiente (—s2)d < ¢ < (—s1)d y esto implica por la definicion
de s que —sy < s < —sq, asi tenemos que t; < —s < ty para todo 71,175 € Q
satisfaciendo que t;d < —c < sod y por definicion de w (unicidad) tenemos que
b—c b+(—c

w = —s. También tenemos que === T) — r 4+ (_5) —r — 3.

(3) Sea a # 0. Como v(c) > v(d), entonces por Observacion 3.2, v(aba*) > v(cdc*)

ademéas como d > 0, entonces ada* > 0 (ya que P es x-conjugado), por tanto

existe un u € R tal que Zflz — u. Sean r1, 7o € Q tales que r1d < ¢ < rod, por ser

P x-conjugado tenemos que riada* < aca® < ryada®. Ahora bién por definicién
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de u tenemos que 71 < u < ro. De esta forma hemos probado que 1 < u < ro
para todo 7,79 € Q satisfaciendo r1d < ¢ < rod y por unicidad de r concluimos
que r = u.

Como v(c) < v(d) < v(e), entonces v(c)

[

v € R tal que £ — v. Comor > 0y s

< v(e) y ademéas e > 0, asi existe
> 0 (ver Observacion 3.3 (3) y por
(1)). Consideremos los siguientes casos, primero supongamos que 7 =06 s = 0,
en cualquiera de estos dos casos tenemos que v(c) > v(e) y por tanto v = 0,
asi que ¢ +—= 0 = rs. Ahora supongamos que r > 0 y s > 0. De aqui que,
v(c) = v(d) = v(e), como consecuencia v > 0. Sea R} = {r, € Ry |r > 0},

similarmente definimos R;, Sfr y SQL. Sean 11,79, 51,50 € QT tales que
rd<c<rsd y se<d<sse

De aqui tenemos que sirie < rid y rod < Sor9 y asi, syrie < ¢ < Sorge por
definicién de v tenemos que s17 < v < 5919, luego 51 < % y por definicién de
supremo tenemos que s = sup(S;) = sup(S;) < £, de ésto también tenemos
que 71 < ¥, nuevamente por definicion de supremo, r = sup(R;) = sup(R{) < %,

por tanto rs < v. En forma similar se obtiene que v < rs. Por tanto v = rs.

Supongamos que d > 0, v(c) > v(d). Replazando ¢ por —c podemos suponer que
¢ > 0. Si v(¢) > v(d) entonces nc < d para todo entero n > 1. Luego por el

producto de Jordan tenemos que

(d—nc)d+d(d—nc) >0 y (d—nc)c+ce(d—nc) >0
asi, 2d* > n(cd + dc) > 2n%c?. De aqui tenemos que %d2 > (cd+de) >0 y
%dz > ¢ >0, para todo entero n > 0 por tanto

n
cd + de c?
—

También, puesto que nc < d y n?c?* < d?, aplicando nuevamente el producto
de Jordan,

(d* —n?c?)d+d(d* —n*c®) >0 y (d—nc)c® +c*(d—nc) > 0.
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1
Asi, 2n3¢® < n?(cd?® + dc?) < 2d3. Luego, 0<c3 < —3d3, esto implica que
n

Supongamos ahora que v(c) = v(d). Si rd < ¢ < rod donde 1,79 € QF,

entonces por el producto de Jordan
(c—rd)c+clc—=rd) >0 y (c—rid)d+d(c—rd) >0,

Asi, 2r?d < ry(cd+dc) < 2% Similarmente tenemos que (rod—c)c+c(rod—c) > 0
vy (red — ¢)d + d(rod — ¢) > 0, de aqui se tiene que 2¢* < ro(cd + dc) < 2r3d?,
luego 2r1d* < cd+dc < 2ry y rid* < ¢ < r3d?. Sean % =y 2—2 — W, por
definicion de u y v obtenemos, 2ry <u <2ry y i <w <73, luegor; < ¥ <y

y r1 < y/w < ro. Por definicion de supremo e infimo,

r = sup(Ry) = sup(R{) < g <inf(R) =inf(Ry) =r

r=sup(R,) = sup(Ry) < Vw <inf(Ry) = inf(Ry) = .

Por tanto v = 2r y w = r%. También, puesto que 71d < ¢y rid* < ¢? se tiene que
(2 =rid®)d+d(* —rid*) >0y (c—rid)c®+ *(c—rid) > 0, de esta forma
tenemos que 2r3d® < ry(c*d + dc?) < 2¢®. Similarmente, puesto que ¢ < rod y
> < r3d?, obtenemos que 2¢® < ro(c?d + dc*) < 2r3d®. Usando lo anterior se

3
puede comprobar que & — r. W

Consideremos la siguiente observacion que sera de utilidad para la demostracion
del Lema 3.2.

Observacion 3.3. Supongamos que p es simétrico y positivo, q es semisimétrico,

v(p) =v(q), ¥ _1732 — r. Entonces
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Demostracion:

(1)

Supongamos que % — s. Como 1p < p < 1p, entonces por definicion de s

tenemos que 1 < s < 1, luego por la unicidad de s, se tiene que s = 1.

Si g = 0, entonces v(q) = v(0) = oo. Como v(p) € I, entonces v(q) = oo > v(p),

esto contradice la hipotesis. Por tanto g # 0.

Como v(p) = v(q), entonces v(p?) = v(p) +v(p) = v(q) +v(q) = v(¢*) = v(—¢%),
de aqui que p* ~ —¢*> y como p?, —¢*> € P (por Obs. 2.1) entonces existe un
n > 1 tal que np® > —¢* y n(—¢*) > p?, por tanto +p* < —¢* < np?, para algtin

n > 1. Por la definicion de r, se tiene que 0 < % <r<n,asir>0.

—q* € P*, porque ¢ # 0, ademas v(p?) = v(—q?), luego existe t € R tal que
_’;22 +— ¢ por Lema 3.1 (4), se tiene que g—z — rt. También sabemos por (1) que
i—z — 1, asi por la unicidad de tr obtenemos que tr = 1, luego t = % y por tanto

2
WA
" m

Lemma 3.2. [[10], Lema 3.5] Supongamos que p es simétrico y positivo, q es semi,

q2

v(p) =v(q), y 2& — r. Entonces

a2 o
—Z;Zpl—w" y —Zﬁqr—>7’,
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(8)

— 4r.

pq—gp
2

—(pg—qp)*
P pt

—0 vy

(9) Si p; es un elemento simétrico y positivo, v(p;) = v(p), L +— s ¥y S

D1 p1 ’
2 2 _ 2
2 p+2q —s2— 12y (pcgqp) s 4s
1 1

entonces 242,

Demostracion:

(6)

Por el Lema 3.1 (3) 7;‘1 L+ ry por Observacion 3.3 (4) tenemos que, _’ig — 1

r?

asi por Lema 3.1 (3) , _qp K % También, por Lema 3.1 (5) g—z — 12, luego por
2

Lema 3.1 (4), =+ — irz =r.

Por (6) tenemos que %‘f” — 7. Luego por Lema 3.1 (3), %giz‘? +— r. También
q4

6 . 2 )
L — 7% y usando el Lema 3.1 (3), =L ~— 7% Ademis L — r, asi

que por Lema 3.1 (5), ;—% — 73, Luego, usando la parte (4) del Lema 3.1,
we (r)(%)(r®) = r?. Por Observacién 3.3 (3) r > 0, por tanto 72 > 0

P r2

(esto es r # 0), luego por Lema 3.1 (1), tenemos que v(gpg*pq) = v(p®). De esta

igualdad tenemos:

v(gpa®pq) = v(p®) = v(q) + v(p) + 2v(q) + v(p) + v(q) = 6v(p)
_l’_

v(p) +v(q) =6v(p) (v(p) =v(qg)

p) +v(q) =3v(p) (I es semigrupo cancelativo)

Sea % — 1. Como v(—gpq) = v(p®), entonces por Observacion 3.3 (3), tenemos

que u > 0. Ademés, por Lema 3.1 (5), se tiene que awa’pg — (Capa)® u?, pero

, PO (p3)?
., 2 — . .
como también L1 = ((gf)‘é) — 12, entonces 7? = u? (por unicidad de r?), ya

que que r > 0y u > 0, entonces = u. Por tanto —£2 + r
p

Por (7) tenemos que —#¢ — r. Si rip® < —qpq < rop?® con 11,79 € Q, entonces:

—qpq — r1ip?, rep® + qpg € Py por el producto de Jordan también tenemos que
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(—aqpq—m10*)p+p(—qpg—m1p®) € Py (—qpq—72p°)p+p(—qpq—rp*) € P. De
aqui tenemos que —(pq)? — (qp)* —2rp* >0 y (pqg)* + (gp)? + 2rop* > 0. Por

tanto, 2rp* < —(pq)? — (gp)* < 2rap* (I). Supongamos que —_(pqi;(qp)2

— U, por
definicion de u y (I) tenemos que 2r; < u < 273, 0 lo que es lo mismo, r; < & < 7y,
Luego, 2r; < u < 2ry para todo r1,7ry € Q satisfaciendo rip® < —qpq < rop?,
pero por la unicidad de r se tiene que r = 3, por tanto u = 2r y esto implica

que —(pq);—(qp)2 — 2r. Por (6) tenemos que *pr =y *‘;ﬁzq — 7. Puesto que

(pq — qp)* = (pq)* + (qp)* — pa®p — qp*q , entonces por Lema 3.1 (2) obtenemos
lo siguiente:
(pg —aqp)*  (p9)* + (ap)* — pa®p — ap’q

pt pt

. _ —_— 2 . .
Si 52 s u, entonces por Lema 3.1 (5) B2 2 por unicidada de v2,
p P

— 0. Como

v? =0, asi v = 0, por tanto e

—(pq — qp)* = —(pq)* — (ap)* — p¢°p — ap*q

entonces

—(pg+ap)* _ —=(pe)* = (ap)* — pa’p — ap’q

= 2r + 1+ =4r.
p* p*

(9) Por hipoétesis, & +— s, entonces por Lema 3.1 (5), >+ 52 Por Lema 3.1 (2),
p1 Py

2_ 2 2
e s> — t2. Por Obs. 3.3 (4), B 1y por Lema 3.1 (52), % — 5,
nuevamente usando el Lema 3.1 parte (4), 4

|>Q
N &n

21 _ ¢ —
|—>ts—2—s—2,pero—p2 — Ty por

¥

p

unicidad se tiene r = i—z Por (8), _(%qu)? — dr = 42—2. Aplicando dos veces el
Lema 3.1 (5), g—i — s*. Luego, por Lema 3.1 (4), _(%tqp)z =40t =452 A
1 1

Comsideremos el siguiente teorema, esto es valido cuando v es una valuacion, pero

aqui también probaremos que se cumple.

Teorema 3.3. Sean a,b € R* y v(a) # v(b), entonces v(a+ b) = min{v(a),v(b)}.
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Demostracion: Como v(a + b) > min{v(a),v(b)}, solo falta probar la otra de-

sigualdad. Supongamos sin perdida de generalidad que v(a) > v(b). Asi, tenemos lo

siguiente, min{v(a),v(b)} = v(b).

v(b)=v(b+a—a)
> min{v(b+a),v(—a)}
= min{v(b+a),v(a)}
=v(b+a)

Esta altima igualdad se debe a que si min{v(b+a),v(a)} = v(a), entonces v(b) > v(a)

esto es una contradiccion. Por tanto, min{v(a),v(b)} =v(b+a). N

Prueba del Teorema 3.2.

(1) Sea a = p+q, donde p es simétrico y ¢ es antisimétrico. Si v(p) # v(q), entonces:

v(a) =v(p+q)
= min{v(p), v(q)} (
= min{v(p),v(—q)} (pues, v(q) = v(—q))
(

por Teorema 3.3)

= v(p—q) por Teorema 3.3)
= v(a”) (porque, a* = (p+4q)" =p—q)
Supongamos, ahora que v(p) = v(q). Replazando a por —a, si es necesario,

.. _ g2 2
podemos suponer que p es positivo. Supongamos que p—% — 7. Como % — 1 por

Obs. 3.3 (1), entonces por Lema 3.1 (2), pzp_QqQ — 147y por el Lema 3.2 (8),
pa—gp
p2

— 0. Como

p+a)p—q) =p"— ¢ — (pg — qp)

p—a)p+a) =p"—¢+ (pg— qp)
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entonces por Lema 3.1 (2) se tiene que :

_ 2 _ 42 _
(P+Q)gp 9 _1'—4q 2(zoq P 01ty
p p
p—a)p+q) p*—a+ (pqg—qp)
p? B p?

—1+r4+0=1+r7r

Como por Obs. 3.3 (3) » > 0, entonces 1 +r > 0, y por Lema 3.1 (1)se tiene,

v(p?) = v(=¢*) = v(¢®), v(lp+ ) (p — @) = v(*) y v((p — Q) (p + q)) = v(p?),
ademas por Obs. 3.2, tenemos que v(p*) = v(pp) = v(pq). Por propiedad de

v tenemos, v(p + q) > min{u(p),v(@)} = {1(a),#(@)} = v(g), entonces si
suponemos que v(p+q) > v(q), se tiene nuevamente por la Observacion 3.2 que:

v(p?) = v((p—a)(p+4q) > v(lp—a)q) = v(pg—q°) > min{v(pq), v(¢*)} = v(p®)

Esto es una contradiccion, por tanto v(p + q) = v(q) = v(p). En forma similar

se demuestra que v(p — q) = v(p). Por tanto,
v(a) =v(p+q) =v(p—q) = v(a").

Replazando a y b por —a y —b respectivamente, si fuera necesario, podemos
suponer que a y b son positivos. Puesto que (ab—ba)* = (ab)*+ (ba)?+ab*a+ba*b
y (ab)?+(ba)? = (aba)b+b(aba) > 0 (ya que aba = aba* € Py usando el producto

de Jordan), vemos que

(ab+ ba)(ab + ba)* = (ab + ba)? > ab*a + ba’a > ab*a = (ab)(ab)*
De aqui tenemos que v(ab) > v(ab + ba), también tenemos que

v(ab+ ba) > min{v(ab),v(ba)} = v(ab) (yaque, v(ab) = v(ba)).

De esta forma hemos probado que v(ab+ ba) = v(ab) = v(ba). Descomponiendo

ab como ab = p + ¢, donde p = L(ab+ ba) y ¢ = 3(ab — ba). Deseamos probar
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que v(q) > v(p). Supongamos que esto no ocurre, entonces v(p) > v(q). Si

v(p) > v(q), entonces
v(ab) = v(ab+ ba) = v(p) > v(q) = v(ab — ba) > min{r(ab),v(ba)} = v(ab)

pero esto es una contradiccion. Ahora, supongamos que v(p) = v(q). Para cada

k> 0, descompongamos (ab)?", como (ab)?" = py, + ¢&, donde

pi= (@) + 00)™) v a= (@b — ()

(asi, po = py @ = q). Es importante destacar que p, = (rbr*)b + b(rbr*),
donde r = ab...ba, de esta forma cada py es positivo, también notamos que g es
antisimétrico ya que todo elemento de R se puede escribir en forma tnica como
suma de un elemento simétrico con un elemento antisimétrico. Por otra parte,
como (pf + q2) + (prai + @pr) = (i + qr)? = ((ab)*)? = (ab)*"" = prat + g1,
vemos que (p; +qp)* = pi+ar Y Pk + elr)* = —Drk — WPk = — (PkQr + Gelk)
luego p? + g7 es simétrico y prqx + Pk es antisimétrico, por unicidad de la suma

directa tenemos que

D1 =D+ dr Y Qer1 = Drdk + Pk

Por Observacion 3.3 (1), 22 = £ — 1. Supongamos ahora que _;Tf — w. Por
Observacion 3.3 (3), tenemos que w > 0. El punto (1,/w) en R?, se puede
escribir en coordenadas polar como (1,/w) = (rcos(a),rsen(a)), de aqui que
1 =rcos(a) y w=r?sen*(a)conr=+1+w?>0 ypodemos considerar a
a € (0,5), ya que (1,w) estd en el primer cuadrante, luego sen(a) >0 y

2

P, reos(a) y _—ZO — 1r2sen’(a)
p p

Por Lema 3.2 (9),

p1 _ Po+do
p? p?

— r*(cos(a) = sen(a)) = r*cos(2a)
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—ai _ —(Podo + qopo)®
P P
por induccién tenemos que,

— 4rtsen®(a)cos? (o) = rtsen?(2a),

}% — r2 cos(2%a)
Y 2
_qk 9k+1

o — 2 sen?(2Fq)

para todo £ > 0. Como 0 < a < 7, sea m > 1 el menor entero positivo tal

que 5 < 2™a, entonces 2m—lo < 5, luego 2™a < 7 y por tanto § < 2k < T,

como consecuencia cos(2™«) < 0. Puesto que py y ka son positivos, esto es
una contradiccion. Por tanto, v(q) > v(p) y por Observacion 3.2, tenemos que
v(2q) > v(2p), luego v(ab — ba) > v(ab + ba) = v(ab) M

Proposicion 3.8. Sea R un *-anillo con x-orden P. Si a,b € S(R)*, entonces
ab + ba # 0.

Demostraciéon: Sean 0 # a,b € S(R). Supongamos que ab + ba = 0. Tenemos dos
posibilidades para a una es que a € P y la otra es que —a € P. Supongamos que

a € P, entonces:

ab+ba =0= —ba = ab
= —b%a = bab = bab* € P (Definicion 2.2 (3))

Como todo elemento de P es simétrico tenemos que:

(—b%a)* = —b*a = —ab® = —b%a

= b*a = b’a (I)
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Por otra parte tenemos que:

a,—b’a € P = a(=b%a) + (=b’a)a € P (Definicion 2.2 (6))
= —ab’a — ab*a € P (por (I))
= —2ab’a € P
= a(2b*)a € —P (IT)

Como 2b* = bb* + bb* € P, entonces por Definicion 2.2 (3) tenemos que
a(2b*)a = a(2b*)a* € P (III). De (I1) y (III) tenemos que a(20*)a € PN —P = {0}
y por ser R un dominio se tiene que a = 0 6 b = 0, pero esto es una contradiccion.
Siz = —a € P, entonces xb + bx = (—a)b + b(—a) = 0 y procediendo como el caso
anterior obtenemos que —a =+ =006 b =0, de aqui que a =0 6 b = 0, pero esto es

nuevamente una contradiccion. Por tanto ab+ba #0. W

Lemma 3.3. [[4], Lema 1.6] Sea R un x-anillo con *x-orden P y sea v la x-valuacion
natural asociada a P. Si 0 # a,b € S(R), entonces v(ab + ba) = v(ab) = v(ba) =
v(a) + v(b).

Demostracién: Por la Proposicion precedente tenemos que ab + ba # 0 por tanto
v(ab+ba) # ooy tiene sentido las igualdades v(ab+ba) = v(ab) = v(ba) = v(a)+v(b).
Sabemos que v(ab + ba) > min(v(ab),v(ba)) = v(ab) (1). Solo falta probar la otra
desigualdad. Como v(x) = v(—x) para todo = € R, entonces podemos suponer que
a,b € P. Esta consideracion la hacemos para usar el hecho de que todo elemento de P
x-conjugado esta en Py que el producto de Jordan de dos elementos de P esti en P.

Puesto que
(ab+ ba)* = (ab)® + (ba)? + ab*a + ba’b y (ab)* + (ba)* = (aba)b + b(aba) > 0,

entonces (ab+ba)? > ab*a+ba®b. Como (ab+ba)? y ab*a+ba®b son elementos positivos,
v(ab®a + ba?*b) > v((ab + ba)?) = 2v(ab + ba). Por otra parte, ab’a + ba?b > ab*a y
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como ab’a + ba*b,ab*a € P se tiene que 2v(ab) = v(ab*a) > v(ab*a + ba?b). Por tanto
v(ab) > v(ab+ ba) (2). De (1) y (2) tenemos las igualdades:

v(ab+ ba) = v(ab) = v(ba) =v(a) + v(b) W

Lemma 3.4. [[4], Lema 1.7 Sea R un *-anillo con *-orden P y sea v la *-valuacion
natural asociada a P. Sia € P yb e S(R) con v(b) > v(a), entonces a+b € P.

Demostracion: Como b € S(R) = P U —P, entonces tenemos dos posibilidades la
primera es que b € P, en este caso tenemos que a + b € P, ademas como a,b € S(R)
y S(R) es un grupo totalmente ordenado se tiene que a > b 6 b > a 6 a = b. Si
a = b, entonces v(a) = v(b), que es una contradiccion. Si ocurre que b > a, entonces
v(a) > v(b) (por ser a,b € P), que nuevamente es una contradiccion. Por tanto
solamente ocurre que a > b de aqui que a — b € P. Asi hemos probado que a +b € P.
Con respecto a la otra posibilidad tenemos que —b € P, entonces a—b = a+(—b) € P.
Ya que a,—b € S(R) nuevamente tenemos las tres siguientes posibilidades a > —b 6
—b>a 06 a= —b. Los casos —b > a y a = —b son contradictorios. Por lo tanto
tenemos que a > —b, y de esto se deduce que a +b = a — (—b) € P. Demanera que,

nuevamente obtenemos at+bec P. N

Prueba del Teorema 3.1 Definamos:
Q={p+klpe P k =~k v(k)>v(s)} U{0}

donde v es la x-valuacion asociada a P. Chequearemos las seis condiciones de la Defini-
cion 3.1. Sean s; + k; € ), donde 0 # s; € Py k! = —k; parai =1, 2.

(1) Clausura bajo la adicién. Puesto que 0 < s7 < s1 + So  entonces,
s2 = 5187 < (81 + S2)(s1+ 82)* = (51 + s2)? (por Prop. 3.7 (2)), esto implica que
v(s1) > v(s1 + s9) por definicion de < en I'. Similarmente v(sy) > v(s; + s2),

asi que v(s; + s2) < min{v(s1),v(s2)}. Por el Teorema 3.2, v es una valuacion
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ordinaria dandonos que v(s;+s;) > min{sy, s}, asi tenemos la siguiente igualdad
v(sy + s2) = min{v(sy), v(s2)}. Entonces,

v(ky + ko) > min{v(ky),v(k2)} > min{v(s1),v(s2)} = v(s1 + s2).
Por tanto (s; + $2) + (k1 + ko) € Q.
Cerradura bajo la multiplicacién. Sean s;, k; como arriba, el producto
(s1+ k1)(s2 + k2) = s159 + s1ka + kis2 + k1ks
lo podemos escribir como (s1 + k1)(s2 + k2) = s + k donde

s = (5182 + S281 + kika + koky + k1So — Soky + S1ka — kos1)/2

k = (5152 — S251 + k1ka — koky + k159 + Sok1 + s1ko + kas1)/2

evidentemente s* = sy k* = —k. Por el Lema 3.3, v(s152+ $251) = v(s1) +v(s2).

Por otra parte, si s3 = kiky + koky + k152 — Soky + s1ko — kos1, entonces:

v(s3) > min{v(kiks), v(kaoky), v(kiss), v(soky), v(s1ks), v(kast)}
= min{v(kika), v(k1s2),v(kes1)} (ya que v(ab) = v(ba))
= mm{l/(kl) + v(ke),v(k1) + v(se),v(ks) + v(s1)}

(s1) + v(s2),v(s1) +v(sa),v(s2) +v(s1)} (por hipdtesis)

= v(s1) + v(s2)

= v(s189 + S251) (ya que v(s189 + s251) = v(s1) + v(s2))

Luego, v(s3) > v(s152 + s951) y por tanto:

v(s) = v(2s)
= v(8189 + S251 + $3)
= min{v(s1se + s251),v(s3)} (Por Teorema 3.3)

= 1/(3152 + 8281)
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Como s189 + 251 € Py v(s3) > v(s152 + $281), entonces por Lema 3.4 se tiene

que s € P.

v(k) > min{v(sise — s981), v(k1ks), v(kok), v(k1s2), v(s2k1), v(s1ks), v(kas1)}
) )
( ) v(k1) + v(s2), v(k2) + v(s1)}
v(s1) +v(s2),v(s1) + v(sa), v(se) +v(s1)}
(porque v(s1s2) = v(s1) + v(s2))
> v(s1) + v(s2) (por Teorema 3.2(5))

(

= min{v(s1s9 — s251

= min{v(s189 — $281
(

> I’IllIl{V S182 — S928571

— ~— ~— ~— ~—
N

A~~~ I~ N /N
=l
=
_|_
<

= mm{y(3132 — §951

= v(s182 + S251)

= v(s) (porque v(s) = v(s1) + v(s2))

Por tanto, tenemos que v(k) > v(s) y s € P, como consecuencia, tenemos que
(51 + kl)(SQ + kg) =k+se€e Q

(3) Ceradura bajo la involucion. Como (s; + k1)* = s1 — k1 = s1 + (k1) y
v(—k1) = v(k1) > v(s1) entonces (s; + k1)* € Q. Por lo tanto, Q* = Q.

(4) Cerradura bajo la x-conjugacion. Sea r € R. Si r = 0, se tiene lo siguiente,
r(sy + k1)r* = 0 € Q. Por tanto, podemos suponer que r es no nulo. Luego,
r(s1+ki)r* = rsyr*+rkir* = u+v, donde u = rsi7* y v = rkyr* evidentemente
tenemos que u* = u y v* = —v. Por otra parte como v(k;) > v(s;), entonces
v(rkir*) > v(rs;r*) (por Obs. 3.2 y usando el hecho de que v(ab) = v(ba)). Por
tanto  r(s;+k)r*=u+v € Q.

(5) Veamos que @ N S(R) = P. En efecto, si s+ k € QN S(R), entonces
s—k = (s+ k)* = s+ k, esto implica que 2k = 0 y por ser R un dominio
k=0. Como s+ k € @), entonces s =0 6 s € P, en los dos casos se tiene que
s+ k € P. Luego tenemos que @ N S(R) C P, para la otra inclusion sea s € P,

si s = 0, entonces s = 0 € Q N S(R), ahora bien si s # 0, entonces podemos
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escribir s = s + k, donde k = 0 es antisimétrico. Como v(k) = v(0) = oo > v(s),
entonces s =s+ k€ QNS(R). Asi, PCQNS(R) yasi @QNS(R)=P.

Por tanto hemos probado que () es una extension debil de P. W

Marshall [[10], Theorem 2.2] mostr6 que todo *-orden P se extiende a un *-orden
extendido débilmente cuya interseccion con los elementos simétricos es de nuevo P.

Probaremos que este x-orden débil también da un *-orden extendido.

Teorema 3.4. [[4], Teorema 1.8] Sea P un *-orden en un *-anillo R donde 2 es una
unidad. Eziste un x-orden extendido ) con Q N S(R) = P.

Demostracion:  Siguiendo la prueba de Marsall [[9], Theorem 2.2|, podemos con-

siderar que PN —P = {0} y que R es un dominio. Marshal prob6 que

Q={p+aqlpeP, ¢ =—q vig>v(p}

es un *-orden extendido débilmente con @ N S(R) = P. Luego sblo falta probar que
@ satisface la condicion (6) de la Definicién 3.1. Sabemos que el ideal generado por
Q N —Q es igual al ideal generado por P N —P (por la Proposicion 3.4). Luego, si
PN —P = {0}, entonces ideal generado por Q@ N —@Q es:

p={a€R|aa” € PN—P}
= {a € R|aa" € {0}} (ya que PN —P ={0})
={a € R|aa" =0}
= {0} (ya que R es un dominio)

Hemos probado de esta forma que el ideal generado por Q N —(@) es el ideal nulo.

Sean rxr* € ) con r # 0, esto es r no es un elemento del ideal generado por

@ N —Q. Podemos escribir z = s + j, donde s* = sy j* = —j (usando s = (z + z*)/2,
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j = (x — x%)/2). Entonces rzr* = p + ¢ donde p = rsr* es simétrico y ¢ = rjr* es
un elemento semisimétrico. Por hipotesis tenemos que p + ¢ = rxr* € Q, luego por la
definicion de @ se tiene lo siguiente, p € Py ademés que v(q) > v(p), usando el hecho
que v es *-invariante se obtiene que 2v(r)+v(j) > 2v(r)+v(s), por tanto v(j) > v(s).

También tenemos por la Proposicion 3.6 que s € P,asizx =s+j€@. N

En el caso cuando el x-anillo bajo consideracion es un anillo de division D
(¥-campo), Craven [[3], Teorema 2.3| ha probado una completa descripcion de todos los
x-ordenes extendidos conteniendo un *x-orden P de D. En este caso el conjunto I', es
un grupo. El conjunto I'} definido en Craven [[3], Seccion 2] podria ser correctamente

definido como
I't={vk)el,|ke D*,v(k) >0, k" = —k} U {0}

Teorema 3.5. [[J], Teorema2,2] Sea D un x-campo con un *-orden P y sea v la
valuacion orden asociada con el grupo valuado T',. Existe una correspondencia uno
a uno entre los x-ordenes @ conteniendo a Py los subconjuntos converos A C T}

conteniendo a  {v(s15957 sy — 1) | 81,80 € D*}  definido por

Qa={s+k|seP k"=—k vk)—v(s) e A} y Ag={v(k)|1+keQ}

En la definicion de Q4 pensamos de k = 0 como v(k) — v(s) = oo puesto que esto
ocurre para s; = s3 = 1. Veremos en el Teorema 4.2 que este resultado generaliza a

los dominios de Ore y los *-orden con soporte {0}.

o8



Capitulo 4

Dominio de Ore

4.1. *-dominios de Ore derecho y *-dominios

Sea R un dominio de Ore derecho (Definicion 1.12) con campo de fracciones D.
Supondremos en esta seccion que 2 es una unidad en R; esta condicién es necesaria

para el teorema 4.2.

Si D tiene una involucién x, esta restricta a R da también una involu-
cion. Reciprocamente sabemos que si R tiene una involucion esta se extiende a una

involucién en D.

Lemma 4.1. [[4], Lema 2.1] Sea R x-anillo satisfaciendo la condicion de Ore derecha.

Entonces R también satisface la condicion de Ore izquierda.

Demostraciéon: Recordemos que la condicion de Ore izquierda dice que dados
x,y € R* existen u,x1,y; € R* tales que uy;x = uxryy. Asi, sean z,y # 0. Haciendo

a=1x*y b=y" tenemos que a,b # 0. Como R satisface la condicion de Ore derecha
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(Definicion 1.8) existen t,a;,b; € R* tales que abit = bayt, es decir, 2*bit = y*aqt,
aplicando involuciéon a esta igualdad tenemos que t*bjx = t*ajy. Tomando u = t¥,
r1 = aj y y1 = bj, tenemos que u, 1,1 € R* son tales que uy,x = uzr1y. Por tanto

hemos probado que R cumple con la condicion de Ore izquierda. W

Lemma 4.2. [[/], Lema 2.2] Sea R un dominio de Ore con una involucién * y campo

de fracciones D. Entonces la involucion se extiende unicamente a D.

Demostracién: Si * se extiende a D, ésta debe ser definida por (ab™1)* = (b*)1a*.
Debemos chequear que esta igualdad esta bien definida. Supongamos que ab™! = cd 1.
Entonces existen u,v € R tales que au = cv 'y bu = dv. Aplicando involucién
tenemos que, u*a* = v*c* y u*b* = v*d*. Puesto que R es un dominio Ore izquierdo
por Lema 4.1, y usado el andlogo a la Definiciéon 1.8 tenemos que el campo de fracciones

izquierdo existe y por tanto (b*)"1a* = (d*)"'c*. W

Teorema 4.1. [[4], Teorema 2.5] Sea Q un x-orden extendido con soporte {0} en un

x-dominio de Ore R con campo de fracciones D. Definamos a
Qp = {ab™" [ab* € Q}.

Entonces Qp es un x-orden extendido en D y Qp N R = Q.

Demostraciéon: Antes de comenzar la prueba recordemos que R es un dominio y
que p = {0}, este hecho nos permitirdA garantizar que las condicciones de la

Proposicion 3.5 se cumple.

Primero debemos chequear que Qp esta bien definida. Asumamos que ab™! = cd ™!

con ab* € (). Debemos mostrar que cd* € Q). Por la igualdad de las fracciones tenemos

60



que existen u,v € R* tales que au = cv y bu = dv. Ahora tenemos que:

ab*, uu* € Q = auu™b” (por Proposicion 3.5)
= (au)(bu)* € Q
= (cv)(dv)* € Q (porque au = cv'y bu = dv)
= (c(vv™))d* € Q
= d*(c(vv*)) € Q (por la proposicion 3.5)
= (d*c)(vv*) € Q
= d'ceq (porque vv* € P\ — Py por la Prop. 3.5)
=cd" €Q (por la Proposicion 3.5)

Clausura bajo la adicién. Supongamos que ab ', cd™! € Qp, entonces
ab*,cd* € Q. La suma ab™' +cd™' = (ad; +cby)(bdy) ™!, donde bdy = db, y by,d; € R*.
Como ab*, cd*, d,d;,bibi € @, entonces por la Proposicion 3.5 tenemos a(d;d})b* y

c(b1b7)d* estan en () como consecuencia,

(ady + cby)(bdy)* = (ady)(bdy)* + (cby)(bdy)*
= a(dyd7)b" + (cby)(dby)* (ya que bd; = dby)
= a(dldf)b* + C(bﬂﬁ)d* c Q

Por tanto ab™! + cd™! € Q.

Clausura bajo la multiplicacién. De nuevo sean ab™!,cd™! € Qp, entonces
ab*,cd* € Q. El producto (ab™')(cd™') = (ac;)(db;)~!, donde bc; = cby, by, c; € R*.
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b*, cd* € Q = (ab™)(cd®) € (porque @ es un cerrado bajo la multiplicacion)
= (ab*c)(bib] )d* € Q (por la Proposicion 3.5)
= (ab")(cby)(dby)* €
= (ab*)(bcy)(dby)* € (porque, bey = cby)
= (ab*b)(c1(dby)*) €
= ((c1(dby)")a) (b ) (por la Proposicion 3.5)
= (c1(dby)")a € Q (porque b*b € P\ — P y por la Proposicion 3.5)
= (acy)(db)* € Q (por la proposicion 3.5)
= (ac1)(db)) ™' € Qp
= (ab™")(cd™") € Qp

Clausura bajo la *-conjugacién. Sean ab™' € Qp vy cd™! € D queremos pro-
bar que c(d~(ab™!)(d™1)*¢* = (ed™1)(ab™)(cd™1)* € Qp. Vemos que la *-conjugacion
por cd~! es la misma que *-conjugar primero por d~! y luego *-conjugar por c. Para
simplificar trabajemos por casos. Primero supongamos que ¢ € Ry ab™! € Qp. En-
tonces c(ab™")c* = (ca)(b~'c*) = (ca)(cib;!), donde c*by = bey para algin by, c; € RX.
Esta tltima ecuacion da beib] = ¢*b1bj. Como @ es x-conjugado y ab* € @ (ya que
ab™ € Qp), entonces c(ab*)c* € Q, asi cab*beibi = (cab*c*)(bib) € Q (porque Q es
cerrado bajo la multiplicacion y b1b} € @), como bibj € P\ — P (b} # 0), entonces
aplicando la Proposiciéon 3.5, cacibi € Q y de aqui que c(ab™')c* = cacib' € Qp.
Ahora trabajemos con d~'(ab™!)(d™!)* donde d € R*, obtenemos:

d~Hab ™) (d)* = (d a)(d*b) ™" = (ayd; ) (d*b) ™" = ai(d*bdy) "

donde ady = da; y ay,d; € R*. Ahora d*(ab*)d € @ y podemos multiplicar por
la norma ajaj para obtener @ 3> ayajdabd = ay(dja*)ab*d = a,df(a*a)b*d, y como
aa* € P\ — Py por la Proposicion 3.5 se tiene a1(d*bd;)* = a;d;b*d € Q, asi

d " (ab ™) (d™1)* = ay(d*bdy) ™" € Qp.
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Por tanto si cd™! € D tenemos que clab~!(c™!)* € Qp y también se tiene que
(cd™ ") (ab™ ) (cd™)* = c(d(ab)(dH)")c" € Qp

Por tanto Q)p es *-conjugada.

Clausura bajo la involucién. Asumamos que ab~' € Qp. Entonces ab* € Q,
como @ es cerado vajo la involucion tenemos que ba* = (ab*)* € Q y asi ba™! € Qp.
Luego, (ab™')* = (ab™')*(ba ") (ab™') € Qp ya que ba™' € Qp y Qp es cerrada baja

la *-conjugacion. Por tanto ), = @p.
S(D) € Qp U —Qp.

Asumamos que ab~' € S(D). Entonces b*a = b*(ab~')b € S(D)N R = S(R).
Como S(R) € Q U —Q, entonces tenemos dos posibilidades b*a € @ (esto implica que
bb*(ab*) = b(b*a)b* € Q 'y por la Proposicion 3.5 tenemos que ab* € Q, asi ab™' € Qp)
6 b*a € —Q (esto implica que bb*(—ab*) = b(—b*a)b* € @ y por la Proposicion 3.5
tenemos que —ab* € Q, asi ab~! € —Qp). En cualquiera de los dos casos tenemos que
ab™' € Qp U —Qp. Por tanto S(D) C Qp U —Qp.

GpNR=0Q.

Asumamos que ab~' € Qp N R. Entonces también tenemos que ab™'bb* = ab* € Q.
Como ab™' € Ry bb* € P\ —P, entonces aplicando la Proposicién 3.5 tenemos que
ab™! € Q. De aqui que Qp N R C Q. Por otra parte si a € Q entonces a(1)* =a € Q,
asi que a = a(1)™' € @pN Ry como consecuencia Q C QpNR. Por tanto, QpNR = Q.

@pN—=Qp = {0}.

Siab™! € QpN—Qp, entonces ab™* € Qpy —ab~! € Qp, esto implica que ab* € Q
y —ab* € @, de aqui que ab* € @ N —Q = {0} como R es un dominio tenemos que
a=006b=0, pero b # 0, como consecuencia a = 0, y asi 0 = ab™!, por tanto

Q@pN—Qp = {0}.

63



Sea P = QpNS(D). Veamos que P es un *-orden.

(1) Como (1)(1)* =1 € @, entonces 1 € Qp N S(D). Si —1 € P, entonces —1 € Qp.
Por tanto —1 = (—1)(1)* € @ esto es una contradiccion, porque ) es un *-orden
extendido. Por tanto —1 € P

(2) Como Qp y S(D) son cerrados bajo la adicion entoces P = Qp N S(D) también

es cerrado bajo la adicion.

(3) Como @Qp y S(D) son *-conjugados entonces P = @Qp N S(D) también es

x-conjugado.
(4) Probemos que PU—P = S(D).

PU-P=(QpnSD)U—-(@pnSD))
= (@pNS(D))U(=QpNSD))
= (Q@p U —Qp)NS(D)
= S(D) (porque S(D) C Qp U —Qp)

(5) PN —P = {0}. Enefecto:

PN—P=(QpNnS(D))N—(QpNnS(D))
=(@pNSD))N(-QpNS(D))
=(@pN—-Qp)NS(D)
= {0} N S(D) (porque Qp N —Qp = {0})
= {0}

Sean ab' cd™t € S(D) si ab (cd Yab~t € PN —P = {0}, entonces

(ab™')(cd)(ab™t) = {0}, pero como D es en particular un dominio tenemos
ab™'=006cd™t =0, de aqui que ab™ € {0} = PN—P 6 cd™ € {0} = PN—P.
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(6) Si ab~',cd”' € P, entonces ab~'.,cd™' € Qp y cd7'ab™! € S(D). Como
(ab™")(cd™) + (cd™')(ab™!) € S(D) ya que el producto de Jordan de elementos
simétricos es simétrico. También se tiene que (Jp es cerrado bajo la multipli-
cacion y la adicion, de aqui que (ab™')(cd™') + (cd™')(ab™') € Qp, por tanto
(ab™N(cd™) + (cd)(ab™H)eP. N

Observacion 4.1. [[4], Nota 2.4] Conservando la notacion de arriba, tenemos que
Qp={ab™' € D|b'a € Q}.

En efecto, como Qp es cerrado bajo la *-conjugacion, tenemos que ab™' € Qp, si y

sélo si b*a=bab™'bc Qp N R =Q.

Corolario 4.1. [[4], Corolario 2.5] Sea P un *x-orden con soporte {0} en un x-dominio

de Ore R con campo de fracciones D. Definamos
Pp ={ab™' € S(D) | b*a € P}.

Entonces Pp es un *-orden en D y Pp N R = P. Mds aun, este proceso da una

correspondencia uno a uno entre los x-ordenes de R y los x-drdenes de D.

Demostracion: Sea () el x-orden extendido dado por el Teorema 3.4. Sea Q)p la

extension D definida en el Teorema 4.1. Afirmamos que
Pp={ab™' € S(D)|b*a € P} =QpnS(D)

Es claro que Pp C Qp N S(D), porque si ab~! € Pp, entonces ab™! € S(D) y b*a € P,
por tanto ab™! € S(D) y b*a € Q (porque P C Q). Por la Observacion 4.1 tenemos
que ab™' € S(D) y ab™' € Qp, por tanto ab~' € Qp N S(D). Reciprocamente, si
ab™t € Qp N S(D), entonces por ser Qp y S(D) *-conjugados tenemos que

b'a=bab'bcQpNS(D)NR=(QpNR)N(S(D)NR)=QNS(R) =P,
asi ab™! € Pp.
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Para mostrar que este proceso da una correspondencia uno a uno, necesitamos
mostrar que para un *-orden dado P’ en D con P = P’ N R, tenemos que P = Pp.
Sea ab~! € P, por la cerradura bajo la *-conjugacion, b*a = b*(ab~'))b € PPNR = P,
asf ab~! € Pp. Reciprocamente, si ab~! € Pp, entonces b*a € P C P’ y la cerradura

de P’ bajo la *-conjugacion nos da como resultado
ab™! = ((6")"'*)(ab™') = (") (b*a)b " = (b)) (b*a)b ' € P A

Proposicion 4.1. [[4], Proposicion 2.6] Sea R un x-dominio de Ore con campo de
fracciones D. Entonces existe una correspondencia uno a uno entre los x-drdenes ex-

tendidos en R con soporte {0} y los x-drdenes extendidos en D.

Demostraciéon: Dado un x-orden extendido ) en R, tomemos ()p como en el Teo-
rema 4.1. Entonces Qp N R = @Q (ver prueba del Teorema 4.1). Reciprocamente, sean
@' un *-orden extendido en D y @ = @' N R. Debemos mostrar que Q" = Qp. Sea
ab™' € Qp, entonces ab* € Q C Q'. Como ab*, (b*)7'v7! € Q' y Q' es cerrado bajo
la multiplicacion tenemos que ab™' = ab*(b*) 16! = ab*(b™!)*b! € Q'. Reciproca-
mente, sea ab~! € Q'. Entonces por ser bb* € Q' y Q' cerrada bajo la multiplicacién se
tiene que ab* = ab~'bb* € Q' N R = Q, de esta forma hemos probado que ab* € Q y

como consecuencia ab~! € Qp. Por tanto Q'=Qp N

Proximamente chequearemos que la valuacion orden definida por Marshall [10] para
x-orden en R se extiende a una valuacion orden como la definida por Holland [6] para
el x-orden asociado a D. Sea v la valuasion asociada a un *-orden P en Ry sea I', su
semigrupo asociado. Puesto que I', es un semigrupo de cancelaciéon, podemos formar
el grupo de Grothendieck fy. La préxima proposicion muestra que v se extiende a una

x-valuacion en D asociada con el *-orden Pp teniendo grupo valuado I',.

Proposicion 4.2. [[/], Proposicién 2.7 Sea v la valuacion asociada con el x-orden

P en el dominio de Ore R. Sea D y Pp como arriba. Extendemos v a D definiendo
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D(ab™') = v(a) — v(b) en T,. Esto da una valuacién bien definida en D que es la

valuacion orden asoctada para Pp.

Demostracion: Para chequear que 7 estd bien definida, necesitamos ver que si
ab™' = cd™!, entonces v(a) — v(b) = v(c) — v(c). Puesto que ab™' = cd™!, implica
que existen by, d; tales que ad; = cby y dby = bd;. Entonces v(a)+v(dy) = v(c)+v(b)

v(d) + v(by) = v(b) + v(dy). Por tanto, v esté bien definida. De estas dos tltimas
igualdades tenemos que v(a)—v(b) = v(c)—v(d). Veamos que v cumple las otras condi-
ciones. Sean z,y € D, entonces existen a,b,c,d € R tales que x = ab™' y y = cd~ L.

Luego, tenemos:
(1) Por definicién de multiplicacion en D, xy = (ab™1)(cd™t) = (acy)(dby) ™!, donde
bcy = cby. Asi,

bey = ¢by = v(bey) = v(chy)
= v(b) + v(c1) = v(c) + v(h)
= v(er) —v(b) = v(c) —v(b) (D

Ahora probemos que v(zy) = v(x) + v(y). En efecto:

U(wy) = v((ab~")(cd ™))
= 7((ac1)(db)™")
= v(acy) — v(dby)
= v(a) +v(cr) —v(d) —v(b)
=v(a) —v(d)+v(c) —v(b)
= v(a) —v(d) +v(c) — v (b) (por (I))

—~

= (v(a) = v(b) + (v(c) — v(d))
(ab™") + v(ed™)
v(z) +v(y)

I
N

v

67



(2) Queremos probar que v(x + y) > min{v(z),7(y)}. En efecto por definicion de
adicion en D tenemos que  +y = ab™! + cd™t = (ady) + cby)(bdy)™, donde
bd; = db,. Luego,

v(bdy) = v(dby) = v(b) + v(dy) = v(d) + v(b)
Esta igualdad nos permitird desmostrar la desigualdad que deseamos.

vz +y)=v(abt +cdt)

= v((ad; + cby)(bdy) ™)
(
(

v(ady + cby) — v(bdy)
14 (ldl + Cbl) — ( (b) + V<d1))

> min{v(a) + v(dy), v(c) +v(b1)} — (w(b) + v(dr))

= min{v(a) + v(di) — (v(b) + v(d)), v(c) +v(b1) — (v(b) + v(d1))}
= min{v(a) + v(di) — (v(b) + v(d)), v(c) + v(b1) — (v(d) + v(b1))}
= min{v(a) —v(b),v(c) —v(d)}

= min{v(ab™'),v(cd™ ")}

= min{v(z),v(y)}

Por tanto v es una valuacion. Solo falta probar que:

(3) 7 es una *-valuacion. En efecto,

v((ab™")") =w((b")'a")
= 5((%)) + 7la)
= —v(b") +v(a’)
= v(a) = v(b)
=v(ab™")



Por (3) tenemos lo siguiente,

v(zy) = v((xy)") = v(y"z") = v(y") + v(z") = v(y) + v(z) = viyz).
Por tanto, v(zy) = v(yx).
Para la valuacion orden, el anillo de valuaciéon es:
A(Pp) = {ab™! € D | nbb* — aa* € Pp para algtin entero positivon}

En efecto, como (ab™!) > 0siy solo si v(a)—v(b) = 0, que es equivalente a v(a) > v(b)
y por definicién tenemos que nbb* > aa® para algiun entero positivo n. Por tanto

v(ab™') = 0 si y solo si nbb* — aa* € Pp para algiin entero positivo n. W

Veamos otras propiedades de la valuaciéon v, en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.3. Sean a,b,c € R* entonces:

(1) 7(a™) = —v(a)
(2) v(ba™") = v(a™'b)
(3) Siz,y € D*, entonces v(xy — 1) =v(yx — 1)

(4) 7([a%, b°] — 1) = v(ab — ba) — v(a) — v(b), donde a,3 € {—1,1}.

Demostracion:

(1) Supongamos que a es un elemento no nulo de R. Entonces:

via™) =v(la) =v(1) —v(a) =0 —v(a) = —v(a)
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(2) Supongamos que b~'a € D. Entonces existen by, a; € R tales que b~'a = bja;’,

de aqui que @ = bbya;" = (bb1)a; . Luego,
v(a) = U(a) = v((bb1)ay ') = v(b) +v(b1) — v(ar),
esto implica que
v(ab™') = v(a) — v(b) = v(by) — v(ay) = U(bia;*) = V(b ta)
(3) Sean z,y € D*, entonces
Uy —1) =v(y) + v(zy — 1) = D(y) = D(y(ay — y~') = Dy — 1)
(4) Para a = 3 = 1. Tenemos,
v(la,b] — 1) = v(aba™'b™" — 1)

= 7((ab — ba)(ba)™")
= v(ab — ba) — v(a) — v(b)

Para a = = —1. Tenemos,
v([at 07 = 1) =v(a b tab — 1)
= 7((ba) ' (ab — ba))
= v((ab — ba)(ba) ) (por (2))
=v(ab — ba) — v(a) — v(b)

v(la, b — 1) =v(ab~ta'b— 1)
=v(bab'at — 1) (por (3))
= 7((ba — ab)(ab)™")
=v(ba — ab) — v(a) — v(b)
=v(—(ba — ab)) — v(a) — v(b)
=v(ab—ba) —v(a) — v(b)



Para a = —1 y 8 = 1, se prueba en forma similar que el caso anterior. |

Esta proposicion serd 1til en la prueba del Lema 4.3.

Observacion 4.2. [/] Usaremos v  para denotar tanto la valuacion en R como la

valuacion en su unica extension D.

Estamos finalmente en una posicién de dar una caracterizacion teoérica de la

valuacion de toda extensiones de un *-orden. Definimos

It = {v(k) —v(s) €L, | k,s € R*, v(k) > v(s), k* = —k, s* = s} U {oo}.

14

La diferencia entre este y el x-campo priori al Teorema es principalmente una

técnica.

Observacion 4.3. Si z € I't — {oo}, entonces existen k € SK(R)* y s € S(R)*,
tales que v(z) = v(ks™') = v(k) — v(s) > 0. También si v(z) = oo > v(1) = 0. Por

tanto, todo elemento de x € fj es positivo.

Teorema 4.2. [[/], Teorema 2.8] Sea P un x-orden con soporte {0} en un *-dominio
de Ore R. Supongamos que 2 es una unidad en R. Fxiste una correspondencia biyectiva
entre los x-ordenes extendidos que intersectan a S(R) en P y los subconjuntos convexos

A de TS conteniendo a

{v(ab —ba) —v(a) —v(b)|a,b e S(R)*} U{oo}

Notese que esto es razonable: Si a,b € S(R)*, entonces por el Teorema 3.2 (5)
se tiene que v(ab — ba) > v(ab) y por el Lema 3.3 tenemos que v(ab) = v(ab + ba),
haciendo & = ab — ba y s = ab + ba obtenemos que s € S(R) y k € SK(R), luego

v(ab — ba) — v(ab) = v(ab — ba) — v(ab+ ba) € T'}, como consecuencia
{v(ab—ba) —v(a) —v(b) |a,b € S(R)*} U {xx} C T}
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Sea D el campo de fracciones de R. Sea A un subconjunto convexo de fj conte-
niendo a {v(ab—ba) —v(a) —v(b)|a,b € S(R)*}U{oco}. Como los inversos existen si a
y b son no nulos, podemos escribir v(ab—ba) —v(a)—v(b) = v(aba~'b~! —1). Tomando
a =0b=1, se obtiene que v(0) =00 € A. Siv(z) € Ay v(y) > v(x), entonces como
v(0) = oo € A, tenemos que v(0) > v(y) > v(z), por convexidad de A tenemos que
v(y) € A, asi la convexidad de A implica que este tiene todos los elementos mas grande
que un elemento dado en el conjunto A. Antes de hacer la prueba de este Teorema,

primero probemos los siguientes Lemas.

Lemma 4.3. [[f], Lema 2.9] Sea A un subconjunto convezo de I' conteniendo a
{v(ab —ba) —v(a) —v(b) | a,b e S(R)}.

Entonces A contiene todos los elementos de la forma v(zyz~'y=' —1) para

xz,y € S(D)*.

Demostracion:

(1) Sean z,y € S(R)*. Por la Proposicion 4.3 (4) tenemos que

U([2*,y°] = 1) = v(zy — yz) — v(z) — v(y),

donde «, 3 € {—1,1}. Asi el conjunto A contiene a v([z,y] — 1), v([z,y~1] — 1),
v(lz7hyl = 1)y vy = 1),

(2) Si A contiene a v([a,b] —1) y wv([a,c] — 1), entonces A contiene a

v([a,bc] — 1). También tenemos que si v([a,b] — 1) y v([c,b] — 1), entonces A
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contiene a v([ac,b] — 1). En efecto:

v(la,bc] — 1) = v(abca e 'ot — 1)

(

=v(ablc,a a 'bt — 1)

=v(ab([c,a™'] — b ra ba)a oY)

=v(ab([c,a™'] = b, a ])a b7t

=v(a)+v(d)+v(e,a ][, a']) —v(a) —v(b) (Prop. 4.3)
=v(le,a] = 1+1-[b""a""))

> min{w(le,a”] = 1), v(1 - b~ a”])}
= min{v(ca — ac) — v(c) — v(a), v(ba — ab) — v(b) — v(a)}
La prueba de la segunda afirmacion es casi similar a la prueba de la primera
afirmacion, solamente difiere un poco en la ordenaciéon de los elementos, para
saldar esta dificultad utilizaremos la Proposion 4.3.
v(lac,b] — 1) = v(acbe ta o7t — 1)
=v(b tachc ta™t — 1) (Prop. 4.3)
=v(bra(cbe o ba ™t — 1)
(b~talc,blba™" — 1)
v(b~"a([c,b] = [a™", b])ba™")

> min{v(cb — be) — v(c) — v(b), v(ab — ba) — v(a) — v(b)}

=V

(3) En toda fraccion ab~! € S(D), podemos suponer que a y b son productos de dos
elementos simétricos en S(R). En efecto, trabajando en D, escribiremos x = ab™!
yy=cd!conz,yeS(D)ya,b,cde R*, luego tenemos:

(2,9 = [ab™!, ed
=ab ted tbatdc!
= (ab~ a7 '0) (b tacd tbde a ) (acd ra " de )
= [a, b7 Y[b", acd™Y[a, cd ]
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Puesto que ab™! € S(D), entonces b*a = b*(ab™1)b € S(D) N R = S(R), asi

tenemos que a*b = (b*a)* € S(R). Luego, podemos escribir
ab™' = (ab*ba*)(bb*)[(bb*) (ba*bb*)]
Siv(s—1),v(t—1) € A, entonces v(st — 1) € A. Para ver esto, notese que
vist—=1)=v((s=1t—-1)+(s=1)+(t—1))

= min{v((s = 1)(t = 1)),v(s = 1),v(t = 1)}

=min{v(s —1),v(t—1)}
Esta tltima igualdad se cumple ya que v(s —1) > 0y v(t —1) > 0 (ver la
Observacion 4.3). Por tanto v((s = 1)(t —1)) =v(s—1)+v(t—1)>v(s—1)y

vi(s—=1)(t—-1)=v(s—1)+v(t—1) > rv(t—1). Luego, por convexidad de A
tenemos que v(st — 1) € A.

v([z,y] — 1) € A. En efecto, como [z,y] = [a, b ][0, acd][a, cd "], probemos
primero que v([a, b7 — 1), v([b7!, acd™'] — 1) y v([a,cd™?] — 1) estdn en A.

Solamente probaremos que v([a,b™!] — 1) € A las otras dos afirmaciones se

procede en forma anéloga. Por (3) tenemos que xy~! = wv(rs)™! = wvs™r!

donde u,v,r,s € S(R). Por (1), se tiene que
v(fu, s = 1), v(fu,r '] = 1), v([v,s ] = 1), v(fv,r '] = 1) € A
Por (2) tenemos que
v(fu, s = 1), v(jv, s 1) € A

y nuevamente por (2) concluimos que v([uv, s 'r~!] — 1) € A. Aplicando (2) de

nuevo obtenemos lo siguiente
v(iw,y) — 1) = v(la, b)), acd o, cd ™) — 1) € A

y esto completa la demostracion. W
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Prueba del Teorema 4.2.

Por el Teorema 4.3, el conjunto A da origen a un tnico *-orden extendido Q4
definido por:
Qa={s+k|seP k"=—kuv(k)—v(s) e A}.

Por el Lema 4.3, A contiene todos los elementos de la forma v(zyz~ty~' —1) donde
x,y € S(D)*. Por el Teorema 3.5, para el x-orden Pp definido en el Corolario 4.1, el

conjunto A corresponde unicamente a un *-orden Q)p de D, dado por:
QD:{S+I€|S€PD, k‘*:—k’,l/(k’)—lj(s) EA}
Veamos que Q4 C Qp N R.

Si k+ s € Qa, entonces por definicion de ()p tenemos que s € P, k* = —k y
v(k) —v(s) € A, pero P C Pp, de aqui que z € Qp. Ademés k + s € R (porque
s,k € R), por tanto x € Qp N R.

Ahora veamos que Qp N R C Q4.

Sea s +k € Qp N R. Entonces s € Pp = Qp N S(D), k* = —k (donde k € D).
Como 2s=(s+k)+(s+k)*€R y € R tenemos que s=(3)(2s) € R, luego
k= (s+k)—s € R. Luego, s,k € R. Como s17! = s € RN Pp, por definicion de Pp,
tenemos siguiente s = 1s = 1*s € P. Por otra parte se tiene que v(k) — v(s) € A, esto

implica que s + k € Q4. Por tanto Qp N R = Q4. Luego,
QpNSR)=QpN(RNS(R))=Q@pNR)NS(R)=QaNS(R)=P

La tltima igualdad ocurre por que Q4 es una *-extension de P. [ |
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4.2. Dominios generales

Cuando R no es un dominio de Ore, es mas dificil saber lo que ocurre. En verdad,
hasta los momento no tenemos conocimiento de ejemplo de un dominio que no es de
Ore con *x-orden con soporte cero. La costruccion mostrada en la secciéon 2 para dar
todas extensiones de un *-orden en un dominio Ore es mostrada en caso general que

da una familia de extensiones.

Teorema 4.3. [[4], Teorema 3.1] Sea R un x-dominio donde 2 es una unidad. Sea

P un %-orden con soporte {0 }. Sea A un subconjunto convezro de fj’ conteniendo al

conjunto {v(ab —ba) — v(a) —v(b) | a,b € S(R)}. Definamos
Q=Qa={s+k|se P k"=—kv(k)—v(s) e A} U{0}.

Entonces ) es un x-orden extendido que intersecta los elementos simétricos en P.
Demostracion: Chequearemos las seis condiciones de la Definicion 3.1.
(1) Clausura bajo la adicién. Sean s; + k; € QQ, i = 1,2, donde 0 # s; € Py
k¥ = —k;. Puesto que 0 < s1 < $1 + S, entonces por Proposicion 3.7 (2)

5] = 5187 < (81 + 82) (81 + 82)* = (51 + 82)°

esto implica que v(s1) > v(s; + s2) por definicion de v. Similarmente se tiene
v(s9) > v(s1 + s9), asi que v(s; + $2) < min{v(sy),v(s2)}. Por el Teorema 3.2,
v es una valuacion ordinaria dandonos que v(s; + s9) > min{v(sy),v(s2)}, asi

tenemos que v(s; + s9) = min{r(sy), v(s2)}. Notese que
v(s1+ s2) = min{v(sy),v(s2)} < v(s;) con i =1,2.
Si v(ky + ko) > min{v(k),v(ke)} = v(ki), entonces
v(ky + ko) — v(sy + 82) > v(ki) —v(s1 + s9) = v(k;) — v(s;) € A.

76



Luego por convexidad de A tenemos que v(k; + ko) — v(s1 + s2) € A. Por tanto
(81 + 82) + (k‘l + kz) S Q

Cerradura bajo la multiplicacién. Sean s;, k; como arriba, el producto
(81 + k’l)(SQ + ]{72) = 8189 + 81/{72 + ]{7182 + /{71/{72
lo podemos escribir como (s1 + k1)(s2 + k2) = s + k donde

S = (8182 + S9S51 + klkg + /{?2/{31 + ]{3182 — 821{?1 + 81]€2 — k‘gSl)/2

k = (5152 — S251 + k1ka — koky + k159 + Sok1 + s1ko + kas1)/2
evidentemente s* =s y k* = —k. Por el Lema 3.3,
V(8182 + S281) = v(s1) + v(s2).

Como A C IS y v(k;) — v(s;) € A para i = 1,2, entonces por definicion de
fj obtenemos v(k;) > v(s;), para i = 1,2. En la prueba del Teorema 3.1 (2),
se probé que s € P, v(s) = v(s182 + s251) (de aqui obtenemos lo siguiente
v(s) = v(s1) + v(s2)), v(k) > v(s) y por tanto v(k) — v(s) € I} y ademés,

también se probo que
p(k) = min{u(s152 — s251),w(s:) + v(k;)(i # )}.
Si v(k) > v(s;) + v(k;), entonces
p(k) = v(s) = v(s;) + viky) = v(s) = vlk;) — v(s;) € A

(v(s) = v(s1) + v(s2) = v(s;) + v(s;) (¢ # j)). Entonces por convexidad de A
tenemos que v(k) — v(s) € A, por tanto s + k € Q. Por otra parte, si se cumple

la desigualdad v(k) > v(s182 — s251), entonces por hipotesis se tiene,
v(k) —v(s) > v(s182 — s281) —v(s1) —v(s2) € A
y por convexidad de A se tiene que v(s) — v(k) € A, por tanto s + k € Q.
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(3)

Ceradura bajo la involuciéon. Como (s; + k1)* = s1 — k; = s1 + (=k1) v
v(—k1) = v(ky), entonces v(—ky) —v(s1) = v(k1) —v(s1) € A, asi (s1+k1)* € Q.
Por tanto, Q* = Q.

Cerradura bajo la *-conjugacién. Sea r € R, entonces
r(sy+ k)r* =rsir* +rkir* =u+wv

donde v = rsy;r* y v = rkir* evidentemente tenemos que u* = u y v* = —v. Si

r = 0, entonces r(s; + k1)r* = 0 € (). Supongamos ahora que r # 0. Entonces,

v(u) = v(v) =v(r) +vik) +v(r") —vr) —v(s) —v(r’)
=v(k)) —v(s;) €A

Por tanto r(s; + k1 )r* =u+v € Q.

Veamos que Q N S(R) = P.

En efecto, si s + k € Q N S(R), entonces s — k = (s + k)* = s + k, esto
implica que 2k = 0 y por ser R un dominio £ = 0. Como s + k£ € (), entonces
s+ 0 = s € P. Luego tenemos que ) N S(R) C P, para la otra inclusion si
s € P*, entonces podemos escribir s = s + k, donde k = 0 es antisimétrico.
Como v(k) —v(s) = v(0) —v(s) = oo € A, entonces s = s+ k € Q N S(R). Asi,
PCQ@NS(R) portanto QNS(R)=P.

De (1),(2),(3),(4) y (5) tenemos que ) es una extension débil de P. Sea rzr* € @
donde 7 no esta en el ideal generado por ) N —@. Como estamos suponiendo
que el soporte es {0}, entonces el ideal generado por Q@ N —@Q es {0} (ver prueba
del Teorema 3.4), como consecuencia 7 # 0. Sea * = s + k, donde s € S(R)
y k* = —k. Luego, se tiene que rsr* + rkr* = raxr* € @, asi tenemos dos
posibilidades, la primera de ella es que rxr* = 0, pero como R es un dominio
y 7 # 0, entonces x = 0 € @, la otra posibilidad es que rzr* # 0 esto implica
que rsr* € P* y v(k) —v(s) = v(rkr*) — v(rsr*) € A. Probemos que s € P*.
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Si s € —P, entonces rsr* € —P por tanto rsr* € PN —P = {0} de aqui
que rsr* = 0 esto contradice el hecho de que rsr* € P*. Luego, s € P* y
v(k) —v(s) € A. Por tantor =s+ke@. N
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