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Resumen

En [9] Kiwiel presenta un método para resolver un problema de programación con-
vexa, en tal sentido considera un método de punto proximal que usa una función de
Bregman generalizada, el cual denomina BPM. De igual forma presenta un méto-
do de multiplicadores para resolver el problema dual, el cual denomina método de
multiplicadores inexactos.
Un método similar presenta Castillo en [3], denominado método de multiplicadores
basados en shifts, para el cual presenta dos algoritmos, uno usando una penalidad
no coerciva de tipo AL1 y otro usando una penalidad coerciva de tipo AL2. En
este trabajo implementamos este método de multiplicadores basados en shifts u-
sando una penalidad θ considerada por Zang en [19], la cual es no coerciva y no
la considera Kiwiel en su estudio, tampoco la considera Castillo, ya que θ no es
estrictamente convexa y por tanto no es de tipo AL1, no obstante cumple todas
las otras propiedades de AL1 y se puede aplicar el método.
Al aplicar este método con la penalidad θ, se puede observar que con algunas condi-
ciones la sucesión {µk} converge, además la sucesión {xk} es acotada y converge
a una solución óptima del problema. Este resultado es obtenido sin necesidad de
usar dos condiciones que considera Castillo en la demostración de un teorema sim-
ilar en [3].
Para probar la e�ciencia computacional de este método que usa la penalidad no
coerciva θ se realizó un programa computacional con el software Matlab, con el
cual se resuelven algunos problemas tomados de [7] y [2], observándose buen de-
sempeño, ya que obtiene buenas aproximaciones de las soluciones óptimas.
Palabras claves: penalidad, no coerciva, programación convexa, B-funcion, méto-
do de lagrangeano aumentado, método de punto proximal.
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INTRODUCCIÓN

Para resolver problemas de programación convexa, donde la función objetivo
y las funciones asociadas a las restricciones son funciones convexas, se han
usado los métodos de lagrangeano aumentado debido a su buen desempeño
computacional y por su conexión con los métodos de punto proximal usados
para resolver el problema dual.
Existen varias versiones de los métodos de lagrangeano aumentado, asi como
las hay de los métodos de punto proximal. En [9] Kiwiel presenta un método
de punto proximal denominado Bregman Proximal Minimization (BPM), el
cual usa una función h de Bregman generalizada, es decir una generalización
de una B-función usual, además esta función h puede ser no diferenciable,
por lo cual en el BPM en vez de usar el gradiente de h se usan sus subgradi-
entes. Asociado a este BPM Kiwiel presenta un método de multiplicadores
para resolver el problema dual, el cual denomina método de multiplicadores
inexactos, para ello usa una función de penalidad esencialmente suave. Esta
función de penalidad es la monótona conjugada de h, además es una función
coerciva cuyo dominio contiene a los números reales positivos. Es importante
resaltar que Kiwiel aborda los problemas primal y dual de manera inversa a
como se plantean usualmente, de allí que resuelva el primal con un método
de punto proximal y el dual con un método de multiplicadores.
Castillo en [3] introduce métodos similares, para la resolución del proble-
ma primal presenta un método de multiplicadores denominado método de
multiplicadores basados en shifts, en la aplicación de este método Castillo
considera dos tipos de penalidad, a saber las AL1 que son no coercivas y las
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AL2 que son coercivas. Una de las propiedades que se requieren de estas
funciones de penalidad es que sean diferenciable. De igual manera presenta
para el problema dual un método de punto proximal. Una diferencia notable
entre los métodos de Kiwiel y Castillo es que Kiwiel no considera en su méto-
do de multiplicadores inexactos penalidades no coercivas, mientras Castillo
si las considera en su método de multiplicadores basados en shifts.
El objetivo fundamental del presente trabajo es implementar el método de
multiplicadores basados en shifts usado por Castillo en [3] con una penali-
dad especí�ca θ, la cual es diferenciable y no coerciva. Para ello se hace un
estudio de los métodos de lagrangeano aumentado y los de punto proximal
y en particular se analizan de manera detallada los presentados por Kiwiel
y Castillo en [9] y [3] respectivamente.
El método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad no coerciva
θ genera dos sucesiones, a saber {xk} y {µk}. En este trabajo se es-
tablece bajo ciertas condiciones la convergencia de {µk}, además se prueba
un teorema similar a uno presentado por Castillo en [3] donde se establece la
factibilidad ergódica, la complementaridad ergódica y la convergencia ergódi-
ca de una sucesión {x̄k} de medias primal asociada a la sucesión {xk}. En su
teorema Castillo plantea estos resultados para las penalidades AL1 y AL2,
pero demuestra sólo el caso AL2, dejando planteado el caso de AL1. La
demostración que se realiza en esta investigación es con la penalidad θ, la
cual cumple todas las propiedades de AL1, excepto la convexidad estricta.
En este mismo teorema se establece la acotación de la sucesión {xk}, así
como su convergencia a una solución óptima del problema primal sin necesi-
dad de considerar dos condiciones adicionales que se imponen en el teorema
presentado por Castillo en [3].
Con el �n de mostrar la e�ciencia del método estudiado usando la penalidad
no coerciva θ se realiza una implementación numérica para lo cual se hace
un programa computacional, usando el software Matlab, para aplicarlo en la
resolución de algunos problemas propuestos por Hock y Schittkowski en [7] y
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Bazaraa y Shetty en [2]. Al aplicar el programa se observa buen desempeño,
ya que se hallan las soluciones óptimas.
Este trabajo se ha dividido en cuatro capítulos. En el capítulo 1 se estudian
los preliminares, los cuales estan constituidos por una serie de de�niciones y
proposiciones de análisis convexo que proveen el fundamento teórico de esta
investigación. los temas abordados son funciones convexas, diferenciabilidad,
subdiferenciabilidad y las propiedades de la conjugada.
En el capítulo 2 se hace un estudio de los métodos de lagrangeano aumen-
tados y los de punto proximal. Se presentan algunas versiones del método
de lagrangeano aumentado, a saber el método de multiplicadores clásico pre-
sentado por Rockafellar en [16], el método de lagrangeano aumentado con-
siderado por Iusem en [8] y el método de multiplicadores basados en shifts
considerados por Castillo en [3]. De igual modo se presenta el método de
punto proximal asociado a la norma euclidiana y el asociado a una función de
Bregman. En este capítulo se presenta un teorema interesante que permite
relacionar un método de lagrangeano aumentado con un método de punto
proximal.
En el capítulo 3 se estudia el método de punto proximal (BPM) presentado
por Kiwiel en [9], el cual usa una función de Bregman generalizada, se hace
un análisis detallado de este método y de la convergencia de la sucesión que
genera, de igual forma se estudia el método de multiplicadores inexactos pre-
sentados por Kiwiel, así como el análisis de convergencia de las sucesiones
que se generan de este método. También se presentan es este capítulo varias
familias de penalidades y sus correspondientes conjugadas.
En el capítulo 4 se presenta la implementación numérica del método de mul-
tiplicadores basados en shifts con la penalidad no coerciva θ. En primer
lugar se hace un estudio detallado de la función θ, se obtiene que es una
función propia, convexa, cerrada, continua, esencialmente suave, no coerciva
y cumple las propiedades de AL1, excepto la convexidad estricta. Con esta
función se pueban varios resultados del método bajo estudio presentados por
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Castillo en [3], entre estos resultados se prueba que la sucesión generada por
el método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad θ es acota-
da y converge a una solución del problema, esto se demuestra omitiendo dos
condiciones impuesta por Castillo en un teorema similar. Finalmente en este
capítulo se realiza una implementación numérica a través de la realización
de un programa computacional y resolviendo algunos problemas.
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Capítulo 1

PRELIMINARES

El propósito fundamental de este trabajo es hacer un estudio detallado acer-
ca de la resolución de un problema de minimización de una función convexa
con restricciónes asociadas a funciones convexas. Para resolver este tipo de
problema se usan los métodos de multiplicadores o de lagrangeano aumenta-
do, de los cuales existen varias versiones. Estos métodos usan una función de
penalidad parametrizada. En esta investigación se usa el método de multipli-
cadores basados en shifts, descrito por Castillo en [3], usando una penalidad
en particular la cual posee una diferencia sustancial con las penalidades que
regularmente son usadas en los métodos de multiplicadores.
Dado que este problema corresponde a un problema de programación con-
vexa, enunciaremos algunas de�niciones y teoremas fundamentales sobre el
análisis convexo, con el �n de facilitar la comprensión y el análisis de los
temas que serán desarrollados en los próximos capítulos. El propósito es
establecer una base teórica su�ciente para describir los métodos de pun-
to proximal y los de multiplicadores. En particular abordaremos el tema
de funciones convexas, diferenciabilidad y subdiferenciabilidad, así como las
propiedades de su conjugada. Cada uno de estos resultados pueden ser re-
visados en cualquier libro de análisis convexo, en particular se recomienda
revisar el de Rockafellar (ver [16] ) y el de Hiriart Urruty y Lemaréchal ( ver
[6]).
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1.1 FUNCIONES CONVEXAS

En esta sección estudiaremos la noción de convexidad, la cual es una propiedad
utilizada a lo largo del presente trabajo, de esta forma facilitaremos la com-
presión de los temas tratados.
Comenzaremos por de�nir a un conjunto convexo.
De�nición 1.1.1 CONJUNTOS CONVEXOS
Un conjunto A ⊆ Rn es convexo si y sólo si para cada x, y ∈ A, α ∈ (0, 1)

se cumple:

αx+ (1− α)y ∈ A.

Podemos decir que un conjunto es convexo si el segmento que une a cualquier
par de puntos del conjunto está totalmente contenido en el conjunto.

De�nición 1.1.2 EPIGRAFO DE UNA FUNCIÓN
Dada una función f : Rn → R ∪ {+∞}, no identicamente igual a +∞, el

epigrafo de la función f es el conjunto no vacío

epif = {(x, r) ∈ Rn × R : f(x) ≤ r}.

Si consideramos el grá�co de la función, el cual es el conjunto:
graff = {(x, r) ∈ Rn × R : f(x) = r},

luego es fácil veri�car que el grá�co de la función f es un subconjunto del
epigrafo de la misma.
A continuación presentamos la de�nición de una función convexa:
De�nición 1.1.3 FUNCIÓN CONVEXA
Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es convexa si sólo si para cada x, y ∈ Rn

y α ∈ (0, 1) se cumple:

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).
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La función f es estrictamente convexa si la desigualdad anterior se veri�ca
de manera estricta.
La función f es concáva si la función −f es convexa.
Una función es convexa si dados dos puntos x, y de su dominio , el segmento
que une a los puntos (x, f(x)) y (y, f(y)) está siempre por encima o co-
incide con el grá�co de la función. De igual forma es cóncava si el segmento
en consideración está por debajo o coincide con el grá�co de la función.
La siguiente proposición relaciona la convexidad de una función con la con-
vexidad del epigrafo de la mencionada función.

Proposición 1.1.1 (ver [6], Proposición 1.1.6)

Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es convexa si sólo si epif es un conjunto

convexo.

De�nición 1.1.4 DOMINIO EFECTIVO
Sea f : Rn → R∪{+∞} una función, el dominio efectivo de f es el conjunto:

Df = {x|∃µ ∈ R : (x, µ) ∈ epif} = {x|f(x) < +∞}.

El dominio efectivo de una función es el conjunto formado por todos los
puntos donde la función toma un valor �nito.

De�nición 1.1.5 FUNCIÓN PROPIA
Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es propia si el epif es no vacío y f en

ningún momento toma el valor de −∞, es decir existe un x0 ∈ Rn tal que

f(x0) < +∞ y f(x) 6= −∞ ∀x ∈ Rn.

A continuación presentamos un concepto asociado a la continuidad de una
función:
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De�nición 1.1.6 FUNCIÓN SEMICONTINUA INFERIOR
Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es semicontinua inferior si para cada

x ∈ Rn se veri�ca

lim inf
y→x

f(y) ≥ f(x). (1.1)

Notemos que una función continua en Rn es semicontinua inferior, ya que
lim inf
y→x

f(y) = f(x).

De�nición 1.1.7 FUNCIÓN CERRADA
Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es cerrada si epif es un conjunto cerrado

en Rn × R.

La siguiente proposición relaciona las funciones semicontinuas inferiores con
las funciones cerradas, resultando que la semicontinuidad inferior es una
forma de caracterizar a las funciones cerradas.

Proposición 1.1.2 (ver [16], Teorema 7.1)

Sea una función f : Rn → R∪{+∞}, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

a) f es semicontinua inferior en Rn.

b) {x|f(x) ≤ α} es cerrado para cada α ∈ R.

c) f es cerrada.

De�nición 1.1.8 FUNCIÓN CLAUSURA
Sea f una función propia y convexa, la clausura de f es la más grande

función semi-continua inferior mayorizada por f . Es decir es la función

cuyo epifrafo es la clausura del epigrafo de f en Rn+1.

La función clausura de f es llamada la cápsula semicontinua inferior de f y

se denota por clf .

Sí f es una función cerrada se tiene que clf = f , ya que por la proposición
1.1.2 el conjunto {x|f(x) ≤ α} es cerrado para cada α ∈ R, por lo cual epi f
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es cerrado y entonces es igual a su clausura, por lo cual clf = f .
Sí f es una función impropia tal que f(x) = −∞, para algún x, la clausura
de f es de�nida como la función constante igual a −∞.
El siguiente teorema generaliza el concepto de convexidad de una función,
para el caso de n puntos de su dominio.
Teorema 1.1.3 DESIGUALDAD DE JENSEN ( ver [16] Teorema 4.3 )

Sea una función f : Rn → R ∪ {+∞} entonces f es convexa si sólo si para

cada x1, . . . , xn ∈ Rn se veri�ca:

f(λ1x1 + . . .+ λmxm) ≤ λ1f(x1) + . . .+ λmf(xm),

con λ1 ≥ 0, . . . , λm ≥ 0 y λ1 + . . .+ λm = 1.

Las siguientes dos proposiciones relacionan la convexidad de una función con
el concepto de diferenciabilidad, a través de el uso del gradiente de la función.
Proposición 1.1.4 Sea f : Rn → R∪{+∞} una función propia tal que Df

es abierto y convexo, con f diferenciable en Df : Entonces f es convexa si

sólo si ∀x, y ∈ Df se veri�ca:

〈y − x,∇f(x)〉 ≤ f(y)− f(x),

donde ∇f(x) es el gradiente de f en x.

Proposición 1.1.5 Sea f : Rn → R∪{+∞} una función propia tal que Df

es abierto y convexo, con f diferenciable en Df , entonces f es convexa si y

sólo si ∀x, y ∈ Df se tiene:

〈y − x,∇f(y)−∇f(x)〉 ≥ 0.

La condición de diferenciabilidad en una función a menudo es una propiedad
fuerte y puede darse el caso que no necesariamente las funciones que conside-
remos sean diferenciables o posean gradientes. En este sentido consideramos
un concepto relacionado con la diferenciabilidad, como lo es el concepto de
subgradiente y subdiferencial.
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De�nición 1.1.9 SUBGRADIENTES
Sea f : Rn → R ∪ {+∞} una función propia y convexa, sea x ∈ Rn. Un

vector s ∈ Rn es un subgradiente de la función f en el punto x si:

f(z) ≥ f(x) + 〈z − x, s〉, ∀z ∈ Rn. (1.2)

Nótese que si f es diferenciable en x, por la proposición 1.1.4 el gradiente
∇f(x) es en particular un subgradiente de f en x.

De�nición 1.1.10 SUBDIFERENCIAL
El conjunto de todos los subgradientes de f en x es llamado subdiferencial

de f en x y se denota por:

∂f(x) = {s : f(z) ≥ f(x) + 〈z − x, s〉, ∀z ∈ Rn}.

Similarmente de�nimos para cada ε ≥ 0 el ε−subdiferencial como el con-

junto:

∂εf(x) = {s : f(z) ≥ f(x) + 〈z − x, s〉 − ε ∀z ∈ Rn}.

Si ε = 0 se tiene que el ε−subdiferencial coincide con el subdiferencial

∂0f = ∂f.

De�nición 1.1.11 FUNCIÓN ESENCIALMENTE ESTRICTAMENTE CON-
VEXA
Una función f : Rn → R∪{+∞} es esencialmente estrictamente convexa si

es estrictamente convexa en cada subconjunto convexo de D∂f .

De�nición 1.1.12 FUNCIÓN INDICADORA
Sea C un conjunto no vacío, la función indicadora del conjunto C es:

iC(x) =

{
0 si x ∈ C
∞ de otra forma.

De�nición 1.1.13 FUNCIÓN SOPORTE
Sea C un conjunto no vacío, la función soporte del conjunto C es:
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i∗C(x̄) = sup{〈x̄, x〉 : x ∈ C}.

Una de�nición equivalente a la diferenciabilidad para una función �nita es
presentada a continuación:

De�nición 1.1.14 FUNCIÓN SUAVE
Una función f : Rn → R∪{+∞} es suave si y sólo si es �nita y diferenciable

en todo Rn.

Introduciendo una condición adicional a una función suave, consideramos la
de�nición siguiente:

De�nición 1.1.15 FUNCIÓN ESENCIALMENTE SUAVE
Una función f : Rn → R ∪ {+∞} propia y convexa es esencialmente suave

si satisface las siguientes condiciones:

a)
◦
Df 6= ∅.

b) f es diferenciable en
◦
Df .

c) limk→∞ |∇f(xk)| = +∞ con {xk} una sucesión en
◦
Df que converge

a un punto x de la frontera de
◦
Df .

Si f es diferenciable en Rn, se tiene que f es esencialmente suave, ya que
◦
Df= Rn y no existe una sucesión que converja a un punto de frontera y así
la propiedad limk→∞ |∇f(xk)| = +∞ se cumple trivialmente.

De�nición 1.1.16 DERIVADA DIRECCIONAL
Sea f : Rn → R ∪ {+∞}, sea x ∈ Df . De�nimos la derivada direccional de

f en x con respecto al vector y de la siguiente manera

f
′
(x; y) = lim

λ↓0

f(x+ λy)− f(x)

λ
. (1.3)

La siguiente proposición relaciona la derivada direccional de una función
diferenciable en un punto de su dominio y el gradiente de esa función en el
mencionado punto.
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Proposición 1.1.6 (ver [16], pag 213)

Sea f : Rn → R ∪ {+∞}, sea x ∈ Df , si f es diferenciable en x se veri�ca:

f
′
(x; y) = 〈∇f(x), y〉, ∀y. (1.4)

La derivada direccional también puede relacionarse con un subgradiente de
una función que no sea necesariamente diferenciable, tal como se muestra en
la siguiente proposición.

Proposición 1.1.7 (ver [16], Teorema 23.2)

Sea f : Rn → R ∪ {∞} una función propia, cerrada y convexa , sea x ∈ Df .

Entonces s ∈ ∂f(x) si sólo si:

f
′
(x; y) ≥ 〈s, y〉, ∀y. (1.5)

Además la clausura de f
′
(x; y) es una función convexa con respecto de y, es

la función soporte del conjunto cerrado y convexo ∂f(x).

De�nición 1.1.17 FUNCIÓN DE RECESIÓN
Consideremos una función f : Rn → R ∪ {+∞} convexa, propia y cerrada

en x ∈ Df . La función f ′∞ de�nida por:

d ∈ Rn 7→ f ′∞(d) = lim
λ→+∞

f(x+ λd)− f(x)

λ
(1.6)

es llamada función de recesión de f .

De�nición 1.1.18 DIRECCIÓN DE RECESIÓN
Una dirección d 6= 0 es una dirección de recesión de f si f ′∞(d) ≤ 0.

De�nición 1.1.19 CONO DE RECESIÓN
Sea el conjunto C ⊂ Rn, no vacío y convexo. De�nimos el cono de recesión

de C de la siguiente manera:

C
′

∞ = {y ∈ Rn : x+ λy ∈ C, con x ∈ C y λ ≥ 0}. (1.7)
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Dado que el propósito fundamental de este trabajo es presentar el método
de multiplicadores basados en shifts con una penalidad no coerciva, debemos
tomar en consideración el concepto de función coerciva.
De�nición 1.1.20 FUNCIÓN COERCIVA
Una función f : Rn → R ∪ {+∞} propia, cerrada y convexa es coerciva si:

lim
‖x‖→∞

f(x) = +∞.

Consideremos
f ′∞(d) = lim

λ→+∞

f(x+ λd)− f(x)

λ
si 0 ∈ Df , hacemos x = 0, de donde obtenemos:

f ′∞(d) = lim
λ→+∞

f(λd)− f(0)

λ

= lim
λ→+∞

f(λd)

λ
.

Tomamos λ = 1
r

entonces se puede escribir:
f ′∞(d) = lim

r→0
rf(d/r), (1.8)

considerando d = e = (1, 1, . . . , 1) se tiene:
f ′∞(e) = lim

x→+∞

f(x)

x
.

Si f ′∞(e) = +∞ entonces f crece más rapidamente que una función lineal
y denominamos a f 1-coerciva ( o sencillamente coerciva ).
Si f ′∞(e) < +∞ entonces f se aproxima a una función lineal en la dirección
1, denominamos a f 0-coerciva ( o sencillamente no coerciva ).

1.2 FUNCIÓN CONJUGADA

En esta sección se hace una descripción de la conjugada de una función
convexa. El estudio de la conjugada es útil en el sentido que a través de ella
se pueden establecer relaciones importantes entre el primal y el dual de un
problema de optimización.
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De�nición 1.2.1 Consideremos la función convexa f : Rn → R ∪ {+∞}.
La conjugada de f es una función f ∗ dada por:

s ∈ Rn 7→ f ∗(s) = sup
x
{〈x, s〉 − f(x) : x ∈ Df}.

Observaciones
1. f ∗ es cerrada, propia y convexa sí y sólo sí f es propia.
2. La conjugada g∗ de una función g : Rn → R∪{+∞} cóncava y cerrada

es de�nida como:
g∗(s) = inf

x∈Rn
{〈x, s〉 − g(x)}.

3. Si f = −g entonces g∗ 6= −f ∗.
En efecto:

f ∗(s) = sup
x
{〈x, s〉 − f(x)}

= sup
x
{〈x, s〉+ g(x)}

= sup
x
{−(−〈x, s〉 − g(x))}

= − inf
x
{−〈x, s〉 − g(x)}

= −g∗(−s).

Proposición 1.2.1 ( Ver [18], Proposición 2.10)

Consideremos las funciones convexas f, fj, con 1 ≤ j ≤ m. Entonces se

veri�can las siguientes a�rmaciones:

1. Si g(x) = f(x) + α, entonces g∗(s) = f ∗(s)− α.

2. Si g(x) = αf(x), con α > 0 entonces g∗(s) = αf ∗( s
α
).

3. Si g(x) = f(αx), con α 6= 0 entonces g∗(s) = f ∗( s
α
).

4. Si A es un operador lineal invertible entonces (f ◦ A)∗ = f ∗ ◦ (A−1)∗.

5. Si g(x) = f(x− x0), entonces g
∗(s) = f ∗(s) + 〈s, x0〉.

6. Si g(x) = f(x) + 〈s0, x〉, entonces g∗(s) = f ∗(s− s0).
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7. Si f1 ≤ f2, entonces f
∗
1 ≥ f ∗2 .

8. Si Df1 ∩ Df2 6= ∅ y α ∈ (0, 1) entonces:

(αf1 + (1− α)f2)
∗ ≤ αf ∗1 + (1− α)f ∗2 .

9. Si

f(x) =
m∑
j=1

fj(xj),

entonces

f ∗(s1...sm) =
m∑
j=1

f ∗j (sj).

De�nición 1.2.2 FUNCIÓN COFINITA
Una función f : Rn → R propia y convexa es co�nita si epi f no contiene

semi-rectas no verticales.

La siguiente proposición establece que la función de recesión de una función
co�nita es igual a in�nito para todo punto distinto del cero.

Proposición 1.2.2 (ver [16], Teorema 13.3)

Una función f : Rn → R propia y convexa es co�nita si

f
′

∞(y) = +∞, ∀y 6= 0.

Otra caracterización de las funciones co�nitas es que su conjugada es �nita
para todo s ∈ Rn. Este resultado es establecido en la siguiente proposición.

Proposición 1.2.3 (ver [16] Corolario 13.3.1)

Una función f : Rn → R propia y convexa es co�nita si

f ∗(s) = sup
x
{〈s, x〉 − f(x)} <∞, ∀s ∈ Rn,

lo cual signi�ca que una función f es co�nita si sólo si Df∗ = Rn.

Una relación importante entre una función convexa y su conjugada se es-
tablece a través de la siguiente proposición:
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Proposición 1.2.4 DESIGUALDAD DE FENCHEL
Si f : Rn → R ∪ {+∞} es una función propia y convexa; se veri�ca la

siguiente desigualdad:

〈x, s〉 ≤ f(x) + f ∗(s) ∀x, s ∈ Rn.

Existe una interesante relación de dualidad entre una función convexa y su
conjugada, a través de los subgradientes de las mencionadas funciones. De
esta forma podemos decir que s es un subgradiente de f en x si sólo si x es un
subgradiente de f ∗ en s. En tal sentido se muestra la siguiente proposición.
Proposición 1.2.5 (ver [6], Proposición 6.1.2 ; [16], Teorema 23.5 )

Si f : Rn → R ∪ {+∞} es una función convexa, propia y cerrada, entonces

las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. s ∈ ∂f(x).

2. f(x) + f ∗(s) = 〈s, x〉.

3. x ∈ arg min{f(·)− 〈s, ·〉}.

4. x ∈ ∂f ∗(s).

Demostración . Probemos en primer lugar (1 ⇒ 2).

Sea s ∈ ∂f(x), por lo cual:

f(y) ≥ f(x) + 〈s, y − x〉 ∀y ∈ Rn

= f(x) + 〈s, y〉 − 〈s, x〉 ∀y ∈ Rn,

luego:
〈s, x〉 − f(x) ≥ 〈s, y〉 − f(y), ∀y ∈ Rn,

por lo tanto:
f ∗(s) = 〈s, x〉 − f(x),

es decir:
f ∗(s) + f(x) = 〈s, x〉.
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Probemos ahora (2 ⇒ 3). Sean x, s, tal que:
f ∗(s) + f(x) = 〈s, x〉,

luego:
f ∗(s) = 〈s, x〉 − f(x),

de donde:
sup
y∈Rn

{〈s, y〉 − f(y)} = 〈s, x〉 − f(x),

deduciéndose:
〈s, x〉 − f(x) ≥ 〈s, y〉 − f(y) ∀y ∈ Rn.

f(x)− 〈s, x〉 ≤ f(y)− 〈s, y〉 ∀y ∈ Rn,

por lo cual:
x ∈ arg min{f(·)− 〈s, ·〉}.

Probemos ahora (3 ⇒ 4).

Sea x ∈ arg min{f(·)− 〈s, ·〉}, entonces
f(x)− 〈s, x〉 ≤ f(y)− 〈s, y〉, ∀y ∈ Rn

〈s, x〉 − f(x) ≥ 〈s, y〉 − f(y), ∀y ∈ Rn

f ∗(s) = 〈s, x〉 − f(x).

Sea p ∈ Rn arbitrario, luego
f ∗(p) ≥ 〈p, y〉 − f(y), ∀y ∈ Rn,

en particular se veri�ca para y = x:
f ∗(p) ≥ 〈p, x〉 − f(x)

= 〈p, x〉+ f ∗(s)− 〈s, x〉

= f ∗(s) + 〈x, p− s〉,
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por lo cual: x ∈ ∂f ∗(s).
Finalmente probamos (4 ⇒ 1).

Sí x ∈ ∂f ∗(s) se tiene:
f ∗(p) ≥ f ∗(s) + 〈x, p− s〉 ∀p ∈ Rn

≥ f ∗(s) + 〈x, p〉 − 〈x, s〉 ∀p ∈ Rn,

luego:
f ∗(p)− 〈x, p〉 ≥ f ∗(s)− 〈x, s〉 ∀p ∈ Rn

〈x, p〉 − f ∗(p) ≤ 〈x, s〉 − f ∗(s) ∀p ∈ Rn,

por lo cual:

(f ∗)∗(x) = 〈x, s〉 − f ∗(s),

pero como f es cerrada se tiene:
f(x) = 〈x, s〉 − f ∗(s)

f ∗(s) = 〈x, s〉 − f(x),

y así:
〈x, s〉 − f(x) ≥ 〈y, s〉 − f(y) ∀y ∈ Rn

f(y)− 〈y, s〉 ≥ f(x)− 〈x, s〉 ∀y ∈ Rn

f(y) ≥ f(x)− 〈x, s〉+ 〈y, s〉 ∀y ∈ Rn

f(y) ≥ f(x) + 〈s, y − x〉 ∀y ∈ Rn,

de donde: s ∈ ∂f(x).

De la proposición anterior se pueden deducir los siguientes resultados:
∂f ∗ = (∂f)−1. (1.9)
im ∂f = D∂f∗ . (1.10)
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De esta manera queda establecida que el subdiferencial de la conjugada de
una función convexa es igual a la inversa del subdiferencial de la función.
La proposición que se presenta a continuación establece que el gradiente
de una función propia y convexa es continuo en su dominio y además la
función es diferenciable si sólo si el conjunto subdiferencial está compuesto
unicamente por el gradiente, es decir el conjunto subdiferencial es unitario.

Proposición 1.2.6 ( Ver [16], Teoremas 25.1 y 25.5 )

Si h es una función propia y convexa, entonces ∇h es continua en D∇h ⊂
◦
D,

si x ∈ D∇h entonces h es diferenciable en x si sólo si ∂h(x) = {∇h(x)}.

Demostración . Sea e1, e2, . . . , en las �las de la matriz identidad (n× n),
usando ([16], Teorema 25.4) se tiene h′(x, ej) = ∂h

∂xj
(x) es continuo, y por

tanto ∇h es continuo en D∇h.
Supongamos que h es diferenciable en x , entonces por (1.4) tenemos:

h′(x, y) = 〈∇h(x), y〉.

Si g es un subgradiente de h en x, por ( 1.5), se tiene:

h′(x, y) = 〈∇h(x), y〉 ≥ 〈g, y〉 ∀y.

Si tomamos −y tenemos

〈∇h(x),−y〉 ≥ 〈g,−y〉,

entonces

〈∇h(x), y〉 ≤ 〈g, y〉,

y así ∇h(x) = g, por lo tanto ∂h(x) = {∇h(x)}.
Recíprocamente, supongamos que ∂h(x) = {∇h(x)}.
De�nimos la función g(y) = h(x+ y)− h(x)− 〈∇h(x), y〉.
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Como h es convexa g es convexa, en efecto si y1, y2 ∈ Dg y α ∈ (0, 1),
tenemos que:
g(αy1 + (1− α)y2) = h(x+ αy1 + (1− α)y2)− h(x)− 〈∇h(x), αy1 + (1− α)y2〉

= h(α(x+ y1) + (1− α)(x+ y2)) + α(−h(x)− 〈∇h(x), y1〉) +

+(1− α)(−h(x)− 〈∇h(x), y2〉)

≤ αg(y1) + (1− α)g(y2).

Si x∗ ∈ ∂g(0) se tiene g(y) ≥ g(0) + 〈x∗, y − 0〉 = 〈x∗, y〉, ∀y,
luego

h(x+ y)− h(x)− 〈∇h(x), y〉 ≥ 〈x∗, y〉

h(x+ y) ≥ h(x) + 〈∇h(x), y〉+ 〈x∗, y〉

h(x+ y) ≥ h(x) + 〈∇h(x) + x∗, y〉.

Como y es arbitrario (∇h(x) + x∗) ∈ ∂h(x), pero por hipótesis ∂h(x) =

{∇h(x)}, luego x∗ = 0 y ∂g(0) = {0}.
Debemos probar que ∂g(0) = {0} implica limy→0

g(y)
|y| = 0.

Por la proposición 1.1.7 la clausura de g′(0, ·) es el soporte de ∂g(0), entonces
g′(0, ·) = 0,
y así:

0 = g′(0, u) = limλ↓0[g(λu)− g(0)]/λ, ∀u.

Como g(0) = 0, tenemos que limλ↓0 g(λu)/λ = 0.
De�nimos fλ(u) = g(λu)/λ, λ > 0 la cual es convexa, ya que g lo es, y
decrece a 0 cuando λ→ 0.
Sea B la bola euclidiana, sea {a1, a2, . . . , am} una colección �nita de puntos
cuya cápsula convexa está incluida en B.
Cada u ∈ B se puede expresar como combinación convexa
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u = λ1a1 + . . .+ λmam.

Usando la desigualdad de Jensen (Teorema 1.1.3) se tiene:

0 ≤ fλ(u) ≤
m∑
i=1

λifλ(ai) ≤ max{fλ(ai) : i = 1, . . . ,m}.

Como fλ decrece a 0 para cada i cuando λ ↓ 0 se concluye que fλ(u) decrece
a 0 uniformemente en u ∈ B cuando λ ↓ 0.
Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que g(λu)/λ ≤ ε, ∀λ ∈ (0, δ], ∀u ∈ B.
Como cada vector y tal que 0 < |y| ≤ δ puede expresarse como y = λu con
λ = |y| y u ∈ B tenemos g(y)/|y| ≤ ε cuando 0 < |y| ≤ δ.
Esto prueba que limy→0

g(y)
|y| = 0 y así h es diferenciable.

En la proposición siguiente se establece que el conjunto subdiferencial de una
función esencialmente suave es el gradiente para los puntos del interior del
dominio y es vacío para los punto de la frontera, además se presenta una
relación entre una función esencialmente estricta convexa y su conjugada, la
cual es esencialmente suave.

Proposición 1.2.7 (ver [16], Teoremas 26.1 y 26.3 )

Sea h una función cerrada, propia y convexa entonces:

i) h es esencialmente suave si sólo si:

∂h(x) = {∇h(x)}, ∀x ∈
◦
D

y para cada x en la frontera de Dh se tiene ∂h(x) = ∅.

ii) h es esencialmente estricta convexa si sólo si h∗ es esencialmente suave.

Demostración .
i) Si h es esencialmente suave es diferenciable en ◦

Dh, usando la proposición
1.2.6 se deduce que ∂h(x) = {∇h(x)}, ∀x ∈

◦
Dh .

Sea x en la frontera de Dh , supongamos que ∂h(x) 6= ∅, entonces existe
una sucesión {xk} que converge a x, tal que ∂h(x) contiene al límite de
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la sucesión {∇h(xk)} y así h no es esencialmente suave, contradictorio
con la hipótesis. Por lo cual ∂h(x) = ∅.
Recíprocamente, si ∂h(x) = {∇h(x)}, ∀x ∈

◦
D y ∂h(x) = ∅, ∀x en la

frontera de Dh se deduce que ◦
D∂h 6= ∅ , ya que h es propia. Usando la

Proposición 1.2.6 se tiene que h es diferenciable en ◦
Dh.

Supongamos que la propiedad (c) de la De�nición 1.1.15 no es válida,
entonces existe una sucesión {xk} convergente a x en la frontera de Dh

tal que {∇h(xk)} es acotada, entonces existe una subsucesión {∇h(xkl)}
convergente a un cierto x∗, entonces x∗ ∈ ∂h(x) y así ∂h(x) 6= ∅, contra-
dictorio con la hipótesis, y (c) es válida. Por lo tanto h es esencialmente
suave.

ii Por (1.9) se tiene ∂h∗ = (∂h)−1 , además por la parte (i) ∂h∗ es
univaluada si sólo si h∗ es esencialmente suave. Entonces es su�ciente
probar que h es esencialmente estrictamente convexa si sólo si ∂h(x1)∩
∂h(x2) = ∅, cuando x1 6= x2.
Supongamos que h no es esencialmente estrictamente convexa, en-
tonces existen x1, x2, x1 6= x2 tal que para cierto x = λx1 + (1 −
λ)x2, 0 < λ < 1 se tiene ∂h(x) 6= ∅ y h(x) = λh(x1)+(1−λ)h(x2).

Tomemos s ∈ ∂h(x), y sea H el grá�co de la función f(z) = h(x) +

〈s, z − x〉, H es el hiperplano soporte de epih en el punto (x, h(x)).
Por otro lado (x, h(x)) es un punto del interior relativo de la linea que
une a los puntos (x1, h(x1)) y (x2, h(x2)).
Como s ∈ ∂h(x) se tiene h(x1) ≥ h(x) + 〈s, x1 − x〉 = f(x1).
Además
f(x1) = h(x) + 〈s, x1 − x〉

= λh(x1) + (1− λ)h(x2) + 〈s, x1 − λx1 − (1− λ)x2〉

= λh(x1) + (1− λ)h(x2) + (1− λ)〈s, x1 − x2〉

≥ λh(x1) + (1− λ)h(x) + (1− λ)〈s, x2 − x〉+ (1− λ)〈s, x1 − x2〉

= λh(x1) + (1− λ)h(x) + (1− λ)〈s, x1 − x〉

= λh(x1) + (1− λ)f(x1).
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Y así f(x1) ≥ h(x1) por lo cual f(x1) = h(x1) y entonces (x1, h(x1)) ∈
H, similarmente se obtiene (x2, h(x2)) ∈ H, de donde s ∈ ∂h(x1) y
s ∈ ∂h(x2), por lo cual ∂h(x1) ∩ ∂h(x2) 6= ∅, lo cual es contradictorio,
por lo tanto h es esencialmente estrictamente convexa.
Recíprocamente si h es esencialmente estrictamente convexa, supon-
gamos que s ∈ ∂h(x1) ∩ ∂h(x2), con x1 6= x2.

Sea g(z) = 〈s, z〉 − µ, donde µ = h∗(s). Consideremos a H, el grá�co
de g, el cual es el hiperplano soporte no vertical de epih.
H contiene a (x1, h(x1)), ya que si s ∈ ∂h(x1) por la Proposición 1.2.5
h(x1)+h

∗(s) = 〈s, x1〉 y así h(x1) = 〈s, x1〉−h∗(s) = 〈s, x1〉−µ = g(x1).

De manera similar se prueba que (x2, h(x2)) ∈ H. Además la línea que
une a ambos puntos también está contenida enH, por lo cual h no puede
ser estrictamente convexa a lo largo del segmento que une a x1 y x2.
Cada punto x en este segmento tiene un s ∈ ∂h(x). De donde se deduce
que h no es esencialmente estrictamente convexa, lo cual contradice la
hipótesis y así ∂h(x1) ∩ ∂h(x2) = ∅.
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Capítulo 2

MÉTODOS DE

MULTIPLICADORES Y DE

PUNTO PROXIMAL

En este capítulo estudiaremos los diversos métodos de lagrangeano aumenta-
do, así como el método de punto proximal. Se establecerá una relación entre
el método de multiplicadores que resuelve un problema primal y el método
de punto proximal que resuelve el problema dual.
El estudio de estos métodos se justi�can, ya que el propósito fundamental
de este trabajo es estudiar un método especí�co de multiplicadores, a saber
el método de multiplicadores basados en Shifts con penalidad no coerciva,
considerado por Castillo en [3]. Un método similar presenta Kiwiel en [9],
llamado método de multiplicadores inexactos es asociado con el método de
minimización proximal con funciones de Bregman generalizadas.
El aporte que se pretende hacer con este trabajo es aplicar el método con
una función de penalidad especí�ca, la cual tiene como característica funda-
mental que es no coerciva y no es considerada por Kiwiel en su investigación.
La función que aplicaremos es usada por Zang en [19] en problemas de mini-
mización, pero no como función de penalidad, sino como una aproximación
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a la función q(t) = max(0, t), t ∈ R.

2.1 MÉTODOS DE MULTIPLICADORES

Los métodos de multiplicadores transforman un problema de minimización
en una secuencia de subproblemas, adicionando una función de penalidad
que involucra a un µ ∈ Rm a la función objetivo de los subproblemas.
Una de las ventajas de los métodos de multiplicadores es su buen desempeño
computacional. Además pueden relacionarse con los métodos de punto pro-
ximal que resuelven el problema dual asociado al problema primal.

Existen diversas versiones de estos métodos. En este trabajo se consideran
cuatro tipos, a saber el método de multiplicadores clásicos presentados por
Rockafellar en [16], el método de lagrangeano aumentado considerado por
Iusem en [8], el método de multiplicadores basados en shifts considerados
por Castillo en [3] y el método de multiplicadores inexactos, considerados
por Kiwiel en [9].
Consideremos el problema primal de minimización:

(P )

minimizar f(x)

sujeto a fi(x) ≤ 0

x ∈ X ⊂ Rn.

Donde f y fi son funciones convexas y continuamente diferenciables en X
para i = 1, 2, . . . ,m.
El método de lagrangeano aumentado consiste en resolver el problema de la
forma:

xk+1 = argminx{f(x) +
∑m

i=1 µ
k
i fi(x)},
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donde µki ≥ 0 ∀i = 1, . . . ,m.
También podemos escribir:

xk+1 = arg minx{L(x, µk)},

donde:

L(x, µk) =

{
f(x) +

∑m
i=1 µ

k
i fi(x) si µ ≥ 0

+∞ de otra forma. (2.1)

Consideremos la función objetivo dual ϕ : Rn → R de�nida por:
ϕ(µ) = min

x∈Rn
L(x, µ), (2.2)

esta función ϕ es cóncava. Podemos considerar el problema dual asociado al
problema (P ).

(D)
maximizar ϕ(µ)

sujeto a µ ≥ 0.

Para cada x ∈ X, µ̄ > 0 se veri�ca ϕ(µ̄) ≤ L(x, µ̄) ≤ max
µ>0

L(x, µ), por lo
tanto:

min
x∈X

L(x, µ) ≤ max
µ>0

L(x, µ). (2.3)
A partir de esta desigualdad podemos deducir un teorema importante de
dualidad denominado teorema débil de dualidad:

Teorema 2.1.1 Teorema débil de dualidad (ver [13], Lema 14.7)

max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ) ≤ min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ). (2.4)

Demostración . Por (2.3) se tiene que:
min
x∈X

L(x, µ) ≤ max
µ>0

L(x, µ).
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Esta desigualdad es válida para cada x ∈ X y µ > 0; en particular vale si
tomamos el µ que maximiza el lado izquierdo y el x que minimiza el lado
derecho, por lo cual:

max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ) ≤ min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ).

Llamaremos punto de silla de la función L a un punto (x∗, µ∗) ∈ X × R>

que veri�ca la condición:
L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ L(x, µ∗) ∀x ∈ X,µ > 0.

De esta condición se in�ere que x∗ es un minimizador de L cuando µ se �ja
en µ∗, de igual modo µ∗ es un maximizador de L cuando x es �jado en x∗.
El siguiente teorema proporciona un resultado importante, al establecer una
condición para que la solución óptima de un problema primal y la del dual
asociado coincidan:

Teorema 2.1.2 Teorema fuerte de dualidad(ver [13], Lema 14.8)

La condición

max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ) = min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ), (2.5)
es válida si sólo si existe un par (x∗, µ∗) que satisfacen la condición de un

punto de silla de L.

Demostración . Supongamos que (x∗, µ∗) es un punto de ensillatura de L,
entonces:

L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ L(x, µ∗),

por lo cual:
max
µ>0

L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ min
x∈X

L(x, µ∗),

además:
min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ) ≤ max
µ>0

L(x∗, µ).
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Por otro lado:
min
x∈X

L(x, µ∗) ≤ max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ).

Luego en virtud de las tres últimas desigualdades deducimos:
min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ).

La desigualdad en el otro sentido se debe al Teorema débil de dualidad,
(Teorema 2.1.1) por lo que podemos concluir:

min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ) = L(x∗, µ∗) = max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ).

Supongamos ahora que (2.5) es válida, entonces existe (x∗, µ∗) tal que:
min
x∈X

max
µ>0

L(x, µ) = L(x∗, µ∗) = max
µ>0

min
x∈X

L(x, µ),

luego para cada x ∈ X y µ > 0, se veri�ca:
L(x∗, µ) ≤ max

µ>0
L(x∗, µ) = L(x∗, µ∗) = min

x∈X
L(x, µ∗) ≤ L(x, µ∗),

por tanto (x∗, µ∗) es un punto de silla de L.
Este teorema garantiza que la función objetivo del problema primal evalu-
ada en un mimizador de este problema coincide con la función objetivo del
problema dual evaluada en un maximizador de este problema, este resultado
es de gran utilidad para relacionar al método de lagrangeano aumentado que
resuelven el primal y el método de punto proximal que resuelve el problema
dual.

2.1.1 MÉTODO DE LAGRANGEANO AUMENTA-
DO
Estudiemos ahora el método de Lagrangeano Aumentado, considerado por
Iusem en [8].
Para x ∈ Rn de�nimos x+ de la siguiente forma x+

j = max{xj, 0}. Tomamos
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un parámetro c > 0 y de�nimos el Lagrangeano aumentado Lc : Rn×Rm → R
como:

Lc(x, µ) = f(x) +
1

4c

m∑
i=1

{[(µi + 2cfi(x))
+]2 − µ2

i }.

Si calculamos el gradiente al Lagrangeano Aumentado, obtenemos:

∇Lc(x, y) = ∇f(x) +
m∑
i=1

(µi + 2cfi(x))
+∇fi(x). (2.6)

El método en consideración genera dos sucesiones {xk} ⊂ Rn, {µk} ⊂ Rm

de la siguiente forma:
Dado µ0 ∈ Rm

+ se obtiene:
xk = arg min

x∈Rn
Lc(x, µ

k). (2.7)
µk+1 = (µki + 2cfi(x

k))+. (2.8)
Existen otras formas de usar el método de multiplicadores, por ejemplo si se
introduce una función θ y un parámetro r ∈ (0, 1] y obtenemos:

x ∈ Rn, µ ∈ Rm 7→ Lr(x, µ) = f(x) + r

m∑
i=1

µiθ

(
fi(x)

r

)
. (2.9)

Donde la función θ se le llama función de penalidad y al parámetro r se le
llama parámetro de penalidad.
Existen diversas familias de penalidad con características muy diversas, por
ejemplo las descritas por Bertsekas, por Ben-Tal y Zibulevsky, por Polyak-
Teboulle y por Humes-Da Silva (ver [3]).
De�niremos la familia de penalidad no coerciva (AL1) y la familia de penal-
idad coerciva (AL2), consideradas por Castillo en ([3]).

FAMILIA DE PENALIDAD NO COERCIVA (AL1):
Consideremos, en primer lugar, una función θ : R → R convexa y creciente
tal que:

i) θ es estrictamente convexa en R.
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ii) θ es diferenciable en R.
iii) θ′∞(1) = 1 (es no coerciva ó 0-coerciva).
iv) lim

y→−∞
θ
′
(y) = 0.

v) θ(·) es acotada inferiormente.
vi) supy>0{y − θ(y)} es �nito.

Dado βi > 0 y µi ∈ (0, βi) para i = 1, . . . ,m, de�nimos la función ỹi(·)
como:

µi ∈ (0, βi) 7→ ỹi(µi) = (θ
′
)−1

(
µi
βi

)
, para i = 1, . . . ,m. (2.10)

Dados β ∈ Rm
> , r ∈ (0, 1] �jos, de�nimos una penalidad Pβ,r perteneciente a

la familia de penalidad AL1, como la función Pβ,r : Rm× (0, β) → R de�nida
como sigue:

Pβ,r(y, µ) =
m∑
i=1

Pβi,r(yi, µi)

=
m∑
i=1

βir
[
θ
(yi
r

+ ỹi(µi)
)
− θ(ỹi(µi))

]
, (2.11)

donde ỹ = ỹ(µ) satisface θ′(ỹi) = µi

βi
< 1 para i = 1, . . . ,m.

En el capítulo 4, se presentará una función de penalidad θ, que cumple con
las condiciones de la familia AL1, excepto la convexidad estricta. Con esta
función de penalidad se aplicará el método de multiplicadores basados en
shifts con penalidad no coerciva. Una de las ventajas de esta función que se
presentará es que se puede tener la acotación de la sucesión {xk}, generada
por el mencionado método, además cada punto límite es una solución del
problema primal, estos resultados serán obtenidos sin necesidad de imponer
dos condiciones que usa Castillo en [3] para obtener el mismo resultado.
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FAMILIA DE PENALIDAD COERCIVA (AL2):
Consideremos, en primer lugar, una función θ : R → R ∪ {+∞} convexa,
propia, cerrada, creciente y diferenciable con riDθ = (−∞, b), donde b ∈ R>

tal que:
i) θ es estrictamente convexa en (−∞, b).
ii) θ es diferenciable en (−∞, b).
iii) θ′∞(1) = ∞ (es coerciva ó 1-coerciva).
iv) lim

y→−∞
θ
′
(y) = 0.

v) θ(·) es acotada inferiormente.
Dado βi ≤ 1 y µi ∈ R>, para i = 1, . . . ,m de�nimos la función ỹi(·), como
sigue:

µi ∈ R> 7→ ỹi(µi) = (θ
′
)−1(µi). (2.12)

De esta forma podemos escribir θ′(ỹi) = µi.
La función de penalidad Pβ,r perteneciente a la familia de penalidad AL2 se
de�ne de igual modo que en (2.11).

2.1.2 MÉTODO DE MULTIPLICADORES BASADOS
EN SHIFTS
Con las familias de penalidad de�nidas anteriormente Castillo en [3] presenta
un método de multiplicadores basados en shifts.
Un shifts consiste en trasladar el punto (ỹ, θ(ỹ)) al origen, además θ′(ỹ) = µ,
por lo cual al introducir el shifts se obtiene que la penalidad P (ỹ, µ) pase
por el origen y tenga derivada µ.

MÉTODODEMULTIPLICADORES BASADOS EN SHIFTS PARA
PENALIDAD NO COERCIVA (AL1):
Este es el método que aplicaremos, pero con una penalidad especí�ca, que
será considerada en el capítulo 4.
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Dados β ≥ 1, r ∈ (0, 1], consideremos la función:

x ∈ Rn, µ ∈ (0, β) 7→ Lβ,r(x, µ) = f(x)+
m∑
i=1

βir

[
θ

(
fi(x)

r
+ ỹi(µi)

)
− θ(ỹi(µi))

]
,

(2.13)
donde θ es una penalidad de tipo AL1 y ỹ es tal que satisface θ′(ỹi(µi)) =
µi

βi
< 1 para i = 1, . . . ,m.

Usando esta función podemos generar el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1.1 Dados: β0 ≥ e, r0 = 1, µ0 ∈ (0, β
0

2
) y ỹ0 tal que

θ
′
(ỹ0) = µ0

β0 para k = 0, 1, . . .

Hallar:

xk+1 ∈ arg min
x∈Rn

{
f(x) +

m∑
i=1

θki (fi(x))

}
, (2.14)

donde yi = fi(x) ∈ R y θki (yi) = βki r
k
[
θ
(
yi

rk + ỹki
)
− θ(ỹki )

]
.

Actualizar:

µk+1
i = βki θ

′
(
fi(x

k+1)

rk
+ ỹki

)
, para i = 1, . . . ,m. (2.15)

Para i = 1, . . . ,m; sí µk+1
i >

βk
i

2
entonces βk+1

i = 2βki .

Calcular ỹk+1
i tal que θ

′
(ỹk+1
i ) =

µk+1
i

βk+1
i

,

sí µk+1
i ≤ βk

i

2
entonces βk+1

i = βki y ỹk+1
i = ỹki +

yk+1
i

rk .

Escoger: rk+1 ≤ rk.

Con respecto a este algoritmo podemos hacer las siguientes observaciones:
� Por la de�nición de ỹk+1

i , se tiene θ
′
(ỹk+1
i ) = µk+1

βk+1
i

, por la actualización
del multiplicador (2.15), tenemos: µk+1

i

βk
i

= θ
′
(
yk+1

i

rk + ỹki

), por lo cual si
βk+1
i = βki se deduce que ỹk+1

i = ỹk + yk+1

rk .
� Por la de�nición de xk+1, por las propiedades del subdiferencial, por la

de�nición de L y por (2.15), tenemos:

∂xLβ,r(x
k+1, µk) = ∂f(xk+1) +

m∑
i=1

βki θ
′
(
fi(x

k+1)

r
+ ỹi

)
∂fi(x

k+1)
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= ∂f(xk+1) +
m∑
i=1

µk+1
i ∂fi(x

k+1)

= ∂xL(xk+1, µk+1),

por lo tanto:
0 ∈ ∂xLβ,r(xk+1, µk) ⇔ 0 ∈ ∂xL(xk+1, µk+1). (2.16)

� Como θ es estrictamente creciente, tenemos que θ′(x) > 0, ∀x, por otro
lado µ0 > 0, por lo cual µk > 0 para todo k.

� Como la sucesión {µk} es acotada, el número de veces que aumenta βk
es �nito.

� Si fi(xk) = 0, para algún i y algún k, entonces µk+1
i = βki θ

′
(ỹki ) = µki .

Este algoritmo es el que será usado en nuestro análisis, ya que usa una
penalidad no coerciva.

MÉTODODEMULTIPLICADORES BASADOS EN SHIFTS PARA
PENALIDAD COERCIVA (AL2):
En este método se omite el parámetro β.
Para r ∈ (0, 1] consideremos la función penalizada:

x ∈ Rn, µ ∈ Rm
> 7→ Lr(x, µ) = f(x)+

m∑
i=1

r

[
θ

(
fi(x)

r
+ ỹi(µi)

)
− θ(ỹi(µi))

]
,

donde θ pertenece a la familia AL2 y ỹ satisface θ
′
(ỹi(µi)) = µi, para

i = 1, . . . ,m.
De�nimos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1.2 Dados r0 = 1, µ0 = θ
′
(0), ỹ0 = 0.

Para k = 0, 1, . . .

Hallar:

xk+1 = arg min
x∈Rn

{f(x) +
m∑
i=1

θki (fi(x))}, (2.17)
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donde yi ∈ R 7→ θki (yi) = rk
(
θ
(
yi

rk + ỹi
)
− θ(ỹki )

)
para todo i = 1, . . . ,m.

Calcular:

ỹk+1 = ỹk +
yk+1

rk
, (2.18)

donde yk+1
i = fi(x

k+1).

Actualizar: µk+1
i = θ

′
(ỹk+1
i ) para i = 1, . . . ,m.

Escoger: rk+1 ≤ rk.

La diferencia entre este algoritmo y el AL1 es que las penalidades que usa
AL1 son no coercivas y necesitan incrementar el parametro β, mientras las
penalidades de AL2 son coercivas y no usan el parámetro β.
Las observaciones realizadas al algoritmo anterior son válidas también para
este.

2.2 MÉTODO DE PUNTO PROXIMAL

Asociado al método de lagrangeano aumentado surge el método de punto
proximal, tal método resuelve el problema dual (D).
Existen varias versiones de este método, la versión más sencilla es considerada
por Iusem en [8], la cual suma a la función objetivo una función asociada a
la norma euclidiana.
Otra versión es estudiada por Iusem en [8] y por Kiwiel en [9], la cual usa
la Distancia asociada a una función de Bregman, que serán de�nidas en el
presente capítulo.
Una versión más general es presentada por Kiwiel en [9], para ello de�ne
una generalización de la funciones de Bregman y las usa en el método que
denomina Minimización Proximal de Bregman (BPM). Un estudio detallado
de este método se presentará en el siguiente capítulo.
El método de punto proximal en su versión más sencilla resuelve un problema
del siguiente tipo:
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(D1)
minimizar f(x)

sujeto a x ∈ X̄ ⊂ Rn

Donde f es una función convexa y continua en X̄, además X ⊂ Rn es abierto
y convexo, X̄ es la clausura de X .
Aplicar el método consiste en generar una sucesión {xk} ⊂ Rn de la siguiente
manera:

x0 ∈ X ⊂ Rn. (2.19)
xk+1 = arg min

x∈X̄
{f(x) + λk‖x− xk‖2}, (2.20)

donde λk es un número real que satisface 0 < λk < λ̃ para algún λ̃ > 0.
Esta sucesión está bien de�nida, en efecto:
Procedemos por inducción:
Sea fk(x) = f(x) + λk‖x− xk‖2.
Como

lim
‖x‖→∞

λk‖x− xk‖2 = ∞,

entonces:
lim

‖x‖→∞
fk(x) = ∞

Por lo cual la minimización en (2.20) se reduce a un conjunto compacto, ya
que fk es continua, así fk tiene mínimo. Como f es convexa y λk‖x − xk‖2

es estrictamente convexa, se tiene que fk es estrictamente convexa. Por lo
tanto

xk+1 = arg min
x∈Rn

{f(x) + λk‖x− xk‖2}

es único, y así la sucesión {xk} está bien de�nida.
Para establecer la convergencia de este método consideremos en primer lugar
la siguiente de�nición, presentada por Iusem.
De�nición 2.2.1 ( ver [8], Sección 2 )

Una sucesión {xk} ⊂ Rn es llamada Fejér convergente a un conjunto U ⊂ Rn

con respecto a la norma Euclidiana si.

‖xk+1 − u‖ ≤ ‖xk − u‖, ∀k ≥ 0, ∀u ∈ U. (2.21)
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La siguiente proposición relaciona la convergencia de Fejer y la acotación de
una sucesión.
Proposición 2.2.1 (ver [8], Proposición 2.1)

Si la sucesión {xk} ⊂ Rn es Fejér convergente a U 6= ∅, entonces {xk} es

acotada. Si un punto de acumulación x de {xk} pertenece a U , entonces

x = lim
k→∞

xk.

Demostración . (2.21) implica que para algún u ∈ U se veri�ca:
‖xk − u‖ ≤ ‖x0 − u‖, ∀k ≥ 0,

lo cual quiere decir que la sucesión {xk} está contenida en la bola de centro
u y radio ‖x0 − u‖, por lo tanto es acotada.
Sea x ∈ U un punto de acumulación de {xk}, como {xk} es acotada poseé
una subsucesión {xjk} convergente, tal que:

lim
k→∞

xjk = x.

Por (2.21) se tiene que la sucesión {‖xk− x‖} es decreciente y no negativa,
además posee una subsucesión {‖xjk − x‖}, la cual converge a 0.
Por lo tanto {‖xk − x‖} converge a 0, y así:

lim
k→∞

‖xk − x‖ = 0,

lo que implica que:
lim
k→∞

xk = x.

Una característica importante de este método de punto proximal que es-
tamos estudiando es que podemos obtener la convergencia de la sucesión
{xk}, cuando la función objetivo es convexa y continuamente diferenciable,
además la sucesión converge a un minimizador del problema, este resultado
es establecido en la siguiente proposición:
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Proposición 2.2.2 ( Ver [8], Teorema 2.1)

Sea f : Rn → R una función convexa y continuamente diferenciable.

Supongamos que el conjunto U de minimizadores de f es no vacío, entonces

la sucesión {xk} generada por (2.20) converge a un punto x∗ ∈ U .

Demostración . En primer lugar tenemos que la sucesión está bien de�nida,
probemos que:

‖xk+1 − x̄‖2 ≤ ‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − xk‖2, ∀k ≥ 0, ∀x̄ ∈ U.

En efecto:
Sea x̄ ∈ U arbitrario.

‖xk − x̄‖2 = ‖xk − xk+1 + xk+1 − x̄‖2

= ‖xk − xk+1‖2 + ‖xk+1 − x̄‖2 +

+ 2〈xk − xk+1, xk+1 − x̄〉. (2.22)
Como xk+1 resuelve (2.20) se deduce:

0 = ∇fk(xk+1) = ∇f(xk+1) + 2λk(x
k+1 − xk),

por lo cual:
∇f(xk+1) = 2λk(x

k − xk+1). (2.23)
Como f es convexa usamos la Proposición 1.1.4, consideramos además (2.22)
y (2.23) para deducir:
‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − xk‖2 − ‖xk+1 − x̄‖2 = 2〈xk − xk+1, xk+1 − x̄〉

=
1

λk
〈∇f(xk+1), xk+1 − x̄〉

≥ 1

λk
[f(xk+1)− f(x̄)]. (2.24)

Por otro lado f(x̄) ≤ f(xk+1) porque x̄ es un minimizador de f , por lo tanto
de (2.24) se deduce:

0 ≤ ‖xk+1 − x̄‖2 ≤ ‖xk − x̄‖2 − ‖xk+1 − xk‖2, (2.25)
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de lo cual resulta que la sucesión {xk} es Fejér convergente a U , ya que:
0 ≤ ‖xk+1 − x̄‖2 ≤ ‖xk − x̄‖2. (2.26)

Consideremos la sucesión {‖xk − x̄‖} , la cual es decreciente y no negativa,
por lo tanto es convergente. Usando (2.25) se obtiene:

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖ = 0,

y así:
lim
k→∞

(xk+1 − xk) = 0. (2.27)
Sea x∗ un punto de acumulación de {xk} y sea {xjk} una subsucesión de
{xk} que converge a x∗.Usando (2.23) se obtiene:

∇f(xjk+1) = 2λjk(x
jk − xjk+1). (2.28)

Por (2.27) se tiene que:
lim
k→∞

xjk+1 = lim
k→∞

xjk = x∗.

Tomando límite en (2.28) cuando k → ∞, usando λk ≤ λ̃ y considerando
que f es continuamente diferenciable obtenemos que:

∇f(x∗) = 0,

como f es convexa se tiene que x∗ ∈ U .
Considerando que {xk} es Fejér convergente, por la Proposición 2.2.1 se
deduce que:

lim
k→∞

xk = x∗.

El siguiente teorema muestra una relación de dualidad entre el método de
lagrangeano aumentado para el problema primal y el método de punto pro-
ximal para el problema dual.

Teorema 2.2.3 ( Ver [8], Teorema 7.1 )

Sea la sucesión {ȳk} ⊂ Rm generada por el método de punto proximal para
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miny∈Rm{−ϕ(y)}, donde la función ϕ es de�nida por (2.2) y además λk = 1
4c

y sea {yk} ⊂ Rm la sucesión generada por (2.8). Si ȳ0 = y0 se tiene que

ȳk = yk, ∀k ≥ 0.

Demostración . Procedemos por inducción.
Para k = 0, ia igualdad se veri�ca por hipótesis.
Supongamos que se cumple: ȳk = yk y probemos que ȳk+1 = yk+1.

Como
ȳk+1 = arg min

y∈Rm
{−ϕ(y) +

1

4c
‖y − yk‖2},

entonces:
1

2c
(ȳk+1 − yk) ∈ ∂ϕ(ȳk+1), (2.29)

luego:
1

2c
〈ȳk+1 − yk, ȳk+1 − y〉 ≤ ϕ(ȳk+1)− ϕ(y), ∀y ≥ 0,

por lo cual:
ϕ(y) ≤ ϕ(ȳk+1)− 1

2c
〈ȳk+1 − yk, ȳk+1 − y〉, ∀y ≥ 0. (2.30)

Como (2.30) es determinado unicamente por ȳk+1 es su�ciente probar que
(2.30) es veri�cado sustituyendo ȳk+1 por yk+1 Si usamos (2.23),(2.6),(2.8) y
(2.1) se obtiene:

0 = ∇xLc(x
k, yk) = ∇f(xk) +

m∑
i=1

(yki + 2cfi(x
k))+∇fi(xk)

= ∇f(xk) +
m∑
i=1

yk+1
i ∇f(xk) ∈ ∂xL(xk, yk+1),(2.31)

implicando que xk es un minimizador de L(·, yk+1) y por (2.2) se obtiene:

ϕ(yk+1) = f(xk) +
m∑
i=1

yk+1
i fi(x

k). (2.32)

Por otro lado:
yk+1
i − yki = max{−yki , 2cfi(xk)},

lo cual implica:
yk+1
i (yk+1

i − yki ) = 2cyk+1
i fi(x

k). (2.33)
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Para cada u ≥ 0 tenemos:
1

2c
(yk+1
i − yki )(y

k+1
i − ui) = yk+1

i fi(x
k)− 1

2c
(yk+1
i − yki )ui

≤ yk+1
i fi(x

k)− uifi(x
k). (2.34)

Por lo cual de (2.32) y (2.34) resulta:

ϕ(yk+1)− 1

2c
〈yk+1 − yk, yk+1 − u〉 ≥ f(xk) +

m∑
i=1

yk+1
i fi(x

k)−

−
m∑
i=1

yk+1
i fi(x

k) +
m∑
i=1

uifi(x
k)

= L(xk, u)

≥ min
x∈Rn

L(x, u) = ϕ(u). (2.35)
Por lo tanto (2.30) es veri�cado para yk+1, de donde obtenemos yk+1 = ȳk+1,
y así la inducción es completada obteniéndose yk = ȳk, ∀k ≥ 0.
En el método de punto proximal podemos introducir una versión usando
funciones de Bregman, consideradas por Iusem en [8], las cuales se de�nen
como sigue:

De�nición 2.2.2 FUNCIONES DE BREGMAN (ver [8], Sección 9 )

Sea S ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo y S̄ su clausura. Consideremos

una función h de�nida en S̄ y sea Dh : S̄ × S → R de�nida por:

Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉, (2.36)
h es llamada función de Bregman, (Dh es la Bregman distancia inducida por

h) si se veri�ca lo siguiente:

i) h es estrictamente convexa en S.

ii) h es continua en S̄.

iii) Para cada α ∈ R los conjuntos parciales de nivel

L1(y, α) = {x ∈ S̄ : Dh(x, y) ≤ α} y L2(x, α) = {y ∈ S : Dh(x, y) ≤ α},

son acotados para todo y ∈ S, x ∈ S̄, respectivamente.
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iv) Si {yk} ⊂ S converge a y∗, entonces Dh(y
∗, yk) converge a 0.

v) Si {xk} ⊂ S̄ y {yk} ⊂ S son sucesiones tales que {xk} es acotada,

lim
k→∞

yk = y∗ y lim
k→∞

Dh(x
k, yk) = 0, entonces lim

k→∞
xk = y∗.

A la función h también se le llama B-función, y al conjunto S se le denomina
la zona de h.
Existen dos subclases de funciones de Bregman que requieren de condiciones
adicionales a las mencionadas anteriormente. Las cuales se denominan coer-
civa en la frontera y coerciva en la zona.
Decimos que una función h de Bregman es coerciva en la frontera si para
{yk} ⊂ S, tal que lim

k→∞
yk = y ∈ ∂S, entonces

lim
k→∞

∇h(yk)t(x− yk) = −∞, ∀x ∈ S.

Una función h de Bregman es coerciva en la zona si para cada y ∈ Rn, existe
x ∈ S, tal que ∇h(x) = y.

Proposición 2.2.4 Si h es una función de Bregman con zona S, entonces

a) Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = 〈∇h(y)−∇h(z), z−x〉, ∀x ∈ S̄; y, z ∈ S.

b) ∇xDh(x, y) = ∇h(x)−∇h(y), ∀x, y ∈ S.

c) Dh(·, y) es estrictamente convexa para cada y ∈ S.

Demostración .
a) Usando (2.36) tenemos

Dh(x, y)−Dh(x, z)−Dh(z, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉 − h(x) +

+h(z) + 〈∇h(z), x− z〉 − h(z) + h(y) +

+〈∇h(y), z − y〉

= 〈∇h(y), z − x〉 − 〈∇h(z), z − x〉

= 〈∇h(y)−∇h(z), z − x〉.
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b)
∇xDh(x, y) = ∇xh(x)−∇xh(y)−∇x(〈∇h(y), x− y〉

= ∇h(x)−∇h(y).

c) Como h es estrictamente convexa Dh también lo es.

El método de punto proximal asociado a una función de Bregman se obtiene
sustituyendo la función ‖ · ‖ por la distancia Dh asociada a una función h de
Bregman, a través de la siguiente sucesión:

x0 ∈ X̄ ⊂ Rn. (2.37)
xk+1 = arg min

x∈X̄
{f(x) +Dh(x, x

k)/ck}, (2.38)
donde Dh es la distancia asociada a una función h de Bregman, además {ck}
es una sucesión de números positivos.
El siguiente teorema establece la convergencia de la sucesión generada por
(2.38).

Teorema 2.2.5 (Ver [8], Teorema 10.1)

Si el problema D1 tiene solución y h es una función de Bregman coerciva en

la frontera, entonces la sucesión generada por (2.37), (2.38) converge a una

solución x∗ de D1.

Demostración . Probemos en primer lugar que la sucesion generada por
(2.38) está bien de�nida y contenida en X.
En efecto: Como f es continua en X̄ es acotada, por lo cual podemos con-
siderar a M como una cota inferior de f . Por lo cual:

fk(x) = f(x) +Dh(x, x
k)/ck ≥M +Dh(x, x

k)/ck, ∀x ∈ X̄.

Por la propiedad (iii) de la función de Bregman tenemos que el conjunto
de nivel asociado a Dh es acotado, además si y ∈ Lfk

(x, α) se tiene que
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y ∈ Lh(x, α−M), de donde Lfk
(x, α) es acotado y por tanto la minimización

en (2.38) se reduce a un conjunto compacto, en consecuencia el mínimo es
obtenido. Por otro lado como f es convexa, h es estrictamente convexa por
la proposición 2.2.4,iii,(c) se tiene que Dh es estrictamente convexa y así fk
es estrictamente convexa, por tanto xk+1 es un minimizador único de fk.
Ahora probaremos que xk+1 ∈ X.
Como xk+1 es el único minimizador de fk, se deduce que xk+1 es el único
x ∈ X̄ que veri�ca:

0 ∈ ∂(f +Dh/ck)(x).

Luego:
∇h(xk)/ck ∈ ∂(f + h/ck)(x).

Si x está en la frontera de X, supongamos que existe ξ ∈ ∂(f + h/ck)(x).
Tomemos z ∈ X̄ y de�namos:

y` = (1− ε`)x+ ε`z, (2.39)
donde lim

`→∞
ε` = 0, entonces y` ∈ X, ya que X es convexo.

Además
lim
`→∞

y` = x.

Por (2.39) obtenemos:
ε`ξ

t(z − x) = ξt(y` − x). (2.40)
Como ξ ∈ ∂(f + h/ck)(x), se deduce:

ξt(y` − x) ≤ f(y`)− f(x) + (h(y`)− h(x))/ck. (2.41)
Como h es estricta convexa y continuamente diferenciable, por la propiedades
(i),(ii). Usamos la Proposición 1.1.4 para deducir:
f(y`)−f(x)+(h(y`)−h(x))/ck ≤ f(y`)−f(x)+∇h(y`)t(y`−x)/ck. (2.42)

Usando nuevamente (2.39) y la convexidad de f se obtiene:
f(y`)−f(x)+∇h(y`)t(y`−x)/ck ≤ ε`(f(z)−f(x))+

ε`
ck(1− ε`)

∇h(y`)t(z−y`).

(2.43)
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Por lo cual de (2.40), (2.41), (2.42) y ( 2.43) se tiene:
ε`ξ

t(z − x) ≤ ε`(f(z)− f(x)) +
ε`

ck(1− ε`)
∇h(y`)t(z − y`). (2.44)

En consecuencia:

ck(1− ε`)[f(x)− f(z) + ξt(z − x)] ≤ ∇h(y`)t(z − y`). (2.45)
Como lim

`→∞
y` = x y además x está en la frontera de X, asimismo h es

coerciva en la frontera, por lo cual el lado derecho de (2.45) tiende a −∞
cuando ` → ∞, mientras el lado izquierdo tiene un límite �nito, lo cual es
contradictorio, por lo tanto ∂(f +Dh) = ∅, para todo x en la frontera de X,
en consecuencia xk+1 ∈ X.
Probaremos ahora que: Dh(x̄, x

k+1) ≤ Dh(x̄, x
k)−Dh(x

k+1, xk), para cada
k y cada solución x̄ del problema D1.
Usamos la Proposición 2.2.4(a), tomando x = x̄, y = xk, z = xk+1, obten-
emos:
Dh(x̄, x

k)−Dh(x̄, x
k+1)−Dh(x

k+1, xk) = 〈∇h(xk)−∇h(xk+1), xk+1 − x̄〉.
(2.46)

Por (2.38) se deduce:
0 ∈ ∂[f +Dh(·, xk)/ck](xk+1). (2.47)

Usando (2.47) y la Proposición 2.2.4(b).

[∇h(xk)−∇h(xk+1)]/ck ∈ ∂f(xk+1). (2.48)
Sea yk = [∇h(xk)−∇h(xk+1)]/ck, por (2.46) y la de�nición de subgradiente:

Dh(x̄, x
k)−Dh(x̄, x

k+1)−Dh(x
k+1, xk) = ck〈yk, xk+1 − x̄〉

≥ ck(f(xk+1)− f(x̄))

≥ 0. (2.49)
Por tanto tenemos que se veri�ca:

Dh(x̄, x
k+1) ≤ Dh(x̄, x

k)−Dh(x
k+1, xk). (2.50)
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Probemos ahora que {xk} es acotada y lim
k→∞

xjk = x̂ implica lim
k→∞

xjk+1 = x̂.
Por (2.50) se tiene que {Dh(x̄, x

k)} es decreciente y no negativa, y por tanto
es convergente:

lim
k→∞

Dh(x
k+1, xk) = 0. (2.51)

Como {Dh(x̄, x
k)} es decreciente, se tiene Dh(x̄, x

k) ≤ Dh(x̄, x
0). Por tanto

{xk} es acotada, en virtud que h es de Bregman (iii).
Si lim

k→∞
xjk = x̂ para una subsucesión de {xk}, entonces por (v) se deduce

que lim
k→∞

xjk+1 = x̂.
Probemos que los puntos de acumulación de {xk} son solución del problema
D1.
Tomemos una solución x̄ de D1. Sea x̂ un punto de acumulación de {xk} y
sea {xjk} una subsucesión de {xk} tal que lim

k→∞
xjk = x̂. ya hemos probado

que lim
k→∞

xjk+1 = x̂.
De (2.49) se deduce:
0 ≤ ck(f(xjk+1)−f(x̄)) ≤ Dh(x̄, x

jk)−Dh(x̄, x
jk+1)−Dh(x

jk+1, xjk). (2.52)
Como Dh(x̄, x

jk) − Dh(x̄, x
jk+1) − Dh(x

jk+1, xjk) → 0, cuando k → ∞,
obtenemos que lim

k→∞
f(xjk+1) = f(x̄), además se veri�ca (v), por lo cual se

tiene que: f(x̂) = f(x̄).
Como X̄ es cerrado y {xk} ⊂ X̄, tenemos que x̂ ∈ X̄ y x̂ es una solución de
D1.
Finalmente consideremos x̂ un punto de acumulación de la sucesión {xk} y
tomamos una subsucesión {xjk} de {xk}, tal que lim

k→
xjk = x̂, entonces por

(iv)
lim
k→∞

Dh(x̂, x
jk) = 0.

Ya hemos demostrado que x̂ es una solución del problema D1 y por (2.50)
se tiene que {Dh(x̂, x

k)} es no negativa y decreciente que converge a 0, por
lo tanto lim

k→
xk = x̂.
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Capítulo 3

MINIMIZACIÓN PROXIMAL

CON FUNCIONES DE

BREGMAN GENERALIZADAS

En este capítulo se estudian en detalles una nueva versión del método de
punto proximal y otra de multiplicadores, ambas son propuestos por Kiwiel
en [9]. Para ello se introduce una nueva versión de las funciones de Breg-
man, consideradas en [9], las cuales se denominan funciones de Bregman
generalizadas. Con estas funciones se desarrollará en este capítulo el méto-
do de punto proximal con funciones de Bregman generalizadas (BPM). El
propósito es estudiar la minimización proximal para funciones que no sean
necesariamente diferenciables, para ello se usan los subgradientes en vez del
gradiente y la función de Bregman h es sustituida por una función de Breg-
man generalizada.
De igual modo se presenta el método de multiplicadores inexactos, el cual
resuelve el problema dual al resuelto por el BPM. Es interesante notar que
Kiwiel considera los problemas de minimización, de manera inversa a como
se consideran usualmente, es decir el primal que él toma tiene el formato del
problema dual usual y el dual suyo es el primal que normalmente se consi-
dera.
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Una serie de resultados expresados en varios teoremas son presentados por
Kiwiel en su Paper [9], estos resultados expresan características interesantes
de estos métodos, fundamentalmente su convergencia. En este capítulo se
hace una demostración detallada de varios de esos teoremas. El estudio de
estos resultados se justi�ca ya que alguno de ellos nos serán útiles para la
implementación del método de multiplicadores basados en shifts con una pe-
nalidad no coerciva.
Además los métodos presentados por Kiwiel son semejantes a los presentados
por Castillo en [3], de allí la importancia de estudiarlos, no obstante el aporte
que se hace en este trabajo es analizar e implementar el método presentado
por Castillo con una penalidad no coerciva, la cual no considera Kiwiel en
sus análisis.
Comenzamos considerando el siguiente problema de minimización convexa:

f∗ = inf{f(x) : x ∈ X}, (3.1)
donde f : Rn → (−∞,∞] es una función cerrada, propia y convexa y X es
un conjunto no vacío, cerrado y convexo en Rn.
En el capítulo anterior vimos que el problema (3.1) puede resolverse usando
el método de punto proximal generado por la sucesión:
xk+1 = arg min{f(x) + ‖x− xk‖2/2ck : x ∈ X} para k = 1, 2, . . . .

(3.2)
Otra forma de resolver el problema (3.1) consiste en reemplazar ‖ · ‖ por la
función Dh, de donde se deduce la siguiente sucesión:

xk+1 = arg min{f(x) +Dh(x, x
k)/ck : x ∈ X}, (3.3)

donde Dh(x, y) = h(x)− h(y)− 〈∇h(y), x− y〉 se denomina la D-función de
una función de Bregman h.
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3.1 FUNCIONES DE BREGMANGENERALIZADAS

En esta sección se introduce un concepto relacionado con las funciones de
Bregman, el cual es una generalización del mismo, la ventaja de este nuevo
concepto es que no se exige que la función sea necesariamente diferenciable.

Para una función h convexa, cerrada y propia en Rn, posiblemente no di-
ferenciable de�nimos las funciones distancias como sigue:

D[
h(x, y) = h(x)− h(y)− ι∗∂h(y)(x− y) ∀x, y ∈ Dh. (3.4)

D]
h(x, y) = h(x)− h(y) + ι∗∂h(y)(y − x) ∀x, y ∈ Dh. (3.5)

Considerando que h es convexa y usando la De�nición 1.1.13 se deduce:
h(x) ≥ h(y) + ι∗∂h(y)(x− y).

Y así D[
h(x, y) ≥ 0

Además
D[
h(x, y) ≤ h(x)− h(y)− 〈γ, x− y〉 ≤ D]

h(x, y) ∀x, y ∈ Dh, γ ∈ ∂h(y).

Las funcionesD[
h yD]

h son generalizaciones de la D-funciónDh usual de�nida
por (2.36).
Por lo cual si la función h es diferenciable se obtiene:

Dh(x, y) = D[
h(x, y) = D]

h(x, y) ∀x ∈ Dh, y ∈ D∇h.

Usando estas generalizaciones de Dh podemos generalizar también el con-
cepto de funciones de Bregman de la siguiente forma.

De�nición 3.1.1 FUNCIONES DE BREGMAN GENERALIZADAS ( ver

[9], De�nición 2.4)

Sea h : Rn → R∪{+∞} una función propia, convexa y cerrada, posiblemente

no diferenciable, la función h es llamada función de Bregman Generalizada,

la cual llamaremos B-función, si veri�ca lo siguiente:
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Figura 3.1: D[
h(x, y)

Figura 3.2: D]
h(x, y)

i) h es estrictamente convexa en Dh.

ii) h es continua en Dh.

iii) Para cada α ∈ R y x ∈ Dh, el conjunto

L[h(x, α) = {y ∈ D∂h : D[
h(x, y) ≤ α}

es acotado.

iv) Para cada α ∈ R y x ∈ Dh, si {yk} ⊂ L[h(x, α) es un sucesión

convergente con límite y∗ ∈ Dh\{x}, entonces D]
h(y

∗, yk) → 0.
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En este capítulo, salvo se indique lo contrario, cuando se haga refencia a las
funciones de Bregman o B-función se considerará esta de�nición.
Por otro lado D[

h(x, y) y D]
h(x, y) son usadas como casi-distancias ya que:

0 ≤ D[
h(x, y) ≤ D]

h(x, y),

y
D[
h(x, y) = 0 ⇐⇒ D]

h(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

ya que h es estrictamente convexa.
El siguiente lema establece que la suma de funciones de Bregman y funciones
poliedrales es una B-función:

Lema 3.1.1 ( ver [10], Lema 2.8 )

Sea h =
k∑
i=1

hi, donde h1, . . . , hk son funciones cerradas, propias y convexas

tal que: hj+1, . . . , hk son poliedrales y se cumple

(

j⋂
i=1

ri Dhi
) ∩ (

k⋂
i=j+1

Dhi
) 6= ∅,

sí además h1 es una B-función; h2, . . . , hj son continuas en Dh =
k⋂
i=1

Dhi

y satisfacen la condición (iv) de la De�nición 3.1.1, entonces h es una

B-función. En particular h es B-función si las funciones h1, . . . , hk lo son.

Demostración . Probemos cada una de las condiciones de la De�nición
3.1.1

i) Como hi es convexa para i = 1, 2, . . . , k y h1 es estrictamente convexa,
ya que es una B-función, se deduce que h =

∑k
i=1 hi es estrictamente

convexa.
ii) Como hi es cerrada, propia y convexa para: i = 1, . . . , k. Usando

(Corolario 7.5.1 y Teorema 10.1, [16]) se tiene que hi es continua en Dhi

y así h =
k∑
i=1

hi es continua en Dh =
k⋂
i=1

Dhi
.
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iii) Como hj+1, . . . , hk son poliedrales y (
j⋂
i=1

ri Dhi
)∩ (

k⋂
i=j+1

Dhi
) 6= ∅ se

deduce que ∂h =
k∑
i=1

∂hi (ver [16], Teorema 23.8), por lo cual:

D[
h(x, y) = h(x)− h(y)− ι∗∂h(y)(x− y)

=
k∑
i=1

hi(x)−
k∑
i=1

hi(y)− ι∗∑k
i=1 ∂hi(y)

(x− y)

=
k∑
i=1

hi(x)−
k∑
i=1

hi(y)−
k∑
i=1

ι∗∂hi(y)
(x− y)

=
k∑
i=1

D[
hi

(x, y).

De donde si y ∈ L[h(x, α) se deduce que:
D[
h(x, y) ≤ α

k∑
i=1

D[
hi

(x, y) ≤ α

D[
hi

(x, y) ≤ α ∀i = 1, . . . , k.

Por tanto y ∈ ∩L[hi
(x, α), de donde L[h(x, α) ⊂ ∩L[hi

(x, α).
Como L[h1

(x, α) es acotado, ya que h1 es B-función, deduciéndose que
∩L[hi

(x, α) es acotado y por tanto L[h(x, α) también es acotado.
iv) Tenemos en primer lugar que:

D]
h(x, y) = h(x)− h(y) + ι∗∂h(y)(y − x)

=
k∑
i=1

hi(x)−
k∑
i=1

hi(y) + ι∗∑k
i=1 ∂hi(y)

(y − x)

=
k∑
i=1

hi(x)−
k∑
i=1

hi(y) +
k∑
i=1

ι∗∂hi(y)
(y − x)

=
k∑
i=1

D]
hi

(x, y).

Consideremos una sucesión {yk} ⊂ L[h(x, α) convergente, con límite
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y∗ ∈ Dh\{x}.
Para i = 1, . . . , j se tiene por hipótesis D]

hi
(y∗, yk) → 0.

Para i = j + 1, . . . , k consideremos S un subconjunto no vacío com-
pacto de ◦

Dh, usamos ([16], Teorema 24.7) para obtener:
|hi(y)− hi(x)| ≤ λ|y − x| ∀x, y ∈ S,

donde λ = sup{|γ| : γ ∈ ∂h(S)}.
Como:

D]
hi

(y∗, yk) = hi(y
∗)− hi(y

k) + ι∗∂hi(yk)(y
k − y∗)

≤ λ|yk − y∗|+ ι∗∂hi(yk)|y
k − y∗|

≤ 2λ|yk − y∗|, (3.6)
se obtiene D]

hi
(y∗, yk) → 0, para i = j + 1, . . . , k, ya que yk → y∗, por

lo tanto:
D]
h(y

∗, yk) =

j∑
i=1

D]
hi

(y∗, yk) +
k∑

i=j+1

D]
hi

(y∗, yk) → 0.

Podemos decir que la suma de k funciones de Bregman que tengan dominio
común con n− k funciones poliedrales con el mismo domino es una función
de Bregman.
El lema siguiente presenta una caracterización para las B-función, en tal
sentido se establece que la función sea esencialmente estricta convexa y el
dominio de la conjugada sea abierto como condición necesaria y su�ciente
para que sea B-función.
También se establece que la suma de n funciones de Bregman con dominio
común es una una B-función.

Lema 3.1.2 (ver [10], Lemas 2.10 y 2.11)

i) Sea h una función propia, cerrada y convexa en R, entonces h es una

B-función si sólo si h es esencialmente estricta convexa y Dh∗ =
◦
Dh∗.
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ii) Sean h1, . . . , hn B-funciones en R, entonces h =
∑k

i=1 hi(xi) es una

B-función.

Demostración .
i) Si h es B-función entonces por de�nición es estrictamente convexa en
Dh y por tanto es esencialmente estrictamente convexa.
Probemos ahora que Dh∗ =

◦
Dh∗ .

Supongamos que Dh∗ 6=
◦
Dh∗ . Tomamos γ̄ = maxγ∈Dh∗ γ ∈ Dh∗ .

Consideremos φ(z) = h(z) − 〈γ̄, z〉 + h∗(γ̄) ≥ 0, por otro lado por
(1.10) im ∂h ⊂ Dh∗ .

Usando ([16], Teorema 23.8) se deduce:
∂φ(z) = ∂h(z)− γ̄ ⊂ − R+, ∀z,

por lo cual φ es no creciente y [x,∞) ⊂ Dh, ∀x ∈ Dh.

Existe zk ↑ ∞, γk ∈ ∂h(zk), γ1 ≤ γk ≤ γ̄ y x > 0 tal que:
h(zk) + 〈γk, x− zk〉 ≥ 〈γ̄, zk〉 − h∗(γ̄) + 〈γk, x− zk〉

= −h∗(γ̄) + 〈γ̄ − γk, zk〉+ 〈γk, x〉

≥ −h∗(γ̄) + 〈γk, x〉

≥ −h∗(γ̄) + 〈γ1, x〉

= h(x)− α,

donde α = h∗(γ̄) + h(x) + 〈γ1, x〉 <∞, por lo cual
h(x)− h(zk)− 〈γk, x− zk〉 ≤ α,

y así
D[
h(x, z

k) ≤ α.

Obteniéndose {zk} ⊂ L[h(x, α), por lo tanto L[h(x, α) es no acotado, lo
cual contradice el hecho de que h es B-función.
Similarmente se hace la prueba para γ̄ = minγ∈Dh∗ γ ∈ Dh∗ , por lo cual
queda demostrado que Dh∗ =

◦
Dh∗ .
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Recíprocamente, si h es cerrada, esencialmente estrictamente convexa
y Dh∗ =

◦
Dh∗ , probemos que h es una B-función.

Como h es esencialmente estrictamente convexa se tiene que h es estric-
tamente convexa en D∂h, pero como riDh ⊂ D∂h ⊂ Dh, ( ver Teorema
23.4, [16]) se tiene la convexidad estricta en Dh.
La continuidad de h se puede establecer por ([16], Corolario 7.5.1 y
Teorema 10.1).
Probemos que es válida la condición (iii) de la De�nición 3.1.1, su-
pongamos que L[h(x, α/2) es no acotado para algún x ∈ ◦

Dh y α > 0 ,
entonces existe zk y γk ∈ ∂h(zk) tal que:
h(zk) + 〈γk, x− zk〉 ≥ h(x)− α, |x− zk| ≥ 1 ∀k y |zk| ↑ ∞.

Sea ξk = x+ (zk − x)/|zk − x|, ∀k.
Como h es convexa, se obtiene

h(ξk) ≤
(

1− 1

|zk − x|

)
h(x) +

1

|zk − x|
h(zk) <∞,

por lo cual ξk ∈ Dh y
h(ξk) ≥ h(zk) + 〈γk, ξk − zk〉

≥ h(x)− α+ 〈γk, ξk − x〉.

Supongamos que K ⊂ {1, 2, . . .} es tal que {zk}k∈K ↑ ∞, entonces
{γk}k∈K es no decreciente, ξk = x+ 1 y 〈γk, ξk − x〉 ≤ h(ξk)− h(x) +

α, ∀k ∈ K, y así {γk}k∈K ↑ γ∞ ∈ R , pero h(zk) + 〈γk, x − zk〉 ≥
h(x)− α.
Por tanto h∗(γk) ≤ α − h(x) + 〈γk, x〉, de tal forma que si se toma
límite h∗(γ∞) <∞, ya que h∗ es cerrada. Por lo cual γ∞ ∈ Dh∗ =

◦
Dh∗ .

Como Dh∗ =
◦
Dh∗ existe un γ̄ ∈ Dh∗ tal que γ̄ > γ∞, entonces:

−h∗(γ̄) + 〈γ̄, zk〉 ≤ h(zk) ≤ h(x) + 〈γk, zk − x〉,

lo que implica que:
〈γ̄ − γk, zk〉 ≤ h(x) + h∗(γ̄)− 〈γk, x〉 <∞, ∀k.
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Pero el lado izquierdo tiende a ∞ cuando k → ∞, ya que {zk} ↑ ∞ y
γ̄ − γ∞ > 0. Obtenemos entonces una contradicción. Similarmente se
obtiene una contradicción si {zk}k∈K ↓ −∞ usando {γk}k∈K ↓ γ∞ >

γ̄ ∈
◦
Dh∗ . Por lo tanto L[h(x, α/2) es acotado para todo α > 0.

Probemos ahora que la condición (iv) es válida, en efecto:
Sea {yk} ∈ L[h(x, α) tal que yk → y∗.
Sea l = infy∈Dh

y y sea c = supy∈Dh
y. Si y∗ ∈ (l, c), entonces por

(3.6) tenemos D]
h(y

∗, yk) → 0.

Si yk ↓ y∗ = l, por la Proposición 1.1.7 se tiene:
ι∗∂h(yk)(1) = sup

s∈∂h(yk)

{〈1, s〉} = h′(yk; 1) ↓ h′(y∗; 1) ∈ [−∞,∞).

Si h′(y∗; 1) > −∞, entonces por la continuidad de h y como yk ↓ y∗
se obtiene:

0 ≤ D]
h(y

∗, yk) = h(yk)− h(y∗) + (yk − y∗)h′(yk; 1) → 0.

Si h′(y∗; 1) = −∞ entonces h′(yk; 1) ≤ 0 para un k su�cientemente
grande, por lo tanto:

0 ≤ D]
h(y

∗, yk) ≤ h(yk)− h(y∗) → 0.

Para el caso yk ↑ y∗ = c lae prueba se realiza de forma análoga.
Se concluye que h es B-función.

ii) Sí h1, . . . , hn son B-funciones en R, entonces son continuas y estricta-
mente convexas, por lo cual h =

k∑
i=1

hi(xi) es continua y estrictamente
convexa.
Sean α ∈ R, x ∈

k⋂
i=1

Dhi
, consideremos a y ∈ L[h(x, α), entonces

D[
h(x, y) ≤ α, pero D[

h(x, y) =
k∑
i=1

D[
hi

(x, y), por lo cual D[
hi

(x, y) ≤ α,
para cada i = 1, . . . , k; de donde y ∈ L[hi

(x, α), para cada i = 1, . . . , k.
Por lo cual L[h(x, α) ⊂

k⋂
i=1

L[hi
(x, α). Como cada L[hi

(x, α) es acota-
do, por ser hi una B-función, se deduce que L[h(x, α) es acotado y se
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cumple la condición (iii).
Sean α ∈ R, x ∈

k⋂
i=1

Dhi
, consideremos una sucesión {yk} ⊂ L[h(x, α)

convergente a un y∗ ∈ Dh\{x}. Tenemos que {yk} ⊂
k⋂
i=1

L[hi
(x, α), de

donde D]
hi

(y∗, yk) → 0, para cada i = 1, . . . , k. Por lo cual:

D]
h(y

∗, yk) =
k∑
i=1

D]
hi

(y∗, yk) → 0,

por lo tanto h es una B-función.

Si una función es de Bregman, entonces su conjugada es esencialmente suave.
Asimismo si una función propia cerrada y convexa es esencialmente suave y
su dominio es abierto, entonces su conjugada es B-función. Estos resultados
son establecidos en el siguiente lema.

Lema 3.1.3 ( ver [9], Lema 2.9 )

i) Si ψ es una B-función en R, entonces ψ∗ es esencialmente suave y

Dψ∗ =
◦
Dψ∗.

ii) Si φ : R → (−∞,+∞] es cerrada, propia, convexa y esencialmente

suave y además Dφ =
◦
Dφ, entonces φ∗ es una B-función con

ri Dφ∗ ⊂ im ∇φ ⊂ Dφ∗ .

Demostración .
i) Si ψ es B-función entonces por el Lema 3.1.2(i) es esencialmente es-

trictamente convexa y Dψ∗ =
◦
Dψ∗ . Por la Proposición 1.2.7(ii) ψ∗ es

esencialmente suave.
ii) Como φ es cerrada se tiene que φ∗∗ = φ , además es propia y esen-

cialmente suave; así por la Proposición 1.2.7(ii) se deduce que φ∗ es
esencialmente estrictamente convexa. Por lo tanto por el Lema 3.1.2(i)
φ∗ es B-función y se veri�ca Dφ =

◦
Dφ.
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Por otro lado, usando (1.10) se tiene D∂φ∗ = im ∂φ, y por la Proposi-
ción 1.2.7(i) se deduce im ∂φ = im ∇φ, por lo cual:

riDφ∗ ⊂ im∇φ ⊂ Dφ∗ .

Para relacionar la idea de distancias con la derivada direccional de�nimos a
D

′

h de la siguiente manera:
D

′

h(x, y) = h(x)− h(y)− h
′
(y;x− y), ∀x, y ∈ Dh. (3.7)

Notemos que D
′

h(x, y) ≥ 0, ya que h es convexa. Además se veri�ca:
D

′

h(x, y) = h(x)− h(y)− h
′
(y;x− y) ≤ D[

h(x, y), ∀x, y ∈ Dh.

En general:
0 ≤ D

′

h(·, xk) ≤ D[
h(·, xk) ≤ Dk

h(·, xk) ≤ D]
h(·, x

k) (3.8)
Consideremos el conjunto L′

h(x, α) = {y ∈ Dh : D
′

h(x, y) ≤ α}. Tenemos que
L[h(x, α) ⊂ L′

h(x, α), debido a que si y ∈ L[h(x, α), entonces D[
h(x, y) ≤ α,

por lo cual D
′

h(x, y) ≤ α, de donde y ∈ L′

h(x, α).
Lema 3.1.4 (ver [10], Lemas 2.15 y 2.16)

Sea h una B-función en Rn, entonces:

i) Si {xk} es una sucesión en L[h(x, α) para algún x ∈ Dh, α ∈ R, entonces

{xk} es acotada y cada punto límite de {xk} está en Dh.

ii) Si {xk} ⊂ Dh es acotada y D
′

h(x, x
k) → 0, para algún x, entonces

xk → x.

Demostración .
i) Como {xk} ⊂ L[h(x, α), y por la De�nición 3.1.1 L[h(x, α) es acotado,

se tiene que {xk} es acotada.
Sea y un punto límite de {xk}, como {xk} ⊂ L[h(x, α), tenemos que

h(x)− h(xk)− h
′
(xk;x− xk) ≤ α, ∀k,
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luego, si usamos (Teorema 23.1,[16]), tomando λ = 1, tenemos:
h(x)−α ≤ h(xk)+h

′
(xk;x−xk) ≤ h(xk)+h(xk+x−xk)−h(xk) = h(x), ∀k.

Tomando límite cuando xk → y se obtiene:
h(y) + h

′
(y;x− y) ≤ h(x) <∞,

por lo cual y ∈ Dh.
ii) Supongamos que xk → x∗, con x∗ 6= x.

Usaremos el siguiente resultado expresado en ([10],Lema 2.14):
lim sup

k→∞
h
′
(xk, y) ≤ h

′
(x∗, y), ∀y ∈ Dh. (3.9)

Como D
′

h(x, x
k) → 0, se tiene h(x)− h(xk)− h

′
(xk, x− xk) → 0.

Por continuidad de h y de (3.9), al tomar límite obtenemos:
0 ≥ h(x)− h(x∗)− h

′
(x∗, x− x∗).

Lo cual contradice el hecho que h es estrictamente convexa, por tanto
x∗ = x.

Podemos notar que se puede establecer una relación entre la suavidad esencial
de una función y el hecho que su conjugada sea de Bregman.

EJEMPLOS DE FUNCIONES DE PENALIDAD
Para la aplicación de los métodos de multiplicadores se usan funciones que
son llamadas de penalidad, usualmente se espera que está función sea esen-
cialmente suave. De igual modo en los métodos de punto proximal se usan
funciones de Bregman para su desarrollo, una de las funciones de Bregman
que se pueden usar es la conjugada de la función de penalidad, establecién-
dose así una importante relación de dualidad.
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A continuación se presentan algunos ejemplos de funciones de penalidad con
sus correspondientes conjugadas, tales ejemplos los considera Kiwiel en [9],
además se presenta la función de penalidad que se usará para aplicar el
método de multiplicadores basados en shifts, la cual considera Zang en [19].
1. Si h(x) =

n∑
i=1

hi(xi), con hi : R → (−∞,∞], entonces h∗(x) =
n∑
i=1

h∗i (xi)

y Dh(x, y) =
n∑
i=1

Dhi
(xi, yi).

2. h(x) = |x|α/α en Dh = R, para α > 1. Entonces h∗(·) = | · |β/β con
α+ β = αβ.
Sí α = 2 h(x) = |x|2/2, tenemos que h∗(·) = | · |2/2 y Dh(x, y) =

|x− y|2/2.
3. h(x) = −xα/α en Dh = R+, con α ∈ (0, 1). Entonces h∗(y) =

−(−y)β/β en Dh = (−∞, 0) con α+ β = αβ.
4. h(x) = αx−xα

1−α enDh = R+, con α ∈ (0, 1), entonces h∗(y) = (1+y/β)β

en Dh∗ = (−∞,−β) . Para α = 1/2 se tiene Dh(x, y) = (x1/2 −
y1/2)2/y1/2.

5. Penalidad xlogx:
h(x) = x lnx en Dh = R+(0 ln 0 = 0), entonces h∗(y) = exp(y− 1) en
Dh∗ = R y Dh(x, y) = x ln(x/y) + y − x. Para h(x) = x lnx − x se
tiene h∗(y) = exp y.

6. Penalidad de Burg:
h(x) = − lnx en Dh = R> se tiene h∗(y) = − ln(−y)− 1 en Dh∗ =

(−∞, 0) y Dh(x, y) = − ln(x/y) + x/y − 1.
7. Penalidad de Helliger:
h(x) = −

√
1− x2 en Dh = [−1, 1], entonces h∗(y) =

√
1 + y2 en

Dh∗ = R y Dh(x, y) = 1−xy√
1−y2

−
√

1− x2 en [−1, 1]× (−1, 1).
8. h(x) = −

√
x(1− x) en Dh = [0, 1], entonces h∗(y) = 1

2
( y+

√
1 + y2 ).

9. Penalidad de Fermic-Dirac:
h(x) = x lnx + (1 − x) ln(1 − x) en Dh = [0, 1]. Entonces h∗(y) =

ln(1 + exp y) en Dh∗ = R.
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10. h(x) = − lnx− ln(1− x) en Dh = [0, 1], entonces
h∗(y) = 1

2
[(y2 + 4)1/2 + y − 2] + ln[(y2 + 4)1/2 − 2]− ln y2 para y 6= 0

y h∗(0) = − ln 4, Dh∗ = R.
11. Consideremos la función, presentada por Zang en [19]:

Esta función es la que será usada para aplicar el método de multipli-
cadores basados en shifts con una penalidad no coerciva y será estudiada
a profundidad en el capítulo 4 del presente trabajo.

θr(x) =


0 si x ≤ −r
br(x) si − r ≤ x ≤ r

x si x ≥ r,

(3.10)

donde r > 0 y br(x) = 1
4r
x2 + 1

2
x+ 1

4
r.

Podemos obtener:
br(x) =

1

4r
x2 +

1

2
x+

1

4
r

= r

(
x2

4r2
+

x

2r
+

1

4

)
= r

(
b
(x
r

))
. (3.11)

Donde:
b(x) =

x2

4
+

1

2
x+

1

4

=
1

4

(
x2 + 2x+ 1

)
=

1

4
(x+ 1)2 , (3.12)

por lo cual podemos de�nir:

θ(x) =


0 si x ≤ −1

b(x) si − 1 ≤ x ≤ 1

x si x ≥ 1,

(3.13)

donde b(x) = 1
4
(x+ 1)2

Notemos que θ(x) = rθr(
x
r
).

Calculemos ahora la conjugada θ∗ de la función θ.
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Calculemos en primer lugar b∗(y) = sup
x
{xy − b(x)}.

Sea g(x) = xy − b(x), luego g′(x) = y − 1
2
(x+ 1).

Como g′(x) = 0, se tiene x = 2y − 1,
y así

b∗(y) = y(2y − 1)− 1

4
(2y − 1 + 1)2

= 2y2 − y − y2

= y(y − 1) (3.14)
Por otro lado como −1 ≤ x ≤ 1 y x = 2y − 1, entonces 0 ≤ y ≤ 1,
por lo cual Db∗ = [0, 1].
Sí x < −1, entonces h(x) = 0, por lo cual consideramos la función

g(x) = xy,

de donde g
′
(x) = y, pero como g′(x) = 0, se tiene que y = 0, deducién-

dose de esta forma que si x < −1, sólo se puede calcular θ∗(0) = 0.
Análogamente se prueba que si x > 1, sólo se puede calcular θ∗(1) = 1.
Podemos concluir que:

θ∗(y) = y(y − 1), (3.15)
y Dθ∗ = [0, 1].

3.2 MÉTODO DE PUNTO PROXIMAL CON
FUNCIÓN DE BREGMAN GENERALIZADA

Una versión más general del método de punto proximal es presentado por
Kiwiel en [9], la cuál denomina Minimización Proximal de Bregman (BPM),
tal método usa en su desarrollo una función de Bregman generalizada, la
cual no es necesariamente diferenciable.
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3.2.1 ALGORITMO DEL BPM
Para aplicar el Método de Punto Proximal con funciones de Bregman Gen-
eralizada se considera en primer lugar el problema resolver:

(P1)
minimizar f(x)

sujeto a x ∈ X ⊂ Rn.

Cumpliendo las siguientes hipótesis:

Hipótesis 3.2.1
i) f es una función cerrada, propia y convexa.

ii) X es un conjunto no vacío, cerrado y convexo.

iii) h es una B-función (posiblemente no diferenciable).

iv) DfX

⋂
Dh 6= ∅, donde fX = f + ιX es la función objetivo esencial del

problema (P1).

v) {ck} es una sucesión de números positivos que sastifacen
∑∞

k=1 ck = ∞.

vi) {εk} es una sucesión de números no negativos que sastifacen:

liml→∞
∑l

k=1 ckεk/
∑l

k=1 ck = 0,

es decir:
∑∞

k=1 ckεk <∞.

El BPM lo podemos expresar a través del siguiente algoritmo:
Para la iteración k ≥ 1, tenemos lo siguiente:

xk ∈ DfX
∩ D∂h. (3.16)

γk ∈ ∂h(xk). (3.17)
Dk
h(x, x

k) = h(x)− h(xk)− 〈γk, x− xk〉 ∀x. (3.18)
Consideremos φk(x) = fx(x) +Dk

h(x, x
k)/ck.

Hallar xk+1, γk+1 y pk+1 que satisfagan:
γk+1 ∈ ∂h(xk+1), (3.19)
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ckp
k+1 + γk+1 − γk = 0, (3.20)
pk+1 ∈ ∂εkfX(xk+1), (3.21)
fX(xk+1) ≤ fX(xk). (3.22)

Debemos notar que: xk+1 es un εk−minimizador de φk(x) = fX(x) +

Dk
h(x, x

k)/ck, donde por (3.8) tenemos:
0 ≤ D[

h(·, xk) ≤ Dk
h(·, xk) ≤ D]

h(·, x
k).

Una de las ventajas de este método es que no se requiere que la función h sea
diferenciable, ya que en vez de usar el gradiente de h se usan subgradientes.
Además al aplicar el método se obtiene la función objetivo φk, la cual es
estrictamente convexa, por lo que se puede asegurar que el minimizador que
se obtenga es único, esto garantiza que la sucesión {xk} esté bien de�nida.
A continuación se introduce una de�nición donde se considera la compacidad,
pero con relación a una función. Estableciéndose a través de la acotación de
todos los conjuntos de nivel.

De�nición 3.2.1 Una función φ cerrada, propia y estrictamente convexa

en Rn es inf-compacta si el conjunto de nivel:

Lφ(α) = {x : φ(x) ≤ α},

es acotado para cada α ∈ R.

Debemos observar que si Lφ(α) = {x : φ(x) ≤ α} es acotado para algún
α ∈ R, entonces es acotado para cada α ∈ R.
En efecto, supongamos que Lφ(α∗) = {x : φ(x) ≤ α∗} es acotado para un
α∗ ∈ R. Tomemos un α ∈ R arbitrario.
Si α ≤ α∗, entonces Lφ(α) ⊂ Lφ(α∗), por lo cual Lφ(α) es acotado.
Si α > α∗, supongamos que existe un y ∈ Rn distinto de cero que pertenece
al cono de recesión de Lφ(α), en virtud de lo cual si x ∈ Lφ(α), usando
la De�nición 1.1.19 se tiene que x + λy ∈ Lφ(α), con λ ≥ 0. Por lo tanto
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φ(x+ λy) ≤ α.
Como φ es estrictamente convexa, ya que fX es convexa y h es estrictamente
convexa, por ser B-función; tenemos que existe un único x∗ tal que:

φ(x∗) ≤ φ(x), ∀x ∈ Lφ(α),

por lo cual:
φ(x∗) ≤ φ(x∗ + λy), ∀λ ≥ 0.

Además si λ1 < λ2, entonces φ(x∗ + λ1y) < φ(x∗ + λ2y), luego existe un
λ ≥ 0 tal que φ(x∗+λy) > α, lo cual es contradictorio. De donde el cono de
recesión de Lφ(α) es el conjunto {0}, por lo cual usando ([6], Proposición
2.2.3 ) se obtiene que Lφ(α) es acotado.
Con este resultado podemos decir que la función φ es inf-compacta si Lφ(α)

es acotado para algún α ∈ R.
El lema siguiente, permite determinar la existencia de un único minimizador
de una función a través del concepto de inf-compacidad.

Lema 3.2.1 (Ver [9],Lema 3.2)

Una función φ cerrada, propia y estrictamente convexa en Rn tiene un único

minimizador si sólo si φ es inf-compacta.

Demostración . Si x ∈ arg minφ , entonces por convexidad estricta de φ

se tiene que Lφ(φ(x)) = {x} es acotado y así φ es inf-compacta.
Recíprocamente si φ es inf-compacta se tiene que para algún α ∈ R el con-
junto Lφ(α) 6= ∅ es acotado, entonces es cerrado y contiene a arg minφ 6= ∅
ya que φ es cerrada.
La sucesión {xk} del BPM es generada por los minimizadores de la función
φk, de esta forma el resultado anterior garantiza que la sucesión {xk} está
bien de�nida si φk es inf-compacta.
El siguiente lema establece que la función φk es cerrada, propia y estricta-
mente convexa; además cada xk+1 de la sucesión generada por el BPM es
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un εk − minimizador de φk. También se establecen condiciones para que la
función φk sea inf-compacta y por consiguiente la sucesión {xk} esté bien
de�nida.

Lema 3.2.2 (Ver [9], Lema 3.3)

Con las hipótesis (3.2.1) del problema (P1) se tiene lo siguiente:

i) φk es cerrada, propia y estrictamente convexa.

ii) φk(x
k+1) ≤ inf φk + εk, es decir 0 ∈ ∂εkφk(xk+1).

iii) Si f∗ = infX f > −∞, entonces φk es inf-compacta.

iv) φk es inf-compacta si (γk−ckim ∂fX)∩ im ∂h 6= ∅, donde im ∂h =
◦
Dh∗,

de modo que im∂h = Rn si sólo si h es co�nita. En particular, φk es

inf-compacta si (γk − ckri Df∗X
) ∩ ri Dh∗ 6= ∅.

v) Si φk es inf-compacta y se cumple alguna de estas propiedades:

riDfX
∩ ri Dh 6= ∅ ó DfX

∩ ri Dh 6= ∅,

además si fX es poliédrica, entonces existen:

x̂k+1 = arg minφk, p̂k+1 ∈ ∂fX(x̂k+1) y γ̂k+1 ∈ ∂h(x̂k+1),

tal que:

fX(x̂k+1) +Dk
h(x̂

k+1, xk)/ck ≤ fX(xk)

y ckp̂
k+1 + γ̂k+1 − γk = 0.

También x̂k+1 ∈
◦
Dh si DfX

⊂
◦
Dh ó D∂h =

◦
Dh; es decir h es

esencialmente suave.

vi) Las hipotesís de (v) son válidas si se cumple algunas de las dos condi-

ciones: (ri D∂h ⊂
◦
Dh e infX f > −∞) ó (D∂fX

⊂
◦
Dh e im ∂h = Rn).

Demostración .
i) Como f , ιX , y h son cerradas propias y convexas; además los conjuntos
DfX

∩X, Dh y DfX
∩Dh son no vacíos, entonces: fX = f+ιX , Dk

h(·, xk) y
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φk = fX+Dk
h(·, xk)/ck son cerradas, propias y convexas y la convexidad

estricta de φk se obtiene por que h lo es al ser una función de Bregman.
ii) Sea x arbitrario, usando (3.17); (3.18); (3.19) se tiene:

Dk
h(x, x

k) = h(x)− h(xk)− 〈γk, x− xk〉

= h(x)− h(xk)− 〈γk, x− xk〉+ h(xk+1)− 〈γk, xk+1 − xk〉 −

− h(xk+1) + 〈γk, xk+1 − xk〉

= Dk
h(x

k+1, xk) + h(x)− h(xk+1) + 〈γk, xk+1 − x〉

≥ Dk
h(x

k+1, xk) + 〈γk+1, x− xk+1〉+ 〈γk, xk+1 − x〉

= Dk
h(x

k+1, xk) + 〈γk+1 − γk, x− xk+1〉.

Dividiendo por ck se obtiene:
Dk
h(x, x

k)/ck ≥ Dk
h(x

k+1, xk)/ck + 〈γk+1 − γk, x− xk+1〉/ck.

Usando ( 3.20) se deduce:
Dk
h(x, x

k)/ck ≥ Dk
h(x

k+1, xk)/ck − 〈pk+1, x− xk+1〉. (3.23)
Por (3.21) se tiene:

fX(x) ≥ fX(xk+1) + 〈pk+1, x− xk+1〉 − εk. (3.24)
Así de (3.23) y (3.24) obtenemos:

fX(x) +Dk
h(x, x

k)/ck ≥ fX(xk+1) +Dk
h(x

k+1, xk)/ck − εk,

por lo cual
φk(x) ≥ φk(x

k+1)− εk.

φk(x) + εk ≥ φk(x
k+1).

Como x es arbitrario se tiene φk(xk+1) ≤ inf φk(x) + εk.
iii) Sea ψ = Dk

h(·, xk), la cual es cerrada, propia y estrictamente convexa.
Además Dk

h(·, xk) ≥ 0, por lo cual se obtiene que:

Lψ(0) = {x : ψ(x) ≤ 0} = {xk}, (3.25)
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por tanto si usamos el Lema 3.2.1 se deduce que ψ es inf-compacta.
Sea β = inf φk, como f∗ ≤ fX(x), ∀x ∈ Rn, además ψ ≥ 0, por lo cual
se deduce que β ≥ f∗.
∅ 6= Lφk

(β + 1) = {x : φk(x) ≤ β + 1}

= {x : fX(x) + ψ(x)/ck ≤ β + 1}

= {x : ψ(x) ≤ ck(β + 1− fX(x))} ⊂ Lψ(ck(β + 1− f∗)).

Por (3.25) y usando el Lema 3.2.1 se deduce que Lψ(ck(β + 1 − f∗))

es acotado, por lo cual Lφk
(β + 1) también es acotado y así φk es

inf-compacta.
iv) Como (γk − ckim ∂fX) ∩ im ∂h 6= ∅, podemos elegir ŷ ∈ D∂fX

,
γ̂ ∈ ∂fX(ŷ), x̃ ∈ D∂h y γ̃ ∈ ∂h(x̃) tal que satisfagan:

γk − ckγ̂ = γ̃.

Entonces ψ̃(·) = fX(ŷ) + 〈γ̂, · − ŷ〉+Dk
h( ·, xk)/ck es cerrada, propia y

estrictamente convexa.
Si consideramos que:

∂ψ̃(x̃) = γ̂ + (∂h(x̃)− γk)/ck

Además γ̃ ∈ ∂h(x̃) y γk − ckγ̂ = γ̃, por lo cual:
0 ∈ ∂ψ̃(x̃),

por consiguiente
x̃ = arg min ψ̃.

Por el Lema 2.20 ψ̃ es inf-compacta.
Consideremos un α ∈ R, entonces Lψ̃(α) es acotado.
Sea x ∈ Lφk

(α), luego φk(x) = fX(x) +Dk
h(x, x

k)/ck ≤ α.
Como γ̂ ∈ ∂fX(ŷ), se tiene:

fX(ŷ) + 〈γ̂, x− ŷ〉 ≤ fX(x),
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por lo cual ψ̃(x) ≤ φ(x) ≤ α, de donde x ∈ Lψ̃(α), lo cual signi�ca
que Lφk

(α) ⊂ Lψ̃(α), deduciéndose que Lφk
(α) es acotado y por tanto

φk es inf-compacta.
Por convexidad estricta de h y usando ( 1.10) se deduce:

im∂h = D∂h∗ =
◦
Dh∗ .

Por otra parte ◦
Dh∗= Rn si sólo si Dh∗ = Rn si sólo si h es co�nita.

(ver Proposición 1.2.3)
De manera particular φk es inf-compacta si (γk−ckri Df∗X

)∩riDh∗ 6= ∅,
ya que riDf∗X

⊂ D∂f∗X
= im∂fX .

v) Por la parte (i) y el Lema 3.2.1 x̂k+1 = arg minφk está bien de�nido.
Luego

0 ∈ ∂φk(x̂k+1) = ∂f(x̂k+1) + ck(∂h(x̂
k+1)− γk).

Entonces existen γ̂k+1 ∈ ∂h(x̂k+1) y p̂k+1 ∈ ∂fX(x̂k+1) tal que:
ckp̂

k+1 + γ̂k+1 − γk = 0.

Además de x̂k+1 = arg minφk se deduce:
fX(x̂k+1) +Dk

h(x̂
k+1, xk)/ck ≤ fX(xk) +Dk

h(x
k, xk)/ck = fX(xk).

Por otro lado x̂k+1 ∈
◦
Dh, ya que x̂k+1 ∈ D∂fX

y x̂k+1 ∈ D∂h, y por
hipótesis D∂fX

⊂
◦
Dh ó D∂h =

◦
Dh.

Finalmente por la Proposición 1.2.7 h es esencialmente suave.
vi) Si infX f > −∞ por la parte (iii) φk es inf-compacto. Si im∂h = Rn

por la parte (iv) φk es inf-compacto. Por otro lado si riDfX
⊂

◦
Dh

entonces riDfX
∩ riDh = riDfX

6= ∅.

Este lema expresa resultados importantes, en primer lugar provee unas carac-
terísticas deseables de la función φk, determinando que es propia, cerrada y
estrictamente convexa. Como la sucesión {xk+1} consiste en el εk−minimizador
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de la función φk, se tiene que la sucesión está bien de�nida por la convexidad
estricta de φk.
Por otro lado se establecen las condiciones para que la función φk sea inf-
compacta, una de las condiciones consiste en que el ín�mo de f en X sea
mayor que −∞.

3.2.2 CONVERGENCIA DEL BPM.
En cualquier método de minimización que genere una sucesión, es deseable
que se pueda asegurar la convergencia de la mencionada sucesión, no obstante
no siempre es posible asegurarlo, en algunos casos es necesario imponer al-
gunas condiciones para obtener la convergencia.
Serán presentados a continuación varios lemas y teoremas, considerados por
Kiwiel en [9], los cuales hacen un estudio pormenorizado de la convergencia
de la sucesíón {xk} generada por el BPM.
Derivemos en primer lugar un radio de convergencia global del BPM.
Sea sk =

∑k
j=1 cj para todo k.

Lema 3.2.3 (Ver [9], Lema 4.1)

∀x ∈ Dh y k ≥ l tenemos:

i)

Dk+1
h (x, xk+1) +Dk

h(x
k+1, xk)−Dk

h(x, x
k) = 〈γk − γk+1, x− xk+1〉 (3.26)

≤ ck[fX(x)− fX(xk+1)] + ckεk.

ii) Si fX(x) ≤ fX(xk+1)

Dk+1
h (x, xk+1) ≤ Dk

h(x, x
k)−Dk

h(x
k+1, xk) + ckεk. (3.27)

iii)

sl[fX(xl+1)− fX(x)] ≤ D1
h(x, x

1)−Dl+1
h (x, xl+1)−

l∑
k=1

Dk
h(x

k+1, xk) +

+
l∑

k=1

ckεk. (3.28)
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iv )

fX(xl+1)− fX(x) ≤ D1
h(x, x

1)/sl +
l∑

k=1

ckεk/sl. (3.29)

Demostración .
i) Sea x ∈ Dh arbitrario. Como pk+1 ∈ ∂εkfX(xk+1), entonces se tiene:

fX(x)− fX(xk+1) + εk ≥ 〈pk+1, x− xk+1〉.

Como γk − γk+1 = ckp
k+1 y ck > 0, resulta:

ck[fX(x)− fX(xk+1)] + ckεk ≥ 〈γk − γk+1, x− xk+1〉. (3.30)
Tomando

I = Dk+1
h (x, xk+1) +Dk

h(x
k+1, xk)−Dk

h(x, x
k), (3.31)

se tiene:
I = h(x)− h(xk+1)− 〈γk+1, x− xk+1〉+ h(xk+1)− h(xk)−

− 〈γk, xk+1 − xk〉 − h(x)− h(xk) + 〈γk, x− xk〉

= 〈γk − γk+1, x− xk+1〉. (3.32)
Luego, usando (3.30), se tiene:
Dk+1
h (x, xk+1)+Dk

h(x
k+1, xk)−Dk

h(x, x
k) ≤ ck[fX(x)−fX(xk+1)]+ ckεk.

(3.33)
ii) Si fX(x) ≤ fX(xk+1) usando (3.33) se deduce

Dk+1
h (x, xk+1) +Dk

h(x
k+1, xk)−Dk

h(x, x
k) ≤ ckεk

, y así
Dk+1
h (x, xk+1) ≤ Dk

h(x, x
k)−Dk

h(x
k+1, xk) + ckεk.

iii) Por (3.33) se tiene:
l∑

k=1

[Dk+1
h (x, xk+1) +Dk

h(x
k+1, xk)−Dk

h(x, x
k)] ≤

l∑
k=1

ckfX(x) +
l∑

k=1

ckεk −

−
l∑

k=1

ckfX(xk+1).
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Dl+1
h (x, xl+1)−D1

h(x, x
1)+

l∑
k=1

Dk
h(x

k+1, xk) ≤ slfX(x)−
l∑

k=1

ckfX(xk+1)+
l∑

k=1

ckεk

Como fX(xl+1) ≤ fX(xk) para k = 1, . . . , l se obtiene:

Dl+1
h (x, xl+1)−D1

h(x, x
1)+

l∑
k=1

Dk
h(x

k+1, xk) ≤ sl[fX(x)−fX(xl+1)]+
l∑

k=1

ckεk.

sl[fX(xl+1)− fX(x)] ≤ D1
h(x, x

1)−Dl+1
h (x, xl+1)−

l∑
k=1

Dk
h(x

k+1, xk) +

+
l∑

k=1

ckεk. (3.34)

iv) Para obtener la expresión (3.29) dividimos ambos miembros de (3.34)
por sl > 0 y usamos Dk

h(·, xk) ≥ 0.

El siguiente lema establece criterios para que la sucesión {xk} asociada al
BPM sea acotada, cada punto límite de ella pertenezca al dominio de la
función h y converja a algún punto que pertenezca al dominio común de fX
y h, además la función fX evaluada en este punto de convergencia es menor
que la función fX evaluada en cualquier punto de la sucesión.

Lema 3.2.4 (Ver [9], Lema 4.2 )

Si
∞∑
k=1

ckεk <∞ y x ∈ Dh es tal que fX(xk) ≥ fX(x), ∀k, entonces:

i) {xk} es acotada y {xk} ⊂ Lbh(x, α), donde α = D1
h(x, x

1) +
∞∑
k=1

ckεk.

ii) Cada punto límite de {xk} está en Dh.

iii) {xk} converge algún x∞ ∈ DfX
∩Dh tal que fX(xk) ≥ fX(x∞), ∀k.

Demostración .
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i) Usando (3.27) se deduce:

Dl
h(x, x

l) ≤ D1
h(x, x

1) +
l−1∑
k=1

ckεk ≤ α, ∀l.

Además por (3.16) {xk} ⊂ D∂h, por lo cual {xk} ⊂ Lbh(x, α), el cual es
un conjunto acotado, ya que h es de Bregman y así {xk} es acotada.

ii) Por la parte (i) {xk} ⊂ D∂h y usando el Lema 3.1.4 se tiene que cada
punto límite de {xk} está en Dh.

iii) {xk} es acotada por la parte (i) y por tanto tiene una subsucesión {xlj}
convergente a algún x∞, por la parte (ii) x∞ ∈ Dh.
Supongamos que x∞ 6= x. Como {xk} ⊂ Lbh(x, α) por la de�nición
3.1.1(iv) se obtiene D]

h(x
∞, xlj) → 0, entonces por ( 3.8) Dlj

h (x∞, xlj) →
0.
Por otro lado por (3.22) fX(xk+1) ≥ fX(xk), además fX es cerrada y
xlj → x∞, por lo cual se puede deducir: fX(xk) ≥ fX(x∞), ∀k.
Consideremos l > lj, por (3.27) obtenemos:

Dl
h(x

∞, xl) ≤ D
lj
h (x∞, xlj) +

l−1∑
k=lj

ckεk.

Como ∞∑
k=lj

ckεk → 0 cuando j → ∞ se deduce que: Dl
h(x

∞, xl) → 0

cuando l → ∞. Y por (3.8) D
′

h(x
∞, xk) → 0 y usando el Lema

3.1.4(ii) se obtiene xk → x∞.
Si x = x∞, pero {xk} no es convergente. Por las partes (i) y (ii)
existe un punto límite x

′ ∈ Dh\{x}, y reemplazando x∞ por x′ , a
través del procedimiento anterior obtenemos que xk → x∞, lo cual es
contradictorio.

El siguiente teorema presenta los principales resultados de convergencia de la
sucesión asociada al BPM de descenso, en el se establecen condiciones para
que la sucesión {fX(xk)} converja al ín�mo de fX en el Dominio de h.
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Teorema 3.2.5 (Ver [9], Teorema 4.3 )

Supongamos que en las Hipótesis 3.2.1 (i), (ii), (iv) y (v) son válidas y h es

cerrada, propia y convexa.

i) Si liml→∞
l∑

k=1

ckεk/
l∑

k=1

ck = 0, entonces

fX(xk) ↓ inf
Dh

fX = inf
cl (Dh∩DfX )

f,

por consiguiente fX(xk) ↓ infX f si DfX
⊂ Dh.

Si ri Dh ∩ ri DfX
6= ∅, es decir,

◦
Dh ∩DfX

6= ∅, entonces

inf
Dh

fX = inf
(cl Dh)∩(cl DfX

)

f = inf
cl Dh

fX .

Si ri DfX
⊂ cl Dh, es decir, D∂fX

⊂ cl Dh, entonces cl DfX
⊂ cl Dh

y ArgminXf ⊂ cl Dh.

ii) Si h es una B-función, fX(xk) → infDh
fX ,

∞∑
k=1

ckεk < ∞

y X∗ = ArgminDh
f es no vacío, entonces {xk} converge a algún

x∞ ∈ X∗ y x∞ ∈ ArgminXf si DfX
⊂ Dh.

iii) Si fX(xk) → infDh
fX , DfX

⊂ Dh y X∗ = ∅, entonces |xk| → ∞.

Demostración .
i) Sea x ∈ Dh, si tomamos límite en 3.29 obtenemos

lim
l→∞

fX(xl) ≤ fX(x),

ya que por (3.22) fX(xl+1) ≤ fX(xl) , por Hipótesis 3.2.1 (v), sl →∞

y por hipótesis l∑
k=1

ckεk/sl → 0.
Luego, usando ([16], Corolario 7.3.2), se deduce:

fX(xk) → inf
Dh

fX = inf
Dh∩DfX

f = inf
cl(Dh∩DfX

)
f.

Si riDh ∩ riDfX
6= ∅, entonces cl(Dh ∩DfX

) = cl(Dh)∩ cl(DfX
) ([16],

Teorema 6.5)
Por lo cual

inf
Dh

fX = infcl(Dh)∩cl(DfX
)

f ≤ inf
DfX

∩cl(Dh)

f = infcl(Dh)

fX
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Y así infDh
fX = infcl(Dh)

fX .
Si riDfX

⊂ clDh, usando ([16], Teorema 6.5) se tiene clDfX
⊂ clDh.

ii) Si x ∈ X∗, entonces fX(xk) → fX(x), pero fX(xk) ≥ fX(x), ∀k, ya
que por (3.16), xk ∈ Dh∩DfX

, de donde se puede deducir por el Lema
3.2.4 que: xk → x∞ ∈ Dh∩DfX

y limk→∞ fX(xk) ≥ fX(x), por lo cual
x∞ ∈ X∗.

iii) Si |xk| 9 ∞, {xk} tiene un punto límite x con fX(x) ≤ infDh
fX ,

pero fX(xk) → infDh
fX y como DfX

⊂ Dh se tiene x ∈ Dh ∩ X∗,
por lo tanto X∗ 6= ∅, lo cual es contradictorio, queda demostrado que
|xk| → ∞.

Lema 3.2.6 (Ver [9], Lema 4.5)

i) Si εk → 0, entonces
l∑

k=1

ckεk/sl → 0, cuando l→∞.

ii) Si
∞∑
k=1

εk <∞ y {ck} ⊂ (0, cmax], para algún cmax <∞, entonces

∞∑
k=1

ckεk <∞.

Demostración .
i) Sea ε > 0, elegimos un k̄ tal que εk ≤ ε, ∀k ≥ k̄.

Como sl →∞, podemos seleccionar un l̄ > k̄ tal que:
k̄∑
k=1

ckεk/sl ≤ ε, ∀l ≥ l̄,

entonces:
l∑

k=1

ckεk/sl ≤
k̄∑
k=1

ckεk/sl + ε
l∑

k=k̄+1

ck/
l∑

k=1

ck ≤ 2ε ∀l ≥ l̄.

ii) Tenemos que ∞∑
k=1

ckεk ≤ cmax

∞∑
k=1

εk <∞.
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3.3 MÉTODODEMULTIPLICADORES INE-
XACTOS

Asociado al BPM Kiwiel presenta en [9] el método de multiplicadores inexac-
tos, el cual resuelve el problema dual del problema resuelto por el BMP. Un
método similar propone Castillo en [3], llamado método de multiplicadores
basados en shifts. En el capítulo siguiente se aplicará esté método propuesto
por Castillo, usando una penalidad no coerciva especi�ca.
El problema que resuelve este método de multiplicadores inexactos es el si-
guiente:

minimizar f(x)

sujeto a gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.
(3.35)

Donde f, g1, g2, . . . , gm son cerradas, propias y convexas en Rn con:
Df ⊂ ∩mi=1Dgi

y ri Df ⊂ ∩mi=1riDgi
. (3.36)

Siendo g(·) = (g1(·), . . . , gm(·)).

De�nimos el Lagangiano de (3.35) de la siguiente manera:

L(x, π) =


f(x) + 〈π, g(x)〉 si x ∈ Df y π ∈ Rm

+

−∞ si x ∈ Df y π /∈ Rm
+

∞ si x /∈ Df .

(3.37)

Podemos de�nir la función dual d(π) = infx L(x, π). Entonces d(π) = −∞
si π /∈ Rm

+ . Asumamos que d(π) > −∞, para algún π. El problema dual de
(3.35) es maximizar d o equivalentemente minimizar q(π) con π ≥ 0, donde
q = −d es una función cerrada propia y convexa.
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Tomemos una B-función h en Rm, asumamos que Rm
> ⊂ Dh, consideremos la

función:
h+ = h+ ιRm

>
,

la cual es una B-función (Ver Lema 3.1.1). Debemos notar que nuestra
penalidad de�nida en (3.15) no veri�ca esta condición, en virtud de lo cual
no está incluida en el análisis realizado por Kiwiel en [9].
La penalidad que usa Kiwiel en su método de multiplicadores inexactos es
la monótona conjugada de h, la cual de�nimos de la siguiente manera:

h+(·) = sup
π≥0

{〈π, ·〉 − h(π)}.

Esta función es no decreciente, ya que sí u ≤ u
′ , entonces 〈π, u〉 ≤

〈π, u′〉,∀π ≥ 0, de donde
h+(u) = sup

π≥0
{〈π, u〉 − h(π)} ≤ sup

π≥0
{〈π, u′〉 − h(π)} = h+(u

′
).

Además coincide con la conjugada h∗+ de h+, ya que
h+(·) = sup

π
{〈π, ·〉 − h+(π)} = h∗+(·).

Antes de presentar el método de multiplicadores inexactos consideramos el
siguiente lema, el cual establece características importantes de las funciones
h+ y h+, estas características son derivadas de las que posee la función h,
la cual es una B-función y en consecuencia h+ también lo es y la monótona
conjugada de h es esencialmente suave.

Lema 3.3.1 (Ver [9], Lema 7.2, Apéndice A)

Si h es una función cerrada, propia y esencialmente estrictamente convexa

en Rm con Rm
+ ∩ riDh 6= ∅, entonces h+ es cerrada, propia convexa y

esencialmente suave, ∂h+(u) = {∇h+(u)} para cada u ∈ D∂h+, ∂h+ =

(∂h+)−1 y ∇h+ es continua en D∂h+ =
◦
Dh+= im∂h+.

Además Dh+ = Dh+ −Rm
+ ,

◦
Dh+=

◦
Dh+ −Rm

+ , ∂h+ = ∂h+NRm
+

y ∇h+ =

∇h+ ◦ (I +NRm
+
◦∇h+), donde I es el operador identidad y NRm

+
= ∂ιRm

+
es
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el operador cono normal de Rm
+ , es decir NRm

+
(π) = {γ ≤ 0 : 〈γ, π〉 = 0},

si π ≥ 0, NRm
+
(π) = ∅, si π � 0. Si adicionalmente im∂h ⊃ Rm

> , entonces

h+ es co�nita, Dh+ = Rm, y h+ es continuamente diferenciable.

3.3.1 MÉTODO DE MULTIPLICADORES INEXAC-
TOS:
Como Rm

> ⊂ Dh, podemos encontrar infπ≥0 q(π) a través del método BPM,
reemplazando en (3.16)-(3.21) f,X, h y xk por q,Rm, h+ y πk respectiva-
mente.
El método de multiplicadores inexactos requiere encontrar dos sucesiones
{xk} y {πk}, procediendo de la siguiente manera:
Dados πk ∈ Dq ∩ D∂h+ y γk ∈ ∂h+(πk).
Encontrar πk+1 y xk+1 tal que:

L(xk+1, πk+1) ≤ inf
x
L(x, πk+1) + εk = d(πk+1 + εk), (3.38)

πk+1 = ∇h+(γk + ckg(x
k+1)). (3.39)

pk+1 ∈ ∂εkq(πk+1), (3.40)
γk+1 = γk − ckp

k+1 ∈ ∂h+(πk+1). (3.41)
Para algún pk+1 y γk+1.
Notemos que (3.38) implica:

−g(xk+1) ∈ ∂εkq(πk+1) = ∂εkq(π
k+1) + ∂ιRm

+
(πk+1). (3.42)

En efecto: si tomamos un π arbitrario tenemos:
q(π) = supx{−L(x, π)} ≥ −L(xk+1, π) = −f(xk+1)− 〈π, g(xk+1)〉.

Además por (3.38) se deduce:
q(π) ≥ −f(xk+1)− 〈π, g(xk+1)〉

= −f(xk+1)− 〈πk+1, g(xk+1)〉+ 〈−g(xk+1), π − πk+1〉

= −L(xk+1, πk+1) + 〈−g(xk+1), π − πk+1〉

≥ q(πk+1)− εk + 〈−g(xk+1), π − πk+1〉.
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Por otro lado, como Dq ⊂ Rm
+ , se deduce (3.42).

A partir de (3.39), deducimos que πk+1 ∈ D∂h+ ⊂ Dh ⊂ Rm
+ , mientras

q(πk+1) ≥ q(πk) + εk,

ya que πk+1 ∈ Dq.

Por (3.40); (3.41) y (3.42) tomando pk+1 = (γk − γk+1)/ck se deduce:
γk+1 = γk+ckg(x

k+1)−γ̃k+1 ∈ ∂h+(πk+1) con γ̃k+1 ∈ NRm
+
(πk+1). (3.43)

Entonces de (3.41) y (3.43) se in�ere:
pk+1 = −g(xk+1) + γ̃k+1/ck ∈ ∂εkq(πk+1). (3.44)

Usando (3.39) y (∂h+)−1 = ∇h+ ( ver Lema 3.3.1) se tiene:
γk + ckg(x

k+1) ∈ ∂h+(πk+1) = ∂h(πk+1) +NRm
+
(πk+1). (3.45)

Usaremos γ̃k+1 = 0, por lo que obtendremos pk+1 = −g(xk+1).
Para facilitar la notación escribimos (3.39) de la siguiente manera:

πk+1 = ∇Pk(g(xk+1)), (3.46)
donde

Pk(u) = h+(γk + cku)/ck, ∀u ∈ Rm. (3.47)
Sea

Lk(x) = f(x) +
1

ck
[h+(γk + ckg(x))− h+(γk)]. (3.48)

Si x ∈ Df ⊂ Dg = ∩mi=1Dgi
y Lk(x) = ∞ de otra forma.

El siguiente lema establece las condiciones para que la función Lk sea propia
y convexa, de igual modo modo se presenta la manera de calcular el subdi-
ferencial de Lk, más aun se prueba que este subdiferencial coincide con el
subdiferencial, respecto de x, de la función Lagrangiano.
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Lema 3.3.2 (Ver [9], Lema 7.3)

Supongamos que infDf
maxmi=1 gi ≥ 0, el conjunto factible del problema

(3.35), C0 = {x ∈ Df : g(x) ≤ 0}, es no vacío. Entonces la función

Lk es propia y convexa y se cumple:

∂Lk(x) = ∂f(x) +
m∑
i=1

[∇Pk(g(x))]i∂gi(x) ∀x ∈ DLk
⊃ D∂Lk

. (3.49)

Sí ∂Lk(x) 6= ∅, entonces π = ∇Pk(g(x)) está bien de�nido, π ≥ 0 y

∂Lk(x) = ∂xL(x, π), donde

∂xL(x, π) = ∂f(x) +
m∑
i=1

πi∂gi(x), ∀x ∈ Rn,∀π ∈ Rm
+ . (3.50)

Sí x̂ ∈ ArgminLk, entonces x̂ ∈ ArgminxL(x, π̂), para π̂ = ∇Pk(g(x̂)).
La aseveración anterior es válida cuando infDf

maxmi=1 gi > 0, pero Dh+ =

Rm. Por ejemplo si im∂h ⊃ Rm
> . ( ver Lema 3.3.1)

Demostración . Usando γk ∈ ∂h+(πk) ⊂
◦
Dh+ , (ver Lema 3.3.1), además

como ◦
DPk

= (
◦
Dh+ −γk)/ck, escogemos ũ ∈ DPk

∩ Rm
> y x̃ ∈ Df , tal que

g(x̃) < ũ. Entonces como Pk es no decreciente, dado que h+ es nodecre-
ciente, por otro lado de (3.36) se tiene riDf ⊂ ∩iriDgi

. Por ([9] Lema A.1)
obtenemos im∂Pk ⊂ Rm

+ y la ecuación 3.49 se obtiene usando ∂Pk = {∇Pk}
(Lema 3.3.1).
Por consiguiente sí ∂Lk(x) 6= ∅, entonces π = ∇Pk(g(x)) ≥ 0, así riDf ⊂
∩iriDgi

implica:

∂xL(x, π) = ∂f(x) +
m∑
i=1

πi∂gi(x) = ∂Lk(x).

Sí x̂ ∈ ArgminLk, entonces 0 ∈ ∂Lk(x̂) = ∂xL(x̂, π̂), para π̂ = ∇Pk(g(x̂)),
por lo cual x̂ ∈ ArgminxL(x, π̂).
Finalmente cuando Dh+ = Rm, para cualquier x̃ ∈ Df se puede escoger un
ũ ∈ DPk

con g(x̃) < ũ, ya que Df ⊂ ∩iDgi
y DPk

= Rm.
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Consideremos ahora el algoritmo asociado al método de multiplicadores ine-
xactos presentados por Kiwiel en [9].
Algoritmo del método de multiplicadores inexactos (ver Algoritmo
7.4, [9])
Para la iteración k ≥ 1, dados πk ∈ Dq y γk ∈ ∂h+(πk),
encontrar:

xk+1 ∈ Argminx∈Df

{
f(x) +

1

ck
h+(γk + ckg(x))

}
.

πk+1 = ∇h+(γk + ckg(x
k+1)).

Tal que se cumpla (3.38),
elegimos γk+1 que satisfaga (3.43) y pk+1 = (γk − γk+1)/ck.

Un método similar a este desarrollaremos en el siguiente capítulo, no obstante
usaremos una función de penalidad no coerciva, la cual denominaremos θ,
en lugar de usar la monótona conjugada de h.

3.3.2 CONVERGENCIA DEL MÉTODO DE MULTI-
PLICADORES INEXACTOS
En este método tenemos dos sucesiones {xk} y {πk} las cuales se generan
por el algoritmo de multiplicadores inexactos, la convergencia de la sucesión
{πk} ya ha sido estudiada en la sección 3.2.2, ya que esta sucesíon coincide
con la sucesión generada por el BPM y con respecto a la convergencia de
{xk} introduciremos el concepto de convergencia ergódica. Asumamos que
son válidas las siguientes hipótesis:
Hipótesis 3.3.1
i) h+ es una B-función tal que Dh ⊃ Rm

> .

ii) Dq ∩ Rm
> 6= ∅ ó ∅ 6= Dq ⊂ Dh+, donde −q = d = infx L(x, ·).

iii) {ck} es una sucesión de números positivos tales que sk =
k∑
j=1

cj →∞.
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Al considerar estas hipótesis tenemos que q es cerrada, propia y convexa.
Además

◦
Dh+= Rm

> ⊂ Dh+ ⊂ Rm
+ .

Por lo cual
clDh+ = Rm

+ ⊃ Dq.

Por otro lado Dq∩
◦
Dh+ 6= ∅ sí Dq ∩ Rm

> 6= ∅ y infDh+
q = inf q =

infclDh+
q. Por consiguiente podemos aplicar el método BMP al problema

dual sup d = − inf q con la B-función h+. De esta manera usamos los resul-
tados relacionados con este método obtenidos en las secciones 3.2.1 y 3.2.2,
para ello se reemplaza a f,X y h por q,Rm y h+.
En el siguiente teorema se establecen condiciones para que la sucesión {πk}
generada por el algoritmo del método de multiplicadores inexactos converja.
Teorema 3.3.3 (Ver [9], Teorema 8.3)

Sí
k∑
j=1

sjεj/sk → 0, entonces d(πk) → sup d. Sí d(πk) → sup d, Dh+ ∩

Argmax d 6= ∅ y
∞∑
k=1

ckεk < ∞, entonces πk → π∞ ∈ Argmax d. Sí

d(πk) → sup d, Dq ⊂ Dh+ y ArgmaxDh+
d = ∅ es decir Dh+ = Rm

+ y

ArgmaxDh+
d = ∅ entonces |πk| → ∞.

El siguiente teorema establece condiciones para que d(πk) → sup d, así como
para establecer que lim sup

k→∞
f(xk) ≤ sup

π
d(π) y lim sup

k→∞
gi(x

k) ≤ 0.

Teorema 3.3.4 (Ver [9], teorema 8.4)

Sea D∇h ⊃ Rm
+ , γk = ∇h(πk) ∀k y

k∑
j=1

sjεj/sk → 0, entonces d(πk) →

sup d. Si Argmax d 6= ∅ y
∑∞

k=1 ckεk <∞, entonces πk → π∞ ∈ Argmax d.

Si infk ck > 0, entonces

lim sup
k→∞

f(xk) ≤ sup
π
d(π) y lim sup

k→∞
gi(x

k) ≤ 0, i = 1, . . . ,m. (3.51)
Además cada punto límite de {xk} resuelve a 3.35. Si Argmax d 6= ∅,
entonces |πk| → ∞.
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Demostración . Como k∑
j=1

sjεj/sk → 0, por el Teorema 3.3.3 se deduce
d(πk) → sup d. Por otro lado Dh ⊃ D∇h ⊃ Rm

+ , de donde Dh+ = Rm
+ .

Además ∅ 6= Argmin d ⊂ Rm
+ , por lo cual Dh+

⋂Argmin d 6= ∅, usamos
nuevamente el teorema 3.3.3 para obtener πk → π∞ ∈ Argmax d.
Supongamos que πk → π∞ ∈ Argmax d, además infk ck > 0. Como
pk = (γk−1 − γk)/ck−1, con pk + g(xk) ∈ NRm

+
(πk). Entonces por el Lema

3.3.1 tenemos 〈πk, g(xk)〉 = −〈πk, pk〉 y g(xk) ≤ −pk, ∀k > 1. Como
πk → π∞, ∇h es continua en Rm

+ y ck ≥ cmin ∀k, se deduce pk → 0. Por
consiguiente 〈πk, g(xk)〉 → 0 y lim sup

k→∞
gi(x

k) ≤ 0 ∀i.
Por otro lado de (3.38) se tiene que L(xk, πk) ≤ infx L(x, πk)+εk−1, de donde
f(xk) + 〈πk, g(xk)〉 ≤ f(x) + 〈πk, g(x)〉+ εk−1 ∀x, y como 〈πk, g(xk)〉 → 0,
εk → 0 y πk → π∞ al tomar límite se obtiene lim supk f(xk) ≤ L(x, π∞) ∀x.
Y así lim supk f(xk) ≤ d(π∞).
Supongamos que xk

K→ x∞ para algún x∞ y K = {1, 2, . . .}, por (3.51)
tenemos f(x∞) ≤ sup d y g(x∞) ≤ 0, ya que f y g son cerradas.
Por otro lado d(π) ≤ f(x∞) + 〈π, g(x∞)〉 ≤ f(x∞) ∀π ∈ Rm

+ . Entonces
f(x∞) ≥ sup d por lo tanto f(x∞) = max d, y así x∞ resuelve el problema
(3.35).

El siguiente lema establece la siguiente relación de desigualdad L(xk+1, πk) ≤
Lk(x

k+1) ≤ L(xk+1, πk+1), entre la función lagrangiana L y la función Lk,
además se demuestra que d(πk) ≤ d(πk+1) + εk.
Lema 3.3.5 (Ver [9], Lema 8.9)

Sí uk+1 = g(xk+1) ∀k, tenemos:

L(xk+1, πk+1) = Lk(x
k+1) +Dh+(γk, γk + cku

k+1)/ck ≥ Lk(x
k+1), (3.52)

Lk(x
k+1) = L(xk+1, πk) +Dh+(γk + cku

k+1, γk)/ck ≥ L(xk+1, πk), (3.53)
L(xk+1, πk+1)− L(xk+1, πk) = 〈πk+1 − πk, uk+1〉

= 〈∇h+(γk + cku
k+1)−∇h+(γk), uk+1〉

≥ 0. (3.54)
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d(πk) ≤ L(xk+1, πk) ≤ Lk(x
k+1) ≤ L(xk+1, πk+1) ≤ d(πk+1) + εk. (3.55)

Demostración . Probemos (3.52), usando (3.48), ( 3.39), (3.37) y (2.36) se
obtiene:
L(xk+1, πk+1) = f(xk+1) + 〈πk+1, uk+1〉

= Lk(x
k+1)− 1

ck
[h+(γk + cku

k+1)− h+(γk)] + 〈πk+1, uk+1〉

= Lk(x
k+1) +

1

ck
[h+(γk)− h+(γk + cku

k+1) + 〈πk+1, cku
k+1〉]

= Lk(x
k+1) +Dh+(γk, γk + cku

k+1)/ck

≥ Lk(x
k+1).

Para probar (3.53) usamos el Lema 3.3.1 y obtenemos ∇h+ = (∂h+)−1 y
como γk ∈ ∂h+(πk), se deduce πk = ∇h+(γk), por lo cual:
Lk(x

k+1) = f(xk+1) +
1

ck
[h+(γk + cku

k+1)− h+(γk)]

= L(xk+1, πk) +
1

ck
[h+(γk + cku

k+1)− h+(γk)− 〈πk, ckuk+1〉]

= L(xk+1, πk) +
1

ck
[h+(γk + cku

k+1)− h+(γk)− 〈∇h+(γk), cku
k+1〉]

= L(xk+1, πk) +Dh+(γk + cku
k+1, γk)/ck

≥ L(xk+1, πk).

Para probar (3.54) usamos (3.37) y (3.39), obteniendose:
L(xk+1, πk+1)− L(xk+1, πk) = f(xk+1) + 〈πk+1, uk+1〉 − f(xk+1)− 〈πk, uk+1〉

= 〈∇h+(γk + cku
k+1)−∇h+(γk), uk+1〉

≥ 0.

Finalmente para probar (3.55) se usa (3.52),(3.53),(3.54) y (3.38)
d(πk) ≤ L(xk+1, πk) ≤ Lk(x

k+1) ≤ L(xk+1, πk+1) ≤ d(πk+1) + εk.
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Con el �n de presentar un resultado equivalente al Teorema 3.3.4, pero sin
solicitar la condición D∇h ⊃ Rm

+ , se introduce a continuación la estructura
ergódica, para cada k se de�ne una sucesión agregada a la solución primal:

x̆k+1 =
k∑
j=1

cjx
j+1/sk donde sk =

k∑
j=1

cj. (3.56)

Debemos notar que k∑
j=1

cj/sk = 1, por lo cual usando la Desigualdad de
Jensen (Teorema 1.1.3), dado que g es convexa se obtiene

g(x̆k+1) ≤
k∑
j=1

cjg(x
j+1)/sk,

además por (3.43) y ( 3.44) se deduce que cjg(x
j+1) ≤ −cjpj+1 = γj+1 − γj

para j = 1, . . . , k. Por lo cual:

g(x̆k+1) ≤
k∑
j=1

cjg(x
j+1)/sk ≤ (γk+1 − γ1)/sk. (3.57)

Lema 3.3.6 (Ver [9], Lema 8.10)

Supongamos que supi,k γ
k
i <∞, εk → 0, 〈πk, uk〉 → 0 y d(πk) → d∞ <

∞, entonces:

lim sup
k→∞

f(x̆k) ≤ d∞ y lim sup
k→∞

gi(x̆
k) ≤ 0, i = 1, . . . ,m. (3.58)

Si {x̆k} tiene un punto límite x∞ , entonces x∞ resuelve el problema

(3.35), f(x∞) = d∞ = max d y cada punto límite de {πk} maximiza a d.

Demostración . Como sk →∞, por (3.57) se tiene lim supk gi(x̆
k) ≤ 0, ∀i.

Por (3.56) y usando la convexidad de f se deduce f(x̆k+1) ≤
k∑
i=1

cjf(xj+1)/sk,
por otro lado por (3.55) tenemos f(xk) = L(xk, πk)− 〈πk, uk〉 → d∞, ya que
〈πk, uk〉 → 0 y d(πk) → d∞ <∞. Por tanto lim supk f(x̆k) ≤ d∞.
Supongamos que x̆k

K−→ x∞, como f y g son cerradas, usando (3.58)
obtenemos f(x∞) ≤ d∞ y g(x∞) ≤ 0 . Por otro lado por dualidad se tiene

d(πk) → d∞ ≤ f(x∞),
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por lo cual f(x∞) = d∞ = max d, y x∞ resuelve el problema 3.35. Además
como d(πk) → d∞ y d es cerrada, entonces cada punto de acumulación de
{πk} maximiza a d.

3.4 FUNCIONES DE PENALIDAD

Estudiaremos ahora una clasi�cación de las funciones de penalidad, conside-
radas por Kiwiel en [9], así como sus correspondientes funciones de Bregman
asociadas. Las funciones de penalidad son utilizadas en los métodos de mul-
tiplicadores, mientras las de funciones de Bregman son usadas en el Método
Proximal (BPM). A continuación son presentadas algunas familias especí�-
cas de penalidad consideradas por Kiwiel en [9], de igual modo se presentan
las familias de las funciones de Bregman asociadas a estas.
De�nición 3.4.1 (Ver [9], De�nición 9.1 )

Decimos que ψ ∈ Ψ, si sólo si ψ es B-función en R con Dψ ⊃ R>.

De�nimos las siguientes familias de funciones: Ψ̃ = {ψ ∈ Ψ : D∇ψ ⊃ R>},
Ψ0 = {ψ ∈ Ψ̃ : D∂ψ ⊃ R+}, Ψs = {ψ ∈ Ψ̃ : D∂ψ = R>}, Ψs′ = {ψ ∈ Ψs : 0 ∈
Dψ} y Ψs

′′ = {ψ ∈ Ψs : 0 6∈ Dψ}.

Debemos notar que Ψ̃ = Ψ0∪Ψs, ya que si ψ ∈ Ψ0∪Ψs, obviamente se tiene
que ψ ∈ Ψ̃. Por otro lado si ψ ∈ Ψ̃, se tiene D∂ψ ⊃ D∇ψ ⊃ R>, entonces
se deduce que ψ ∈ Ψ0 ( 0 ∈ D∂ψ) ó ψ ∈ Ψs ( 0 6∈ D∂ψ); por consiguiente
ψ ∈ Ψ0 ∪Ψs.
Además ψ+ = ψ, si ψ ∈ Ψs, ya que Dψ ⊂ cl D∂ψ = R+.
De�nición 3.4.2 (Ver [9],De�nición 9.3)

Decimos que φ ∈ Φ si sólo si φ : R → (−∞,∞] es cerrada, propia, convexa

y esencialmente suave y se cumple:

◦
Dφ= Dφ y R> ⊂ im ∇φ ⊂ R+.

Sea tφ = supt∈Dφ
t, t0φ = sup∇φ(t)=0 t.

De�nimos las siguientes familias de funciones:
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Φs = {φ ∈ Φ : φ es estrictamente convexa},
Φ0 = {φ ∈ Φ : φ es estrictamente convexa en (t0φ, tφ), t

0
φ >∞},

Φs′ = {φ ∈ Φs : inf φ > −∞}, Φs′′ = {φ ∈ Φs : inf φ = −∞} y Φ̃ = Φ0∪Φs.

Podemos ver que si φ ∈ Φ, entonces φ es no decreciente, ya que im ∇φ ⊂ R+.
El dominio de φ viene dado por Dφ = (−∞, tφ).
Notemos que t0φ = −∞ si sólo si im ∇φ = R>, en efecto, si t0φ = −∞,
entonces no existe t ∈ R tal que ∇φ(t) = 0, por lo cual R> ⊂ im ∇φ ⊂ R>,
y así R> = im ∇φ. Recíprocamente si R> = im ∇φ , entonces t0φ =

sup∇φ(t)=0 t = −∞.
Otra observación interesante es la siguiente: φ ∈ Φs si sólo si ∇φ es
creciente, (ver [16], Corolario 26.3.1), en efecto, si φ ∈ Φs, entonces φ es
estrictamente convexa y como R> ⊂ im ∇φ ⊂ R+, y así ∇φ es creciente.
De igual modo podemos decir que φ ∈ Φ0 si sólo si ∇φ es creciente en
(t0φ, tφ) y t0φ > −∞.
Otro resultado que podemos comentar es el siguiente: φ ∈ Φ si sólo si φ es
cerrada, propia, convexa y se veri�ca D∇φ =

◦
Dφ= Dφ y R> ⊂ im ∇φ ⊂ R+.

Lo cual es fácil de veri�car usando la Proposición 1.2.7, obteniéndose que φ
es esencialmente suave si sólo si D∇φ =

◦
Dφ.

El dominio de la B-función asociada a la función de penalidad que usaremos
para aplicar el método de multiplicadores basados en shifts, la cual es de�nida
en (3.15), es Dθ∗ = [0, 1], por lo cual no se veri�ca la condición Dθ∗ ⊃ R>,
por consiguiente no pertenece a Ψ. De igual modo la función de penalidad
θ no está en Φ, ya que im∇θ = [0, 1], de donde no se veri�ca R> ⊂
im ∇θ ⊂ R+. En conclusión ni θ, ni θ

′ , pertenecen a ninguna de las
familias presentadas por Kiwiel en [9].
En las siguientes proposiciones se discute la relación de dualidad entre las
familias de penalidad y las familias de funciones de Bregman.

Proposición 3.4.1 ( Ver [9], Lema 9.5 )

Si φ ∈ Φ, entonces φ∗ es una B-función y se veri�ca lo siguiente:

R> ⊂ Dφ∗ ⊂ R+, (φ∗)+ = φ∗∗ = φ, limt↓−∞∇φ(t) = 0, limt↑tφ ∇φ(t) =
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limt↑tφ φ(t) = ∞ y φ
′
∞ = ι∗R+

.

Si φ ∈ Φs, entonces φ∗ es esencialmente suave con: ∇φ∗ = (∇φ)−1 y

D∂φ∗ = D∇φ∗ = R>.

Si φ ∈ Φ0, entonces ∇φ∗ = (∇φ)−1, D∇φ∗ = R> y ∂φ∗(0) = (−∞, t0φ].

Demostración . Si φ ∈ Φ, entonces es cerrada, propia, convexa, esen-
cialmente suave y se veri�ca ◦

Dφ= Dφ y R> ⊂ im ∇φ ⊂ R+. Usando el
Lema 3.1.3 se obtiene φ∗ es una B-función con ri Dφ∗ ⊂ im ∇φ ⊂ Dφ∗ .
De donde se deduce que R> ⊂ Dφ∗ ⊂ R+, por lo cual φ∗ = φ∗+ y así
(φ∗)+ = (φ∗+)∗ = φ∗∗ = φ.
Como R> ⊂ im∇φ ⊂ R+ y ∇φ es no decreciente se tiene que limt↓−∞∇φ(t) =

0 y limt↑tφ ∇φ(t) = ∞. Como φ es cerrada y propia usamos ([16], Teorema
13.3) para obtener φ

′
∞ = ι∗Dφ∗

con ι∗Dφ∗
= ι∗cl Dφ∗

, además cl Dφ∗ = R+, ya
que R> ⊂ Dφ∗ ⊂ R+. Por lo cual φ

′
∞ = ι∗R+

.
Tomamos tφ <∞, entonces limt↑tφ φ(t) = ∞, ya que φ es cerrada y tφ 6∈ Dφ.
Si por el contrario tφ = ∞, se tiene limt↑tφ φ(t) = ∞, ya que por ([16],
Teorema 8.5) se tiene φ

′
∞(1) = limt↑∞[φ(t)− φ(0)]/t = ∞.

Si φ ∈ Φs , entonces es estrictamente convexa y por la Proposición 1.2.7 se
deduce que φ∗ es esencialmente suave y D∇φ∗ = D∂φ∗ =

◦
Dφ∗= R>, por la

Proposición 1.2.5 se tiene que ∇φ∗ = (∇φ)−1.
Si φ ∈ Φ0 , entonces por Las Proposiciones 1.2.5 y 1.2.7 se tiene que
∂φ∗ = (∇φ)−1 = {(∇φ)−1}. Por lo cual ∂φ∗(0) = {t : ∇φ(t) = 0} =

(−∞, t0φ], ya que 0 ≤ ∇φ(t) ≤ ∇φ(t0φ), ∀t ≤ t0φ. Por otro lado por ser
∇φ creciente en (t0φ, tφ) obtenemos que ∂φ∗ = {(∇φ)−1} es univaluada en
R> = (∇φ(t0φ),∞) ⊂ im ∇φ y así ∂φ∗ = {∇φ∗} en R> ( ver Proposición
1.2.6).

Proposición 3.4.2 ( Ver [9], Lema 9.6 )

Sea ψ una B-función en R tal que Dψ ⊃ R>, entonces ψ+ ∈ Φ.

Supongamos que D∇ψ ⊃ R>. Si ∂ψ(0) = ∅ (0 6∈ Dψ ó ψ
′
(0; 1) = −∞),

entonces ψ+ es esencialmente suave y ψ+ ∈ Φs.

Si ∂ψ(0) 6= ∅ (ψ
′
(0; 1) > −∞), entonces ψ+ ∈ Φ0 con t0ψ+ = ψ

′
(0; 1)
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y existe una B-función ψ̆ tal que ψ+ = ψ̆+, ψ+ = ψ̆+, D∇ψ̆ ⊃ R+ y

∇ψ̆(0) = t0ψ+.

Demostración . Como ψ es una B-función y ψ+ = ψ + ιR+ , por el Lema
3.1.1 podemos ver que ψ+ es una B-función. Además como ψ+ = ψ∗+ se
deduce que Dψ+ = Dψ∗+

y usando el Lema 3.1.3 se obtiene Dψ+ =
◦
Dψ+ .

Por otro lado ψ+ es no decreciente y por el Lema 3.3.1 es esencialmente
suave, por lo cual im ∇ψ+ ⊂ R+. Como R> ⊂ Dψ se obtiene que
R> ⊂ Dψ+ , por lo cual R> ⊂

◦
Dψ+⊂ Dψ+ ⊂ im ∂ψ+ = im ∇ψ+, por lo tanto

R> ⊂ im ∇ψ+ ⊂ R+, y así ψ+ ∈ Φ.
Supongamos que D∇ψ ⊃ R>, como ψ es estrictamente convexa, por ser
una B-función, se deduce ∇ψ+ = ∇ψ es creciente en R>, por lo cual
∇ψ+ = (∇ψ+)−1 es creciente en (t0,∞), donde t0 = limt↓0∇ψ(t), por
tanto ψ+ es estrictamente convexa en (t0,∞) ( ver [16], Corolario 26.3.1).
Si ∂ψ(0) = ∅, entonces t0 = −∞, y así ψ+ es estrictamente convexa en R.
Por la Proposición 1.2.7 se obtiene que ψ+ es esencialmente suave.
Si ∂ψ(0) 6= ∅, tenemos que t0 = ψ

′
(0; 1) = t0ψ+ . Sea ψ̆(t) = ψ(t), ∀t ≥ 0 y

sea ψ̆(t) para t ≤ 0, una función convexa cuadrática sujeta a ψ̆(0) = ψ(0),
y ψ̆

′
(0;−1) = −ψ′

(0; 1), entonces ψ̆+ = ψ+ y ∇ψ̆(0) = t0ψ+ .

Las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 generan las siguientes relaciones de dualidad
entre las familias de penalidad y las funciones de Bregman:
Φ∗ = Ψ+.
En efecto, como Ψ+ = {ψ+ : ψ ∈ Ψ} = {ψ ∈ Ψ : ψ+ = ψ}. Si ψ ∈ Ψ+,
entonces usando la Proposición 3.4.2 se obtiene ψ∗ = ψ∗+ = ψ+ ∈ Φ, por lo
cual ψ = ψ∗∗ ∈ Φ∗.
Recíprocamente, si ψ ∈ Φ∗, entonces ψ∗ ∈ Φ, por el Lema 3.1.3 ψ es
una B-función y se cumple ri Dψ ⊂ im ∇ψ∗ ⊂ Dψ, pero por la De�nición
3.4.2 R> ⊂ im ∇ψ∗ ⊂ R+, por lo cual R> ⊂ Dψ. Por tanto ψ ∈ Ψ.
Por otro lado como ψ∗ ∈ Φ, entonces por la Proposición 3.4.1 tenemos que
R> ⊂ Dψ∗∗ = Dψ ⊂ R+, por lo cual ψ+ = ψ y así ψ ∈ Ψ+.
De manera similar podemos demostrar que Φ̃∗ = Ψ̃+, Φ∗

s = Ψ̃s, Φ∗
s′

= Ψ̃s′ ,
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Φ∗
s′′

= Ψ̃s′′ , Φ∗
0 = Ψ0+ .

También tenemos que: Ψ+ = Φ, Ψ̃+ = Φ̃, Ψ+
s = Φs, Ψ+

s′
= Φs′ , Ψ+

s′′
= Φs′′ ,

Ψ+
0 = Φ0.

A continuación se presenta una de�nición que permite dar una caracteri-
zación de las funciones en Φ.

De�nición 3.4.3 FORCING. (Ver [9], De�nición 9.12)

Sea φ ∈ Φ, decimos que φ es forcing en [t
′

φ, t
′′

φ] si

[φ
′
(t
′

k)− φ
′
(t
′′

k)](t
′

k − t
′′

k) → 0,

implica:

φ
′
(t
′′

k)(t
′

k − t
′′

k) → 0,

para cada par de suceciones {t′k}, {t
′′

k} ⊂ [t
′

φ, t
′′

φ] ∩ Dφ, donde φ
′
= ∇φ.

El siguiente lema establece que una función de penalidad acotada inferior-
mente y perteneciente a la familia Φs es forcing.

Lema 3.4.3 Si φ ∈ Φs, inf φ > −∞ y t
′′

φ ∈ Dφ, entonces φ es forcing

en (−∞, t
′′

φ].

Demostración . Reemplazando a φ por φ−inf φ, obtenemos que inf φ = 0.
Por otro lado φ

′
= ∇φ es positiva y creciente, asi como lo es φ.

Si [φ
′
(t
′

k)− φ
′
(tk)]τk → 0, con τk > 0, t

′

k = tk + τk ≤ t
′′

φ.
Supongamos que φ

′
(tk)τk 6→ 0, entonces existe ε > 0 y K = {1, 2, . . .} tal

que φ
′
(tk)τk ≥ ε, ∀k ∈ K, por lo cual φ

′
(t
′
k)

φ
′
(tk)

K−→ 1.
Como φ

′
(tk) < φ

′
(t
′′

φ) tenemos que τk ≥ ε

φ′ (t
′′
φ)
, ∀k ∈ K. Por otro lado

φ(t
′

k) ≥ φ(tk) + φ
′
(tk)τk ≥ ε, por lo cual t

′

k ≥ φ−1(ε), ∀k ∈ K.
Elegimos t∞ y K

′ ⊂ K, tal que t
′

k
K
′

−→ t∞. Entonces tk + ε

2φ
′
(t
′′
φ)
≤ t∞

y φ
′
(tk) ≤ φ

′
(tk − ε

2φ′ (t
′′
φ)

) < φ
′
(t∞) = limk∈K′ φ

′
(t
′

k), para un k ∈ K
′

su�cientemente grande, lo cual contradice φ
′
(t
′
k)

φ
′
(tk)

K−→ 1. Por tanto φ
′
(tk)τk →

0, de donde φ es forcing.
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Capítulo 4

IMPLEMENTACION DEL

MÉTODO DE

MULTIPLICADORES

BASADOS EN SHIFTS.

En este capítulo se implementará el método de multiplicadores basados en
Shifts con una penalidad no coerciva, este método es considerado por Castillo
en [3] y lo aplica para dos familias de penalidades, llamadas AL1 y AL2. La
familia AL1 cumple con algunas propiedades que ya estudiamos en el capítulo
2, entre las cuales destaca que no son coercivas. Por el contrario la familia
de penalidades AL2 es una familia de funciones coercivas.
En este trabajo usaremos particularmente la función de�nida en (3.10), la
cual es considerada por Zang en [19] en problemas de minimización como
una aproximación de la función

t ∈ R 7→ q(t) = max{0, t}

Acerca de esta función estudiaremos algunas de sus propiedades, así como la
de su conjugada.
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Se presentan en este capítulo varios resultados relacionados con este método
en consideración, los cuales son presentados por Castillo en [3]. Se hace una
demostración detallada de cada uno de ellos.
El aporte principal de este trabajo se presenta en este capítulo, el cual con-
siste en establecer una demostración de la convergencia de la sucesión {xk}
generada por el método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad
no coerciva θ. Un resultado similar muestra Castillo en [3] para las familias
AL1 y AL2, no obstante realiza la demostración para AL2 y deja plantedo el
caso para AL1. La demostración que se realiza en este trabajo corresponde
al caso particular de la penalidad θ, la cual es similar a las penalidades de
tipo AL1, en el sentido que cumple todas las propiedades de AL1, excepto
la convexidad estricta. Entonces la demostración realizada en este trabajo
es similar a la que deja propuesta Castillo en [9]. Además la convergencia se
establece sin necesidad de imponer dos condiciones que establece Castillo en
su demostración.
Otro aporte que se hace en este capítulo es una implementación numérica,
con el �n de mostrar el desempeño computacional de este método de mul-
tiplicadores basados en shifts con la penalidad θ, para la cual se efectuó un
programa con el sofware Matlab, el cual aplica el algoritmo del método de
multiplicadores basados en shifts con la penalidad no coerciva θ. Se apli-
ca este programa para resolver algunos problemas propuestos en [7] y [2],
obteniendo como salida los valores aproximados de los minimizadores de la
función objetivo f , así como los maximizadores de la función objetivo dual.
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4.1 ESTUDIO DE LA FUNCIÓN DE PENA-
LIDAD θ.

Consideremos la función de�nida en (3.10):

θ(x) =


0 si x ≤ −1

b(x) si − 1 ≤ x ≤ 1

x si x ≥ 1,

(4.1)

donde
b(x) =

1

4
x2 +

1

2
x+

1

4
=

1

4
(x+ 1)2.

Figura 4.1: Grá�ca de la función de penalidad θ.

En primer lugar debemos notar que Dθ = R, por lo cual tenemos que θ es
propia, debido a que θ(x) <∞, ∀x ∈ R.
La función θ es continua en R, por lo cual lim infy→x θ(y) = θ(x), de donde
θ es cerrada.
También tenemos que θ es convexa y no decreciente.
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Con respecto a θ podemos decir que cumple las condiciones de la familia
AL1, excepto la convexidad estricta.
En efecto:

i) θ no es estrictamente convexa, ya que si tomamos x1, x2 ≥ 1 y
α ∈ (0, 1), tenemos αx1 + (1− α)x2 ≥ 1, por lo cual:

θ(αx1 + (1− α)x2) = αx1 + (1− α)x2 = αθ(x1) + (1− α)θ(x2).

ii) θ es diferenciable en R. Como la función nula, la función identidad y la
función b son diferenciables, es su�ciente probar que θ es diferenciable
en −1 y en 1.
Como

lim
λ↓0

θ(−1 + λ)− θ(−1)

λ
= lim

λ↓0

1
4
(−1 + λ)2 + 1

2
(−1 + λ) + 1

4
− 0

λ

= lim
λ↓0

1
4
(12 − 2λ+ λ2)− 1

2
+ 1

2
λ+ 1

4

λ

= lim
λ↓0

λ2

4λ
= 0.

Luego θ es diferenciable en −1. De manera similar se prueba que θ es
diferenciable en 1.
Podemos considerar la función derivada θ

′
: R → R, de�nida de la

siguiente manera:

θ
′
(x) =


0 si x ≤ −1
1
2
(x+ 1) si − 1 ≤ x ≤ 1

1 si x ≥ 1.

(4.2)

Debemos notar que:
0 ≤ θ

′
(x) ≤ 1, ∀x ∈ R. (4.3)

Además en el intervalo [0, 1] podemos deteminar la inversa de θ′ , la cual
está de�nida por:

(θ
′
)−1(x) = 2x− 1, (4.4)
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Figura 4.2: Grá�ca de la derivada θ
′ .

por lo cual:
−1 ≤ (θ

′
)−1(x) ≤ 1, ∀x ∈ [0, 1]. (4.5)

iii) θ′∞(1) = 1, aplicando la De�nición 1.1.17 obtenemos:
θ∞

′(1) = lim
λ→+∞

θ(x+ λ)− θ(x)

λ
.

Como θ(y) = y, ∀y ≥ 1. Podemos tomar entonces un λ∗ > 0 tal que
θ(x+ λ) = x+ λ, ∀λ ≥ λ∗.
Luego para cada λ ≥ λ∗ se veri�ca

θ(x+ λ)− θ(x)

λ
=
x+ λ− θ(x)

λ
=
x

λ
+ 1− θ(x)

λ
.

Tomando límite obtenemos:
θ∞

′(1) = lim
λ→+∞

θ(x+ λ)− θ(x)

λ
= 1.

Por esta propiedad de θ podemos decir que es no coerciva. ( ver De�ni-
ción 1.1.20)
Esta propiedad es de sumo interés, ya que las funciones de penalidad
consideradas en [9] son coercivas y por lo tanto los resultados y el análi-
sis obtenidos en su investigación se aplican a estas funciones. Surge de
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esta manera la necesidad de estudiar el funcionamiento del método de
multiplicadores basados en shifts con esta penalidad no coerciva.

iv) limy→−∞ θ
′
(y) = 0, ya que θ

′
(y) = 0, ∀y ≤ −1.

v) θ es acotada inferiormente, en efecto θ(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.

vi) supx>0{x− θ(x)} es �nito.
Tenemos que x− θ(x) = 0, ∀x ≥ 1.
Por otro lado si de�nimos la función g(x) = x − 1

4
x2 − 1

2
x − 1

4
en el

intervalo [0, 1].
Derivando obtenemos: g′(x) = −1

2
x+ 1

2
.

Luego g
′
(x) = 0 cuando x = 1, además g

′′
(1) = −1

2
< 0.

Por lo cual supx>0{x− θ(x)} = 1− θ(1) = 0 <∞.

Como θ cumple las condiciones de AL1, exceptuando la convexidad estricta,
pueden usarse algunos resultados que no requieran esta condición expresados
en [3].
Como θ es diferenciable en R, se tiene que es esencialmente suave, ya que
◦
Dθ= R. Usando la Proposición 1.2.7(i), se tiene que ∂θ(x) = ∇θ(x), ∀x ∈
R.
Por (3.15) la conjugada de θ es la función θ∗[0, 1] → R de�nida por:

θ∗(y) = y(y − 1). (4.6)

Por La Proposición 1.2.7(ii) se deduce que θ∗ es esencialmente estricta
convexa en [0,1], ya que θ es esencialmente suave y por ser cerrada, se
tiene que θ∗∗ = θ.
Usando el Lema 3.1.3(ii) tenemos que θ∗ es una B-función y se veri�ca:

ri Dθ∗ ⊂ im ∇θ ⊂ Dθ∗ .

Notemos que ri Dθ∗ = (0, 1), im ∇θ = [0, 1] y Dθ∗ = [0, 1].

Una diferencia notable de la función θ∗, con las funciones de Bregman estu-
diadas en [9], es que R> 6⊂ Dθ∗ , y así θ no es considerada como función de
penalidad en ninguno de los análisis allí presentados.
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Figura 4.3: Grá�ca de la función de Bregman θ∗.

Asociada a la función θ∗, podemos considerar la Distancia de Bregman
Dθ∗(x, y) de la siguiente manera:

Dθ∗(x, y) = θ∗(x)− θ∗(y)−∇θ∗(y)(x− y)

= x(x− 1)− y(y − 1)− (2y − 1)(x− y)

= x(x− 1)− y(y − 1)− (y − 1 + y)(x− y)

= x(x− 1) + (y − 1)(y − x− y)− y(x− y)

= x(x− 1− y + 1)− y(x− y)

= (x− y)2. (4.7)
Podemos también calcular el gradiente:

∇xDθ∗(x, y) = 2(x− y). (4.8)
Además:

∇yDθ∗(x, y) = −2(x− y). (4.9)
Consideremos el método de multiplicadores basados en shifts según el Al-
goritmo 2.1.1, tomando en cuenta el multiplicador de�nido en (2.13) de la
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manera siguiente:

x ∈ Rn, µ ∈ (0, β) 7→ Lβ,r(x, µ) = f(x)+
m∑
i=1

βir

[
θ

(
fi(x)

r
+ ỹi(µi)

)
− θ(ỹi(µi))

]
(4.10)

donde la función de penalidad θ es la de�nida en (4.1).

Lema 4.1.1 (Ver Proposición 2.1, [1] )

Sea la función θ de�nida en (4.1), sea f una función propia, cerrada y

convexa tal que Dθ ∩ f(Rn) 6= ∅ y consideremos la función compuesta:

g(x) =

{
θ(f(x)) si x ∈ Df

+∞ de otra forma,

entonces g es una función propia, cerrada y convexa y se veri�ca:

g
′

∞(d) =

{
θ
′
∞(f

′
∞(d)) si d ∈ Df ′∞

+∞ de otra forma.

Demostración . Como Dθ ∩ f(Rn) 6= ∅, se tiene que existe un x ∈ Rn tal
que g(x) <∞, luego g es propia.
Como θ es continua y f es cerrada se tiene que g es cerrada.
La función g es convexa debido a la convexidad de f y por ser θ no
decreciente.
Sea x ∈ Df tal que f(x) ∈ Dθ. Para cada a < f

′
∞(d) existe un t̄ tal que:

f(x+ td) ≥ f(x) + ta, ∀t ≥ t̄.

Además como θ es no decreciente se tiene:
g(x+ td)− g(x)

t
≥ θ(f(x) + ta)− θ(f(x))

t
.

Tomando límite cuando t→ +∞ obtenemos que g
′
∞(d) ≥ θ

′
∞(a).

Si f ′∞(d) = +∞, considerando que θ
′
∞(1) = 1 > 0, y haciendo que a→∞

se obtiene g
′
∞(d) = +∞.

Si f
′
∞(d) < +∞ tomamos a→ f

′
∞(d), y como θ∞ es semicontinua inferior

se deduce g
′
∞(d) ≥ θ

′
∞(f

′
∞(d)).
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Por otro lado tenemos que f(x+ td) ≤ f(x) + tf
′
∞(d). Usando el hecho que

θ es no decreciente, deducimos:
g
′

∞(d) = lim
t→+∞

g(x+ td)− g(x)

t

≤ lim
t→+∞

θ(f(x) + tf
′
∞(d))− θ(f(x))

t

= θ
′

∞(f∞(d)).

Por lo tanto concluimos que g
′
∞(d) = θ

′
∞(f

′
∞(d)).

A continuación presentamos algunos resultados presentados por Castillo en
[3], los cuales muestran algunos aspectos importantes de la penalidad usada
en los métodos de multiplicadores basados en shifts, en este trabajo presen-
tamos estos resultados usando de manera particular la función de penalidad
θ.

Lema 4.1.2 ( Ver [3],Lema 5.2 )

Sea la función θ de�nida en (4.1), Sea f : Rn → R ∪ {∞} una función

cerrada y convexa. Sean r ∈ (0, 1], β ≥ 1, µ > 0 �jos y ỹ ∈ R tal que

θ
′
(ỹ) = µ

β
< 1

2
.

Consideremos:

p(x) =

 βr
[
θ
(
f(x)
r

+ ỹ
)

+ θ(ỹ)
]

si x ∈ Df

∞ caso contrario,
(4.11)

entonces ∀d ∈ Rn, d 6= 0, se cumple:

p
′

∞(x) =

{
βθ

′
∞(f

′
∞(d)) si d ∈ Df ′∞

∞ caso contrario.
(4.12)

Demostración . Para β, µ y r �jos escribimos p de la siguiente forma:

p(x) =

{
βr [θ(h(x)) + C] si x ∈ Df

∞ caso contrario, (4.13)
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donde h(x) = f(x)
r

+ ỹ y C = βr = θ(ỹ).

De esta forma tenemos que h es propia, cerrada y convexa, además Dh = Df .
Tenemos que:

h
′

∞(d) = lim
λ→+∞

h(x+ λd)− h(x)

λ

= lim
λ→+∞

f(x+λd)
r

+ ỹ − f(x)
r
− ỹ

λ

=
1

r
lim

λ→+∞

f(x+ λd)− f(x)

λ

=
f
′
∞(d)

r
.

Usando el lema anterior nos queda:

p
′

∞(d) =

{
βrθ

′
∞(h

′
∞(d)) si d ∈ Dh

′
∞

+∞ de otra forma.

=

{
βθ

′
∞(f

′
∞(d)) si d ∈ Df

′
∞

+∞ de otra forma.

Para el problema (P) primal podemos considerar las siguientes hipótesis:
(A1) El conjunto S∗ de soluciones óptimas del problema, es no vacío y

compacto.
(A2) Existe x̄ ∈ Df tal que fi(x̄) < 0, i = 1, . . . ,m. Esta condición es

llamada Condición de Slater.

Proposición 4.1.3 (Ver [3], Lema 5.4 )

Sea la función θ de�nida en (4.1), sea r ∈ (0, 1] �jo. Supongamos que

se satisface (A1), entonces existe β̄ ≥ e = (1, 1, . . . , 1) tal que para todo

β > β̄ ≥ e y para µ con µi ∈ (0, βi), el conjunto

S = arg min
x
Lβ,r(x, µ),

es no vacío y compacto. Si (f0)
′
∞ es no negativa, entonces la conclusión es

válida para todo β ≥ e.
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Demostración .
Tomemos r ∈ (0, 1] �jo. Sea µ tal que µi ∈ (0, βi) para i = 1, . . . ,m,
para facilitar la notación escribiremos que µ ∈ (0, β).
Consideremos ỹi tal que θ

′
(ỹi) = µi/βi ≤ 1.

Para facilitar la notación escribimos:
L(x) = Lβ,r(x, µ) = f0(x) +

m∑
i=1

βir

[
θ

(
fi(x)

r
+ ỹi

)
− θ(ỹi)

]
.

Consideremos ∀d ∈ Rn, d 6= 0 a I+
∞(d) el conjunto de indices i = 1, . . . ,m

tales que (fi)
′
∞ > 0. Del mismo modo de�nimos I−∞(d) = {i : (fi)

′
∞ ≤ 0}.

Además denotemos K = {d ∈ Rn : d ∈
m⋂
i=1

D(fi)
′
∞
}.

Usando las propiedades de la función de recesión (ver [16], Teorema 9.3), así
como el Lema 4.1.1, tenemos:

L
′

∞(d) =


(f0)

′
∞(d) +

m∑
i=1

βiθ
′
∞((fi)

′
∞(d)) si d ∈ K

+∞ de otra forma.
Tomamos d ∈ K tal que ‖d‖ = 1, entonces para cada β ≥ e y µ ∈ (0, β),
se deduce:

m∑
i=1

βiθ
′

∞((fi)
′

∞(d)) =
∑

i∈I+∞(d)

βi(fi)
′

∞(d)θ
′

∞(1) +
∑

i∈I−∞(d)

βi(fi)
′

∞(d)θ
′

∞(−1).

Como θ
′
∞(1) = 1 y θ

′
∞(−1) = 0, tenemos que para d ∈ K tal que ‖d‖ = 1

se cumple:

L
′

∞(d) =


(f0)

′
∞(d) si (fi)

′
∞(d) ≤ 0, ∀i.

(f0)
′
∞(d) +

∑
i∈I+∞(d)

βi(fi)
′
∞(d) si I+

∞(d) 6= ∅

+∞ si d 6∈ K.

Estudiamos cada uno de los casos: si L
′
∞(d) = (f0)

′
∞(d), se tiene que

L
′
∞(d) > 0, ya que (f0)

′
∞(d) > 0, por que de lo contrario se contradice

la hipótesis (A1).
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Si L
′
∞(d) = (f0)

′
∞(d) +

∑
i∈I+∞(d)

βi(fi)
′
∞(d), entonces: L

′
∞(d) > 0, ya que:

(f0)
′

∞(d) > 0 y ∑
i∈I+∞(d)

βi(fi)
′

∞(d) > 0.

Por lo cual:
L
′

∞(·) = (Lβ,r)
′

∞(·) > 0, ∀β ≥ e.

Lo cual quiere decir que S es no vacío y compacto.
Si (f0)

′
∞(d) ≤ 0. Usando la continuidad de la función de recesión, deducimos

que existe un δ > 0 tal que:
∀d ∈ K, ‖d‖ = 1, max

i=1,...,m
(fi)

′

∞(d) ≥ δ.

De esta forma tenemos para β ≥ e, µ ∈ (0, β) y ∀d ∈ K, ‖d‖ = 1,
m∑
i=1

βiθ
′

∞((fi)
′

∞(d)) ≥ βjδ, para algún j ∈ {1, . . . ,m}.

Por lo cual, ∀d ∈ K, ‖d‖ = 1,
L
′

∞(d) ≥ (f0)
′

∞(d) + βjδ.

Si tomamos para cada j = 1, . . . ,m

β̄j ≥
− inf{(f0)

′
∞(d) : d ∈ K, ‖d‖ = 1}

δ
,

obtenemos que (f0)
′
∞(d)+ ¯betajδ ≥ 0. Por tanto: ∀β > β̄, ∀µ ∈ (0, β), ∀d ∈

K, ‖d‖ = 1, se veri�ca:
L
′

∞(d) = (Lβ,r)
′

∞(d) > 0.

La proposición anterior garantiza que las minimizaciones consideradas en el
algoritmo 2.1.1 están bien de�nidas cuando iniciamos con un β0 ≥ β̄.
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Proposición 4.1.4 ( Ver [3], Proposición 5.6)

Sea θ la función de penalidad de�nida por (4.1). Dados β ∈ Rm, r ∈ (0, 1]

y µ ∈ (0, β). Consideremos la función

y ∈ Rm, µ ∈ (0, β) 7→ P (y) =
m∑
i=1

p(yi) =
m∑
i=1

βir
[
θ
(yi
r

+ ỹi

)
− θ(ỹi,

]
donde θ

′
(ỹi) = µi/βi < 1 para i = 1, . . . ,m. Entonces se cumple:

P ∗(s) = r

m∑
i=1

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− βiθ

∗
(
µi
βi

)
− (θ∗)

′
(
µi
βi

)
(si − µi)

]
.

Demostración . Si tomamos f(yi) ≡ θ(yi+ỹi), entonces usando la Proposi-
ción 1.2.1(5) obtenemos: f ∗(si) = θ∗(si)− yisi.
Si h(yi) ≡ βirf

(
yi

r

), entonces, usando la Proposición 1.2.1(2) se deduce:
h∗(si) = βirf

∗
(
si
βi

)
= βir

(
θ∗
(
si
βi

)
− ỹi

si
βi

)
= βirθ

∗
(
si
βi

)
− rỹisi.

Además p(yi) = h(yi)−Ci, donde Ci = βirθ(ỹi), para i = 1, . . . ,m. Por lo
cual

p∗(si) = h∗(si) + Ci

= r

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− ỹisi + βiθ(ỹi)

]
.

Ahora usamos la Proposición 1.2.5, con x = yi y si = µi

βi
, de donde se

deduce:
θ(ỹi) =

µi
βi
ỹi − θ∗

(
µi
βi
.

)
Por tanto tenemos que para cada i = 1, . . . ,m, se tiene:

p∗(si) = r

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− ỹisi +

(
µiỹi − βiθ

∗
(
µi
βi

))]
= r

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− βiθ

∗
(
µi
βi

)
− ỹi(si − µi)

]
= r

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− βiθ

∗
(
µi
βi

)
− (θ∗)

′
(
µi
βi

)
(si − µi)

]
.
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Concluimos que:
P ∗(s) = r

m∑
i=1

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− βiθ

∗
(
µi
βi

)
− (θ∗)

′
(
µi
βi

)
(si − µi)

]
.

Consideremos una nueva versión del problema dual (D) escrito de la siguiente
manera:

(D̄)
maximizar ϕ(µ)

sujeto a µ ∈ [0, β]

con β ≥ e �jo.
El método de punto proximal se puede usar para resolver el problema (D̄),
usando la distancia de Bregman asociada a θ∗, genera una sucesión tal que:

µ0 ∈ S1 = (0, β),

µk+1 ∈ arg min
µ∈S̄1

{−ϕ(µ) + rkDh(µ, µ
k)}, (4.14)

donde
s ∈ S̄1 7→ h(s) =

m∑
i=1

βiθ
∗
(
si
βi

)
. (4.15)

La expresión (4.14) es equivalente a:
µk+1 ∈ arg max

µ∈S̄1

{ϕ(µ)− rkDh(µ, µ
k)}, (4.16)

donde rk ∈ (0, 1] para todo k. Notémos que las expresiones (4.14) y (4.16)
están bien de�nidas, en virtud de la convexidad estricta de Dθ∗(·, µ) y por
ser coerciva.
La función h genera la siguiente distancia de Bregman:
Dh(s, µ) =

m∑
i=1

[
βiθ

∗
(
si
βi

)
− βiθ

∗
(
µi
βi

)
− (θ∗)

′
(
µi
βi

)
(si − µi)

]
. (4.17)

El gradiente de la función Dh(s, µ) viene dado por:
∇sDh(s, µ) =

m∑
i=1

[
(θ∗)

′
(
si
βi

)
− (θ∗)

′
(
µi
βi

)]
. (4.18)
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Teorema 4.1.5 ( Ver [3], Teorema 5.15)

Consideremos una sucesión {rk} en (0, 1], sea {µk} la sucesión generada

por (4.14) aplicada al Problema (D̄), y sean {x̂k} y {µ̂k} las sucesiones por

(2.14) y (2.15)generadas por el Algoritmo 2.1.1 correspondiente al método de

multiplicadores basados en shifts con la penalidad θ. Si µ̂0 = µ0 y β = βk

para todo k ∈ N, donde β ∈ Rm
> , entonces ∀k ∈ N, µ̂k = µk.

Demostración . Consideremos βk = β para todo k ∈ N, donde β ∈ Rm
> .

Usaremos inducción:
Por hipótesis µ̂0 = µ0, supongamos que µ̂k = µk. para k ∈ N.
Sea ỹ tal que θ(ỹi) =

µ̂k
i

β
, Si x̂k+1 ∈ arg minx Lβ,rk(·, µ̂k), entonces por (2.16)

tenemos que x̂k+1 minimiza al lagrangeano clásico L(·, µ̂k).
Por otra parte, para todo µ ∈ Rm

ϕ(µ) = inf{f(x) +
m∑
i=1

µifi(x) : x ∈ Rn}

≤ f(x̂k+1) +
m∑
i=1

µifi(x̂
k+1)

= f(x̂k+1) +
m∑
i=1

µ̂k+1
i fi(x̂

k+1) +
m∑
i=1

(µi − µ̂k+1
i )fi(x̂

k+1)

= ϕ(µ̂k+1
i ) +

m∑
i=1

(µi − µ̂k+1
i )fi(x̂

k+1).

Por lo cual (f1(x̂
k+1), . . . , fn(x̂

k+1)) ∈ ∂ϕ(µ̂k+1
i ), ya que ϕ es concáva.

Por (2.15) tenemos ∀i = 1, . . . ,m.

µ̂k+1
i = βiθ

′
(
fi(x̂

k+1)

rk
+ ỹi

)
⇐⇒ µ̂k+1

i

βi
= θ

′
(
fi(x̂

k+1)

rk
+ ỹi

)
⇐⇒ (θ

′
)−1

(
µ̂k+1
i

βi

)
− ỹi =

fi(x̂
k+1)

rk

⇐⇒ fi(x̂
k+1) = rk

[
(θ

′
)−1

(
µ̂k+1
i

βi

)
− ỹi

]
⇐⇒ fi(x̂

k+1) = rk
[
(θ

′
)−1

(
µ̂k+1
i

βi

)
− (θ

′
)−1

(
µ̂ki
βi

)]
.
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Usando la hipótesis de inducción, tenemos ∀i = 1, . . . ,m:

fi(x̂
k+1) = rk

[
(θ

′
)−1

(
µ̂k+1
i

βi

)
− (θ

′
)−1

(
µki
βi

)]
∈ ∂ϕ(µ̂k+1

i ). (4.19)

Usando (4.18) y (θ
′
)−1 = (θ∗)

′ , concluimos que µ̂k+1
i es una solución única

de (4.14) obtenida a partir de µk, por lo cual µ̂k+1 = µk+1.

Proposición 4.1.6 ( Ver [3], Proposición 5.17)

Sea {µk} la sucesión (4.16) generada por el método de punto proximal,

entonces:

i) La sucesión {µk} es acotada.

ii) La sucesión {βk} generada por el algoritmo 2.1.1, correspondiente al

método de multiplicadores basados en shifts con penalidad θ, es acotada.

Es decir existe k1 ∈ N tal que ∀k ≥ k1, βk = βk1.

Demostración .
i) De (A2) (Condición de Slater) se deduce que la función ϕ(·) es acotada

superiormente por un valor óptimo f̂ . Como h es una función de Breg-
man, el conjunto Dh(·, µk) tiene conjunto de nivel acotado.
De�nimos los conjuntos:

L = {µ ∈ S1 : ϕ(µ) ≥ ϕ(µ0)} Q = max{‖µ‖∞ : µ ∈ L},

de esta forma µk ∈ L para todo k ∈ N. Por lo tanto ‖µk‖∞ ≤
Q, ∀k ∈ N.

ii) La actualización de βk en el algoritmo 2.1.1 establece que para i =

1, . . . ,m; si µki > βk
i

2
, entonces βk+1

i = 2βki , caso contrario βk+1
i = βki .

Como ∀k ∈ N, ‖µk‖∞ ≤ Q, tenemos que si para k1 ∈ N, βk1 ≥ Q,
entonces βk = βk1 para todo k ≥ k1.
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Teorema 4.1.7 (ver [3], Teorema 5.18)

La sucesión {µk} generada por el método de punto proximal con distancia de

Bregman (4.14) converge a una solución óptima del problema (D̄).

El siguiente Teorema establece la factibilidad ergódica y la convergencia
ergódica de una sucesión {x̄k} de medias primal asociada a la sucesión {xk},
de igual forma se establece la complementaridad de la sucesión {xk}. Un
resultado parecido presenta Castillo en ([3], Teorema 5.22) para las familias
de penalidades AL1 y Al2, no obstante realiza la demostración para la pe-
nalidad del tipo AL2, dejando planteado el caso para AL1. La demostración
que se presenta a continuación es para la penalidad θ de�nida en (4.1), la
cual cumple con las caracteristícas de las penalidades de tipo AL1, excepto
que no es estrictamente convexa.
Además se establece la acotación de la sucesión {xk}, así como su conver-
gencia a una solución óptima del problema (P) sin necesidad de considerar
las dos condiciones adicionales que en el mencionado Teorema se imponen.

Teorema 4.1.8 ( Ver [3], Teorema 5.22)

Suponga válidas las hipótesis A1 y A2 con respecto al problema (P). Con-

sideremos las sucesiones {xk}, {µk}, {rk}, {βk}. generadas por el método de

multiplicadores con shifts de�nidas en el Algoritmo 2.1.1 usando como pe-

nalidad la función θ. Considere además la sucesión de medias primal {x̄k},
con:

x̄k =

∑k
j=1 x

j/rj∑k
j=1 1/rj

.

Entonces:

i) Para i = 1, . . . ,m se veri�ca lim
k→+∞

sup fi(x̄
k) ≤ 0. (factibilidad ergódi-

ca).

ii) Para i = 1, . . . ,m se veri�ca lim
k→+∞

µki fi(x
k) = 0 (Complementaridad).

iii) Todo punto límite de la sucesión de medias primal {x̄k} es una solución

óptima del problema (P) (Convergencia ergódica).
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iv) Para i = 1, . . . ,m, lim
k→+∞

fi(x
k) ≤ 0, {xk} es acotada y cualquier

punto límite de {xk} es solución óptima de (P).

Demostración .
Consideremos la sucesión {ỹki } tal que θ

′
(ỹki ) =

µk
i

βk
i
, para i = 1, . . . ,m.

i) Mostremos que para i = 1, . . . ,m; se veri�ca lim
k→∞

sup fi(x̄
k) ≤ 0.

Por la Proposición 4.1.6 se tiene que la sucesión {µk} es acotada y
existe un k1 ∈ N tal que βk = βk1 , ∀k ≥ k1. Por lo cual

ỹk+1
i = ỹki +

yk+1
i

rk
, ∀k ≥ k1. (4.20)

Donde θ
′
(ỹk+1
i ) =

µk+1
i

β
k1
i

, θ
′
(ỹki ) =

µk
i

β
k1
i

, yk+1
i = fi(x

k+1) y rk ∈ (0, 1].
Tomando la suma en ambos miembros de (4.20) obtenemos para i =

1, . . . ,m:
ỹki = ỹk1i +

k∑
j=k1

yji
rj
. (4.21)

Como fi(·) es convexa para i = 1, . . . ,m tenemos:

fi

(∑k
j=1 x

j/rj∑k
j=1 1/rj

)
≤
∑k

j=1 fi(x
j)/rj∑k

j=1 1/rj
=

∑k1−1
j=1 yji /r

j∑k
j=1 1/rj

+

∑k
j=k1

yji /r
j∑k

j=1 1/rj
.

(4.22)
Por otro lado para cada i = 1, . . . ,m se veri�ca θ′(ỹki ) =

µk
i

βk
i
, ∀k ∈ N,

además por (4.3) tenemos que 0 ≤ θ
′
(x) ≤ 1, ∀x ∈ R, se deduce que

0 ≤ µk
i

βk
i
≤ 1, ∀k ∈ N.

Luego, usando (4.5) se tiene:

−1 ≤ ỹki = (θ
′
)−1(

µki
βki

) ≤ 1,

por lo cual {ỹki } es acotada para cada i = 1, . . . ,m.
De (4.21 ) obtenemos:

k∑
j=1

yji
rj

=

k1−1∑
j=1

yji
rj

+
k∑

j=k1

yji
rj
≤

k1−1∑
j=1

yji
rj

+ 1− ỹk1i . (4.23)
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Dividiendo (4.23) entre k∑
j=1

1/rj, y usando (4.22) obtenemos:

fi(x̄
k
i ) ≤

∑k1
j=1

yj
i

rj +M − ỹk1i∑k
j=1 1/rj

.

Como rk ≤ 1 para k ∈ N, se tiene que ∑k
j=1 1/rj → ∞. De donde

se deduce que:
lim
k→∞

sup fi(x̄
k) ≤ 0.

ii) La función ϕ es cóncava y por (4.19) yk+1 ∈ ∂ϕ(µk+1), por lo tanto:
k∑
i=1

(µki − µk+1
i )yk+1

i ≥ ϕ(µk)− ϕ(µk+1).

Luego
k∑
i=1

µk+1
i

(
µki
µk+1
i

− 1

)
yk+1
i ≥ ϕ(µk)− ϕ(µk+1).

De donde:
∞∑
k=1

m∑
i=1

µk+1
i

(
µki
µk+1
i

− 1

)
yk+1
i ≥ ϕ(µ0)− lim

k→∞
ϕ(µk) > −∞.

Sabemos por (4.20) que:

ỹk+1
i − ỹki =

yk+1
i

rk
, ∀k ≥ k1.

Donde rk ∈ (0, 1]. Como θ es convexa se tiene que la derivada µi =

θ
′
(ỹi) es no decreciente. De esta forma si yk+1

i ≥ 0, tenemos que
ỹk+1
i ≥ ỹki , por lo cual µk+1

i ≥ µki , de donde µk
i

µk+1
i

− 1 ≤ 0.
Si yk+1

i < 0, se deduce ỹk+1
i < ỹki , por tanto µk+1

i < µki , y así
µk

i

µk+1
i

− 1 > 0.
Se concluye que a partir de k1 todos los términos de la suma anterior
son no positivos y como tal suma está acotada inferiormente se puede
deducir que:

m∑
i=1

µk+1
i

(
µki
µk+1
i

− 1

)
yk+1
i → 0.
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Como cada uno de los términos es de igual signo se deduce para i=1,. . . ,m
µk+1
i

(
µki
µk+1
i

− 1

)
yk+1
i → 0. (4.24)

Por el Teorema 4.1.7 {µk} es convergente.
Si para i = 1, . . . ,m µki → µ∗ > 0, entonces para un k su�cientemente
grande se tiene:

µki
βk1i

= θ
′
(ỹki ),

de donde 0 ≤ µk
i

β
k1
i

≤ 1, por lo que podemos calcular la inversa:

lim
k→∞

ỹki = (θ
′
)−1

(
µ∗i
βk1i

)
.

Por otro lado: yk
i

rk = ỹk+1
i − ỹki y. Tomando límite tenemos yk

i

rk → 0, y
como rk ∈ (0, 1], se deduce que yki → 0 y tenemos que limk→∞ µki y

k
i .

Consideremos ahora el caso cuando µki → 0. Supongamos que para un
i = 1, . . . ,m se cumple

|µk+1
i yk+1

i | ≥ ε > 0, ∀k ∈ N. (4.25)
Por (4.24) y por (4.25) se obtiene:

µki
µk+1
i

→ 1. (4.26)

Por (4.25) tenemos que |yk+1
i | ≥ ε

µk+1
i

.
Además θ(x) ≥ 0 ∀x ∈ R. Luego inf

t∈R
θ(t) = 0.

Podemos considerar dos casos:
a) Si yk+1

i > 0, usamos ỹk+1
i − ỹki =

yk+1
i

rk ; por la convexidad de θ y
µk

i

βk
i

= θ
′
(ỹki ), se tiene:

θ(ỹk+1
i ) ≥ θ(ỹki ) + θ

′
(ỹki )(ỹ

k+1
i − ỹki )

= θ(ỹki ) +
µki y

k+1
i

βki r
k

≥ ε

βki r
k

µki
µk+1
i .
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Como rk ∈ (0, 1], se tiene que rk < 2 y por (4.26) se obtiene para
un k su�cientemente grande:

θ(ỹk+1
i ) >

ε

2βk1i
.

luego ỹk+1
i > θ−1( ε

2β
k1
i

) ≡ γ, ya que θ es creciente.
Por tanto para k su�cientemente grande µk+1

i

β
k1
i

= θ
′
(ỹk+1
i ) > θ

′
(γ) >

0, lo cual contradice el hecho que µki → 0.
b) Si yk+1

i < 0, por la convexidad de θ se deduce:

θ(ỹki ) ≥ θ(ỹk+1
i )− µki y

k+1
i

βk1i r
k

≥ ε

rk
>

ε

2βk1i
.

Luego ỹki > θ−1( ε

2β
k1
i

) ≡ γ, y así µk
i

β
k1
i

= θ
′
(ỹki ) > θ

′
(γ) > 0, contra-

dictorio con µki → 0.
Podemos concluir que lim

k→∞
µki f(xki ) = 0.

iii) Sabemos que xk minimiza al lagrangeano L(·, µk), luego usando la parte
ii) tenemos:

lim
k→+∞

ϕ(µk) = lim
k→+∞

[f(xk) +
∑m

i=1 µ
k
i fi(x

k)]

= lim
k→+∞

f(xk).
(4.27)

Por el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 2.1.2), se deduce que:
ϕ(µk) ≤ ϕ(µ∗) = f(x∗), ∀k. (4.28)

Por la de�nición de {x̄k} y la convexidad de de f tenemos:

f(x̄) =

∑k
j=1 f(xj)/rj∑k

j=1 r
j

.

Por lo cual:
lim
k→∞

sup f(x̄k) ≤ lim
k→∞

∑k
j=1 f(xj)/rj∑k

j=1 r
j

= f(x∗), (4.29)
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ya que f(xk) → f(x∗) y rk ∈ (0, 1].
Dado ε > 0, para k su�cientemente grande de (4.29) y de i) tenemos:

x̄k ∈ {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x∗) + ε, fi(x) ≤ ε, i = 1, . . . ,m}.

Usando ([3], Corolario 5.21 ) se tiene que este conjunto es compacto y
por lo tanto {x̄k} es acotada.
Dado x̂, un punto límite de {x̄k}, entonces x̄k

K−→ x̂, con K ∈ N. De
esta forma f(x̂) ≤ f(x∗) y x̂ es factible, por lo cual x̂ es una solución
óptima de (P ).

iv) Sabemos que µk → µ∗, consideramos i = 1, . . . ,m. Si µki → µ∗i > 0,
entonces por ii) se tiene limk→∞ fi(x

k) = 0.
Si µki → 0 entonces ỹki → −1 y ỹk+1

i → −1.
Como:

ỹk+1
i − ỹki =

yk+1
i

rk
, ∀k ≥ k1.

Tomando límite nos queda: yk
i

rk → 0, por lo cual:
lim
k→∞

sup fi(x
k+1) ≤ 0.

Por otro lado Finalmente de (4.27) y (4.28) nos queda:
lim
k→∞

f(xk) = lim
k→∞

ϕ(µk) ≤ ϕ(µ∗) = f(x∗), (4.30)
luego:

xk ∈ {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x∗) + ε, fi(x) ≤ ε, i = 1, . . . ,m}.

Usando nuevamente ([3], Corolario 5.21) se tiene que este conjunto es
compacto y por tanto {xk} es acotada.
Además por (4.30) se deduce que cada punto límite de {xk} es una
solución óptima de (P).
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4.2 IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICA

Finalmente presentamos en este trabajo una implementación numérica del
método de mutiplicadores basados en shifts con la penalidad θ, ya estudiada.
El propósito es realizar pruebas computacionales que muestren el desempeño
del método considerado, en virtud de lo cual se realizó un programa com-
putacional usando el software matemático Matlab, se incluye un programa
principal, el cual usa varias subrutinas.
En esta sección mostramos el programa principal y posteriormente lo usa-
remos para dar una aproximación de la solución de algunos problemas de
optimización convexa.
PROGRAMA PRINCIPAL:
% Método de multiplicadores con shifts usando una penalidad especi�ca.
format short
clear all
global objetivo epsibfgs epsigold epsilon n m restrito teta...

restric delta ...
kmax ifeval igradobjetivo ibfgslanau igolden ipenalty irestric

ifeval=0; igradobjetivo=0; ibfgslanau=0; igolden=0; ipenalty=0; irestric=0;
problema=input ('Problema (P1): ','s');

if length(problema)==0 problema='P1'; end;
eval(problema);
xk=x0;
rk=r0;
betak=beta0;
muk=mu0;
ytildek1=0;
for i=1:m,
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ytildek(i)=ytilde(muk(i),betak(i));
end
if n== 2 disp(' x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo �agrangeana'),
fprintf(' %8.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f \n′,
xk(1), xk(2), muk(1), muk(2), feval('f',xk),
feval('�anau', xk, rk, betak, ytildek ) );
end
k=0;
goon=1;
while goon==1,
xk1=bfgslanau(xk,rk,betak,ytildek);
% pause
if norm(xk1-xk)<.0001 |(k==kmax), goon=0; end;
yk1=feval(restric,xk1);
irestric=irestric+1;
for i=1:m, %Actualizacion del multiplicador
muk1(i)=betak(i)*tetakg(yk1(i)/rk(i)+ytildek(i));
end
rk=rk/2;
% Regla de parada con el multiplicador
for i=1:m,
if muk1(i)>betak(i)/2,

betak1(i)=2*betak(i);
ytildek1(i)=ytilde(muk1(i),betak1(i));

else
betak1(i)=betak(i);
ytildek1(i)=ytildek(i)+yk1(i)/rk(i);

end
end
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betak=betak1;
xk=xk1;
ytildek=ytildek1;
if n==2,
plot(x0(1),x0(2),'*')
hold on
plot(xk1(1),xk1(2),'*')
hold on
fprintf(' %8.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f

%10.8f %10.8f \n′, xk1(1),xk1(2),muk1(1),muk1(2),
feval('f',xk), feval('�anau',xk,rk,betak,ytildek), betak(i),betak(2),rk(i));
hold on
end;
k=k+1;
end
y=f(xk)
fprintf('Nro de evaluaciones de la funcion %8.0f\n′, ifeval);
fprintf('Evaluaciones del Gradiente %8.0f\n′, igradobjetivo);
fprintf('Nro de busquedaslineales %8.0f\n′, igolden);
fprintf('Nro de iteraciones del BFGS %8.0f\n′, ibfgslanau);
zoom on.

A continuación presentamos algunos problemas propuestos en [7] y [2] donde
la función objetivo es una función convexa y las funciones asociadas a las
restricciones también son convexas, estos problemas son resueltos usando el
mencionado programa y presentamos como solución las salidas que arroja
este:
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Problema 1:( Ver [7], Problema 22 )
minimizar f(x) = 0.77(x1 − 2)2 + (x2 − 1)2

sujeto a x2
1 − x2 ≤ 0

x1 + x2 − 2 ≤ 0.

Solución:
x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo �agrangeana

0.50000000 0.50000000 0.16666667 0.16666667 1.98250000 1.92868056
1.21180099 1.04280393 0.37949552 0.29396913 0.48020059 0.96242824
0.99685734 1.04203346 0.54401548 0.46016238 0.77661411 0.77592189
0.99918281 1.00491846 0.51780680 0.50725571 0.77128318 0.77038154
1.00108861 0.99959388 0.51227438 0.51271566 0.76832461 0.77011286
0.99945467 1.00012858 0.51344743 0.51150754 0.77084006 0.77005412
1.00026774 0.99991466 0.51381262 0.51067622 0.76958775 0.77002671
0.99987572 1.00004578 0.51484373 0.51148886 0.77019141 0.77001160
1.00006264 0.99999104 0.51319005 0.51333599 0.76990354 0.77000534
0.99997593 1.00000291 0.51730674 0.51479028 0.77003706 0.77000133

Tabla 4.1: Sucesiones xk, µk, f(xk) y L(xk, µk), Problema 1

Nro de evaluaciones de la función 507
Evaluaciones del Gradiente 30
Nro de busquedas lineales 21
Nro de iteraciones del BFGS 9

Tabla 4.2: Resumen Problema 1

Minimizador aproximado:
(x∗1, x

∗
2) = (0.99997593, 1.00000291)

Mínimo aproximado:
f(x∗1, x

∗
2) = 0.7700
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Figura 4.4: Comportamiento de xk, Problema 1.

Problema 2: ( Ver [7], Problema 14)
minimizar f(x1, x2) = (x1 − 2)2 + (x2 − 1)2

sujeto a 0, 25x2
1 + x2 − 1, 5 ≤ 0

x1 − 2x2 + 1 ≤ 0.

Solución:

Minimizador aproximado:
(x∗1, x

∗
2) = (1.15832334, 1.07918620)

Mínimo aproximado:
f(x∗1, x

∗
2) = 0.7147.
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x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo �agrangeana
0.90000000 0.90000000 0.16666667 0.16666667 1.22000000 1.21138889
1.65289622 1.06979588 0.33040652 0.42331890 0.12535250 0.80289211
1.35801383 1.10047628 0.66624481 0.83703240 0.42224172 0.77693901
1.21976931 1.08573733 0.86938414 1.03021104 0.61611082 0.74930782
1.15498922 1.07452461 0.97734870 1.12525109 0.71959714 0.71804740
1.15940588 1.08124696 0.96458154 1.12147397 0.71319955 0.71616363
1.15786687 1.07814731 0.96908630 1.12328164 0.71529520 0.71539781
1.15850956 1.07964860 0.96652375 1.12309025 0.71445005 0.71503945
1.15821971 1.07891318 0.96786517 1.12296939 0.71482135 0.71486829
1.15835725 1.07927679 0.96715407 1.12314057 0.71464732 0.71478512
1.15829032 1.07909610 0.96748771 1.12309631 0.71473137 0.71474423
1.15832334 1.07918620 0.96732529 1.12311386 0.71469006 0.71472393

Tabla 4.3: Sucesiones xk, µk, f(xk) y L(xk, µk), Problema 2
Nro de evaluaciones de la función 765
Evaluaciones del Gradiente 41
Nro de busquedas lineales 30
Nro de iteraciones del BFGS 11

Tabla 4.4: Resumen Problema 2
Problema 3:( Ver [2],Ejercicio 4.7)

minimizar f(x1, x2) = (x1 − 9
4
)2 + (x2 − 2)2

sujeto a x2
1 − x2 − 1 ≤ 0

x1 + x2 − 6 ≤ 0.
Solución:
Minimizador aproximado:

(x∗1, x
∗
2) = (1.77066217, 2.13534635)
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x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo �agrangeana
1.00000000 2.00000000 0.16666667 0.16666667 1.56250000 1.50694444
1.80948081 2.12107419 0.24323997 0.00000000 0.20871612 0.26942138
1.76002078 2.13910233 0.27838411 0.00000000 0.25942909 0.25132862
1.77495638 2.13486578 0.26816366 0.00000000 0.24385522 0.24901373
1.76876439 2.13552486 0.27138278 0.00000000 0.24995470 0.24844744
1.77162028 2.13524213 0.27056352 0.00000000 0.24713759 0.24824106
1.77023033 2.13540433 0.27071138 0.00000000 0.24851327 0.24814734
1.77091849 2.13531731 0.27040894 0.00000000 0.24782986 0.24810028
1.77057798 2.13535743 0.27082126 0.00000000 0.24816711 0.24807741
1.77074691 2.13534043 0.27064764 0.00000000 0.24800056 0.24806649
1.77066217 2.13534635 0.27070854 0.00000000 0.24808339 0.24806113

Tabla 4.5: Sucesiones xk, µk, f(xk) y L(xk, µk), Problema 3

Figura 4.5: Comportamiento de xk, Problema 3.

Mínimo aproximado:
f(x∗1, x

∗
2) = 0.2481.
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Nro de evaluaciones de la función 590
Evaluaciones del Gradiente 31
Nro de busquedas lineales 21
Nro de iteraciones del BFGS 10

Tabla 4.6: Resumen del Problema 3
Problema 4:(Ver [2], Ejemplo 6.4.2)

minimizar f(x1, x2) = x2
1 + x2

2

sujeto a −x1 − x2 + 3.5 ≤ 0

x1 + 2x2 − 6 ≤ 0.
Solución:

x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo �agrangeana
3.00000000 3.00000000 0.16666667 0.16666667 18.00000000 20.27777778
0.50173197 0.49802584 1.00000000 0.00000000 0.49976471 5.25024908
1.00000166 1.00000168 2.00000000 0.00000000 2.00000668 7.74999332
1.66666678 1.66666678 3.33333153 0.00000000 5.55555631 6.54860979
1.74741762 1.74741763 3.49860354 0.00000000 6.10693671 6.12671330
1.75121446 1.75121447 3.50842394 0.00000000 6.13350421 6.12573765
1.74943022 1.74943021 3.49883713 0.00000000 6.12101216 6.12533177
1.75028154 1.75028154 3.50055489 0.00000000 6.12697092 6.12516218
1.74986006 1.74986006 3.49970733 0.00000000 6.12402045 6.12508017
1.75006976 1.75006976 3.50014619 0.00000000 6.12548830 6.12503985
1.74996518 1.74996518 3.49992436 0.00000000 6.12475623 6.12501987
1.75001701 1.75001701 3.50321000 0.00000000 6.12511908 6.12500937

Tabla 4.7: Sucesiones xk, µk, f(xk) y L(xk, µk), Problema 4

Minimizador aproximado:
(x∗1, x

∗
2) = (1.75001701, 1.75001701)

Mínimo aproximado:
f(x∗1, x

∗
2) = 6.1251
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Nro de evaluaciones de la función 651
Evaluaciones del Gradiente 33
Nro de busquedas lineales 22
Nro de iteraciones del BFGS 11

Tabla 4.8: Resumen del Problema 4
Problema 5:(Ver [2], Ejercicio 4.24)

minimizar f(x1, x2) = x2
1 − x1x2 + 2x2

2 − 4x1 − 5x2

sujeto a x1 + 2x2 − 6 ≤ 0

x1 − 2 ≤ 0.
Solución:

x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo �agrangeana
1.50000000 1.00000000 0.16666667 0.16666667 -8.25000000 -8.30555556
2.55559122 1.77774626 0.22220853 0.44446228 -10.80247890 -10.24843467
2.31883211 1.76569871 0.12797993 1.00000000 -10.58581463 -10.07315041
2.13047039 1.78260177 0.00000000 1.52188156 -10.33842847 -10.00368781
2.01265960 1.75353026 0.00000000 1.72443517 -10.14701380 -10.12005465
1.99477615 1.74873169 0.00000000 1.75982559 -10.11583438 -10.12328098
2.00238897 1.74872940 0.00000000 1.74555645 -10.12916873 -10.12426813
1.99889079 1.74878618 0.00000000 1.75647127 -10.12305605 -10.12468938
2.00052835 1.75011815 0.00000000 1.74974997 -10.12592437 -10.12485696
1.99973787 1.74994003 0.00000000 1.75079903 -10.12454122 -10.12492979
2.00013631 1.75026480 0.00000000 1.75617648 -10.12523843 -10.12496098
1.99992890 1.74998300 0.00000000 1.75014063 -10.12487556 -10.12497930

Tabla 4.9: Sucesiones xk, µk, f(xk) y L(xk, µk), Problema 5

Minimizador aproximado:
(x∗1, x

∗
2) = (1.99992890, 1.74998300)

Mínimo aproximado:
f(x∗1, x

∗
2) = −10.1249.
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Nro de evaluaciones de la función 787
Evaluaciones del Gradiente 40
Nro de busquedas lineales 29
Nro de iteraciones del BFGS 11
Tabla 4.10: Resumen del Problema 5

Los problemas que se han resuelto han sido presentados por Hock y Schitt-
kowski en [7] y Bazaraa y Shetty en [2], al aplicar el programa se han obtenido
soluciones muy cercanas a las expresadas en [7] y en [2], por lo cual podemos
deducir que el método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad
no coerciva θ tiene buen desempeño computacional, en el sentido que en-
cuentra las soluciones óptimas. Por otro lado se puede observar que el valor
mínimo del problema primal coincide, con cierta tolerancia, con el valor óp-
timo de la función lagrangeano aumentado.

Otro aspecto importante observado es que el número de evaluaciones de la
función objetivo y de los gradientes no es muy elevado, de igual forma los
problemas convergen, con la tolerancia �jada, en un número razonable de
iteraciones.
Los problemas que se han analizados son problemas que no revisten ma-
yor complejidad, además son problemas de dos variables y dos restricciones
puesto que el objetivo en este caso es mostrar la e�ciencia del método para
encontrar los óptimos, no obstante queda abierta la posibilidad de hacer
análisis para problemas más complejos y de mayor número de variables y
restricciones en próximas investigaciones.
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CONCLUSIONES

El método de multiplicadores inexactos presentados por Kiwiel en [9] di�ere
del método de multiplicadores basados en shitfs presentados por Castillo en
[3] en que la función de penalidad que emplea Kiwiel en su método es coerci-
va, en cambio Castillo presenta un algoritmo para penalidades no coercivas
de tipo AL1 y otro para penalidades coercivas de tipo AL2, en este sentido
se hace posible el uso de la penalidad θ, la cual no es coerciva en el método
de multiplicadores basados en shifts.
La penalidad θ que se consideró en esta investigación es propia, cerrada,
convexa, continua, esencialmente suave, no coerciva y cumple las propiedades
de AL1, excepto la convexidad estricta. Además la conjugada de θ es la fun-
ción θ∗(y) = y(y − 1), con Dθ∗ = [0, 1]. Como la función de penalidad ψ

usada por Kiwiel es coerciva y veri�ca lo siguiente R> ⊂ im ∇ψ ⊂ R+, en-
tonces θ no es considerada por Kiwiel en su método, ya que θ es no coerciva
y además im ∇θ = [0, 1]. Por otro lado θ no es estrictamente convexa, por
lo cual no pertenece a la familia AL1, de donde tampoco ha sido considerada
por Castillo, no obstante esta condición de convexidad estricta no restringe
el uso de esta penalidad en el método de multiplicadores basados en shifts.
El método de multiplicadores basados en shitfs con la penalidad θ es e�ciente
desde el punto de vista teórico, ya que demostramos que la sucesión {µk}
es convergente, además se estableció que la sucesión {xk} es acotada y con-
verge a una solución óptima. Este resultado se obtuvo sin necesidad de usar
dos condiciones que usó Castillo para probar un resultado similar en [3].
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Asimismo se puede decir que el método de multiplicadores basados en shifts
con la penalidad no coerciva θ es e�ciente desde el punto de vista computa-
cional, ya que se realizó un programa en Matlab que logró hallar una buena
aproximación a las soluciones óptimas de algunos problemas en un número
razonable de iteraciones.
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