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Resumen

En [9] Kiwiel presenta un método para resolver un problema de programacion con-
vexa, en tal sentido considera un método de punto proximal que usa una funcién de
Bregman generalizada, el cual denomina BPM. De igual forma presenta un méto-
do de multiplicadores para resolver el problema dual, el cual denomina método de

multiplicadores inexactos.

Un método similar presenta Castillo en [3], denominado método de multiplicadores
basados en shifts, para el cual presenta dos algoritmos, uno usando una penalidad
no coerciva de tipo ALl y otro usando una penalidad coerciva de tipo AL2. En
este trabajo implementamos este método de multiplicadores basados en shifts u-
sando una penalidad € considerada por Zang en [19], la cual es no coerciva y no
la considera Kiwiel en su estudio, tampoco la considera Castillo, ya que 6 no es
estrictamente convexa y por tanto no es de tipo ALI, no obstante cumple todas

las otras propiedades de AL1 y se puede aplicar el método.

Al aplicar este método con la penalidad 6, se puede observar que con algunas condi-
ciones la sucesion {u*} converge, ademas la sucesion {z*} es acotada y converge
a una solucién 6ptima del problema. Este resultado es obtenido sin necesidad de
usar dos condiciones que considera Castillo en la demostraciéon de un teorema sim-
ilar en [3].

Para probar la eficiencia computacional de este método que usa la penalidad no
coerciva 6 se realiz6 un programa computacional con el software Matlab, con el
cual se resuelven algunos problemas tomados de [7] y [2], observandose buen de-

sempeno, ya que obtiene buenas aproximaciones de las soluciones 6ptimas.

Palabras claves: penalidad, no coerciva, programaciéon convexa, B-funcion, méto-

do de lagrangeano aumentado, método de punto proximal.
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INTRODUCCION

Para resolver problemas de programacion convexa, donde la funcion objetivo
y las funciones asociadas a las restricciones son funciones convexas, se han
usado los métodos de lagrangeano aumentado debido a su buen desempeno
computacional y por su conexién con los métodos de punto proximal usados

para resolver el problema dual.

Existen varias versiones de los métodos de lagrangeano aumentado, asi como
las hay de los métodos de punto proximal. En [9] Kiwiel presenta un método
de punto proximal denominado Bregman Proximal Minimization (BPM), el
cual usa una funciéon h de Bregman generalizada, es decir una generalizacion
de una B-funcién usual, ademas esta funcion h puede ser no diferenciable,
por lo cual en el BPM en vez de usar el gradiente de h se usan sus subgradi-
entes. Asociado a este BPM Kiwiel presenta un método de multiplicadores
para resolver el problema dual, el cual denomina método de multiplicadores
inexactos, para ello usa una funcién de penalidad esencialmente suave. Esta
funcion de penalidad es la monétona conjugada de h, ademas es una funcion
coerciva cuyo dominio contiene a los nimeros reales positivos. Es importante
resaltar que Kiwiel aborda los problemas primal y dual de manera inversa a
como se plantean usualmente, de alli que resuelva el primal con un método

de punto proximal y el dual con un método de multiplicadores.

Castillo en [3| introduce métodos similares, para la resolucion del proble-
ma primal presenta un método de multiplicadores denominado método de
multiplicadores basados en shifts, en la aplicaciéon de este método Castillo

considera dos tipos de penalidad, a saber las AL1 que son no coercivas y las



AL2 que son coercivas. Una de las propiedades que se requieren de estas
funciones de penalidad es que sean diferenciable. De igual manera presenta
para el problema dual un método de punto proximal. Una diferencia notable
entre los métodos de Kiwiel y Castillo es que Kiwiel no considera en su méto-
do de multiplicadores inexactos penalidades no coercivas, mientras Castillo

si las considera en su método de multiplicadores basados en shifts.

El objetivo fundamental del presente trabajo es implementar el método de
multiplicadores basados en shifts usado por Castillo en [3] con una penali-
dad especifica 6, la cual es diferenciable y no coerciva. Para ello se hace un
estudio de los métodos de lagrangeano aumentado y los de punto proximal
y en particular se analizan de manera detallada los presentados por Kiwiel

y Castillo en [9] y [3] respectivamente.

El método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad no coerciva
0 genera dos sucesiones, a saber {zF} y {u*}. En este trabajo se es-
tablece bajo ciertas condiciones la convergencia de {u*}, ademas se prueba
un teorema similar a uno presentado por Castillo en [3] donde se establece la
factibilidad ergodica, la complementaridad ergddica y la convergencia ergodi-
ca de una sucesion {z*} de medias primal asociada a la sucesion {z*}. En su
teorema Castillo plantea estos resultados para las penalidades AL1 y AL2,
pero demuestra solo el caso AL2, dejando planteado el caso de AL1. La
demostracion que se realiza en esta investigacion es con la penalidad @, la

cual cumple todas las propiedades de AL1, excepto la convexidad estricta.

En este mismo teorema se establece la acotacion de la sucesion {z¥}, asf
como su convergencia a una soluciéon 6ptima del problema primal sin necesi-
dad de considerar dos condiciones adicionales que se imponen en el teorema

presentado por Castillo en [3].

Con el fin de mostrar la eficiencia del método estudiado usando la penalidad
no coerciva 6 se realiza una implementacién numérica para lo cual se hace
un programa computacional, usando el software Matlab, para aplicarlo en la

resolucion de algunos problemas propuestos por Hock y Schittkowski en [7] ¥



Bazaraa y Shetty en [2]. Al aplicar el programa se observa buen desempero,

ya que se hallan las soluciones 6ptimas.

Este trabajo se ha dividido en cuatro capitulos. En el capitulo 1 se estudian
los preliminares, los cuales estan constituidos por una serie de definiciones y
proposiciones de analisis convexo que proveen el fundamento teérico de esta
investigacion. los temas abordados son funciones convexas, diferenciabilidad,

subdiferenciabilidad y las propiedades de la conjugada.

En el capitulo 2 se hace un estudio de los métodos de lagrangeano aumen-
tados y los de punto proximal. Se presentan algunas versiones del método
de lagrangeano aumentado, a saber el método de multiplicadores clasico pre-
sentado por Rockafellar en [16], el método de lagrangeano aumentado con-
siderado por Tusem en [8] y el método de multiplicadores basados en shifts
considerados por Castillo en [3]. De igual modo se presenta el método de
punto proximal asociado a la norma euclidiana y el asociado a una funcion de
Bregman. FEn este capitulo se presenta un teorema interesante que permite
relacionar un método de lagrangeano aumentado con un método de punto

proximal.

En el capitulo 3 se estudia el método de punto proximal (BPM) presentado
por Kiwiel en [9], el cual usa una funciéon de Bregman generalizada, se hace
un andlisis detallado de este método y de la convergencia de la sucesién que
genera, de igual forma se estudia el método de multiplicadores inexactos pre-
sentados por Kiwiel, asi como el anélisis de convergencia de las sucesiones
que se generan de este método. También se presentan es este capitulo varias

familias de penalidades y sus correspondientes conjugadas.

En el capitulo 4 se presenta la implementaciéon numérica del método de mul-
tiplicadores basados en shifts con la penalidad no coerciva . En primer
lugar se hace un estudio detallado de la funcion 6, se obtiene que es una
funcién propia, convexa, cerrada, continua, esencialmente suave, no coerciva
y cumple las propiedades de AL, excepto la convexidad estricta. Con esta

funcion se pueban varios resultados del método bajo estudio presentados por



Castillo en [3], entre estos resultados se prueba que la sucesion generada por
el método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad 6 es acota-
da y converge a una soluciéon del problema, esto se demuestra omitiendo dos
condiciones impuesta por Castillo en un teorema similar. Finalmente en este
capitulo se realiza una implementacién numeérica a través de la realizacion

de un programa computacional y resolviendo algunos problemas.



Capitulo 1

PRELIMINARES

El proposito fundamental de este trabajo es hacer un estudio detallado acer-
ca de la resolucion de un problema de minimizacién de una funcién convexa
con restriccidénes asociadas a funciones convexas. Para resolver este tipo de
problema se usan los métodos de multiplicadores o de lagrangeano aumenta-
do, de los cuales existen varias versiones. Estos métodos usan una funciéon de
penalidad parametrizada. En esta investigacion se usa el método de multipli-
cadores basados en shifts, descrito por Castillo en 3|, usando una penalidad
en particular la cual posee una diferencia sustancial con las penalidades que

regularmente son usadas en los métodos de multiplicadores.

Dado que este problema corresponde a un problema de programaciéon con-
vexa, enunciaremos algunas definiciones y teoremas fundamentales sobre el
analisis convexo, con el fin de facilitar la comprension y el analisis de los
temas que seran desarrollados en los préximos capitulos. El proposito es
establecer una base teoérica suficiente para describir los métodos de pun-
to proximal y los de multiplicadores. En particular abordaremos el tema
de funciones convexas, diferenciabilidad y subdiferenciabilidad, asi como las
propiedades de su conjugada. Cada uno de estos resultados pueden ser re-
visados en cualquier libro de analisis convexo, en particular se recomienda

revisar el de Rockafellar (ver [16] ) y el de Hiriart Urruty y Lemaréchal ( ver

[6])-



1-1 FUNCIONES CONVEXAS

En esta seccion estudiaremos la nocion de convexidad, la cual es una propiedad
utilizada a lo largo del presente trabajo, de esta forma facilitaremos la com-
presion de los temas tratados.

Comenzaremos por definir a un conjunto convexo.

Definicién 1.1.1 CONJUNTOS CONVEXOS
Un conjunto A C R™ es convezo si y solo si para cada z,y € A, a € (0,1)
se cumple:

ar+ (1 —a)y € A.

Podemos decir que un conjunto es convexo si el segmento que une a cualquier

par de puntos del conjunto esté totalmente contenido en el conjunto.

Definicién 1.1.2 EPIGRAFO DE UNA FUNCION
Dada una funcion f : R" — R U {400}, no identicamente igual a +o0, el

epigrafo de la funcion f es el conjunto no vacio

epif = {(z,7r) e R" xR : f(z) <r}.

Si consideramos el grafico de la funcion, el cual es el conjunto:
graff = {(z,7) e R" xR : f(x) =r},

luego es facil verificar que el grafico de la funcién f es un subconjunto del

epigrafo de la misma.

A continuacion presentamos la definicion de una funcion convexa:

Definicién 1.1.3 FUNCION CONVEXA
Una funcion f:R™ — RU{+o0} es conveza si sélo si para cada z,y € R"

y ae(0,1) se cumple:

flaz+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).



La funcion f es estrictamente convexa si la desigualdad anterior se verifica
de manera estricta.

La funcion f es concéva si la funcion —f es convexa.

Una funcion es convexa si dados dos puntos x,y de su dominio , el segmento
que une a los puntos (z, f(z)) v (v, f(y)) esta siempre por encima o co-
incide con el grafico de la funcién. De igual forma es concava si el segmento

en consideracion esta por debajo o coincide con el grafico de la funcion.

La siguiente proposicion relaciona la convexidad de una funcién con la con-

vexidad del epigrafo de la mencionada funcion.

Proposiciéon 1.1.1 (ver [6], Proposicion 1.1.6)
Una funcion f:R" — RU {+o00} es convezra si solo si epif es un conjunto

convexo.

Definicién 1.1.4 DOMINIO EFECTIVO

Sea f: R" — RU{+00} una funcion, el dominio efectivo de f es el conjunto:

Dy ={z[3p e R: (z,n) € epif} = {z|f(z) < +oo}.

El dominio efectivo de una funciéon es el conjunto formado por todos los

puntos donde la funcién toma un valor finito.

Definicién 1.1.5 FUNCION PROPTA

Una funcion f: R — R U {400} es propia si el epif es no vacio y f en
ningun momento toma el valor de —oo, es decir existe un xzy € R™ tal que
flzo) <400 y f(x)# —o0 Vo € R".

A continuaciéon presentamos un concepto asociado a la continuidad de una

funcion:



Definicién 1.1.6 FUNCION SEMICONTINUA INFERIOR
Una funcion f : R" — R U {+o0} es semicontinua inferior si para cada

x € R" se verifica
liminf f(y) > f(z). (1.1)

Yy—z

Notemos que una funcién continua en R"™ es semicontinua inferior, ya que

liminf f(y) = f(x).
y—T

Definicién 1.1.7 FUNCION CERRADA
Una funcion f:R™ — RU {400} es cerrada si epif es un conjunto cerrado
en R" x R.

La siguiente proposicion relaciona las funciones semicontinuas inferiores con
las funciones cerradas, resultando que la semicontinuidad inferior es una

forma de caracterizar a las funciones cerradas.

Proposiciéon 1.1.2 (ver [16], Teorema 7.1)
Sea una funcion f:R™ — RU{+o0}, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

a) [ es semicontinua inferior en R™.
b) {z|f(z) < a} es cerrado para cada o € R.

c) f es cerrada.

Definicién 1.1.8 FUNCION CLAUSURA

Sea [ una funcion propia y conveza, la clausura de f es la mds grande
funcion semi-continua inferior mayorizada por f. FEs decir es la funcion
cuyo epifrafo es la clausura del epigrafo de f en R*1.

La funcion clausura de f es llamada la cdpsula semicontinua inferior de f y

se denota por clf.

Si f es una funcion cerrada se tiene que clf = f, ya que por la proposicion

1.1.2 el conjunto {z|f(x) < a} es cerrado para cada o € R, por lo cual epi f



es cerrado y entonces es igual a su clausura, por lo cual clf = f.
Si f es una funcion impropia tal que f(z) = —oo, para algin z, la clausura

de f es definida como la funcién constante igual a —oo.

El siguiente teorema generaliza el concepto de convexidad de una funcién,

para el caso de n puntos de su dominio.

Teorema 1.1.3 DESIGUALDAD DE JENSEN ( ver [16] Teorema 4.3 )
Sea una funcion f: R™ — R U {+oo} entonces f es convera si sélo si para

cada x1,...,x, € R" se verifica:
con A\ >0,...,A,>0 y M+...+ AN, =1

Las siguientes dos proposiciones relacionan la convexidad de una funcion con

el concepto de diferenciabilidad, a través de el uso del gradiente de la funcion.

Proposiciéon 1.1.4 Sea f : R" — RU{+o00} una funcidn propia tal que Dy
es abierto y convexo, con f diferenciable en Dy: Entonces f es conveza si

sdlo st Vx,y € Dy se verifica:

(y =2, Vf(z)) < fly) — flo),

donde Vf(x) es el gradiente de f en x.

Proposiciéon 1.1.5 Sea f: R" — RU{+o00} una funcidn propia tal que Dy
es abierto y convexo, con f diferenciable en Dy, entonces f es convexa si y

solo st Vx,y € Dy se tiene:
(y—x,Vf(y)— Vf(z)) >0.

La condicion de diferenciabilidad en una funcién a menudo es una propiedad
fuerte y puede darse el caso que no necesariamente las funciones que conside-
remos sean diferenciables o posean gradientes. En este sentido consideramos
un concepto relacionado con la diferenciabilidad, como lo es el concepto de

subgradiente y subdiferencial.



Definicién 1.1.9 SUBGRADIENTES
Sea f:R" — RU{+00} una funcion propia y conveza, sea x € R". Un

vector s € R" es un subgradiente de la funcion f en el punto x si:

f(z) > f(z) + (z — z,s), Vz € R™ (1.2)

Notese que si f es diferenciable en x, por la proposicion 1.1.4 el gradiente

Vf(z) es en particular un subgradiente de f en .

Definicién 1.1.10 SUBDIFERENCIAL
El conjunto de todos los subgradientes de f en x es llamado subdiferencial

de f en x y se denota por:
of(x)={s: f(z) > f(x)+ (2 —x,s), VzeR"}

Similarmente definimos para cada € > 0 el e—subdiferencial como el con-
jJunto:

Of(x)={s: f(z2) > f(x)+(z —x,8) —¢ VzeR"}.

St e =0 se tiene que el e—subdiferencial coincide con el subdiferencial

dof = Of.

Definicién 1.1.11 FUNCION ESENCIALMENTE ESTRICTAMENTE CON-
VEXA
Una funcion f: R" — RU{+o00} es esencialmente estrictamente convera si

es estrictamente conveza en cada subconjunto convexo de Dyy.

Definiciéon 1.1.12 FUNCION INDICADORA

Sea C' un conjunto no vacio, la funcion indicadora del conjunto C' es:

, 0 stxedC
ZC(CU):{

oo de otra forma.

Definiciéon 1.1.13 FUNCION SOPORTE

Sea C' un conjunto no vacio, la funcion soporte del conjunto C es:

10



it (z) =sup{(z,x) : =z eC}.
Una definiciéon equivalente a la diferenciabilidad para una funcién finita es

presentada a continuacion:

Definicién 1.1.14 FUNCION SUAVE
Una funcion f: R" — RU{400} es suave siy sdlo si es finita y diferenciable
en todo R™.

Introduciendo una condicién adicional a una funcién suave, consideramos la

definicion siguiente:

Definiciéon 1.1.15 FUNCION ESENCIALMENTE SUAVE
Una funcion f: R" — R U {400} propia y conveza es esencialmente suave

st satisface las siguientes condiciones:

a) ’Df7é @
b) f es diferenciable en ng.

o

¢) limg oo |V f(x1)| = +00 con {azk}o una sucesion en Dy que converge

a un punto x de la frontera de Dy.

Si f es diferenciable en R”, se tiene que f es esencialmente suave, ya que
(o]
Ds= R" y no existe una sucesiéon que converja a un punto de frontera y asi

la propiedad limy_ |V f(zx)| = +00 se cumple trivialmente.

Definicién 1.1.16 DERIVADA DIRECCIONAL
Sea f:R" - RU {+o0}, sea x € Dy. Definimos la derivada direccional de

f en x con respecto al vector y de la siguiente manera

Flasy) = g [T =16

(1.3)

La siguiente proposiciéon relaciona la derivada direccional de una funcion
diferenciable en un punto de su dominio y el gradiente de esa funcion en el

mencionado punto.

11



Proposiciéon 1.1.6 (ver [16], pag 213)
Sea f:R" - RU{+o0}, sea x € Dy, si f es diferenciable en x se verifica:

fy) = (Vf(2),y), Yy (1.4)

La derivada direccional también puede relacionarse con un subgradiente de
una funcién que no sea necesariamente diferenciable, tal como se muestra en

la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.1.7 (ver [16], Teorema 23.2)
Sea f:R" — RU{oo} una funcion propia, cerrada y conveza , sea x € Dy.

Entonces s € 0f(x) si solo si:

flay) > (s,y), V. (1.5)

i / .
Ademds la clausura de f (x;y) es una funcion convexa con respecto de y, es

la funcion soporte del conjunto cerrado y convero Of(z).

Definicién 1.1.17 FUNCION DE RECESION
Consideremos una funcion f : R" — R U {+o0} conveza, propia y cerrada
en x € Dy. La funcion f. definida por:

(1.6)

es llamada funcion de recesion de f.

Definiciéon 1.1.18 DIRECCION DE RECESION

Una direccion d # 0 es una direccion de recesion de f si f.(d) < 0.

Definicién 1.1.19 CONO DE RECESION
Sea el conjunto C C R™, no vacio y convexo. Definimos el cono de recesion

de C' de la siguiente manera:

C.={yeR":a+ yecCeonzecC y A>0} (1.7)

12



Dado que el propésito fundamental de este trabajo es presentar el método
de multiplicadores basados en shifts con una penalidad no coerciva, debemos

tomar en consideracion el concepto de funcién coerciva.

Definiciéon 1.1.20 FUNCION COERCIVA

Una funcion f:R™ — RU{+o0} propia, cerrada y convezxa es coerciva si:

lim f(x)= +oo.

[l —00
Consideremos i M) — f(2)
+ — flx
(d) = lim 7
fOO( ) )\—1>I-Poo A
si 0 € Dy, hacemos x = 0, de donde obtenemos:
_ f(Ad) — f(0)
'(d) = 1 e —
o S0
A—-+o0 )\

Tomamos \ = % entonces se puede escribir:

Fod) = Y (d/), (1.9
considerando d =e = (1,1,...,1) se tiene:
f(z)
! R

Si f!.(e) =400 entonces [ crece mas rapidamente que una funcion lineal
y denominamos a f 1-coerciva ( o sencillamente coerciva ).
Si fl (e) < 400 entonces f se aproxima a una funcion lineal en la direccion

1, denominamos a f 0-coerciva ( o sencillamente no coerciva ).

1-2 FUNCION CONJUGADA

En esta seccion se hace una descripcion de la conjugada de una funcion
convexa. El estudio de la conjugada es 1til en el sentido que a través de ella
se pueden establecer relaciones importantes entre el primal y el dual de un

problema de optimizacion.
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Definiciéon 1.2.1 Consideremos la funcion convera f : R — R U {+o0}.

La conjugada de f es una funcion f* dada por:

s € R f(s) = sup{(z,s) — f(2) : x € Dy},
Observaciones

1. f* es cerrada, propia y convexa si y solo si f es propia.

2. La conjugada g* de una funcion g : R" — RU {400} concava y cerrada

es definida como:

g"(s) = inf {{z,s) — g(x)}.

rERM

3. Si f = —g entonces g* # —f*.

En efecto:

F(s) = sup{{z,s) — flx)}
= sgp{<$78>+g(ﬂi)}
= sup{—(—{z,5) —g())}
= —inf{—(z,s) - g(x)}
= —g"(-s).

Proposicion 1.2.1 ( Ver [18], Proposicion 2.10)
Consideremos las funciones convezas f, f;, con 1 < j < m. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:
1. Sig(x) = f(x) + a, entonces g*(s) = f*(s) — a.
Sig(x) = af(x), con a >0 entonces g*(s) = af*(2).
Si g(x) = f(ax), con a # 0 entonces g*(s) = f*(2).
Si A es un operador lineal invertible entonces (f o A)* = f* o (A™1)*.

Si g(x) = f(x — x0), entonces g*(s) = f*(s) + (s, o).

Si g(z) = f(x) + (s, x), entonces g*(s) = f*(s — so).

SIS T

14



7. S1 f1 < fo, entonces f{ > f5.

8. SiDyNDp, #0 y  «a€(0,1) entonces:

(afi+(1—-a)fo) <aff +(1—a)fs.

9. S .
fla) =" filay),
j=1
entonces .
Fr(s18m) = > f1(s))
j=1

Definicién 1.2.2 FUNCION COFINITA
Una funcion f : R" — R propia y convexa es cofinita si epi f no contiene

semi-rectas no verticales.

La siguiente proposicion establece que la funcién de recesion de una funcion

cofinita es igual a infinito para todo punto distinto del cero.

Proposicién 1.2.2 (ver [16], Teorema 15.3)
Una funcion f: R™ — R propia y convexra es cofinita si

!/

fooy) = 400, Vy #0.

Otra caracterizacion de las funciones cofinitas es que su conjugada es finita

para todo s € R". Este resultado es establecido en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.3 (ver [16] Corolario 13.5.1)

Una funcion f: R™ — R propia y convexa es cofinita si
[*(s) = sup{(s,z) — f(z)} < 00, Vs € R,

lo cual significa que una funcion f es cofinita si solo si Dy = R".

Una relaciéon importante entre una funcién convexa y su conjugada se es-

tablece a través de la siguiente proposicion:
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Proposicion 1.2.4 DESIGUALDAD DE FENCHEL
Si f : R" - RU {400} es una funcion propia y convera; se verifica la

siguiente desiqualdad:
(x,s) < f(z)+ f*(s) Vx,s € R™,

Existe una interesante relacion de dualidad entre una funcién convexa y su
conjugada, a través de los subgradientes de las mencionadas funciones. De
esta forma podemos decir que s es un subgradiente de f en x si s6lo si x es un

subgradiente de f* en s. En tal sentido se muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.5 (ver [6], Proposicion 6.1.2 ; [16], Teorema 23.5 )
Si f:R"™ - RU{+o0} es una funcion convera, propia y cerrada, entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. s € 0f(x).

2. f(w)+ [*(s) = (s, ).

3. @ € argmin{f() — (s,)}.
4. x € 0f*(s).

Demostracion . Probemos en primer lugar (1 = 2).

Sea s € df(x), por lo cual:

f(y)

v

f@)+(s,y —x)  VyeR"
= f@)+(s,9) = (s,2)  VyeR",
luego:
(s, ) = f(x) = (s,y) = fly), VyeR",
por lo tanto:
[ (s) = (s,2) = f(2),
es decir:

[ (s) + fz) = (s, 7).
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Probemos ahora (2 = 3). Sean z, s, tal que:

JH(8) + f(x) = (s, 2),

luego:
fr(s) = (s,z) — f(x),
de donde:
;;Rg{@,w = fW)} = (s,2) — f(),

deduciéndose:

(s,2) — f(x) = (s,y)— fly) VyeR™

fl@)=(s,2) < fly)—(s,y) VyeR”
por lo cual:

x € argmin{ f(-) — (s,) }.

Probemos ahora (3 = 4).
Sea x € argmin{f(-) — (s,-)}, entonces

f(z) — (s, )
(s,x) — f(x)
[(s) = (s,x) = [(x).

IV IA
=
s

|

w
=
<C

<

m
=
3

Sea p € R™ arbitrario, luego

f*p) = p.y) — fly), VyeR",
en particular se verifica para y = x:

ffp) = pz)— flz)
= (p,x) + f*(s) — (s, 2)
= f*(s) +{z,p—s),

17



por lo cual: = € 0f*(s).
Finalmente probamos (4 = 1).
Six € 0f*(s) se tiene:

“(p) = f(s)+(z,p—-s5) Vp € R"
> f*(s)+<x,p>—<x,s> VPERna
luego:
o) —(x,p) = f(s)—(x,s) VpeR"
(z,p) = f"(p) < (z.s)—[f(s) VpeR"
por lo cual:

(f) () = (@,8) = [*(s),

pero como f es cerrada se tiene:

y asi:
(v,8) = f(x) = (y,8)—fly) VyeR"
fly)—(y,s) > flz)—(z,s) VyeR"
fly) = flz)—(z,s)+{y.s) VyeR”
fly) = fl@)+{s,y—x) VyeR"
de donde: s € df(x). |

De la proposiciéon anterior se pueden deducir los siguientes resultados:

of = (af)". (1.9)

im 8f = Dyy-. (1.10)
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De esta manera queda establecida que el subdiferencial de la conjugada de

una funciéon convexa es igual a la inversa del subdiferencial de la funcién.

La proposicion que se presenta a continuaciéon establece que el gradiente
de una funcién propia y convexa es continuo en su dominio y ademés la
funcion es diferenciable si solo si el conjunto subdiferencial estd compuesto

unicamente por el gradiente, es decir el conjunto subdiferencial es unitario.

Proposicion 1.2.6 ( Ver [16], Teoremas 25.1 y 25.5 )
St h es una funcion propia y convexa, entonces Vh es continua en Dy, C lo),

si x € Dyp, entonces h es diferenciable en x si sdlo si Oh(x) = {Vh(z)}.

Demostracion . Sea ey, ey, ..., e, las filas de la matriz identidad (n x n),
usando ([16], Teorema 25.4) se tiene h'(z,e;) = 2% (z) es continuo, y por
J

tanto Vh es continuo en Dyy,.

Supongamos que h es diferenciable en x , entonces por (1.4) tenemos:

W(z,y) = (Vh(z),y).
Si g es un subgradiente de h en x, por ( 1.5), se tiene:

Wz, y) = (Vh(x),y) = (9,y) V.

Si tomamos —y tenemos

(Vh(z), —y) = (9, =),
entonces

(Vh(z),y) < {g,9),

y asi Vh(x) = g, por lo tanto Oh(x) = {Vh(x)}.
Reciprocamente, supongamos que oh(z) = {Vh(x)}.
Definimos la funcion ¢g(y) = h(x 4+ y) — h(xz) — (Vh(z), y).
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Como h es convexa g es convexa, en efecto si y1,y2 € D, v « € (0,1),

tenemos que:

glayi + (1 —a)yz) = hz+ay + (1 — a)yz) — h(x) = (Vh(x), ayr + (1 — a)yz)
= Nhla(@+y1) + (1 = a)(@ +y2)) + a(=h(z) = (VA(2),11)) +

+(1 = a)(=h(z) = (Vh(z),32))

ag(y) + (1 —a)g(y).

IA

Si 2" € dg(0) se tiene g(y) > g(0) + (z*,y — 0) = (z*,y), Vy,

luego
h(z +y) = h(z) = (Vh(z),y) = (", y)
hz +y) 2 h(z) + (Vi(z),y) + (2", )

h(z +y) = h(z) + (Vh(z) + 2%, p).

Como y es arbitrario (Vh(z) + 2*) € 0h(x), pero por hipétesis Oh(z) =
{Vh(z)}, luego z* =0 y 0g(0) ={0}.

Debemos probar que dg(0) = {0} implica lim,_.q % = 0.

Por la proposicion 1.1.7 la clausura de ¢'(0, -) es el soporte de dg(0), entonces
9'(0,) =0,

y asi:

0= g'(0,u) = limyo[g(Au) — g(0)]/A,  Vu.

Como ¢(0) = 0, tenemos que lim, o g(Au)/A = 0.

Definimos fy(u) = g(Au)/A, A > 0 la cual es convexa, ya que g lo es, y
decrece a 0 cuando A — 0.

Sea B la bola euclidiana, sea {aq, as, ..., a,} una coleccion finita de puntos
cuya capsula convexa estd incluida en B.

Cada u € B se puede expresar como combinaciéon convexa
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U= MNay+ ...+ Anlpm,.

Usando la desigualdad de Jensen (Teorema 1.1.3) se tiene:
0 < fau) <> Nifala;) <max{fi(a;):i=1,...,m}.
i=1

Como fy decrece a 0 para cada ¢ cuando A | 0 se concluye que fy(u) decrece
a 0 uniformemente en v € B cuando A | 0.

Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que g(Au)/A <e, VA€ (0,0], Yue B.

Como cada vector y tal que 0 < |y| < 0 puede expresarse como y = Au con
A=ly| v u€ B tenemos g(y)/|y| < e cuando 0 < |y| < 0.

Esto prueba que lim,_.o 9w — y asi h es diferenciable. |

ll
En la proposicion siguiente se establece que el conjunto subdiferencial de una
funcion esencialmente suave es el gradiente para los puntos del interior del
dominio y es vacio para los punto de la frontera, ademés se presenta una
relacion entre una funcién esencialmente estricta convexa y su conjugada, la

cual es esencialmente suave.

Proposiciéon 1.2.7 (ver [16], Teoremas 26.1 y 26.3 )

Sea h una funcion cerrada, propia y convexra entonces:

i) h es esencialmente suave si sdlo si:
Oh(z) = {Vh(x)}, Vax ep

y para cada x en la frontera de Dy, se tiene  Oh(z) = 0.

i) h es esencialmente estricta conveza si sélo si h* es esencialmente suave.

Demostracion .

i) Si h es esencialmente suave es diferenciable en Dy, usando la proposicion
1.2.6 se deduce que Oh(z) = {Vh(z)}, Yz €D, .

Sea x en la frontera de Dy, , supongamos que Oh(x) # (), entonces existe

una sucesion {z¥} que converge a , tal que Oh(z) contiene al limite de
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la sucesion {Vh(z*)} y asi h no es esencialmente suave, contradictorio
con la hipotesis. Por lo cual 9h(z) = 0.

Reciprocamente, si Oh(z) = {Vh(z)}, Va €D y Oh(z) =0, Yz enla
frontera de D), se deduce que Zo)a;ﬁé 0, ya que h es propia. Usando la
Proposiciéon 1.2.6 se tiene que h es diferenciable en ZSh.

Supongamos que la propiedad (c) de la Definicion 1.1.15 no es valida,
entonces existe una sucesion {x*} convergente a x en la frontera de Dj,
tal que {Vh(z*)} es acotada, entonces existe una subsucesion {Vh(z*)}
convergente a un cierto x*, entonces z* € oh(x) y asi Oh(z) # 0, contra-
dictorio con la hipotesis, y (c) es valida. Por lo tanto h es esencialmente

suave.

i Por (1.9) se tiene Oh* = (Oh)™! , ademés por la parte (i) Oh* es
univaluada si solo si h* es esencialmente suave. Entonces es suficiente
probar que h es esencialmente estrictamente convexa si solo si 0h(x1)N
Oh(xy) = 0, cuando x; # xs.

Supongamos que h no es esencialmente estrictamente convexa, en-
tonces existen xy,r9, T1 # xo tal que para cierto xr = Ax; + (
Nz, 0<A<1 setiene Oh(x) # 0 y h(z) = Aa(z1)+ (1 —X)h(z2).
Tomemos s € Oh(x), y sea H el grafico de la funcion f(z) = h(z) +
(s,z —x), H es el hiperplano soporte de epih en el punto (x, h(x)).
Por otro lado (x,h(x)) es un punto del interior relativo de la linea que
une a los puntos (z1, h(z1)) vy (22, h(z2)).

Como s € Oh(z) se tiene h(x1) > h(x) + (s,z1 — z) = f(x1).

Ademas

flx) = hz)+ (5,21 = 2)

|
>
=

T9) + (8,21 — Axy — (1 — N)xo)
x9) + (1 — N)(s, 21 — x2)

+ (L= A)(s, 22 —x) + (1 = N)(s, 21 — xa)
+ (1= N)(s,z1 — x)

I
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>
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Y asi f(x1) > h(xq1) por lo cual f(x1) = h(z1) y entonces (1, h(x1)) €
H, similarmente se obtiene (z2,h(x2)) € H, de donde s € Oh(z1) y
s € Oh(xz), por lo cual Oh(x1) N Oh(x2) # B, lo cual es contradictorio,

por lo tanto h es esencialmente estrictamente convexa.

Reciprocamente si h es esencialmente estrictamente convexa, supon-
gamos que s € Oh(xy) NOh(x2), con xy # xa.

Sea g(z) = (s,z) — u, donde p = h*(s). Consideremos a H, el gréafico
de g, el cual es el hiperplano soporte no vertical de epih.

H contiene a (x1, h(x1)), yaque si s € 0h(x1) por la Proposicion 1.2.5
h(xz1)+h*(s) = (s,x1) yasi h(xy) = (s,x1)—h*(s) = (s,x1)—p = g(x1).
De manera similar se prueba que (x2, h(z2)) € H. Ademaés la linea que
une a ambos puntos también esta contenida en H, por lo cual i no puede
ser estrictamente convexa a lo largo del segmento que une a z; y xs.
Cada punto z en este segmento tiene un s € Oh(z). De donde se deduce
que h no es esencialmente estrictamente convexa, lo cual contradice la

hipotesis y asi Oh(z1) N Oh(xs) = 0.
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Capitulo 2

METODOS DE
MULTIPLICADORES Y DE
PUNTO PROXIMAL

En este capitulo estudiaremos los diversos métodos de lagrangeano aumenta-
do, asi como el método de punto proximal. Se establecera una relacion entre
el método de multiplicadores que resuelve un problema primal y el método

de punto proximal que resuelve el problema dual.

El estudio de estos métodos se justifican, ya que el proposito fundamental
de este trabajo es estudiar un método especifico de multiplicadores, a saber
el método de multiplicadores basados en Shifts con penalidad no coerciva,
considerado por Castillo en [3]. Un método similar presenta Kiwiel en [9],
llamado método de multiplicadores inexactos es asociado con el método de

minimizacion proximal con funciones de Bregman generalizadas.

El aporte que se pretende hacer con este trabajo es aplicar el método con
una funciéon de penalidad especifica, la cual tiene como caracteristica funda-

mental que es no coerciva y no es considerada por Kiwiel en su investigacion.

La funcion que aplicaremos es usada por Zang en [19] en problemas de mini-

mizacion, pero no como funcién de penalidad, sino como una aproximacion
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a la funcion ¢(t) = max(0,t), t € R.

2-1 METODOS DE MULTIPLICADORES

Los métodos de multiplicadores transforman un problema de minimizaciéon
en una secuencia de subproblemas, adicionando una funciéon de penalidad

que involucra a un p € R™ a la funcién objetivo de los subproblemas.

Una de las ventajas de los métodos de multiplicadores es su buen desempeno
computacional. Ademas pueden relacionarse con los métodos de punto pro-

ximal que resuelven el problema dual asociado al problema primal.

Existen diversas versiones de estos métodos. En este trabajo se consideran
cuatro tipos, a saber el método de multiplicadores clasicos presentados por
Rockafellar en [16], el método de lagrangeano aumentado considerado por
Iusem en [8], el método de multiplicadores basados en shifts considerados
por Castillo en [3] y el método de multiplicadores inexactos, considerados

por Kiwiel en [9].

Consideremos el problema primal de minimizacion:

minimizar f(z)
(P) sujetoa  fi(z) <0
re X CR™

Donde f y f; son funciones convexas y continuamente diferenciables en X
parat=1,2,...,m.
El método de lagrangeano aumentado consiste en resolver el problema de la

forma:

a* = argmin,{ f(x) + D00, w1k fi(x)},
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donde pf >0 Vi=1,...,m

También podemos escribir:

oF 1 = arg min, { L(z, u*)},

donde:
ipu>0
L(l’,[tk) _ ( )+Zz 1#1 ( ) S1L U =2 (21)
+00 de otra forma.
Consideremos la funcion objetivo dual ¢ : R" — R definida por:
¢(n) = min L(z, p), (2.2)

r€eR”™

esta funcion ¢ es concava. Podemos considerar el problema dual asociado al
problema (P).

maximizar ¢(u)
(D) .
sujeto a w > 0.

Para cada x € X, > 0 se verifica ¢(i) < L(z,n) < maécL(x @), por lo
w>
tanto:

ml)r(lL(a: p) < maXL(x 1). (2.3)
re

A partir de esta desigualdad podemos deducir un teorema importante de

dualidad denominado teorema débil de dualidad:

Teorema 2.1.1 Teorema débil de dualidad (ver [13/, Lema 14.7)

L < L 2.4
L ) = g L 1), 24

Demostracion . Por (2.3) se tiene que:

<
gél)r(lL(x 1) ma8<L(x 1).
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Esta desigualdad es vilida para cada = € X y p > 0; en particular vale si
tomamos el @ que maximiza el lado izquierdo y el x que minimiza el lado
derecho, por lo cual:

i < mi .
SR L ) S e L )

Llamaremos punto de silla de la funcion L a un punto (z*, pu*) € X x Ry

que verifica la condicién:
L(z*,p) < L(z*, p*) < L(z, u*) Ve € X, > 0.

De esta condicion se infiere que x* es un minimizador de L cuando pu se fija

en p*, de igual modo p* es un maximizador de L cuando x es fijado en z*.

El siguiente teorema proporciona un resultado importante, al establecer una
condicién para que la soluciéon 6ptima de un problema primal y la del dual

asociado coincidan:

Teorema 2.1.2 Teorema fuerte de dualidad (ver [13], Lema 14.8)
La condicion

in L = mj L 2.
max min L(z, ) = min max L(z, ), (2.5)

es vdlida si sdlo si existe un par (x*, u*) que satisfacen la condicion de un

punto de silla de L.

Demostracion . Supongamos que (z*, u*) es un punto de ensillatura de L,

entonces:
L(z*, p) < L(x™, p*) < L(z, p17),
por lo cual:
max L(z", p) < L(a", p*) < min L(z, i7),
ademas:

i L < max L(z*, ).
min max L(z, ) < max L(z", p)

27



Por otro lado:

. o~ . |
min L{z, 4) < maxmin L(z, 4

Luego en virtud de las tres tltimas desigualdades deducimos:

1 < k)< | .
min max L(z, p) < L(2", p*) < maxmin L(z, 1)

La desigualdad en el otro sentido se debe al Teorema débil de dualidad,
(Teorema 2.1.1) por lo que podemos concluir:

i L = L(z*, 1*) = in L(z, ).
min max L(z, p) = L(2", u") = maxmin L(z, )

Supongamos ahora que (2.5) es valida, entonces existe (z*, u*) tal que:

minmax L(z, ) = L(s", u") = maxmin L(z, u),

luego para cada x € X y pu > 0, se verifica:

L(z* p) < max L(z*, p) = L(x*, ") = min Lz, u*) < L(x, pu*),
>

zeX
por tanto (z*, u*) es un punto de silla de L. |

Este teorema garantiza que la funcion objetivo del problema primal evalu-
ada en un mimizador de este problema coincide con la funcién objetivo del
problema dual evaluada en un maximizador de este problema, este resultado
es de gran utilidad para relacionar al método de lagrangeano aumentado que
resuelven el primal y el método de punto proximal que resuelve el problema
dual.

2-1-1 METODO DE LAGRANGEANO AUMENTA-
DO

Estudiemos ahora el método de Lagrangeano Aumentado, considerado por

Iusem en [8].

+

Para v € R" definimos z™ de la siguiente forma z; = max{z;,0}. Tomamos
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un parametro ¢ > 0y definimos el Lagrangeano aumentado L. : R"xR™ — R

como:
1 m
Lo p) = f(@) + 7 >l + 2 i) T2 = w2},
i=1
Si calculamos el gradiente al Lagrangeano Aumentado, obtenemos:
ViLe(w,y) = VI(@)+ Y (i +2cfi(2) "V fil2). (2.6)

i=1

El método en consideracion genera dos sucesiones {z*} c R*, {u*} c R™
de la siguiente forma:

Dado u° € R se obtiene:

k_ : k
2" = arg min L(z,p"). (2.7)
§ = (4 2ef() 23)

Existen otras formas de usar el método de multiplicadores, por ejemplo si se

introduce una funcién 6 y un parametro r € (0,1] y obtenemos:

re€R" ueR" — L,(x,n) :f(x)—eruiH(fi(x)) . (2.9)
i=1

r

Donde la funcién 6 se le llama funciéon de penalidad y al parametro r se le

llama parametro de penalidad.

Existen diversas familias de penalidad con caracteristicas muy diversas, por
ejemplo las descritas por Bertsekas, por Ben-Tal y Zibulevsky, por Polyak-
Teboulle y por Humes-Da Silva (ver [3]).

Definiremos la familia de penalidad no coerciva (AL1) y la familia de penal-

idad coerciva (AL2), consideradas por Castillo en ([3]).

FAMILIA DE PENALIDAD NO COERCIVA (AL1):

Consideremos, en primer lugar, una funciéon 6 : R — R convexa y creciente

tal que:

i) 6 es estrictamente convexa en R.
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Dado 3; >0 y p; € (0,8;) para ¢ = 1,...,m, definimos la funcion g,(-)
como:

j% S (O,ﬁl) — ?jz(/h) = (9/)_1 (%) s para 1= ]., e, M. (210)

Dados 8 € RZ, r € (0,1] fijos, definimos una penalidad Ps, perteneciente a

la familia de penalidad AL1, como la funcién Ps, : R™ x (0, 5) — R definida

como sigue:

Psr(y, ) = in: Ps, +(Yi, 1)
= iﬁﬂ“ [9 (% + @i(ui)> - 9(@2‘(#@‘))] : (2.11)

donde § = §(y) satisface 6 (§;) = g— <1 parai=1,...,m.

En el capitulo 4, se presentara una funcién de penalidad 6, que cumple con
las condiciones de la familia AL1, excepto la convexidad estricta. Con esta
funcién de penalidad se aplicard el método de multiplicadores basados en
shifts con penalidad no coerciva. Una de las ventajas de esta funciéon que se
presentard es que se puede tener la acotacion de la sucesion {z*}, generada
por el mencionado método, ademas cada punto limite es una solucion del
problema primal, estos resultados serdn obtenidos sin necesidad de imponer

dos condiciones que usa Castillo en [3] para obtener el mismo resultado.
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FAMILIA DE PENALIDAD COERCIVA (AL2):

Consideremos, en primer lugar, una funciéon 6 : R — R U {400} convexa,
propia, cerrada, creciente y diferenciable con riDy = (—o0,b), donde b € R

tal que:

i) 0 es estrictamente convexa en (—oo, b).

ii) 0 es diferenciable en (—o0, b).

iv

lim 6 (y) = 0.

Yy——00

i)
)
i) 6_(1) = oo (es coerciva 6 1-coerciva).
)
v)

0(-) es acotada inferiormente.

Dado 5; <1 y p; € Ry, parai=1,...,m definimos la funcién g;(+), como
sigue:

’

pi € Ro = i) = (0) 7 (a)- (2.12)
De esta forma podemos escribir 6 (7;) = ;.

La funcién de penalidad Pjs, perteneciente a la familia de penalidad AL2 se

define de igual modo que en (2.11).

2-1-2 METODO DE MULTIPLICADORES BASADOS
EN SHIFTS

Con las familias de penalidad definidas anteriormente Castillo en [3] presenta
un método de multiplicadores basados en shifts.

Un shifts consiste en trasladar el punto (¢, (7)) al origen, ademas 6'(7) = u,
por lo cual al introducir el shifts se obtiene que la penalidad P(g, ) pase

por el origen y tenga derivada .

METODO DE MULTIPLICADORES BASADOS EN SHIFTS PARA
PENALIDAD NO COERCIVA (AL1):

Este es el método que aplicaremos, pero con una penalidad especifica, que

serad considerada en el capitulo 4.
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Dados 8 > 1, r € (0, 1], consideremos la funcion:

v € R i€ (0,5) > Lo (o) +Z@ { ( ) y(m)) - e@i(u@-))} ,
(2.13)

donde 6 es una penalidad de tipo ALl y § es tal que satisface 6 (7;()) =

g— <1 parai=1,...,m.

Usando esta funciéon podemos generar el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1.1 Dados: 3° > e, ™ =1, u° € (O,%O) y §° tal que
0 (7°) :g—g para k=0,1,...
Hallar:

xeR™

2" € arg min {f(x) + ZGZk (fl(x))} , (2.14)

i=

1
donde y; = fz(x> eER y Qf(yi) = @krk [‘9 (7% + Qf) - H(Qf)} :

Actualizar:

k 1 k fz( k+1) ~k .
=75 ——+; |, parai=1,...,m. (2.15)
,
Parai=1,....,m; si pFt > % entonces (T = 20F.
k+1
Calcular ka tal que 0 (™) = ;;;H,

bl _ B k41 = gk
SZM1+ < = entonces ﬁﬁ Zﬁf Y y7,+ _yzk+

7“

Escoger:  rF+1 <k,

Con respecto a este algoritmo podemos hacer las siguientes observaciones:

— Por la definicién de 51, se tiene 6 (751! = %, por la actualizacion
k+1 , k:+1 .
del multiplicador (2.15), tenemos: Mék =0 < + yz> por lo cual si

BTt = B se deduce que §iTh = gF + L

— Por la definicién de 2**1, por las propiedades del subdiferencial, por la

definicion de L y por (2.15), tenemos:

axLﬁ,r(fEk+17Mk) _ k+1 + Zﬁk ( i ) ?jZ) 8f1(xk+1)
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= Of(@) + Y uofiatt)
i=1
— amL(xk—l—l Nk+1>
por lo tanto:

0€ 0pLg, (2" ¥ = 0€ 9, L(x" M. (2.16)

— Como 6 es estrictamente creciente, tenemos que 6 (x) > 0, Vz, por otro

lado u° > 0, por lo cual ¥ > 0 para todo k.

— Como la sucesion {u*} es acotada, el nimero de veces que aumenta (3

es finito.

— Si fi(z*) = 0, para algin i y algin &, entonces uf™ = grO' (§F) = ub.

(3

Este algoritmo es el que serda usado en nuestro analisis, ya que usa una

penalidad no coerciva.

METODO DE MULTIPLICADORES BASADOS EN SHIFTS PARA
PENALIDAD COERCIVA (AL2):

En este método se omite el parametro (.

Para r € (0,1] consideremos la funcién penalizada:
n m _ = fl(g’.) ~ ~
v R p € RY = Lolw, p) = f(2)+ Y 7 |0 ( ==+ Gilwi) | = 0@:(m))]
=1

donde @ pertencce a la familia AL2 y ¢ satisface 6 (9;(u)) = w4, para
1=1,...,m.

Definimos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1.2 Dados r° =1, u° = 6(0), ¢° = 0.
Para k=0,1,...
Hallar:

m

P4 = arg min{f (@) + 30 04/}, (2.17)

=1
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donde y; € R — 0F(y;) =¥ (0 (% + 5;) — 0(5F)) para todo i=1,...,m.

Calcular:
E+1

=g (2.18)
donde yFtt = fi(xF+1).
Actualizar: pf™ =0 (g"™) para i=1,...,m.

Escoger: rkt1 <k,

La diferencia entre este algoritmo y el AL1 es que las penalidades que usa
AL1 son no coercivas y necesitan incrementar el parametro 3, mientras las
penalidades de ALL2 son coercivas y no usan el parametro [3.

Las observaciones realizadas al algoritmo anterior son validas también para

este.

2-2 METODO DE PUNTO PROXIMAL

Asociado al método de lagrangeano aumentado surge el método de punto

proximal, tal método resuelve el problema dual (D).

Existen varias versiones de este método, la version maés sencilla es considerada
por Iusem en [§8], la cual suma a la funcién objetivo una funcion asociada a

la norma euclidiana.

Otra version es estudiada por Iusem en [8] y por Kiwiel en [9], la cual usa
la Distancia asociada a una funciéon de Bregman, que seran definidas en el

presente capitulo.

Una version méas general es presentada por Kiwiel en [9], para ello define
una generalizacion de la funciones de Bregman y las usa en el método que
denomina Minimizacion Proximal de Bregman (BPM). Un estudio detallado

de este método se presentara en el siguiente capitulo.

El método de punto proximal en su version més sencilla resuelve un problema

del siguiente tipo:
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(D1) minimizar f(z) _
sujeto a re X CR”

Donde f es una funciéon convexa y continua en X, ademéas X C R" es abierto

y convexo, X es la clausura de X .

Aplicar el método consiste en generar una sucesion {z*} C R" de la siguiente

manera:
'€ X C R (2.19)
7 = argmin{ f(z) + Al — 2P}, (2.20)

donde A es un nimero real que satisface 0 < )\, < A para algin A > 0.
Esta sucesion esta bien definida, en efecto:
Procedemos por induccién:
Sea fi(x) = f(x) + Aellx — 2%
Como
lim M|z — 2F||* =

o0,
(|| —o0

entonces:

lim fi(z) =00

[lz]|—o0
Por lo cual la minimizacion en (2.20) se reduce a un conjunto compacto, ya
que f; es continua, asf f; tiene minimo. Como f es convexa y Az — x*||?
es estrictamente convexa, se tiene que f; es estrictamente convexa. Por lo
tanto

oM = arg min { f(2) + M|z — 2"||*}

zeR"

es tinico, y asf la sucesion {2*} esta bien definida.

Para establecer la convergencia de este método consideremos en primer lugar

la siguiente definiciéon, presentada por Tusem.

Definicion 2.2.1 ( ver [8], Seccion 2 )
Una sucesion {z*} C R" es llamada Fejér convergente a un conjunto U C R"

con respecto a la norma Fuclidiana si.

|2 — || < ||l2® —ul, VYE>0, VuecU. (2.21)
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La siguiente proposiciéon relaciona la convergencia de Fejer y la acotacion de

una sucesion.

Proposiciéon 2.2.1 (ver [8], Proposicion 2.1)
Si la sucesion {x*} C R™ es Fejér convergente a U # (), entonces {z*} es

acotada. Si un punto de acumulacion x de {x*} pertenece a U, entonces

r = lim z¥.
k—oo

Demostracion . (2.21) implica que para algin u € U se verifica:
2% —ul < fl2° —ul, Vk>0,

lo cual quiere decir que la sucesion {z*} esta contenida en la bola de centro
u y radio ||z° — u|, por lo tanto es acotada.
Sea z € U un punto de acumulacion de {z*}, como {z*} es acotada poseé

una subsucesion {z7%} convergente, tal que:

lim 2% = x.
k—oo

Por (2.21) se tiene que la sucesion {||z* — z||} es decreciente y no negativa,

ademés posee una subsucesion {||z/% — z||}, la cual converge a 0.

Por lo tanto {||z* — z||} converge a 0, y asi:

lim ||2* — 2| =0,
k—oo

lo que implica que:

lim 2" = z.
k—oo

|
Una caracteristica importante de este método de punto proximal que es-
tamos estudiando es que podemos obtener la convergencia de la sucesion
{2*}, cuando la funciéon objetivo es convexa y continuamente diferenciable,
ademas la sucesién converge a un minimizador del problema, este resultado

es establecido en la siguiente proposicion:
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Proposicién 2.2.2 ( Ver [8], Teorema 2.1)
Sea f : R" — R wuna funcion convexra y continuamente diferenciable.
Supongamos que el conjunto U de minimizadores de f es no vacio, entonces

la sucesion {x*} generada por (2.20) converge a un punto x* € U.

Demostracion . En primer lugar tenemos que la sucesion esté bien definida,

probemos que:
241 = & < ll2* — 2 — 24— a*%, VK20, VaeU

En efecto:

Sea T € U arbitrario.

ka . 3_3H2 — ka o karl 4 karl o fH2
— ||£Ek . ZUk+1||2 + ka-&—l o j||2 +
4 2(zk — 2P AT 7). (2.22)

Como zFT1 resuelve (2.20) se deduce:
0= Vfi(a") = V(") + 20 (2" = 2b),

por lo cual:
V(") = 20, (2% — 2. (2.23)

Como f es convexa usamos la Proposicion 1.1.4, consideramos ademas (2.22)
v (2.23) para deducir:

e
— )\i<vf( k—i—l) k+1—3_3>
> ) - @) (229
k

Por otro lado f(Z) < f(z**!) porque Z es un minimizador de f, por lo tanto
de (2.24) se deduce:

0 < [l2"" = 2||* < fla* — 7]* — [|]2" — 2*|I%, (2.25)
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de lo cual resulta que la sucesion {z*} es Fejér convergente a U, ya que:
0 < ||z —z||? < [|2* — z|*. (2.26)

Consideremos la sucesion {||z* — Z||} , la cual es decreciente y no negativa,

por lo tanto es convergente. Usando (2.25) se obtiene:

lim ||z — 2% =0,
k—o0
y asi:
lim (" —2F) = 0. (2.27)

Sea r* un punto de acumulacién de {z*} y sea {27%} una subsucesion de

{2*} que converge a z*.Usando (2.23) se obtiene:
V(@) = 20, (7% — 27F ), (2.28)

Por (2.27) se tiene que:

lim 27**! = lim 27% = 2.

k—oo k—oo

Tomando limite en (2.28) cuando k — oo, usando A\, < A y considerando

que f es continuamente diferenciable obtenemos que:

como f es convexa se tiene que z* € U.

Considerando que {z*} es Fejér convergente, por la Proposicion 2.2.1 se
deduce que:

k

lim z% = z*.

k—o00

El siguiente teorema muestra una relacion de dualidad entre el método de
lagrangeano aumentado para el problema primal y el método de punto pro-

ximal para el problema dual.

Teorema 2.2.3 ( Ver [8], Teorema 7.1 )

Sea la sucesion {y*} C R™ generada por el método de punto proximal para
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mingerm{—¢(y)}, donde la funcion ¢ es definida por (2.2) y ademds \, = +
y sea {y*} C R™ la sucesion generada por (2.8). Si §° = y° se tiene que
7 =y*  VE>0.

Demostracion . Procedemos por induccion.
Para k = 0, ia igualdad se verifica por hipotesis.

Supongamos que se cumple: 7* = y* y probemos que 7*t! = ¢y*+1,

Como .
k1 _ g Ao k2
y arg min {—p(y) + [ly — "I},
entonces:
1
20 = y") € dp(y™), (2.29)
c
luego:
1 _ _
2T =y =) <o) = ely), Yy =0,
por lo cual:
_ 1, _
o) <@ — =@ =" 7" —y), Wy >0 (2.30)

2c

! es suficiente probar que

Como (2.30) es determinado unicamente por g+
(2.30) es verificado sustituyendo g™ por y*! Si usamos (2.23),(2.6),(2.8) y

(2.1) se obtiene:
0=V.L(a*y") = Vf(*)+ ) +2cfi(a*) TV fi(2¥)
i=1

= V(") + iyf“Vf(xk) € 0,L(z*, y*1)(2.31)

i=1

k

implicando que z* es un minimizador de L(-,y*!) y por (2.2) se obtiene:

ey = f(a¥) + ny“fi(w'“) (2.32)

Por otro lado:
yr =y = max{ -y}, 2¢fi(«")},

lo cual implica:
i T =) = 20y i), (2.33)
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Para cada v > 0 tenemos:

1 1
Q—C(yf“ — YWt =) = Yt i) - Q—C(yf“ — yF)u;

< Yt i) — i fi(2). (2.34)

Por lo cual de (2.32) y (2.34) resulta:

99(yk+1) _ $<yk+1 _ yk7yk+1 —u) > f(xk) + nyﬂfi(mk) —
i=1
- Z yi fi(ah) + Z u; fi(2®)
i=1 i=1
= L(2",u)
> IT&IRI% L(z,u) = ¢(u). (2.35)

Por lo tanto (2.30) es verificado para y**1, de donde obtenemos y*1 = g*+1,

y asi la induccion es completada obteniéndose y* = ¥, Vk > 0. |

En el método de punto proximal podemos introducir una versiéon usando
funciones de Bregman, consideradas por Tusem en [8], las cuales se definen

como sigue:

Definiciéon 2.2.2 FUNCIONES DE BREGMAN (ver [8], Seccion 9 )
Sea S C R™ un conjunto abierto y convexo y S su clausura. Consideremos
una funcion h definida en S y sea Dy : S x S — R definida por:

Dp(z,y) = h(x) — h(y) — (VA(y), — y), (2.36)

h es llamada funcion de Bregman, (D), es la Bregman distancia inducida por

h) si se verifica lo siguiente:

i) h es estrictamente conveza en S.
ii) h es continua en S.

i) Para cada o € R los conjuntos parciales de nivel
Li(y,0) ={x € S: Dy(z,y) <a} y Lo(z,a)={y €S : Dy(z,y) <a},
son acotados para todo y € S, x € 5, respectivamente.
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iw) Si {yk} C S converge a y*, entonces Dy(y*,y*) converge a 0.
v) Si{z*} C S y {y*} C S son sucesiones tales que {x*} es acotada,

lim y* =y* y klim Dy (2%, y*) = 0, entonces lim 2% = y*.

k—oo k—o0

A la funcién h también se le llama B-funcion, y al conjunto S se le denomina

la zona de h.

Existen dos subclases de funciones de Bregman que requieren de condiciones
adicionales a las mencionadas anteriormente. Las cuales se denominan coer-

civa en la frontera y coerciva en la zona.

Decimos que una funciéon h de Bregman es coerciva en la frontera si para

{y*} C S, tal que klim y* =y € OS5, entonces

lim VA(y") (z —y*) = —00, Vz€8S.

k—oo

Una funcién h de Bregman es coerciva en la zona si para cada y € R", existe

xr € S, tal que Vh(z) =y.

Proposicién 2.2.4 Si h es una funcion de Bregman con zona S, entonces
CL) Dh(xa y)_Dh(xv Z)_Dh(zv y) = <Vh(y)—Vh(Z), Z—CL’>7 Vo € ga Y,z € S.
b) VuDn(x,y) = Vh(z) = Vh(y), Vz,yeS.
¢) Din(-,y) es estrictamente convexa para cada y € S.

Demostracion .

a) Usando (2.36) tenemos

Dp(z,y) — Dp(z,2) — Di(z,y) = h(z) —h(y) = (Vh(y),z —y) — h(z) +
+h(z) + (Vh(z),z — z) — h(z) + h(y) +
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— Vh(z) — VA(y).

¢) Como h es estrictamente convexa D), también lo es.

El método de punto proximal asociado a una funciéon de Bregman se obtiene
sustituyendo la funcion || - || por la distancia D), asociada a una funcion h de

Bregman, a través de la siguiente sucesion:

e X CR"™. (2.37)
" = argmin{ f(z) + Dy(x,2%)/c1.}, (2.38)
zeX

donde D), es la distancia asociada a una funcion h de Bregman, ademés {cy}

es una sucesion de niimeros positivos.

El siguiente teorema establece la convergencia de la sucesion generada por
(2.38).

Teorema 2.2.5 (Ver [8], Teorema 10.1)
Si el problema D1 tiene solucion y h es una funcion de Bregman coerciva en
la frontera, entonces la sucesion generada por (2.37), (2.38) converge a una

solucion x* de D1.

Demostracion . Probemos en primer lugar que la sucesion generada por
(2.38) esta bien definida y contenida en X.
En efecto: Como f es continua en X es acotada, por lo cual podemos con-

siderar a M como una cota inferior de f. Por lo cual:
fe(z) = f(z) 4+ Dyp(x,2") /er, > M + Dy (z,2%) /e, Vo € X.

Por la propiedad (iii) de la funcion de Bregman tenemos que el conjunto

de nivel asociado a Dj, es acotado, ademas si y € Ly, (z,a) se tiene que
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y € Ln(x,a— M), de donde Ly, (x, o) es acotado y por tanto la minimizacion
en (2.38) se reduce a un conjunto compacto, en consecuencia el minimo es
obtenido. Por otro lado como f es convexa, h es estrictamente convexa por
la proposicion 2.2.4,iii,(c) se tiene que Dy, es estrictamente convexa y asi fj
es estrictamente convexa, por tanto ! es un minimizador tnico de fj.

Ahora probaremos que zF*! € X.

k+1 k+1

Como x es el tnico minimizador de f;, se deduce que x es el tnico

z € X que verifica:
0 € 0(f+ Dn/c)(x).
Luego:
Vh(z")/cx € O(f + h/ck)(x).
Si x esté en la frontera de X, supongamos que existe & € O(f + h/cg)(x).

Tomemos z € X y definamos:

y = (1—e)w+ ez, (2.39)
donde Zlim e, = 0, entonces y* € X, ya que X es convexo.
Ademas
. ¢
Jim ot =
Por (2.39) obtenemos:
('(z—2) = £y — ). (2.40)
Como & € O(f + h/ck)(x), se deduce:
&y — ) < f(y") — f2) + (h(y") = h(@))/ck. (2.41)

Como h es estricta convexa y continuamente diferenciable, por la propiedades

(i),(ii). Usamos la Proposicion 1.1.4 para deducir:
Fy") = f@)+(h(y") = h(zx)) fen < f(y") = f(2)+VR(y) (y" —2) /er. (2.42)

Usando nuevamente (2.39) y la convexidad de f se obtiene:

€

Ck(l . 6@) Vh(yg)t(z_yg)'

(2.43)

Fy) = f2)+Vhy") (v —2)/ex < e f(2) = f(2))+
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Por lo cual de (2.40), (2.41), (2.42) y ( 2.43) se tiene:

€
€'z —2) el f(2) = f(@) + — VA (= =¢). (244)
Ck(l — Eg)
En consecuencia:
(1 — ) [f(2) = f(2) + €z — 2)] < Vh(y)'(z — o). (2.45)
Como lim y* = = y ademds z estd en la frontera de X, asimismo h es

{— 00

coerciva en la frontera, por lo cual el lado derecho de (2.45) tiende a —oco
cuando ¢ — oo, mientras el lado izquierdo tiene un limite finito, lo cual es
contradictorio, por lo tanto d(f + Dy,) = ), para todo x en la frontera de X,

en consecuencia rFt1 € X.

Probaremos ahora que: Dy, (z,2*1) < Dy, (z, 2%) — Dy (2", 2%), para cada
k vy cada solucion x del problema D1.

k k+1

Usamos la Proposicion 2.2.4(a), tomando © = Z, y = 2", z = 2" obten-

€mos:

Dh('f7xk) - Dh(jvxk—i_l) - Dh(xk+17xk) = <Vh($k> - Vh(xk+1)7xk+1 - '1_;>

(2.46)
Por (2.38) se deduce:
0 € I[f + Du(-, 2% /c](z"). (2.47)
Usando (2.47) y la Proposicion 2.2.4(b).
[Vh(z*) — Vh(zF )] /e, € Of (zF ). (2.48)

Sea y* = [Vh(x®) — Vh(z**1)] ek, por (2.46) y la definicion de subgradiente:

Dy(%,2%) — Dy (2, 2" = Dp(a*, %) = oyt 2" - 2)
> a(f(@*) — f(@)
> 0. (2.49)

Por tanto tenemos que se verifica:
Dy (z, 2" < Dy (7, 2%) — Dy (a1, 2F). (2.50)
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Probemos ahora que {z*} es acotada y lim 2% = 7 implica lim 2/%! = 7.
k—oo k—o0

Por (2.50) se tiene que {Dy,(Z,2*)} es decreciente y no negativa, y por tanto

es convergente:
lim Dy,(z**!, 2%) = 0. (2.51)

k—o0
Como {Dy,(z,z")} es decreciente, se tiene Dy (7, 2%) < Dy (7,2°). Por tanto
{z*} es acotada, en virtud que h es de Bregman (iii).

k—oo

que lim g7++!
k—o0

Si lim 2/¥ = 7 para una subsucesion de {z*}, entonces por (v) se deduce
= 7.

Probemos que los puntos de acumulacion de {*} son solucién del problema
D1.

Tomemos una solucion T de D1. Sea T un punto de acumulacion de {z*} y

sea {2/*} una subsucesion de {2*} tal que lim 2/* = Z. ya hemos probado
k—oo

que lim /%! = 7.

k—oo

De (2.49) se deduce:
0 < cp(f(27"™) = £(7)) < Du(z, 27%) — Dy, (2, 27") — Dy, (2751 27%). (2.52)

Como Dy (%, 27%) — Dy (7, 27%*1) — Dy (2981 29%) — 0, cuando k — oo,
obtenemos que 1}1—{20 f(27*1) = f(7), ademas se verifica (v), por lo cual se
tiene que: f(7) = f(@).

Como X es cerrado y {z*} C X, tenemos que 7 € X y 7 es una solucién de
D1.

Finalmente consideremos 7 un punto de acumulacion de la sucesion {z*} y

tomamos una subsucesion {2/*} de {2*}, tal que lim 2/* = Z, entonces por
k—

(iv)

EmDﬂ&ﬂﬂ:Q

Ya hemos demostrado que T es una solucion del problema D1 y por (2.50)
se tiene que {Dy (7, 2%)} es no negativa y decreciente que converge a 0, por

lo tanto lim z* = 7.

k—
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Capitulo 3

MINIMIZACION PROXIMAL
CON FUNCIONES DE
BREGMAN GENERALIZADAS

En este capitulo se estudian en detalles una nueva version del método de
punto proximal y otra de multiplicadores, ambas son propuestos por Kiwiel
en [9]. Para ello se introduce una nueva version de las funciones de Breg-
man, consideradas en [9], las cuales se denominan funciones de Bregman
generalizadas. Con estas funciones se desarrollara en este capitulo el méto-
do de punto proximal con funciones de Bregman generalizadas (BPM). El
proposito es estudiar la minimizacién proximal para funciones que no sean
necesariamente diferenciables, para ello se usan los subgradientes en vez del
gradiente y la funcién de Bregman h es sustituida por una funcién de Breg-

man generalizada.

De igual modo se presenta el método de multiplicadores inexactos, el cual
resuelve el problema dual al resuelto por el BPM. Es interesante notar que
Kiwiel considera los problemas de minimizacién, de manera inversa a como
se consideran usualmente, es decir el primal que él toma tiene el formato del
problema dual usual y el dual suyo es el primal que normalmente se consi-

dera.
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Una serie de resultados expresados en varios teoremas son presentados por
Kiwiel en su Paper [9], estos resultados expresan caracteristicas interesantes
de estos métodos, fundamentalmente su convergencia. En este capitulo se
hace una demostracion detallada de varios de esos teoremas. El estudio de
estos resultados se justifica ya que alguno de ellos nos seran ttiles para la
implementacion del método de multiplicadores basados en shifts con una pe-

nalidad no coerciva.

Ademas los métodos presentados por Kiwiel son semejantes a los presentados
por Castillo en [3], de alli la importancia de estudiarlos, no obstante el aporte
que se hace en este trabajo es analizar e implementar el método presentado
por Castillo con una penalidad no coerciva, la cual no considera Kiwiel en

sus analisis.

Comenzamos considerando el siguiente problema de minimizacion convexa:

fe=inf{f(z): 2z € X}, (3.1)

donde f : R" — (—o00, 0] es una funcion cerrada, propia y convexa y X es

un conjunto no vacio, cerrado y convexo en R".

En el capitulo anterior vimos que el problema (3.1) puede resolverse usando

el método de punto proximal generado por la sucesion:

oM = argmin{ f(x) + ||z — 2"||*/2¢c, :x € X} para k=1,2,...

(3.2)

Otra forma de resolver el problema (3.1) consiste en reemplazar || - || por la
funcion D, de donde se deduce la siguiente sucesion:

" = argmin{ f(x) + Dy(z,2%) /e 2 € X}, (3.3)

donde Dy (z,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y),x — y) se denomina la D-funcion de

una funciéon de Bregman h.
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3-1 FUNCIONES DE BREGMAN GENERALIZADAS

En esta seccion se introduce un concepto relacionado con las funciones de
Bregman, el cual es una generalizacion del mismo, la ventaja de este nuevo

concepto es que no se exige que la funcion sea necesariamente diferenciable.

Para una funcion h convexa, cerrada y propia en R”, posiblemente no di-

ferenciable definimos las funciones distancias como sigue:
Dj(z,y) = h(z) = h(y) — iy (z —y) Yo,y € Dy. (3.4)
D (z,y) = h(z) — h(y) + Lon(y (Y — ) Va,y € Dy. (3.5)
Considerando que h es convexa y usando la Definicién 1.1.13 se deduce:
W) = h(y) + tone) (= — ).
Yasi D)(x,y) >0
Ademas
Las funciones D y Dﬁ son generalizaciones de la D-funcion Dy, usual definida
por (2.36).

Por lo cual si la funcién h es diferenciable se obtiene:
Dh(xay):D}bz('qj?y) :D}ﬁb(ﬁt’y) vxEthyeDVfr

Usando estas generalizaciones de Dj; podemos generalizar también el con-

cepto de funciones de Bregman de la siguiente forma.

Definicién 3.1.1 FUNCIONES DE BREGMAN GENERALIZADAS ( ver
[9], Definicion 2.4)

Sea h : R" — RU{+o00} una funcion propia, convezra y cerrada, posiblemente
no diferenciable, la funcion h es llamada funcion de Bregman Generalizada,

la cual llamaremos B-funcion, si verifica lo siguiente:
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Figura 3.1: D} (z,y)

Figura 3.2: D,ﬁ(x,y)

i) h es estrictamente conveza en Dy,.
ii) h es continua en Dy,.

iii) Para cada o € R y x € Dy, el conjunto
L?I(ZE,CY) - {y € Dah : DZ(J;?y) S Oé}

es acotado.

w) Para cada o € Ry x € Dy, si {y*} C L (z,a) es un sucesion

convergente con limite y* € Dp\{z}, entonces Di(y*,yk) — 0.
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En este capitulo, salvo se indique lo contrario, cuando se haga refencia a las

funciones de Bregman o B-funcién se considerara esta definicion.
Por otro lado D% (z,y) y D! (x,y) son usadas como casi-distancias ya que:

0 < Dj(x,y) < Dj(x,y),

DZ(m,y) :0<:>Di(m,y) =0<=z=y,

ya que h es estrictamente convexa.

El siguiente lema establece que la suma de funciones de Bregman y funciones

poliedrales es una B-funcion:

Lema 3.1.1 ( ver [10], Lema 2.8 )
k

Sea h = > h;, donde hy, ..., hy son funciones cerradas, propias y convezras
i=1
tal que: hjiq1, ..., hy son poliedrales y se cumple

j k
(Vi Pu) N ( () D) #0,
i=1 i=j+1
k
st ademds hy es una B-funcion; hg, ..., h; son continuas en D, = () Dy,
i=1
y satisfacen la condicion (iv) de la Definicion 3.1.1, entonces h es una

B-funcion. En particular h es B-funcion si las funciones hq, ..., hy lo son.

Demostraciéon . Probemos cada una de las condiciones de la Definicién
3.1.1

i) Como h; es convexa para i = 1,2,...,k y hy es estrictamente convexa,
-, k .
ya que es una B-funcion, se deduce que h = )., h; es estrictamente

convexa.

ii) Como h; es cerrada, propia y convexa para: ¢ = 1,...,k. Usando

(Corolario 7.5.1 y Teorema 10.1, [16]) se tiene que h; es continua en Dj,

k k
y asi h = > h; es continua en Dy, = (] Dp,.
i=1 =1
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j k
iii) Como hji1,...,h, son poliedralesy  ((\riDp,)N( () Dp,) #0 se
i=1

= i=j+1

k
deduce que  0h = Y_ 0h; (ver |16], Teorema 23.8), por lo cual:
i=1

Di(x,y) = h(@) = h(y) = (@ —y)

k k
= D hl@) = DY) = i (T =)
i=1 =1
k k k
= Y hile) =D ki) =D oy — v)
i=1 i=1 =1

k
=1

De donde si y € £ (z,a) se deduce que:
Di(z,y) < o
zk:DZi(x,y) < a
i=1
D?Li(x,y) < a Vi=1,...,k

Por tanto y € NL}, (x, @), de donde L} (z,a) C NL}, (z, ).
Como C*,’” (z,a) es acotado, ya que h; es B-funcion, deduciéndose que

NL; (z,a) es acotado y por tanto £},(z, o) también es acotado.

iv) Tenemos en primer lugar que:

k k
= Zl hi(z) — Zl hi(y) + szdahi(y)(y — )
k k k
= Z hi(x) — Z hi(y) + Z Loma(y) (Y — T)
i=1 i=1 i=1

k
= Z Dii (x,y).
i=1

Consideremos una sucesion {y*} C £} (x,a) convergente, con limite
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y* € Dp\{z}.
Parai=1,...,j se tiene por hipotesis Dii (y*,y*) — 0.
Parai=j+1,...,k consideremos S un subconjunto no vacio com-

pacto de 75h, usamos ([16], Teorema 24.7) para obtener:
|hi(y) — hi(x)| < My — x| Va,y €S,

donde A = sup{|y| : v € Oh(S)}.

Como:

D (0" = hi(y") = ha(y®) + i (0F = y7)
My® =1 + o lv* =y

< 2\lyF -y, (3.6)

IA

se obtiene D,ﬁl(y*,yk) — 0, parai=j+1,....k yaquey® — y*, por

lo tanto:

Di(y", ") ZDﬁnyrZDﬁyy — 0.

i=j+1
[ |

Podemos decir que la suma de £ funciones de Bregman que tengan dominio
comun con n — k funciones poliedrales con el mismo domino es una funcién

de Bregman.

El lema siguiente presenta una caracterizacion para las B-funcion, en tal
sentido se establece que la funcion sea esencialmente estricta convexa y el
dominio de la conjugada sea abierto como condicién necesaria y suficiente
para que sea B-funcion.

También se establece que la suma de n funciones de Bregman con dominio

comun es una una B-funcién.

Lema 3.1.2 (ver [10], Lemas 2.10 y 2.11)

i) Sea h una funcion propia, cerrada y conveza en R, entonces h es una

(o]
B-funcion si solo si h es esencialmente estricta convexra y Dy =Dp-.
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ii) Sean hy, ..., h, B-funciones en R, entonces h = Zle hi(z;) es una

B-funcion.

Demostracion .

i) Si h es B-funcion entonces por definicion es estrictamente convexa en
Dy, v por tanto es esencialmente estrictamente convexa.
Probemos ahora que Dp,- zlo)h*.
Supongamos que Dj,« 7é209h*. Tomamos ¥ = max,cp,. 7 € Dp.
Consideremos — ¢(z) = h(z) — (¥,2) + h*(y) > 0, por otro lado por
(1.10) im Oh C Dp-.
Usando (|16], Teorema 23.8) se deduce:

por lo cual ¢ es no creciente y [r,00) C Dy, Va € Dy,

Existe 2¥ 1 oo, % € 0h(zF), ' <~+*<5 y 2>0 tal que:

v

(3, 2%) = *(3) + (7* 2 = 2F)

7 =952 + (o 2)

*, )
)

h(zk) + <’7k7x - Zk)

(VAR AV |
I | |
S S S
* * *
2 I
+ 4+ +

donde a = h*(¥) + h(z) + (v, z) < oo, por lo cual
W) — h() — (.2~ ) <a,

y asi
Di(z,2%) < o

Obteniéndose {2*} C £} (x, ), por lo tanto £’ (z,a) es no acotado, lo
cual contradice el hecho de que h es B-funcion.
Similarmente se hace la prueba para 4 = min,ep,. v € Dy, por lo cual

queda demostrado que Dy« :jojh*.
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Reciprocamente, si h es cerrada, esencialmente estrictamente convexa
y Dy zio)h*, probemos que h es una B-funcion.

Como h es esencialmente estrictamente convexa se tiene que h es estric-
tamente convexa en Dy, pero como riD;, C Dy, C Dy, ( ver Teorema
23.4, [16]) se tiene la convexidad estricta en Dj,.

La continuidad de h se puede establecer por (|16], Corolario 7.5.1 y
Teorema 10.1).

Probemos que es valida la condicion (iii) de la Definicion 3.1.1, su-
pongamos que £ (x,a/2) es no acotado para algin z Elo)h y a>0,

entonces existe zF y ¥ € Oh(2*) tal que:
h(Z*) 4+ (Vo — 25 > hz) —a, |v—2F>1 VE y |2*]1 .

Sea & =z + (¥ —2)/|2% — x|, Vk.

Como h es convexa, se obtiene

k _—1 T —1 2k 00
be) < (1= o) M)+ Trmgrhlet) < o

por lo cual & €Dy, y
h(EF) = h(*) + (47, €8 = 2F)
> h(z) —a+ ("6 —a).

Supongamos que K C {1,2,...} es tal que {z*}rex T oo, entonces
{¥*}rek es no decreciente, ¢F =2 +1 y (%, &8 —2) < h(€F) — h(z) +
a, Vk € K,y asi {V*}rex T7° € R, pero h(zF) + (v, 2 — 2F) >
h(z) — a.

Por tanto h*(7*) < a — h(z) + (%, x), de tal forma que si se toma
limite h*(7*°) < oo, ya que h* es cerrada. Por lo cual 7> € Dy :f)h*.

Como Dy« :lo)h* existe un y € Dy« tal que 5 > v*°, entonces:
—h*(9) + (3, 2%) < h(z") < (@) + (7", 2" — =),

lo que implica que:
(7 — 4", ) < h(z) + h*(3) — (7",2) < 00, k.
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i)

Pero el lado izquierdo tiende a oo cuando k — oo, ya que {z*} T ooy
~ —~* > 0. Obtenemos entonces una contradiccion. Similarmente se
obtiene una contradiccion si {2F}rex | —oo usando {VF}rer | ¥ >
y Elojh*. Por lo tanto £ (x,a/2) es acotado para todo o > 0.
Probemos ahora que la condicion (iv) es vélida, en efecto:

Sea {y*} € £} (x, ) tal que y* — y*.

Sea | = infycp,y ysea c=sup,p, y. Siy* € (I,c), entonces por
(3.6) tenemos D% (y*,y*) — 0.

Siy* | y* =1, por la Proposicion 1.1.7 se tiene:

Loty (1) = Sup ){<1,s>} =h(y"1) LR (y51) € [~oo, 00).
se y’C

Si h'(y*;1) > —oo, entonces por la continuidad de h y como y* | y*

se obtiene:

0 < Di(y*,y") = h(y") — h(y") + (" — v )W (¥*; 1) — .

Si W (y*;1) = —oo entonces K/ (y*;1) < 0 para un k suficientemente

grande, por lo tanto:
0< Di(y" ") < h(y*) —h(y") — 0.

Para el caso y* T y* = ¢ lae prueba se realiza de forma analoga.

Se concluye que h es B-funcién.
Si hi,...,h, son B-funciones en R, entonces son continuas y estricta-

k
mente convexas, por lo cual h =Y h;(x;) es continua y estrictamente
i=1
convexa.

k
Sean a € R, x € () Dy, consideremos a y € L) (x,a), entonces
=1

1=

k
Dj(x,y) < a, pero Dj(z,y) = - D} (x,y), por lo cual Dj (z,y) < a,
=1

paracada:=1,...,k; de donde y € E?%(a:,a), paracadat=1,... k.
k

Por lo cual £} (z,o) C () £}, (z,a). Como cada L} (z,a) es acota-
=1

1

do, por ser h; una B-funcién, se deduce que E?L(m, a) es acotado y se
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cumple la condicion (iii).
k
Sean o € R, x € (] Dy, consideremos una sucesion {y*} C £’ (z, @)
i=1
k
convergente a un y* € Dj\{z}. Tenemos que {y*} C N L} (z,a), de
=1

1=

donde Df” (y*,y*) — 0, para cada i=1,...,k. Por lo cual:

k
Di(y",y*) =Y Di.(y"y") —0,

i
=1

por lo tanto h es una B-funcion.

Si una funcion es de Bregman, entonces su conjugada es esencialmente suave.

Asimismo si una funcién propia cerrada y convexa es esencialmente suave y

su dominio es abierto, entonces su conjugada es B-funcion. Estos resultados

son establecidos en el siguiente lema.

Lema 3.1.3 (wver [9], Lema 2.9 )

i) Si 1 es una B-funcion en R, entonces * es esencialmente suave y

ii) Si ¢ R — (—o00,4+00] es cerrada, propia, convera y esencialmente

[¢]
suave y ademds Dy =Dy, entonces ¢ es una B-funcion con

ri Dy C im Ve C Dy

Demostracion .

i) Si ¢ es B-funcion entonces por el Lema 3.1.2(i) es esencialmente es-

trictamente convexa y Dy« =Dy~. Por la Proposicion 1.2.7(ii) ¢* es

esencialmente suave.

ii) Como ¢ es cerrada se tiene que ¢™ = ¢ , ademas es propia y esen-

cialmente suave; asi por la Proposicion 1.2.7(ii) se deduce que ¢* es
esencialmente estrictamente convexa. Por lo tanto por el Lema 3.1.2(i)

¢* es B-funcién y se verifica Dy =Dy.
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Por otro lado, usando (1.10) se tiene Dyy+ = im ¢, y por la Proposi-
cion 1.2.7(i) se deduce im 0¢ =im V¢, por lo cual:

I'iDd)* C 1mV¢ - Dd’*'

Para relacionar la idea de distancias con la derivada direccional definimos a

D, de la siguiente manera:
D(x,y) = h(z) = h(y) — B (y;z —y), Va,y € Dh. (3.7)
Notemos que D;l(a:, y) > 0, ya que h es convexa. Ademas se verifica:
Dy (x,y) = h(z) — h(y) — I (y;x — y) < Di(x,y), Va,y € Dy.

En general:

0 < Dy(-,2%) < D(-,2*) < Dy(-,2%) < Dj (-, ") (3.8)

Consideremos el conjunto L, (z,a) = {y € Dy, : D, (z,y) < a}. Tenemos que
L8 (x,a) C L, (x,a), debido a que si y € £’ (x,a), entonces D3 (z,y) < a,
por lo cual D, (z,y) < a, de donde y € L, (z,a).

Lema 3.1.4 (ver [10], Lemas 2.15 y 2.16)

Sea h una B-funcion en R™, entonces:
i) Si {z*} es una sucesion en L} (z, ) para algin x € Dy, € R, entonces
{2*} es acotada y cada punto limite de {x*} estd en Dy,.

i) Si {z*} C Dy es acotada y D, (x,2*) — 0, para algin x, entonces

l’k—>ZE.

Demostracion .

i) Como {2} C £ (x,a), y por la Definicion 3.1.1 £} (x,a) es acotado,
se tiene que {z*} es acotada.

Sea y un punto limite de {z*}, como {z*} C L} (z,a), tenemos que
h(z) — h(z®) — B (22 — 2*) < o, VE,
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luego, si usamos (Teorema 23.1,[16]), tomando A = 1, tenemos:

h(z)—a < h(z®)+h (2% z—2F) < h(a®)+h(zF+ox—2%)—h(z*) = h(z),

k

Tomando limite cuando x" — y se obtiene:

h(y) + B (y;x — y) < h(z) < oo,

por lo cual y € Dy,

k

ii) Supongamos que z" — z*, con x* # .

Usaremos el siguiente resultado expresado en ([10],Lema 2.14):

lim sup ' (2%, y) < h'(2*,y), Yy € Dy. (3.9)

k—oo

Como D, (z,2*) — 0, se tiene h(x) — h(z*) — h' (2,2 — 2*) — 0.
Por continuidad de h y de (3.9), al tomar limite obtenemos:

0> h(z) — h(z*) — b (z*, & — z*).
Lo cual contradice el hecho que h es estrictamente convexa, por tanto

T =ux.

Podemos notar que se puede establecer una relacion entre la suavidad esencial

de una funcién y el hecho que su conjugada sea de Bregman.

EJEMPLOS DE FUNCIONES DE PENALIDAD

Para la aplicacion de los métodos de multiplicadores se usan funciones que
son llamadas de penalidad, usualmente se espera que esta funcién sea esen-
cialmente suave. De igual modo en los métodos de punto proximal se usan
funciones de Bregman para su desarrollo, una de las funciones de Bregman
que se pueden usar es la conjugada de la funciéon de penalidad, establecién-

dose asi una importante relaciéon de dualidad.
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A continuacién se presentan algunos ejemplos de funciones de penalidad con

sus correspondientes conjugadas, tales ejemplos los considera Kiwiel en [9],

ademas se presenta la funciéon de penalidad que se usard para aplicar el

método de multiplicadores basados en shifts, la cual considera Zang en [19].

1. S

h(z) = zn: hi(x;), con h; : R — (—o00, o], entonces h*(x) = g:lh;‘(xl)

=1
y Dh(ﬂ? y) Z Dh (%u%)

. h(z) = |z|*/a en D;, = R, para a > 1. Entonces h*(-) =|-|?/3 con
a+ [ =ap.
Sia =2 h(z)=|z*/2, tenemos que h*(-) =|-|>°/2 v Du(z,y) =
|z —y[?/2.
h(z) = —x“/a en D, = R,, con « € (0,1). Entonces h*(y) =
—(=y)?/B en Dy = (—00,0) con a+ 3= ap.
h(z) = %= en Dy =Ry, con a € (0,1), entonces h*(y) = (14+y/B)"

en Dy = (—o0,—f3) . Para a = 1/2 se tiene Dy(z,y) = (21/? —
yY/2)2 2,

Penalidad zlogx:

h(z) =xlnz en Dy = R;(0In0 = 0), entonces h*(y) = exp(y — 1) en
Dy =R y Dyp(z,y) = xIn(x/y) + y — x. Para h(x) = xlnz —x se
tiene h*(y) = expy.

Penalidad de Burg:

h(z) = —Inz en Dy =R. setiene h*'(y) = —In(—y) —1 en Dy =
(=00,0) 'y Dn(z,y) = —In(z/y) + z/y — 1.

Penalidad de Helliger:

h(z) = —/1—22 en Dy = [~1,1], entonces h*(y) = /1 +y* en

Dy =R y Dy(z,y) = % —V1—22 en [-1,1] x (—1,1).

h(z) = —y/z(1 —z) en D), = [0, 1], entonces h*(y) = 3 (y++/1+y*)
Penalidad de Fermic-Dirac:

h(z) = zlnz+ (1 —z)In(l —x) en D, = [0,1]. Entonces h*(y) =
In(1+expy) en Dp =R.
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10. h(x) = —lnz —In(1 —z) en Dy = [0,1], entonces

11.

h(y) = 3[(y* + 492 +y— 2] + In[(y* + 4)"/? — 2] —Iny? para y #0
v 1*(0) = —In4, Dy =R

Consideremos la funcion, presentada por Zang en [19]:
Esta funcién es la que serd usada para aplicar el método de multipli-
cadores basados en shifts con una penalidad no coerciva y seré estudiada

a profundidad en el capitulo 4 del presente trabajo.

0 si x<-—r
0,(z) =< bo(x) si —r<az<r (3.10)
T si x>,

donde r >0 y by(2) = £a® + Lo+ 1.
Podemos obtener:

1, 1 1
br<I) = El’ +§$+Z—l7"

x2+x+1
= r|{ — — —
4r2 - 2r 4

— r (b (%)) . (3.11)

Donde:
2 1 1
b = — 4+ = -
(x) 1 —|—2x—|—4
1
= Z(x2—i—2x+1)
1

= o+ 1), (3.12)

por lo cual podemos definir:
f(x) =1q b(x) si —1<x<1 (3.13)

donde b(z) =1 (z + 1)?
Notemos que 0(z) = rf,(%).

Calculemos ahora la conjugada 6* de la funcion 6.
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Calculemos en primer lugar b*(y) = sup{zy — b(z)}.
Sea g(z) = zy — b(x), luego ¢'(z) =y — 5 (z + 1).
Como ¢'(x) = 0, se tiene x = 2y — 1,

y asi

b'(y) = y(y—1)— }1 (2y—1+1)*
= 2t —y—y°
= yly—1) (3.14)

Por otro lado como —1<x <1 y x=2y—1, entonces 0 <y <1,
por lo cual Dy = [0, 1].

Si x < —1, entonces h(z) = 0, por lo cual consideramos la funcion

g(x) = zy,

de donde ¢ (z) =y, pero como g (z) = 0, se tiene que y = 0, deducién-
dose de esta forma que si x < —1, s6lo se puede calcular 6*(0) = 0.
Analogamente se prueba que si x > 1, s6lo se puede calcular (1) = 1.

Podemos concluir que:

0" (y) =y(y — 1), (3.15)

y D@* = [O, 1]

METODO DE PUNTO PROXIMAL CON

FUNCION DE BREGMAN GENERALIZADA

Una version mas general del método de punto proximal es presentado por

Kiwiel en |9], la cual denomina Minimizacién Proximal de Bregman (BPM),

tal método usa en su desarrollo una funcion de Bregman generalizada, la

cual no es necesariamente diferenciable.
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3-2-1 ALGORITMO DEL BPM

Para aplicar el Método de Punto Proximal con funciones de Bregman Gen-

eralizada se considera en primer lugar el problema resolver:

(P1) minimizar f(z)
sujeto a re X CR™

Cumpliendo las siguientes hipotesis:

Hipoétesis 3.2.1

i) f es una funcion cerrada, propia y conveza.
ii) X es un conjunto no vacio, cerrado y convezxo.
iii) h es una B-funcion (posiblemente no diferenciable).

w) Di D # 0, donde fx = f+ 1x es la funcidon objetivo esencial del
problema (P1).

v) {cr} es una sucesion de nimeros positivos que sastifacen .- | ¢ = 0.

vi) {er} es una sucesion de nimeros no negativos que sastifacen:

limy oo Zi::l crek/ 22:1 cr =0,

es decir: Y o | Crep < 00.

El BPM lo podemos expresar a través del siguiente algoritmo:

Para la iteracion k£ > 1, tenemos lo siguiente:

2% € Dy, N Dap. (3.16)
v* € Oh(a"). (3.17)
D (x,2%) = h(x) — h(aF) — (v*, 2 — 2F) V. (3.18)

Consideremos ¢p(7) = f.(x) + D¥(z, 2%)/cy.

Hallar 2%+ A8+ vy pF*1 que satisfagan:
A€ Oh(2F T, (3.19)
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aptt M =4t =0, (320)

P € O fx (@), (3.21)

Fx (@) < fx(2%). (3.22)

Debemos notar que: ¥t es un e,—minimizador de ¢p(z) = fx(z) +

D¥(x,2%)/ck, donde por (3.8) tenemos:

0< Di(-,z%) < DE(-,2%) < DE(-, 2F).

Una de las ventajas de este método es que no se requiere que la funcién h sea
diferenciable, ya que en vez de usar el gradiente de h se usan subgradientes.
Ademés al aplicar el método se obtiene la funcidon objetivo ¢y, la cual es
estrictamente convexa, por lo que se puede asegurar que el minimizador que

se obtenga es tinico, esto garantiza que la sucesion {z*} esté bien definida.

A continuacion se introduce una definicion donde se considera la compacidad,
pero con relaciéon a una funciéon. Estableciéndose a través de la acotacion de

todos los conjuntos de nivel.

Definicién 3.2.1 Una funcion ¢ cerrada, propia y estrictamente conveza

en R™ es inf-compacta si el conjunto de nivel:

L) ={x: ¢(x) < af,

es acotado para cada o € R.

Debemos observar que si L4(o) = {z : ¢(x) < a} es acotado para algin

a € R, entonces es acotado para cada o € R.

En efecto, supongamos que Ly(a*) = {x : ¢(x) < a*} es acotado para un
a* € R. Tomemos un o € R arbitrario.

Si o < a*, entonces Ly(a) C Ly(a*), por lo cual Ly(a) es acotado.

Si a > o, supongamos que existe un y € R™ distinto de cero que pertenece
al cono de recesion de L,(a), en virtud de lo cual si =z € L,(a), usando

la Definicion 1.1.19 se tiene que = + Ay € Ly(a), con A > 0. Por lo tanto
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oz + \y) < a.
Como ¢ es estrictamente convexa, ya que fx es convexa y h es estrictamente

convexa, por ser B-funcion; tenemos que existe un unico z* tal que:

o(a") < 6lx), Ve € Lyla),

por lo cual:
o(z") < o(z* + A\y), VA>0.

Ademas si A} < A9, entonces o(x* + \y) < ¢(x* + Aay), luego existe un
A >0 tal que ¢(x*+ Ay) > «, lo cual es contradictorio. De donde el cono de
recesion de Ly(v) es el conjunto {0}, por lo cual usando (|6], Proposicion

2.2.3 ) se obtiene que Ly(r) es acotado.

Con este resultado podemos decir que la funcién ¢ es inf-compacta si L4(«)

es acotado para algiin o € R.

El lema siguiente, permite determinar la existencia de un nico minimizador

de una funcion a través del concepto de inf-compacidad.

Lema 3.2.1 (Ver [9],Lema 3.2)
Una funcion ¢ cerrada, propia y estrictamente convera en R™ tiene un tunico

minimizador si solo si ¢ es inf-compacta.

Demostracion . Si x € argmin ¢ , entonces por convexidad estricta de ¢
se tiene que L,(¢(z)) = {z} es acotado y asi ¢ es inf-compacta.

Reciprocamente si ¢ es inf-compacta se tiene que para algin o € R el con-
junto L,(a) # 0 es acotado, entonces es cerrado y contiene a argmin ¢ # ()

ya que ¢ es cerrada. |

La sucesion {2*} del BPM es generada por los minimizadores de la funcién
dr, de esta forma el resultado anterior garantiza que la sucesion {2*} estd
bien definida si ¢, es inf-compacta.

El siguiente lema establece que la funcion ¢ es cerrada, propia y estricta-

k+1

mente convexa; ademéas cada x de la sucesion generada por el BPM es
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un ¢, — minimizador de ¢,. También se establecen condiciones para que la
funcion ¢ sea inf-compacta y por consiguiente la sucesion {xk} esté bien
definida.

Lema 3.2.2 (Ver [9], Lema 3.3)
Con las hipdtesis (3.2.1) del problema (P1) se tiene lo siguiente:

i) ¢k es cerrada, propia y estrictamente conveza.
i) ¢r(z1) <inf ¢y + €k, es decir 0 € O, P(z").
iii) Si f. =infyx f > —o0, entonces ¢y, es inf-compacta.

w) ¢y es inf-compacta si (y*—cpim Ofx)Nim Oh # 0, donde im Oh zlo)h*,
de modo que imOh = R"™ si solo si h es cofinita. En particular, ¢y es

inf-compacta si (7’“ — Tl Df;() N 7i Dy # 0.
v) Si ¢y es inf-compacta y se cumple alguna de estas propiedades:
T’inX N7 Dh 7é @ ] DfX Nri Dh 7é @,
ademds st fx es poliédrica, entonces existen:
M = argmingy, P € Ofx (@) y A € onEM),
tal que:
fx (@) + DRE" 1 a%) fop < fx(a®)

y ap Tt 4+t =4 =0.
También T**' €Dy, si Dy, CDn 6 Doy =Dn; es decir h es

esencialmente suave.

vi) Las hipotesis de (v) son vdlidas si se cumple algunas de las dos condi-

ciones: (ri Dgp, CDy e infy f > —00) ¢ (Dayy CDy e im Oh = R™).
Demostracion .

i) Como f, tx, y h son cerradas propias y convexas; ademas los conjuntos

D, NX, Dy y Dy, NDy, son no vacios, entonces: fx = f+uix, DF(-, %)y
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b = fx + DF(-, 2%)/cx, son cerradas, propias y convexas y la convexidad

estricta de ¢y se obtiene por que h lo es al ser una funcién de Bregman.

ii) Sea =z arbitrario, usando (3.17); (3.18); (3.19) se tiene:

Di(x,2") = h(z) — h(z®) — (¥*, z — 2
(

. h($k+1) + <’Y ,J]k+1 . J]k>
X

= Dy(a"h 2% + h(x) — h(z") + (4" 2 — )
> DZ(JZ]H_l,JZk) + <,.Yk:+1’x . .CL“k+1> + <’yk,xk+1 . 33>
_ D§($k+1,$k) + <’7k+1 _ ’}/k,ZL‘ _ xk—i-l)‘

Dividiendo por ¢; se obtiene:
Dy (w,2%) ey = Dy (™ a%) fer + (5 = oF 2 — 2" [y
Usando ( 3.20) se deduce:
Di(z,2%) /cj > DF(aF 2®) Jep, — (T o — 2P, (3.23)
Por (3.21) se tiene:
Fx(@) > fx(@®™) + @ e — 2Hh) — . (3.24)
Asi de (3.23) y (3.24) obtenemos:
Fx(@) + Djy(,2") fex > [x (") + Dy(a™, a%) fer — e,

por lo cual
dr(x) > B (a") — ey
Or(x) + e = gr(aH).
Como z es arbitrario se tiene ¢y (x*™) <inf ¢p(z) + €.

iii) Sea ¢ = DF(-,z%), la cual es cerrada, propia y estrictamente convexa.

Ademas DF(-,z*) > 0, por lo cual se obtiene que:

L4(0) = {z : ¥(z) < 0} = {a"}, (3.25)
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iv)

por tanto si usamos el Lema 3.2.1 se deduce que 1 es inf-compacta.
Sea f = inf ¢y, como f, < fx(z), Vo € R", ademés ¢ > 0, por lo cual
se deduce que § > f,.

0# Lo (B+1)

{z: pp(x) < p+1}

= {z: fx(@) + @)/ < B+ 1}

= {z:9(@) <a(@+1- fx(2)} C Ly(a(B+1- 1))
Por (3.25) y usando el Lema 3.2.1 se deduce que Ly(cx(f+1— f.))

es acotado, por lo cual L, (6 + 1) también es acotado y asi ¢ es

inf-compacta.

Como (v* — ¢iim dfx) Nim Oh # 0, podemos elegir § € Dyy,,
Y€ 0fx(9), T € Do y 7 € Oh(Z) tal que satisfagan:

v —ay =7

Entonces ¢(-) = fx () + (3,-—9) + Df( -, 2¥) /¢y es cerrada, propia y
estrictamente convexa.

Si consideramos que:
0 (T) =4 + (Oh(7) —~*) ey
Ademéas 7 € Oh(Z) v +* — ¥ = 7, por lo cual:

0 € Op(&),

por consiguiente

T = argmin 0.
Por el Lema 2.20 ¢ es inf-compacta.
Consideremos un «a € R, entonces L;(a) es acotado.
Sea x € Ly, (), luego ¢ (z) = fx(z) + D¥(z,2%) /i, < a.
Como 4 € 0fx(7), se tiene:
fx @)+ (Fz—9) < fx(z),
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por lo cual (z) < ¢(z) < a, de donde z € L;(a), lo cual significa
que Ly, (o) C L;(a), deduciéndose que Ly, () es acotado y por tanto
¢ es inf-compacta.

Por convexidad estricta de h y usando ( 1.10) se deduce:
imoh = Dah* = 'Zo)h* .

Por otra parte lo)h*: R"™ si s6lo si Dy = R"™ sisélosi h es cofinita.
(ver Proposicion 1.2.3)

De manera particular ¢, es inf-compactasi (Y*—cgri Dy )i Dye # 0,
ya que 1iDy: C Dyypy = 1imdfx.

k+1

v) Por la parte (i) y el Lema 3.2.1 "' = argmin ¢ esta bien definido.

Luego
0 € Op(2") = Of (2" + cp(OM(EFT) — AF).

Entonces existen 4%T1 € oh(2F+1) y p*t e dfx(2F1) tal que:

CkﬁkJrl 4 ,AykJrl o ,_Yk —0.

Ademas de 25! = argmin ¢, se deduce:
fx (@) + Di(a**, a%) fe, < fx(a¥) + Dy(a, a*) e, = [x(a).

Por otro lado 2%t €Dy, ya que 251 € Dyp, vy &1 € Dy, y por
hipotesis Dafx CDn 6 Dgn =Dy,
Finalmente por la Proposicion 1.2.7 h es esencialmente suave.

vi) Siinfy f > —oo por la parte (iii) ¢, es inf-compacto. Si imdh = R™
por la parte (iv) ¢ es inf-compacto. Por otro lado si riDys, CDy

entonces 1iDy, NriDy, = riDy, # 0.

Este lema expresa resultados importantes, en primer lugar provee unas carac-
teristicas deseables de la funcién ¢, determinando que es propia, cerrada y

estrictamente convexa. Como la sucesion {z*"!} consiste en el e,—minimizador
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de la funcién ¢y, se tiene que la sucesion esté bien definida por la convexidad

estricta de ¢y.

Por otro lado se establecen las condiciones para que la funcion ¢, sea inf-
compacta, una de las condiciones consiste en que el infimo de f en X sea

mayor que —oo.

3-2-2 CONVERGENCIA DEL BPM-

En cualquier método de minimizacién que genere una sucesion, es deseable
que se pueda asegurar la convergencia de la mencionada sucesion, no obstante
no siempre es posible asegurarlo, en algunos casos es necesario imponer al-

gunas condiciones para obtener la convergencia.

Serén presentados a continuacion varios lemas y teoremas, considerados por
Kiwiel en [9], los cuales hacen un estudio pormenorizado de la convergencia

de la sucesion {z*} generada por el BPM.
Derivemos en primer lugar un radio de convergencia global del BPM.
Sea s, = Z?Zl ¢; para todo k.
Lema 3.2.3 (Ver [9], Lema 4.1)
Vee D, y k>1tenemos:
i)

Dy (x,2") + Di(«**, 2") — Dy(w, 2%)

Il
—~
2

x>
|
-2
x>
+
N

8

|

S

El
+
—
~
—~~
©

DO

D
~—

i) Si fx(x) < fx(a¥h)

Dyt (x, 2"t < DE(z,2%) — Df (2" %) + cpep. (3.27)

iii)



l

fx (@) = fx(2) < Dj(z,2") /s + chek/sl. (3.29)

k=1

Demostracion .
i) Sea z € D), arbitrario. Como p**1 € 9., fx(2**!), entonces se tiene:
fx(@) = fx (@) + e > M x — 2™,

Como ~* — M1t ="t v ¢ > 0, resulta:

crlfx (@) = fx (@] + crep = (F =AMz — M), (3.30)
Tomando
I = DF (2, 2" + Dy (o 2%) — DE(2, 2%), (3.31)
se tiene:

I = h(l’) . h(l’k+1) . <’}/k+1,ZE . $k+1> + h(:l?k+1) . h(l’k) .
— <’}/k _ ,yk+1’x _ xk+1>. (332)
Luego, usando (3.30), se tiene:
Dy (w, &™) + Dy(a™, 2%) = D, 2%) < el fx (@) = fx (") + v
(3.33)
ii) Si fx(z) < fx(2F*1) usando (3.33) se deduce

Dyt (@, 2™ + Dy (2" 2F) — Dy (z,2%) < ey

, ¥ asi
DYz, 2 < DF(2, 2%) — Dy (2" 2%) + cpep.
iii) Por (3.33) se tiene:

l l

l
SOIDE M) + D ah) = Dh(e,ah)] <Y efx(@) + Y ener —
k=1

k=1 k=1
l
_ Z CkfX(xk+1)-
k=1
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! I !
D (z, 2" —Dj (x, xl)—i-z Dy (xFt 2F) < slfx(x)—z ckfx(xk“)—l—z Cr€r
k=1

k=1 k=1
Como fx(z'*1) < fx(a*) para k=1,...,1 se obtiene:

l l
Dy (&, 2" )~ Dh(w, )+ 3 DEH 2%) < silfx (@)~ fx (@)Y cue
k=1

+ ) crer. (3.34)

iv) Para obtener la expresion (3.29) dividimos ambos miembros de (3.34)

por s; > 0y usamos DF (-, z*) > 0.

El siguiente lema establece criterios para que la sucesion {z*} asociada al
BPM sea acotada, cada punto limite de ella pertenezca al dominio de la
funcion h y converja a algin punto que pertenezca al dominio comin de fx
y h, ademas la funcién fy evaluada en este punto de convergencia es menor

que la funcién fx evaluada en cualquier punto de la sucesion.

Lema 3.2.4 (Ver [9], Lema 4.2 )

Si S cpe, <oo y x €Dy estal que fx(aF) > fx(z), Vk, entonces:
k=1

i) {z*} es acotada y {2*} C L (z,a), donde o = D} (z,2') + 3 crep.
k=1

i) Cada punto limite de {z*} estd en Dy,.

i1) {x*} converge algin x> € Dy, N Dy, tal que fx(a*) > fx(z*), Vk.
Demostracion .
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i) Usando (3.27) se deduce:

-1
D} (z,2") < D} (2, 2") + chek <a, Vi
k=1
Ademas por (3.16) {z*} C Dap, por lo cual {z*} C L8 (z,a), el cual es

un conjunto acotado, ya que h es de Bregman y asf {2*} es acotada.

ii) Por la parte (i) {z*} C Do, y usando el Lema 3.1.4 se tiene que cada

punto limite de {z*} esta en Dj,.

iii) {2%} es acotada por la parte (i) y por tanto tiene una subsucesion {x%}
convergente a algin z°°, por la parte (i) > € D,.
Supongamos que x> # z. Como {z*} C LY(x,a) por la definicion
3.1.1(iv) se obtiene D (2, z) — 0, entonces por ( 3.8) D (2, z) —
0.
Por otro lado por (3.22) fx(2Ft1) > fx(a%), ademas fx es cerraday

zli — 2%, por lo cual se puede deducir: fx(x*) > fx(z*), Vk.

Consideremos | > [;, por (3.27) obtenemos:

Dé(l‘ ) < D —|— Z CLE€k.

o0
Como . cxexp — 0 cuando j — oo se deduce que: D! (2, 2!) — 0
k=1;
!

cuando [ — oo. Y por (3.8) D,(x*,2%) — 0 y usando el Lema
3.1.4(ii) se obtiene ¥ —

Si z = 2, pero {2*} no es convergente. Por las partes (i) y (ii)
existe un punto limite z' € D,\{z}, y reemplazando > por =, a

k

través del procedimiento anterior obtenemos que x* — z°°, lo cual es

contradictorio.

El siguiente teorema presenta los principales resultados de convergencia de la
sucesion asociada al BPM de descenso, en el se establecen condiciones para

que la sucesion {fx(z*)} converja al infimo de fy en el Dominio de h.
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Teorema 3.2.5 (Ver [9], Teorema 4.3 )
Supongamos que en las Hipdtesis 3.2.1 (i), (ii), (iv) y (v) son vdlidas y h es
cerrada, propia y conveza.
I I
i) Si limy_oo Y crer/ D cx =0, entonces
k=1 k=1

fx(2¥) l%lhffxz inf  f,

Cl (DhmeX)
por consiguiente fx(z¥) | infx f si Dy, C Dp.
Si i DN ri Dy, # 0, es decir, Dy, "Dy, # 0, entonces

inf fx = inf f= inf fx.
Dp

(el Dy)n(el Dyy) ¢l oy

Si 11 Dy, C cl Dy, esdecir, Dys, C cl Dy, entonces cl Dy, C cl Dy
y Argminy f C cl Dy,

oo

i) Si h es una B-funcion, fx(x®) — infp, fx, ST cper < 00
k=1

Yy X, = Argminp, [ es no vacio, entonces {xk} converge a algun

z* e X, y x* € Argminxf st Dy, CDy.

i) Si fx(2%) —infp, fx, Dy CDy y X. =0, entonces |z"| — oo.
Demostracion .

i) Sea x € Dy, si tomamos limite en 3.29 obtenemos
llir& fX(xl) < fX($)7

ya que por (3.22) fx (1) < fx(a2) , por Hipotesis 3.2.1 (v), s — 00
I

y por hipotesis Y crex/s; — 0.
k=1
Luego, usando ([16], Corolario 7.3.2), se deduce:

fx(@') —inf fx = inf f= i f.

DhmeX Cl('DhI'TDfX)

Si 11Dy NriDy, # 0, entonces cl(Dy, N Dy, ) = cl(Dy) Ncl(Dyy) (]16],
Teorema 6.5)

Por lo cual

inf fx = inf f< inf  f= inf fx
D, clion)ncloy ) Dy ncl(py) cloy)
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Y asi infph fX = infd(Dh) fx.
Si riDy, C clDy,, usando ([16], Teorema 6.5) se tiene clDy, C clD,.
ii) Si z € X,, entonces fx(z%) — fx(z), pero fx(z*) > fx(z), Vk, ya
que por (3.16), z* € D, NDy, , de donde se puede deducir por el Lema
3.2.4 que: 2% — 2 € D, NDy, v limy_o fx(z¥) > fx(z), por lo cual
> e X,.
iii) Si |2F| - oo, {F} tieme un punto limite = con fx(z) < infp, fx,
pero fx(z¥) — infp, fx y como Dy, C Dy se tiene x € Dy N X,
por lo tanto X, # (), lo cual es contradictorio, queda demostrado que

|2*| — oo.

Lema 3.2.6 (Ver [9], Lema 4.5)
!
i) Si e, — 0, entonces > cxer/s; — 0, cuando | — co.
k=1

o
i) Si > ep <00 y {ck} C(0,cmax], para algun cpax < 00, entonces
k=1

00
E Cr€r < OQ.
k=1

Demostracion .

i) Sea e > 0, elegimos un k tal que ¢, <e¢, Vk>k.

Como s; — 0o, podemos seleccionar un [ > k tal que:

k
chék/sz <e V>,
o

entonces:
l

l k l
chek/sl§chek/sl+6 Z Ck/ZCkSQG Vi
k=1 k=1 k=1

k=k+1

vV
=~

oo o
ii) Tenemos que Y k€ < Cmax 2, € < OO.
k=1 k=1
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3-3 METODO DE MULTIPLICADORES INE-
XACTOS

Asociado al BPM Kiwiel presenta en [9] el método de multiplicadores inexac-
tos, el cual resuelve el problema dual del problema resuelto por el BMP. Un
método similar propone Castillo en [3], llamado método de multiplicadores
basados en shifts. En el capitulo siguiente se aplicara esté método propuesto

por Castillo, usando una penalidad no coerciva especifica.

El problema que resuelve este método de multiplicadores inexactos es el si-

guiente:
minimizar f(z) (3.35)
sujetoa gi(x) <0, i=1,...,m.
Donde f, g1, 92,...,9m son cerradas, propias y convexas en R™ con:
D;C ™D, y 1iD;C D, (3.36)
Stendo g(-) = (91(-)- - -, gm("))-
Definimos el Lagangiano de (3.35) de la siguiente manera:
fx)+(m,g(z)) si 2€D; y weRT}
L(z,m) = { —o0 si €Dy y m¢R™ (3.37)
00 si ¢ Dy.
Podemos definir la funcién dual d(7) = inf, L(z, 7). Entonces d(r) = —o0

si m ¢ R, Asumamos que d(m) > —oo, para algin 7. El problema dual de
(3.35) es maximizar d o equivalentemente minimizar ¢(7) con © > 0, donde

q = —d es una funcién cerrada propia y convexa.
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Tomemos una B-funcion i en R™, asumamos que RZ C Dy, consideremos la
funcién:

hi =h+ g,

la cual es una B-funcion (Ver Lema 3.1.1). Debemos notar que nuestra
penalidad definida en (3.15) no verifica esta condicion, en virtud de lo cual

no esté incluida en el analisis realizado por Kiwiel en [9].

La penalidad que usa Kiwiel en su método de multiplicadores inexactos es
la mono6tona conjugada de h, la cual definimos de la siguiente manera:

h*(-) = sup{(r,-) — h(m)}.

>0

Esta funcion es no decreciente, ya que si u < u/, entonces (m,u) <
(m,u'),¥m > 0, de donde

h*(u) = sup{(m,u) — h(m)} < sup{(m,u') — h(m)} = h*(u).

>0 >0

Ademas coincide con la conjugada b de hy, ya que
h () = sup{(r, ) — ha(m)} = RZ().

Antes de presentar el método de multiplicadores inexactos consideramos el
siguiente lema, el cual establece caracteristicas importantes de las funciones
h* y h,, estas caracteristicas son derivadas de las que posee la funcion h,
la cual es una B-funciéon y en consecuencia h, también lo es y la mondtona

conjugada de h es esencialmente suave.

Lema 3.3.1 (Ver [9], Lema 7.2, Apéndice A)

St h es una funcion cerrada, propia y esencialmente estrictamente convexa
en R™ con R} N riD), # (), entonces h* es cerrada, propia convera y
esencialmente suave, Oh™(u) = {Vh*(u)} para cada u € Dgp+, OhT =
(Oh )™t y VAT es continua en Do+ :20)h+: imoh..

Ademds Dy = Dyr —RT , Dpr=Dj+ —RT, Ohy = 0h+ Nay y Vht =
Vit o (I + NgmoVh"), donde I es el operador identidad y Ngm = Otgn  es
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el operador cono normal de R, es decir Ngp () = {7y <0 : (y,m) =0},
simT >0, NRT(W> =0, si m # 0. Si adicionalmente imOh D RT, entonces

hy es cofinita, Dy+ = R™, y h" es continuamente diferenciable.

3-3-1 METODO DE MULTIPLICADORES INEXAC-
TOS:

Como RZ” C Dy, podemos encontrar inf,>o¢(m) a través del método BPM,
reemplazando en (3.16)-(3.21) f, X, h y 2* por ¢,R™ h, y 7" respectiva-
mente.

El método de multiplicadores inexactos requiere encontrar dos sucesiones
{z*} y {x*}, procediendo de la siguiente manera:

Dados 7 € D, N Dy, v * € Ohy(7%).

k+1

Encontrar y zF1 tal que:

L 7 <inf Lz, 7) + e = d(7* + ), (3.38)
= VAT (4% + crg(ahT)). (3.39)

PPt e o, q(n" ), (3.40)

P = oF et € Oy, (). (3.41)

Para algtin pFt! y ~F*L,

Notemos que (3.38) implica:

—g(z"™) € 0,,.q(7*Y) = O, q(x" ) + Ougry (r* ). (3.42)
En efecto: si tomamos un 7 arbitrario tenemos:

q(m) = sup, {~L(z,m)} = —L(z**", m) = — f(a"+1) — (m, g(«"*)).
Ademaés por (3.38) se deduce:
q(m) = —f@@") — (7 g(a"))

= — S = (7 g(@™ ) + (=g (2", m — )

—L(2F Y, 7R - (—g(ah Y, — i

q<7rk+1) — e+ <—g($k+1),7T _ 7T]€+1>'

v
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Por otro lado, como D, C R, se deduce (3.42).

A partir de (3.39), deducimos que 7" € Dy, C D;, C R, mientras

g(7*h) > q(7*) + e,

k+1
ya que 77" € D,,.

Por (3.40); (3.41) y (3.42) tomando pf*t = (4% — 4*¥*1) /¢, se deduce:

P = A g (2 AR € b (75 ) con AL € Nrm (1. (3.43)

Entonces de (3.41) y (3.43) se infiere:
PR = g(aM ) A ey € 9, g(nt ).
Usando (3.39) y (0hy)~! = VA ( ver Lema 3.3.1) se tiene:
7+ erg(a™h) € Ohy (m* ) = Oh(x" ) + NRT(WkJrl)-

Usaremos ¥ = 0, por lo que obtendremos p*™! = —g(2F*1).

Para facilitar la notacion escribimos (3.39) de la siguiente manera:

T = VP (g(2F)),

donde
Pi(u) = hT(v* + cpu) fcx, Yu € R™.

Sea

Lu(a) = f(&) + 0 + agla)) = 1 (1)

Sixe Dy CDy=N2D,, vy Li(r) =00 de otra forma.

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

El siguiente lema establece las condiciones para que la funcién Ly sea propia

y convexa, de igual modo modo se presenta la manera de calcular el subdi-

ferencial de L;, mas aun se prueba que este subdiferencial coincide con el

subdiferencial, respecto de x, de la funcion Lagrangiano.

78



Lema 3.3.2 (Ver [9], Lema 7.3)

Supongamos que infp, maxi’, g; > 0, el conjunto factible del problema
(3.35), Co ={x € Dy : g(x) <0}, es no vacio. Entonces la funcion
Ly, es propia y convexa y se cumple:

OLi(z) = 0f (x) + Y _[VPu(g(x)))i0gi(x) Vx € Dy, D Dor,.  (3.49)
i=1

Si OLk(z) # 0, entonces m = VPy(g(x)) estd bien definido, 7 > 0 y
OLy(x) = 0, L(x, ), donde

0, L(x,m) = 0f (x) + Y _mdgi(x), VxeR"VreRY. (3.50)
=1

St & € ArgminLy, entonces T € Argmin,L(x,7), para m =V P(g(z)).
La aseveracion anterior es vdlida cuando infp, maxj”, g; > 0, pero D+ =
R™. Por ejemplo si imoh D RZ. (wver Lema 3.5.1)

Demostracion . Usando v* € 0h (7") Clo)h+, (ver Lema 3.3.1), ademés
como lo)pk: (Zo)h+ —~*)/ck, escogemos @ € Dp, "R y T € Dy, tal que
g(Z) < u. Entonces como Py es no decreciente, dado que h* es nodecre-
ciente, por otro lado de (3.36) se tiene riD; C N;riD,,. Por (|9] Lema A.1)
obtenemos imdP, C R y la ecuacion 3.49 se obtiene usando 0P, = {VP}
(Lema 3.3.1).

Por consiguiente si 0L;(x) # 0, entonces m = VP(g(x)) > 0, asi riD; C

N;riD,, implica:

0. L(x,m) = 0f(x) + Z m;09;(z) = OLg(x).

Si & € ArgminLy, entonces 0 € 0Ly(2) = 0, L(z,7), para 7 = VP(g9(2)),
por lo cual Z € Argmin L(x, 7).
Finalmente cuando D+ = R™, para cualquier & € Dy se puede escoger un

€ Dp, con ¢(T) <, yaque Df CND, y Dp =R™
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Consideremos ahora el algoritmo asociado al método de multiplicadores ine-

xactos presentados por Kiwiel en [9)].

Algoritmo del método de multiplicadores inexactos (ver Algoritmo
7.4, 19])

Para la iteracion k > 1, dados 7" € D, y ~* € Oh (7F),

encontrar:

1
P € Argnisep, { 1(0) + 0GP 4 ugla) }.
k

7Tk+1 — Vh-&-(,yk + Ckg($k+1)).

Tal que se cumpla (3.38),

1

elegimos v**1 que satisfaga (3.43) y p*! = (4F — 4* 1) /.

Un método similar a este desarrollaremos en el siguiente capitulo, no obstante
usaremos una funcién de penalidad no coerciva, la cual denominaremos 6,

en lugar de usar la monétona conjugada de h.

3-3-2 CONVERGENCIA DEL METODO DE MULTI-
PLICADORES INEXACTOS

En este método tenemos dos sucesiones {z*} y {7*} las cuales se generan

por el algoritmo de multiplicadores inexactos, la convergencia de la sucesion

{#*} ya ha sido estudiada en la secciéon 3.2.2, ya que esta sucesion coincide

con la sucesion generada por el BPM y con respecto a la convergencia de
Rl duci 1 d i Odi A

{z"} introduciremos el concepto de convergencia ergodica. Asumamos que

son validas las siguientes hipotesis:

Hipotesis 3.3.1

i) hy es una B-funcion tal que Dy D RZ.

i) DyNRT #£0 6 0+ D, C Dy, , donde —q=d = inf, L(z,-).
k

iii) {ck} es una sucesion de nimeros positivos tales que s = Y ¢; — 00.
j=1
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Al considerar estas hipotesis tenemos que ¢ es cerrada, propia y convexa.
Ademaés

o

Dn,=RT C D, CRY.

Por lo cual
clD;,, = RY D D,.

Por otro lado D, Dy, # 8 si D,NRT # 0 y infp, g = infq =

infchh q. Por consiguiente podemos aplicar el método BMP al problema
+

dual supd = —inf ¢ con la B-funciéon h,. De esta manera usamos los resul-
tados relacionados con este método obtenidos en las secciones 3.2.1 y 3.2.2,

para ello se reemplaza a f, X y h por ¢,R™ y h,.

En el siguiente teorema se establecen condiciones para que la sucesion {7*}

generada por el algoritmo del método de multiplicadores inexactos converja.

Teorema 3.3.3 (Ver [9], Teorema 8.3)

k
St sjej/sp — 0, entonces d(7*) — supd. S7 d(7*) — supd, D, N
j=1

Argmaz d # 0 y . crer < oo, entonces 7"
k=1

d(ﬂ'k> — supd, D, C_ Dy, y Argmath+ d=0 es decir Dy, =R y

— 1 € Argmaz d. S7

Argmaz, d =10 entonces |7F| — oo.
g Dh,,

El siguiente teorema establece condiciones para que d(7*) — sup d, asf como
para establecer que limsup f(z¥) < supd(n) vy limsupg;(z*) <O0.
s

k—o0 k—oo

Teorema 3.3.4 (Ver [9], teorema 8.4)

k
Sea Dy, DRT, ~A*=Vh(r*) Vk y 3 sje;/s, — 0, entonces d(m*) —
j=1

supd. St Argmaz d#0 y Y, crex < 00, entonces T

— ™ € Argmaz d.

Si infy ¢, > 0, entonces

limsup f(2%) <supd(m) y limsupgi(2®) <0, i=1,...,m. (3.51)

k—o00 k—o0

Ademds cada punto limite de {2*} resuelve a 3.35. Si Argmaz d # 0,

entonces |*| — oo.
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k
Demostracion . Como Y s;ej/sp — 0, por el Teorema 3.3.3 se deduce
j=1
d(7*) — supd. Por otro lado D, D Dy, D R7, de donde D), = R7.
Ademéas () # Argmin d C R, por lo cual Dy, ()Argmin d # (), usamos

k

nuevamente el teorema 3.3.3 para obtener 7¥ — 7 € Argmax d.

Supongamos que 7F — 7 € Argmax d, ademas inf,c; > 0. Como
pr = (" =) ek, con p* 4 g(a¥) € Ngm(n*). Entonces por el Lema
3.3.1 tenemos (7%, g(z%)) = — (7% p*) v g(z*F) < —p*, Vk > 1. Como
7% — 7, Vh es continua en Ry ¢p > cmin  VE, se deduce p* — 0. Por
consiguiente (7% g(2*)) — 0 y limsup g;(z*) <0 Vi.

Por otro lado de (3.38) se tiene que kZ(O;:k, %) <inf, L(z,7*)+¢€,_1, de donde
f@@®) + (7%, g(a*)) < f(z) + (7", 9(2)) + &1 Yz, y como (7*, g(2*)) — 0,
er — 0y 78 — 7°° al tomar limite se obtiene limsup,, f(z*) < L(x, 7>) V.
Y asi limsup,, f(z%) < d(7>).

kK oo para algin 2z y K = {1,2,...}, por (3.51)

Supongamos que x
tenemos f(z*) < supd y g(z*®) < 0, yaque f y g son cerradas.
Por otro lado d(m) < f(z*°) + (7, g(z*)) < f(z*) Vm € R7. Entonces
f(z*°) > supd por lo tanto f(2*°) = maxd, y asi > resuelve el problema
(3.35).

|

El siguiente lema establece la siguiente relacion de desigualdad L(x*, 7%) <
Li(xFH) < L(z%1 7%*1)) entre la funcion lagrangiana L y la funcion Ly,

ademés se demuestra que d(7*) < d(7**1!) + €.

Lema 3.3.5 (Ver [9], Lema 8.9)

St uftl = g(a* ) Vk, tenemos:
L(a®h ) = Lp(«"Y) + Die (0F, 4" + ™) Je, > Li(a™H), - (3.52)

L (2" = L(z*™ 7%) + D (0F + cpul ™ 4% Jep > L(2F, 7%), (3.53)

L($k+1,ﬂk+l) o L($k+1,ﬂk> — <ﬂ_k+1 . 71_If’uk—H)
= (VA (2 + qu*h) — VAT (4F), u* )
> 0. (3.54)
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d(r*) < L, 7)< L) < L, 74 < d(@ ) + 6. (3.55)

Demostracion . Probemos (3.52), usando (3.48), ( 3.39), (3.37) y (2.36) se

obtiene:

L(.Tk+17 ﬂ_k+1>

— f(xk+1)+<ﬂ'k+1,uk+l>

1
_ Lk(mkﬂ) - C_[h+(,yk + CkukJrl) . h+(7k)] + <7Tk+1,uk+1>
k

1
_ Lk(xk+1) + —[h+('yk) . h+(’yk +ckuk+1) + <7Tk+1,ckuk+1>]
Ck

Lk<l’k+1) + Dh+ ("}/k, "}/k + CkukJrl)/Ck

Para probar (3.53) usamos el Lema 3.3.1 y obtenemos VA" = (0h,)™! y
como * € Ohy (%), se deduce 7% = VhT(4*), por lo cual:

Lk(xk+1) —

>

F@) + Lt + ) — B ()
Ck

1
L(Ik+1,7Tk) + a[h—i-(,yk + Ckuk—l-l) o h+(’7k) . (Wk,ckukﬂ)]

1
L(z" %) + a[’l*(v’“ + aufth) — B () = (VR (4F), cpu™)]
L2 7% + Dy (VF + ™ 4%) e

L(xk+1’ 71-’9).

Para probar (3.54) usamos (3.37) v (3.39), obteniendose:

L($k+1’ 71_k+1)

_ L($k+1,7rk) _ f(xk+1) + <7Tk+1’uk+l> _ f(mk+1) _ <7Tk,uk+1>

= (VA" (7" + ™) = VIF(47),u")
> 0.

Finalmente para probar (3.55) se usa (3.52),(3.53),(3.54) y (3.38)

d(m*) < L(z" 7%) < Li(2"™) < L2, 78 < d(n ) + €.

83



Con el fin de presentar un resultado equivalente al Teorema 3.3.4, pero sin
solicitar la condicion Dy;, D R, se introduce a continuacion la estructura

ergodica, para cada k se define una sucesion agregada a la soluciéon primal:

k
oktl _ j+1 _
T = E cjz’™ /s, donde s =

J=1

(3.56)

<.
I M o~
_

&9

k

Debemos notar que > ¢;/sp = 1, por lo cual usando la Desigualdad de
j=1

Jensen (Teorema 1.1.3), dado que g es convexa se obtiene

B

uk+1 Jj+1
<D eg(a™) /s,

J=1

ademés por (3.43) y ( 3.44) se deduce que c¢jg(ath) < —¢;p/tt =4It — I
para j = 1,...,k. Por lo cual:

uk+1 chg x]+1 )/s1 < (v E+1 _ 1)/3k- (3.57)

Lema 3.3.6 (Ver [9], Lema 8.10)
Supongamos que  sup,; ,yF < oo, € — 0, (7F,u") =0 y d(7*) —d> <
00, entonces:

limsup f(#%) < d® y limsup g;(2*) <0, i=1,...,m. (3.58)

k—oo k—oo

{Z*}  tiene un punto limite x> , entonces x> resuelve el problema
(3.85), f(2*°) = d>® = maxd y cada punto limite de {7*} mazimiza a d.

Demostracién . Como s, — 0o, por (3.57) se tiene lim sup,, g;(#*) < 0, Vi.

Por (3.56) y usando la convexidad de f se deduce f(i*+1) < zk: i f (27t /s,
por otro lado por (3.55) tenemos f(x*) = L(a*, 7%) — (rF, u'i§1—> d>, ya que
(mh uby — 0 y d(n*) — d*® < co. Por tanto limsup, f(z¥) < d>.

Supongamos que x* £, 2, como f v g son cerradas, usando (3.58)

obtenemos f(x*) < d* y g(x*) < 0. Por otro lado por dualidad se tiene
d(7") — d™ < f(2™),
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por lo cual f(z*°) = d>® = maxd, y x*° resuelve el problema 3.35. Ademas
como d(7%) — d* y d es cerrada, entonces cada punto de acumulaciéon de

{7*} maximiza a d. |

3-4 FUNCIONES DE PENALIDAD

Estudiaremos ahora una clasificacion de las funciones de penalidad, conside-
radas por Kiwiel en [9], asi como sus correspondientes funciones de Bregman
asociadas. Las funciones de penalidad son utilizadas en los métodos de mul-
tiplicadores, mientras las de funciones de Bregman son usadas en el Método
Proximal (BPM). A continuacion son presentadas algunas familias especifi-
cas de penalidad consideradas por Kiwiel en [9], de igual modo se presentan

las familias de las funciones de Bregman asociadas a estas.

Definiciéon 3.4.1 (Ver [9], Definicion 9.1 )

Decimos que ¢ € U, si sélo si ¢ es B-funcion en R con Dy D R..
Definimos las siguientes familias de funciones: U = {Y € UV :Dyy, DR},
Ug={ €V :Dyy DR}, U, ={p €V : Dy, =R}, U, ={p€T,:0¢€
Dyt y Vo ={p € ¥s:0& Dy}

Debemos notar que ¥ = ¥y U, ya que si ¢ € ¥oUW,, obviamente se tiene
que ¥ € U. Por otro lado si ¢ € U, se tiene Dsy O Dyy O R, entonces
se deduce que ¢ € ¥y (0 € Dyy) 6 ¢ € VU, (0 & Dyy); por consiguiente
P E Wy U W,

Ademas ¥y =1, si Y € ¥y, yaque Dy Ccl Dyy = Ry

Definicion 3.4.2 (Ver [9],Definicion 9.3)
Decimos que ¢ € O si sdlo si ¢ : R — (—o00,00] es cerrada, propia, convexa

y esencialmente suave y se cumple:
Dy= Dy Yy R, C im Vo C R,.

Sea ty =supep,t, 1 = SUPyyu=ot-
Definimos las siquientes familias de funciones:
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O, ={p € D: ¢ es estrictamente convera},
D)= {¢p € D: ¢ es estriclamente conveza en (tg,td,), tg > 0o}, )
(I)s/ = {¢ c b, : mf(b > —OO}, (I)S// = {(b c b, : 1nf¢ = —OO} Y o = (I)OU(I)S_

Podemos ver que si ¢ € @, entonces ¢ es no decreciente, ya que im Vo C R,..
El dominio de ¢ viene dado por D, = (—o0, ty).

Notemos que t} = —oo si solo si im V¢ = R, en efecto, si ¢ = —oo0,
entonces no existe t € R tal que Vo(t) = 0, por lo cual Ry C im V¢ C R.,
y asi R. = im V¢. Reciprocamente si R. = im V¢ , entonces tg) =
SUPy¢(1)=o t = —00.

Otra observacion interesante es la siguiente: ¢ € &, si so6lo si V¢ es
creciente, (ver [16], Corolario 26.3.1), en efecto, si ¢ € @y, entonces ¢ es
estrictamente convexa y como Ry C im V¢ C R,, y asi V¢ es creciente.
De igual modo podemos decir que ¢ € P si s6lo si V¢ es creciente en
(t5,ty) v ty > —o0.

Otro resultado que podemos comentar es el siguiente: ¢ € ® sisolosi ¢ es
cerrada, propia, convexa y se verifica Dy, :15¢: D, vy R, Cim V¢ C R,.
Lo cual es facil de verificar usando la Proposicién 1.2.7, obteniéndose que ¢
es esencialmente suave si solo si Dy, zlsd).

El dominio de la B-funcién asociada a la funcién de penalidad que usaremos
para aplicar el método de multiplicadores basados en shifts, la cual es definida
en (3.15), es Dy« = [0, 1], por lo cual no se verifica la condicion Dy D R,
por consiguiente no pertenece a W. De igual modo la funcién de penalidad
0 no estd en P, ya que imVO = [0,1], de donde no se verifica R. C
im VO C R,. En conclusién ni §, ni 6, pertenecen a ninguna de las

familias presentadas por Kiwiel en [9].

En las siguientes proposiciones se discute la relacion de dualidad entre las

familias de penalidad y las familias de funciones de Bregman.

Proposicion 3.4.1 ( Ver [9], Lema 9.5 )
Si ¢ € O, entonces ¢* es una B-funcion y se verifica lo siquiente:
R, C Dy CRy, (¢")F =0 =0, limy o Vo(t) =0, limyy, Vo(t) =
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limeg, ¢(1) =00y doo = i, -

Si ¢ € g, entonces ¢* es esencialmente suave con:  Vo* = (Vo)™ y
D8¢* = ,qus* — R>.

Si ¢ € By, entonces Vo* = (V¢)~', Dyg =R. y 06(0) = (—oo,t]].

Demostracion . Si ¢ € &, entonces es cerrada, propia, convexa, esen-
cialmente suave y se verifica Zo)¢: Dy, y R, Cim V¢ C R;. Usando el
Lema 3.1.3 se obtiene ¢* es una B-funcion con ri Dy C im V¢ C Dy-.
De donde se deduce que R. C Dy C R,, por lo cual ¢* = ¢7 y asi
(07)F = (¢7) = 9™ = ¢

ComoR. Cim V¢ C Ry y V¢ esnodecreciente se tiene que limy| o Vo(t) =
0 y limyy, Vo(t) = co. Como ¢ es cerrada y propia usamos ([16], Teorema
13.3) para obtener ¢

o0

*

cl D,
que R, C Dy C Ry. Porlo cual ¢ = IR, -

= lp,. con ip =1 , ademas cl Dy =R, ya
Tomamos t, < 0o, entonces limy, ¢(t) = 00, ya que ¢ es cerrada y ty & Dy.
Si por el contrario t4 = oo, se tiene limy, ¢(t) = oo, ya que por ([16],
Teorema 8.5) se tiene ¢ (1) = limyo0[¢0(t) — ¢(0)]/t = oo.

Si ¢ € d, , entonces es estrictamente convexa y por la Proposicion 1.2.7 se
deduce que ¢* es esencialmente suave y Dygy = Day- :Zo)d)*: R., por la
Proposicion 1.2.5 se tiene que Vo¢* = (Vo)L

Si ¢ € ®p , entonces por Las Proposiciones 1.2.5 y 1.2.7 se tiene que
dg* = (Vo)™ ' = {(Vo)~'}. Por lo cual 9¢*(0) = {t : Vo(t) = 0} =
(—o0,ty], ya que 0 < Vo(t) < Vo(ty), Vt < tj. Por otro lado por ser
V¢ creciente en (t),ts) obtenemos que d¢* = {(V¢)~'} es univaluada en
R. = (Vo(ty),00) Cim V¢ yasi d¢* = {Vp*} en R, ( ver Proposicion
1.2.6). "

Proposicion 3.4.2 ( Ver [9], Lema 9.6 )

Sea v wuna B-funcion en R tal que Dy D R., entonces T € P.
Supongamos que Dyy D Rs. Si 99(0) =0 (0€Dy ¢ ¢'(0;1) = —o0),
entonces 1, es esencialmente suave y P € P,

Si 0Y(0) # 0 (¢'(0;1) > —o0), entonces Yt € &y con the = ¥’ (0;1)
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y existe una B-funcion @Z tal que Y, = 1Z+, Pt = szJr, Dy; D Ry g
VTZ(O) = t?ﬁ—-

Demostracion . Como 1 es una B-funcién y 1, = ¢ + g, , por el Lema
3.1.1 podemos ver que 1, es una B-funcion. Ademés como % = 7 se
deduce que Dy+ = Dy+ y usando el Lema 3.1.3 se obtiene D+ :lo)w.
Por otro lado ™" es no decreciente y por el Lema 3.3.1 es esencialmente
suave, por lo cual im Vy* C R.. Como R. C D, se obtiene que
R. C Dy,, porlocual R. CIODMC Dy, Cim Y™ =im VT, por lo tanto
R. Cim VYt C Ry, yasi ¢ € ®.
Supongamos que Dy, DO R., como 1 es estrictamente convexa, por ser
una B-funcién, se deduce Vi, = Vi) es creciente en R., por lo cual
Vit = (Vipy)™' es creciente en (¢°,00), donde t° = lim; o Vi(t), por
tanto 1 es estrictamente convexa en (% 00) ( ver [16], Corolario 26.3.1).
Si 9Y(0) = ), entonces t° = —oo, y asi 1" es estrictamente convexa en R.
Por la Proposicion 1.2.7 se obtiene que 1), es esencialmente suave.
Si 9(0) # 0, tenemos que t° =1)'(0;1) = thy- Sea O(t) =), Vt>0 y
sea 1 (t) para t <0, una funcion convexa cuadratica sujeta a (0) = ¢(0),
y 9'(0;—1) = —1'(0; 1), entonces ¢ = v, y Vi(0) =15,

|

Las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 generan las siguientes relaciones de dualidad
entre las familias de penalidad y las funciones de Bregman:

O =v,.

En efecto, como U, = {¢p; : v € U} ={p € ¥ :¢p, =}, Si ¢ € ¥,
entonces usando la Proposicion 3.4.2 se obtiene ¢* = ¢* = ¢t € ®, por lo
cual Y =¢* € ¢,

Reciprocamente, si 1 € ®* entonces * € P, por el Lema 3.1.3 ¢ es
una B-funcion y se cumple ri Dy C im Vy* C Dy, pero por la Definicion
342 R, C im V¢* C R4, por lo cual R, C D,. Por tanto ¢p € .
Por otro lado como 9* € ®, entonces por la Proposicion 3.4.1 tenemos que
Ry C Dy« =Dy C R4, porlocual ¢y =1 yasiy e W,.

De manera similar podemos demostrar que ¢* =W,, &7 =V, &% =WV,
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@ = U, = W,

También tenemos que: ¥+ =0, Ut =0 Uf =0 \Il;C =y, \If:,, =,
+ _

Uy = Dy.

A continuaciéon se presenta una definicién que permite dar una caracteri-

zacion de las funciones en .

Definiciéon 3.4.3 FORCING. (Ver [9], Definicion 9.12)
Sea ¢ € O, decimos que ¢ es forcing en [t;&,t;] 51

!

[ (t) — & (t)] (8 — ti) = 0,

implica:
’

¢ (1) (B, — 1) = 0,

para cada par de suceciones {t;c}, {t};} C [t;,t;] N Dy, donde ¢ =Vo.

El siguiente lema establece que una funcién de penalidad acotada inferior-

mente y perteneciente a la familia &, es forcing.

Lema 3.4.3 51 ¢ € &, infop > —oc0 y t;; € Dy, entonces ¢ es forcing

en (—oo,t;].

Demostracion . Reemplazando a ¢ por ¢—inf ¢, obtenemos que inf ¢ = 0.
Por otro lado ¢ = V¢ es positiva y creciente, asi como lo es ¢.

Si [¢(t,) — & (tr)]m — 0, con 7, >0, b, =t + 7 < .

Supongamos que ¢ (t)7% /4 0, entonces existe ¢ >0 y K = {1,2,...} tal
que ¢ (tp)7 >€, Vk € K, porlo cual z:g:’:; Sl

Como ¢ (t) < qﬁ/(t;) tenemos que T, > ﬁt;), Vk € K. Por otro lado
o(t,) > o(tr) + & (i) > €, por lo cual t, > ¢~ '(¢), Vke K.

Elegimos to. vy K C K, tal que t;c X, to. Entonces t; +

20 (0])
v ¢ (tr) < ¢ (tk — m) < @ (too) = limycpr @ (L), para un k € K

o' (t) K /
T L Por tanto ¢ (tg)mx —

0, de donde ¢ es forcing. |

suficientemente grande, lo cual contradice
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Capitulo 4

IMPLEMENTACION DEL
METODO DE
MULTIPLICADORES
BASADOS EN SHIFTS.

En este capitulo se implementara el método de multiplicadores basados en
Shifts con una penalidad no coerciva, este método es considerado por Castillo
en |3| y lo aplica para dos familias de penalidades, llamadas AL1 y AL2. La
familia AL1 cumple con algunas propiedades que ya estudiamos en el capitulo
2, entre las cuales destaca que no son coercivas. Por el contrario la familia

de penalidades AL2 es una familia de funciones coercivas.

En este trabajo usaremos particularmente la funcion definida en (3.10), la
cual es considerada por Zang en [19] en problemas de minimizacion como

una aproximacion de la funcion
t € R — ¢(t) = max{0,t}

Acerca de esta funcion estudiaremos algunas de sus propiedades, asi como la

de su conjugada.
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Se presentan en este capitulo varios resultados relacionados con este método
en consideracion, los cuales son presentados por Castillo en [3]. Se hace una

demostracién detallada de cada uno de ellos.

El aporte principal de este trabajo se presenta en este capitulo, el cual con-
siste en establecer una demostracion de la convergencia de la sucesion {x*}
generada por el método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad
no coerciva 6. Un resultado similar muestra Castillo en [3] para las familias
AL1 y AL2, no obstante realiza la demostraciéon para AL2 y deja plantedo el
caso para AL1. La demostracién que se realiza en este trabajo corresponde
al caso particular de la penalidad 6, la cual es similar a las penalidades de
tipo AL1, en el sentido que cumple todas las propiedades de AL1, excepto
la convexidad estricta. Entonces la demostracion realizada en este trabajo
es similar a la que deja propuesta Castillo en [9]. Ademas la convergencia se
establece sin necesidad de imponer dos condiciones que establece Castillo en

su demostracion.

Otro aporte que se hace en este capitulo es una implementacién numeérica,
con el fin de mostrar el desempeno computacional de este método de mul-
tiplicadores basados en shifts con la penalidad #, para la cual se efectu6é un
programa con el sofware Matlab, el cual aplica el algoritmo del método de
multiplicadores basados en shifts con la penalidad no coerciva 6. Se apli-
ca este programa para resolver algunos problemas propuestos en [7] v [2],
obteniendo como salida los valores aproximados de los minimizadores de la

funcion objetivo f, asi como los maximizadores de la funcién objetivo dual.
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4-1 ESTUDIO DE LA FUNCION DE PENA-
LIDAD ¢-

Consideremos la funciéon definida en (3.10):

0 si x<-—1

O(z) =1 bz) si —1<z<1 (4.1)
x siox>1,
donde ) ) 1
— 2 = R 2
b(m)—4x +5T+ 7 4(x+1).

Figura 4.1: Gréafica de la funcion de penalidad 6.

En primer lugar debemos notar que Dy = R, por lo cual tenemos que € es
propia, debido a que f0(x) < co, Vz € R.

La funciéon 6 es continua en R, porlo cual liminf, ., 8(y) = 6(z), de donde
6 es cerrada.

También tenemos que 6 es convexa y no decreciente.
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Con respecto a 6 podemos decir que cumple las condiciones de la familia

AL1, excepto la convexidad estricta.

En efecto:

i)

ii)

0 no es estrictamente convexa, ya que si tomamos xi,ro > 1 y

a € (0,1), tenemos axy + (1 — a)zg > 1, por lo cual:
O(axy + (1 —a)re) = azy + (1 — a)zy = ab(xy) + (1 — a)f(x2).

0 es diferenciable en R. Como la funcién nula, la funcion identidad y la
funcion b son diferenciables, es suficiente probar que 6 es diferenciable

en —1 y en 1.

Como
-1 —0(—1 =1+ X2+ 2(-1+N+1i-0
hme( +A)—6(-1) _ lim4( + A+ 5(=1+ )+
M0 p) 210 A
_ hmi(ﬁ A+ A — L+ iA+ 3
210 A
S
= liiﬁ)lﬁ—o

Luego @ es diferenciable en —1. De manera similar se prueba que 6 es
diferenciable en 1.
Podemos considerar la funcion derivada 6 : R — R, definida de la

siguiente manera:

0 si z< -1
Gl(x): %(x—f—l) si —1<x<1 (4.2)
1 si x>1.
Debemos notar que:
0<6(x)<1, VzekR (4.3)

Ademas en el intervalo [0, 1] podemos deteminar la inversa de @', la cual

esta definida por:

’

(0) (z) =22 — 1, (4.4)
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iii)

Figura 4.2: Grafica de la derivada 6.

por lo cual:

/

1< (@) (z) <1, Vrelol]. (4.5)

/

6. (1) =1, aplicando la Definicién 1.1.17 obtenemos:
-0
6./(1) = Lim 2@ N 6@

A—-+oo )\

Como 6(y) =y, Vy > 1. Podemos tomar entonces un \* > 0 tal que
Oz +A)=x+ A VA=)
Luego para cada A > \* se verifica
O(z+ \) —0(x) _ r+A—0(x) _*, _ 0(x)
A A A A

Tomando limite obtenemos:

0./(1) = lim O(x+ N) —0(x)

=1.
A——+00 A

Por esta propiedad de § podemos decir que es no coerciva. ( ver Defini-
cion 1.1.20)

Esta propiedad es de sumo interés, ya que las funciones de penalidad
consideradas en [9] son coercivas y por lo tanto los resultados y el andli-

sis obtenidos en su investigacion se aplican a estas funciones. Surge de

94



esta manera la necesidad de estudiar el funcionamiento del método de

multiplicadores basados en shifts con esta penalidad no coerciva.

lim, . 0 (y) =0, yaque 6(y) =0, Vy<-—1.

~—

iv
v) 0 es acotada inferiormente, en efecto 6(z) >0, Vz € R.

vi) sup,.o{z —60(x)} es finito.
Tenemos que z —60(z) =0, Vz>1.

Por otro lado si definimos la funciéon g(z) = z — 322 — 2 — 1 en el
intervalo [0, 1].

Derivando obtenemos: ¢'(z) = —%x + %

Luego g¢'(z) =0 cuando z =1, ademas ¢ (1) = -1 <0.

Por lo cual sup,. {z —0(z)} =1—-6(1) =0 < cc.

Como 6 cumple las condiciones de ALL1, exceptuando la convexidad estricta,
pueden usarse algunos resultados que no requieran esta condicion expresados
en [3].

Como @ es diferenciable en R, se tiene que es esencialmente suave, ya que
2;9: R. Usando la Proposicion 1.2.7(i), se tiene que 06(z) = VO(z), Vx €
R.

Por (3.15) la conjugada de 6 es la funcion 6*[0,1] — R definida por:

0" (y) = y(y — 1). (4.6)

Por La Proposicion 1.2.7(ii) se deduce que 6* es esencialmente estricta
convexa en [0,1], ya que 6 es esencialmente suave y por ser cerrada, se
tiene que 6 = 6.

Usando el Lema 3.1.3(ii) tenemos que 6* es una B-funcion y se verifica:
11 Dy« C im VO C Dy-.

Notemos que 11 Dp« = (0,1), im VO =1[0,1] y Dy =[0,1].
Una diferencia notable de la funciéon 6*, con las funciones de Bregman estu-
diadas en [9], es que R. ¢ Dy«, y asi € no es considerada como funcion de

penalidad en ninguno de los analisis alli presentados.
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Figura 4.3: Gréfica de la funcion de Bregman 6*.

Asociada a la funcién 6*, podemos considerar la Distancia de Bregman

Dy (z,y) de la siguiente manera:

Dy« (z,y) = 0"(z) —0"(y) — VO (y)(x — v)

= 2le—1)—yly—1)—2y—1)(z—y)

Podemos también calcular el gradiente:
VD (z,y) = 2(x — y). (4.8)

Ademas:
Y, Do (2,5) = —2(x — ). (4.9)

Consideremos el método de multiplicadores basados en shifts segin el Al-

goritmo 2.1.1, tomando en cuenta el multiplicador definido en (2.13) de la
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manera siguiente:

fi()

v €R" 1€ (0,8) — Lg,(z,1) = f(x)Jrii1 Bir [9 ( + ﬂi(ﬂz‘)) - e(ﬂi(ui))}

(4.10)
donde la funcion de penalidad 6 es la definida en (4.1).

Lema 4.1.1 (Ver Proposicion 2.1, [1] )
Sea la funcion 0 definida en (4.1), sea [ una funcion propia, cerrada y

conveza tal que Dy N f(R™) # O y consideremos la funcidn compuesta:

g(w):{ 0(f(z)) si xeDy

~+00 de otra forma,

entonces ¢ es una funcion propia, cerrada y convexa y se verifica:

) { Oulfocld)  si deDy,

400 de otra forma.

Demostracion . Como DyN f(R™) # (), se tiene que existe un x € R™ tal
que g(x) < 0o, luego g es propia.

Como 6 es continuay f es cerrada se tiene que g es cerrada.

La funcion g es convexa debido a la convexidad de f y por ser 6 no
decreciente.

Sea x € D; tal que f(r) € Dy. Paracada a < f. (d) existe un ¢ tal que:
flx+td) > f(x)+ta, ¥Vt>1t.

Ademés como 6 es no decreciente se tiene:

gz +td) —g(x) _ 0(f(x) +ta) — 0(f(z))
t = t

Tomando limite cuando ¢ — +oc obtenemos que g._(d) > 0. _(a).
Si f._(d) = +o0, considerando que (1) =1> 0, y haciendo que a — oo
se obtiene g¢._(d) = +oo0.

Si f.(d) < +oo tomamos a — f. (d), y como 0 es semicontinua inferior
se deduce g._(d) > 0. (f..(d)).
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Por otro lado tenemos que f(z +td) < f(x) +tf. (d). Usando el hecho que

0 es no decreciente, deducimos:

gl +td) — g(x)

Q;O(d) = tLieroo p
StE&Wﬂ@+ﬁ%@ng@»
= 0 (foo(d))

Por lo tanto concluimos que g, (d) = 0 (f..(d)).
|

A continuacion presentamos algunos resultados presentados por Castillo en
|3], los cuales muestran algunos aspectos importantes de la penalidad usada
en los métodos de multiplicadores basados en shifts, en este trabajo presen-

tamos estos resultados usando de manera particular la funcion de penalidad

6.

Lema 4.1.2 ( Ver [3],.Lema 5.2 )
Sea la funcion 0 definida en (4.1), Sea f :R* — RU {oo} wuna funcion
cerrada y convera. Sean v € (0,1], 5 >1, >0 fijosy § € R tal que

0'(y) =15<3
Consideremos:

p(x) = br [0 (f(rz) T gj) + 0@)] si x €Dy

(4.11)
00 caso contrario,
entonces Vd € R™, d # 0, se cumple:
/ B (fo(d)  si deDy
Poo(@) = { foo (4.12)
00 caso contrario.

Demostracion . Para 3, u y r fijos escribimos p de la siguiente forma:

mw:{wwm@»+q si z €Dy (413

00 caso contrario,
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donde h(z) =12 14 v C=pr=060).
De esta forma tenemos que h es propia, cerrada y convexa, ademas D, = Dy.

Tenemos que:

) h(x + Ad) — h(z)

hOO(d) - )\l—i}—{loo A
M+Q_M_g
= lim L T
A——+00 )\
1 fe M) = (@)
T A—+o0 A
L@
.

Usando el lema anterior nos queda:

S(d) = {ﬁr&oo(hoo(d)) si deD,

+00 de otra forma.

{ B0 (foo(d)) si deDy

+00 de otra forma.

Para el problema (P) primal podemos considerar las siguientes hipotesis:
(A1) El conjunto S* de soluciones 6ptimas del problema, es no vacio y
compacto.

(A2) Existe 7 € Dy tal que fi(z) <0, ¢ = 1,...,m. Esta condicion es

llamada Condiciéon de Slater.

Proposiciéon 4.1.3 (Ver [3], Lema 5.4 )

Sea la funcion 6 definida en (4.1), sea r € (0,1] fijo. Supongamos que
se satisface (A1), entonces existe 3 > e = (1,1,...,1) tal que para todo
B>B>e ypara u con p; € (0,05), el conjunto

S = argmin Lg . (x, 1),

. . / . e
es no vacio y compacto. Si (fo),, s no negativa, entonces la conclusion es

vdlida para todo (> e.
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Demostracion .

Tomemos r € (0,1] fijo. Sea p tal que pu; € (0,5;) para i=1,...,m,
para facilitar la notacion escribiremos que p € (0, 3).

Consideremos §; tal que 6 (7;) = u;/B; < 1.

Para facilitar la notacién escribimos:

L) = Lot = o) + 3 i [0 (2 45) 03|

r

Consideremos Vd € R", d #0 a I1(d) el conjunto de indices i =1,...,m
tales que (f;)., > 0. Del mismo modo definimos I (d) = {i : (f;)., < 0}.
Ademaés denotemos K ={deR":d € Ql Dy}

Usando las propiedades de la funciéon de recesion (ver [16], Teorema 9.3), asi

como el Lema 4.1.1, tenemos:

(Fo)uld) + 35 BL((F)(d) s dek
L (d)= =

+00 de otra forma.

Tomamos d € K tal que ||d|| =1, entonces para cada §>e vy p € (0,0),

se deduce:
D BO(()w(d) = D B @)+ D Bilfi)u(d)b(=1).
=1 €13 (d) i€l (d)

Como 6. (1) =1y 6. _(—1) =0, tenemos que para d € K tal que ||d|| =1

se cumple:
(fo)so (d) sio (fi)(d) <0, Vi,
I (d) ={ (Jo)wld) +ie§(d) Bi(fi)so(d) si I (d) #0
+00 si dé K.
Estudiamos cada uno de los casos: si L__(d) = (fy),(d), se tiene que

L. (d) > 0, ya que (fy).(d) > 0, por que de lo contrario se contradice
la hipotesis (Al).
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Si L. (d) = (fo)o(d)+ > Bi(fi)(d), entonces: L. (d) >0, ya que:

i€l (d)

(fo)ood) >0 vy > Bilfi)u(d) > 0.

i€l (d)

Por lo cual:

’

Loo(:) = (Lgr)ao() > 0, VB >e.

Lo cual quiere decir que S es no vacio y compacto.
Si (fo)a(d) < 0. Usando la continuidad de la funcion de recesion, deducimos

que existe un 0 > 0 tal que:

vdeK, |dl=1, max (f).(d) =6

i=1,....m

De esta forma tenemos para [ >e, p€ (0,50) y Vde K, |d| =1,
D Bl ((fi)oo(d)) = B;0, paraalgin j € {1,...,m}.
i=1

Por lo cual, Vd € K, ||d|| =1,

Lo(d) > (fo)wo(d) + B;0.

Si tomamos para cada j=1,...,m

—inf{(fo)(d) : d € K, |d| =1}

5 Y
obtenemos que (fo)..(d)+beta;0 > 0. Por tanto: V3 > 3, Vu € (0, ), Vd €
IC, ||d|| = 1, se verifica:

BJE

Loo(d) = (L) oo(d) > 0.

La proposiciéon anterior garantiza que las minimizaciones consideradas en el

algoritmo 2.1.1 estan bien definidas cuando iniciamos con un 3% > f.
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Proposicién 4.1.4 ( Ver [3], Proposicién 5.6)
Sea 0 la funcion de penalidad definida por (4.1). Dados € R™, r € (0,1]
y € (0,0). Consideremos la funcion

VER 5 (0.0) = Pl = Yplo) = 3 o (%-+0) 063

donde 0'(§;) = pi/B;i <1 para i=1,...,m. Entonces se cumple:

r=r§ o () (5) 01 () -]

Demostracion . Sitomamos f(y;) = 0(y;+7;), entonces usando la Proposi-
cion 1.2.1(5) obtenemos: f*(s;) = 0*(s;) — visi.
Si h(y;) = Birf (%), entonces, usando la Proposicién 1.2.1(2) se deduce:

W(s) = Brf (ﬁ)
= pirt” (E) — TYiSi-

Ademés p(y;) = h(y;) — C;, donde C; = B;r0(y;), para i =1,...,m. Por lo

cual

pi(s;)) = h'(s;)+C;

— {@0* (@) — ;s + ﬁie(gi)] :

Ahora usamos la Proposicién 1.2.5, con z=y; y s; = ‘“ , de donde se

deduce:
~ i - i
0(9:) = 9 — 0" (—>
Bi Bi
Por tanto tenemos que para cada 7 =1,...,m, se tiene:

po) = e[oor () s (oo ()]
= r|per (5) - 00 (5) -t
i) e () (B)n]
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Concluimos que:
ro=r$ o () (5) - (5) -]
; fi Bi Bi

Consideremos una nueva version del problema dual (D) escrito de la siguiente

manera:

_ maximizar ()
(D) .
sujeto a w € [0, 4]
con (3> e fijo.
El método de punto proximal se puede usar para resolver el problema (D),

usando la distancia de Bregman asociada a 6*, genera una sucesion tal que:

H’O € Sl = (Ovﬁ>a
pF € arg min{—p(y) + r* D, %)}, (4.14)
4 1

donde

s €8 h(s) = éﬁie* (;—) . (4.15)

La expresion (4.14) es equivalente a:

Pt € arg max{p(y1) - " Dy (p, 1)}, (4.16)
peST

donde 7% € (0,1] para todo k. Notémos que las expresiones (4.14) y (4.16)
estan bien definidas, en virtud de la convexidad estricta de Dy: (-, 1) y por
ser coerciva.

La funcién h genera la siguiente distancia de Bregman:

- * Si * 4 x\/ i
Dp(s,p) = Z {@9 (—) — 30 <M—) — (") (M—) (si— Mz)} . (417)
2 b 5 5
El gradiente de la funcién Dy(s, ) viene dado por:

v =3[0 (3) -y (%))

=1

103



Teorema 4.1.5 ( Ver [3], Teorema 5.15)

Consideremos una sucesion {r*} en (0,1], sea {u*} la sucesion generada
por (4.14) aplicada al Problema (D), y sean {2*} y {i*} las sucesiones por
(2.14) y (2.15)generadas por el Algoritmo 2.1.1 correspondiente al método de
multiplicadores basados en shifts con la penalidad 6. Sz 0=’ y g=p"
para todo k € N, donde 3 € RZ, entonces Vk € N, [i = uk.

Demostracion . Consideremos (% = 3 para todo k € N, donde 3 € R”.
Usaremos induccion:

Por hipotesis ° = u°, supongamos que ¥ = p*. para k € N.

Sea g tal que 6(g;) = %7 Si 2™ € argmin, Lg, (-, i¥), entonces por (2.16)
tenemos que #*"! minimiza al lagrangeano clasico L(-, i*).

Por otra parte, para todo u € R™

p(p) = inf{f(z)+ Z,uzfz 1 € R"}
< f<fk+l>+iuifi<fk+l>
i=1
_ f(:i‘k—H) + iﬂf-ﬁ-lfi(i,k-l-l) + i( Ak-l-l)fz( k+1)
j i=1

k‘l Ak‘l k:l

Por lo cual (f1(2%1),..., fu(2¥FY)) € Op(ifth), ya que ¢ es concéva.
Por (2.15) tenemos Vi =1,...,m.
k1 N k1
P (ﬁ(ﬂ: ), y) Iy (8 y)
£§+1 ~ fz(i,k“f’l)
Bi ) e rk
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Usando la hipotesis de induccion, tenemos Vi =1,...,m:

k) =t ) (“7) (o) (%)] € Dp(AH).  (419)

Usando (4.18) y (0')~' = (0*)', concluimos que i es una soluciéon tinica

de (4.14) obtenida a partir de p*, por lo cual fft = p~*t, |

Proposicion 4.1.6 ( Ver [3], Proposicion 5.17)
Sea {u*} la sucesion (4.16) generada por el método de punto proximal,

entonces:

i) La sucesion {u*} es acotada.

ii) La sucesion {3} generada por el algoritmo 2.1.1, correspondiente al

método de multiplicadores basados en shifts con penalidad 0, es acotada.
Es decir existe ki € N tal que Yk > ki, (¥ = gk.

Demostracion .

i) De (A2) (Condicion de Slater) se deduce que la funcion ¢(-) es acotada
superiormente por un valor 6ptimo f . Como h es una funcién de Breg-
man, el conjunto Dy, (-, u*) tiene conjunto de nivel acotado.

Definimos los conjuntos:

L={neSi o) >’}  Q=max{|ule:pe L}

de esta forma p* € L para todo k € N. Por lo tanto ||p*]|ec <
Q, VkeN

ii) La actualizacion de (¥ en el algoritmo 2.1.1 establece que para i =
B entonces B! = 28%, caso contrario G5! = g
27 {2 70 i i °
Como Vk € N, ||g*]|sc < @, tenemos que si para k; € N, gf > @,

entonces (3¢ = ¥ para todo k > k.

L...,m;sipf >
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Teorema 4.1.7 (ver [3], Teorema 5.18)
La sucesion {*} generada por el método de punto prozimal con distancia de

Bregman (4.14) converge a una solucion dptima del problema (D).

El siguiente Teorema establece la factibilidad ergodica y la convergencia
ergodica de una sucesion {Z*} de medias primal asociada a la sucesion {z*},
de igual forma se establece la complementaridad de la sucesiéon {z*}. Un
resultado parecido presenta Castillo en (|3], Teorema 5.22) para las familias
de penalidades AL1 y Al2, no obstante realiza la demostracion para la pe-
nalidad del tipo AL2, dejando planteado el caso para AL1. La demostraciéon
que se presenta a continuacion es para la penalidad 6 definida en (4.1), la
cual cumple con las caracteristicas de las penalidades de tipo AL1, excepto
que no es estrictamente convexa.

Ademas se establece la acotacion de la sucesion {z*}, asi como su conver-
gencia a una soluciéon optima del problema (P) sin necesidad de considerar

las dos condiciones adicionales que en el mencionado Teorema se imponen.

Teorema 4.1.8 ( Ver [3], Teorema 5.22)

Suponga vdlidas las hipdtesis A1 y A2 con respecto al problema (P). Con-
sideremos las sucesiones {z*}, {u*}, {r*}, {B*}. generadas por el método de
multiplicadores con shifts definidas en el Algoritmo 2.1.1 usando como pe-

nalidad la funcion 0. Considere ademds la sucesion de medias primal {z*},

con: P
ok Zj:l z? /!
T <k 4/
Zj:l 1/rd
Entonces:
i) Parai=1,...,m sewverifica klim sup f;(z%) < 0. (factibilidad ergodi-
——400
ca).
ii) Parai=1,...,m se verifica klim pk fi(z%) = 0 (Complementaridad,).
— 400

iti) Todo punto limite de la sucesion de medias primal {Z*} es una solucion

dptima del problema (P) (Convergencia ergddica).
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w) Para 1 =1,...,m, klim fi(z*) <0, {2%} es acotada y cualquier
— 400

punto limite de {x*} es solucidn dptima de (P).

Demostracion .
k
Consideremos la sucesion {7F} tal que 0 (gF) = B’“’ para i =1,...,m
i) Mostremos que para ¢ =1,...,m; se verifica klim sup fi(z*) < 0.
—00

Por la Proposicion 4.1.6 se tiene que la sucesion {u*} es acotada y
existe un k; € N tal que 3% = g%, Vk > k;. Por lo cual

y
G =g+ T, Yk > k. (4.20)
T

Donde 9( k+1) %’ (9/(172): oy yic+1 filz l<:+1> y ke (0, 1]

1 ﬂkl ?

Tomando la suma en ambos miembros de (4.20) obtenemos para i =

1,....m:
k yj
~k _ ~k Yi
Ui =9, + o (4.21)
Jj=k1
Como f;(+) es convexa para i =1,...,m tenemos:

fi (Zf:l wj/rj) ZJ LI = 251 11yf/rj + z?zkl yf/rj
i Z?:l /ri )] — Z L 1/ri Zj:1 1/ri Z§:1 i .

(4.22)
Por otro lado para cada i = 1,...,m se verifica 0 (§F) = Z—:, Vk € N,
ademas por (4.3) tenemos que 0 < #'(z) < 1, Vz € R, se deduce que
0< £ 6’“ <1, Vk e N.
Luego, usando (4.5) se tiene:
’ /,Lk
—L<gi=0)" (G < L
por lo cual {gF} es acotada para cadai=1,...,m.
De (4.21 ) obtenemos:
k j k1—1 yj k j k1—1 yj
Ji_ ? Ji Ji _ ~k1
Zﬂ,_ N+Zﬂ§ e (4.23)
=1 j=1 =k =1



i)

k
Dividiendo (4.23) entre Y 1/r7, y usando (4.22) obtenemos:
i=1

Z] 1 TJ + M ~k1
Zj:l 1/rd

Como r* <1 para k € N, se tiene que 2521 1/r7 — oo. De donde

se deduce que:
klim sup f;(z%) < 0.

La funciéon ¢ es concava y por (4.19) y** € 9p(p**1), por lo tanto:

D (b = Y = (i) = p(ut ).

Luego

De donde:

SN ( W 1) it > (i) — lim @(pk) > —oo.

- k—o0
k=1 i=1

Sabemos por (4.20) que:

k+1

P =g =T k>

Donde 7% € (0,1]. Como 6 es convexa se tiene que la derivada p; =

6 (7;) es no decreciente. De esta forma si yf“ > 0, tenemos que

grtt > gk por lo cual pr™ > pF de donde H’Z}H 1<0.

1

Si Yt < 0, se deduce FFt' < gk, por tanto pftt < uk oy asi
u’“ it —1>0.
Se concluye que a partir de k; todos los términos de la suma anterior
son no positivos y como tal suma estd acotada inferiormente se puede
deducir que:

- k41 Mk k41

i=1 i
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Como cada uno de los términos es de igual signo se deduce parai=1,...,m

it (u’,f—i — 1) Yttt — 0. (4.24)
Por el Teorema 4.1.7 {u*} es convergente.
Sipara i =1,...,m puF — pu* > 0, entonces para un k suficientemente
grande se tiene:
h )
G v

k
de donde 0 < ﬁ“,jl < 1, por lo que podemos calcular la inversa:

nmwzww(%)

k—oo ﬁz

k k
Por otro lado: f—k = gjf“ —¢¥ y. Tomando limite tenemos j{—k — 0,y

como r* € (0, 1], se deduce que y¥ — 0 y tenemos que limy_, oo puFyr.
Consideremos ahora el caso cuando p¥ — 0. Supongamos que para un

i =1,...,m se cumple
Ty > e>0, VkeN. (4.25)

Por (4.24) y por (4.25) se obtiene:

k
12
E+1
2%

— 1. (4.26)

Por (4.25) tenemos que |yF™| > paat
Ademas 6(z) > 0 Vz € R. Luego gnﬂge(t) =0.
S

Podemos considerar dos casos:

k+1
a) Siyf™ >0, usamos it — §f = Y por la convexidad de 0 y
k ’ .
% =0 (7F), se tiene:
05 ) = 0 +0 @) - )
k, k41
_ ~ o HiYi
= Q(yi)JrW
LW
= Ghrk AT
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Como r* € (0,1], se tiene que 7* < 2 y por (4.26) se obtiene para

un k suficientemente grande:

~kt1 €
luego §F > 6~ (26 ) =, ya que @ es creciente.
=0 (g;") >0 (7) >
0, lo cual contradice el hecho que uf — 0. :
b) Si yF! <0, por la convexidad de 6 se deduce:
K, k+1
- ~ iy
0(5) > 05+~ g
€ _€
- 7”“ 26?1 .

].C !y~ /
¥ =) =1,y asi ;Tl =0 (gF) > 0 (y) > 0, contra-

dictorio con ¥ — 0.

Luego §F > 071(=5

Podemos concluir que hm n Ff(ah) =

k

iii) Sabemos que z* minimiza al lagrangeano L(-, u*), luego usando la parte

ii) tenemos:

Jm oe(ut) = T [F(2%) + 350, fi(2) w27)
= limf@").

Por el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 2.1.2), se deduce que:

e(p*) < () = f(z*), Vk. (4.28)

f(z) = i:le TJ
Por lo cual:
. _ X S/ .
lim sup f(z%) < lim ST fa®), (4.29)



iv)

ya que f(z*) — f(z*) y r* € (0,1].
Dado € > 0, para k suficientemente grande de (4.29) y de i) tenemos:

he{r e R": f(x) < f(x") +e filz)<ei=1,...,m}.

Usando ([3], Corolario 5.21 ) se tiene que este conjunto es compacto y
por lo tanto {Z*} es acotada.

Dado Z, un punto limite de {Z*}, entonces z* X, Z, con K € N. De
esta forma f(Z) < f(z*) y T es factible, por lo cual T es una solucion
Optima de (P).

Sabemos que u* — p*, consideramos i = 1,...,m. Si u¥ — u; >0,
entonces por ii) se tiene limy ., f;(z*) = 0.

Si uf — 0 entonces JF — —1y ¢ — —1.

Como:
s
gt =g =, Yk >k
.

k
Tomando limite nos queda: % — 0, por lo cual:

lim sup f;(z"™) < 0.

k—o0

Por otro lado Finalmente de (4.27) y (4.28) nos queda:

lim f(2*) = lim (u) < o(i*) = (). (4.30)

k—o0 k—o0

luego:
e e {r e R": f(z) < f(z") +e filz)<ei=1,...,m}.

Usando nuevamente ([3], Corolario 5.21) se tiene que este conjunto es
compacto y por tanto {z*} es acotada.
Ademas por (4.30) se deduce que cada punto limite de {z*} es una

solucion optima de (P).
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4-2 IMPLEMENTACION NUMERICA

Finalmente presentamos en este trabajo una implementacién numérica del
método de mutiplicadores basados en shifts con la penalidad 0, ya estudiada.
El propésito es realizar pruebas computacionales que muestren el desempeno
del método considerado, en virtud de lo cual se realiz6 un programa com-
putacional usando el software matematico Matlab, se incluye un programa
principal, el cual usa varias subrutinas.

En esta seccién mostramos el programa principal y posteriormente lo usa-
remos para dar una aproximacion de la solucién de algunos problemas de

optimizacién convexa.
PROGRAMA PRINCIPAL:

% Método de multiplicadores con shifts usando una penalidad especifica.
format short

clear all

global objetivo epsibfgs epsigold epsilon n m restrito teta...
restric delta ...
kmax ifeval igradobjetivo ibfgslanau igolden ipenalty irestric

ifeval=0; igradobjetivo=0; ibfgslanau=0; igolden=0; ipenalty=0; irestric=0;
problema=input ("Problema (P1): ’)’s’);

if length(problema)==0 problema="P1’; end;

eval(problema);

xk=x0;

rk=r0;

betak=beta0;

muk=mu0;

ytildek1=0;

for i=1:m,
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ytildek(i)=ytilde(muk(i),betak(i));
end
if n==2 disp(’ x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo fiagrangeana’),
fprintf( %8.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f \!,
xk(1), xk(2), muk(1), muk(2), feval(’f’ xk),
feval(’fianau’, xk, rk, betak, ytildek ) );

end

k=0;

goon=1;

while goon==1,

xk1=Dbfgslanau(xk,rk,betak,ytildek);

% pause

if norm(xk1-xk)<.0001 |(k==kmax), goon=0; end;

vkl=feval(restric,xk1);

irestric=irestric+1;

for i—1:m, %Actualizacion del multiplicador

muk1(i)=betak(i)*tetakg(yk1(i) /rk(i)+ytildek(i));

end

rk=rk/2;

% Regla de parada con el multiplicador

for i=1:m,

if muk1(i)>betak(i)/2,

betakl(i)=2*betak(i);
ytildek1(i)=ytilde(muk1(i),betak1(i));

else
betakl(i)=betak(i);
ytildek1(i)=ytildek(i)+yk1(i)/rk(i);
end
end
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betak=betakl;
xk=xkl;
ytildek=ytildek1;

if n==2,

plot(x0(1),x0(2),*’)

hold on

plot(xk1(1),xk1(2),*")

hold on

fprintf(’ %8.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f %10.8f
%10.8f %10.8f \n’/, xk1(1),xk1(2),muk1(1),muk1(2),

feval(’t’,xk), feval(’fianau’ xk,rk,betak,ytildek), betak(i),betak(2),rk(i));
hold on

end;

k=k+1;

end

y=f(xk)

fprintf("Nro de evaluaciones de la funcion %8.0f\n/, ifeval);
fprintf(’Evaluaciones del Gradiente %8.0f\n’, igradobjetivo);
fprintf("Nro de busquedaslineales %8.0f\n’, igolden);
fprintf(’Nro de iteraciones del BFGS %8.0f\n/, ibfgslanau);

Zoo1m on.

A continuacion presentamos algunos problemas propuestos en [7] y [2| donde

la funcién objetivo es una funcién convexa y las funciones asociadas a las

restricciones también son convexas, estos problemas son resueltos usando el

mencionado programa y presentamos como solucion las salidas que arroja

este:
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Problema 1:( Ver [7], Problema 22 )

f(z) =0.77(x1 — 2)* + (w5 — 1)?

minimizar

sujeto a 22— 19 <0
T1+ 29— 2 <0.
Solucién:

z(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo | fiagrangeana
0.50000000 | 0.50000000 | 0.16666667 | 0.16666667 | 1.98250000 | 1.92868056
1.21180099 | 1.04280393 | 0.37949552 | 0.29396913 | 0.48020059 | 0.96242824
0.99685734 | 1.04203346 | 0.54401548 | 0.46016238 | 0.77661411 | 0.77592189
0.99918281 | 1.00491846 | 0.51780680 | 0.50725571 | 0.77128318 | 0.77038154
1.00108861 | 0.99959388 | 0.51227438 | 0.51271566 | 0.76832461 | 0.77011286
0.99945467 | 1.00012858 | 0.51344743 | 0.51150754 | 0.77084006 | 0.77005412
1.00026774 | 0.99991466 | 0.51381262 | 0.51067622 | 0.76958775 | 0.77002671
0.99987572 | 1.00004578 | 0.51484373 | 0.51148886 | 0.77019141 | 0.77001160
1.00006264 | 0.99999104 | 0.51319005 | 0.51333599 | 0.76990354 | 0.77000534
0.99997593 | 1.00000291 | 0.51730674 | 0.51479028 | 0.77003706 | 0.77000133

Tabla 4.1: Sucesiones z*, ¥, f(2*) y L(z*, u*), Problema 1

Nro de evaluaciones de la funcion | 507
Evaluaciones del Gradiente 30
Nro de busquedas lineales 21
Nro de iteraciones del BFGS 9

Tabla 4.2: Resumen Problema 1

Minimizador aproximado:

(x7,23) = (0.99997593,1.00000291)

Minimo aproximado:
f(z7, x5) = 0.7700
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Figura 4.4: Comportamiento de x*, Problema 1.

Problema 2: ( Ver [7], Problema 14)

minimizar f(x1, %) = (z1 — 2)? + (2o — 1)?
sujeto a 0,2522 + 25 — 1,5 <0
Ty — 2%2 +1 < 0.

Solucion:

Minimizador aproximado:

(%, 23) = (1.15832334, 1.07918620)

Minimo aproximado:

f(z7,23) = 0.7147.
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x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo | fiagrangeana
0.90000000 | 0.90000000 | 0.16666667 | 0.16666667 | 1.22000000 | 1.21138889
1.65289622 | 1.06979588 | 0.33040652 | 0.42331890 | 0.12535250 | 0.80289211
1.35801383 | 1.10047628 | 0.66624481 | 0.83703240 | 0.42224172 | 0.77693901
1.21976931 | 1.08573733 | 0.86938414 | 1.03021104 | 0.61611082 | 0.74930782
1.15498922 | 1.07452461 | 0.97734870 | 1.12525109 | 0.71959714 | 0.71804740
1.15940588 | 1.08124696 | 0.96458154 | 1.12147397 | 0.71319955 | 0.71616363
1.15786687 | 1.07814731 | 0.96908630 | 1.12328164 | 0.71529520 | 0.71539781
1.15850956 | 1.07964860 | 0.96652375 | 1.12309025 | 0.71445005 | 0.71503945
1.15821971 | 1.07891318 | 0.96786517 | 1.12296939 | 0.71482135 | 0.71486829
1.15835725 | 1.07927679 | 0.96715407 | 1.12314057 | 0.71464732 | 0.71478512
1.15829032 | 1.07909610 | 0.96748771 | 1.12309631 | 0.71473137 | 0.71474423
1.15832334 | 1.07918620 | 0.96732529 | 1.12311386 | 0.71469006 | 0.71472393

Tabla 4.3: Sucesiones 2, ¥, f(z*) y L(z*, u¥), Problema 2

Nro de evaluaciones de la funcion | 765
Evaluaciones del Gradiente 41
Nro de busquedas lineales 30
Nro de iteraciones del BFGS 11

Problema 3:( Ver [2|,Ejercicio 4.7)

minimizar

sujeto a

Solucion:

[z, 22) = (21 —

22—y —1<0

.%’1+l'2—6§0

Minimizador aproximado:
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Tabla 4.4: Resumen Problema 2

9)2 + (:L’Q - 2)2

(%, 23) = (1.77066217, 2.13534635)




x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo | fiagrangeana
1.00000000 | 2.00000000 | 0.16666667 | 0.16666667 | 1.56250000 | 1.50694444
1.80948081 | 2.12107419 | 0.24323997 | 0.00000000 | 0.20871612 | 0.26942138
1.76002078 | 2.13910233 | 0.27838411 | 0.00000000 | 0.25942909 | 0.25132862
1.77495638 | 2.13486578 | 0.26816366 | 0.00000000 | 0.24385522 | 0.24901373
1.76876439 | 2.13552486 | 0.27138278 | 0.00000000 | 0.24995470 | 0.24844744
1.77162028 | 2.13524213 | 0.27056352 | 0.00000000 | 0.24713759 | 0.24824106
1.77023033 | 2.13540433 | 0.27071138 | 0.00000000 | 0.24851327 | 0.24814734
1.77091849 | 2.13531731 | 0.27040894 | 0.00000000 | 0.24782986 | 0.24810028
1.77057798 | 2.13535743 | 0.27082126 | 0.00000000 | 0.24816711 | 0.24807741
1.77074691 | 2.13534043 | 0.27064764 | 0.00000000 | 0.24800056 | 0.24806649
1.77066217 | 2.13534635 | 0.27070854 | 0.00000000 | 0.24808339 | 0.24806113

Tabla 4.5: Sucesiones z*, ¥, f(z*) y L(z*, u¥), Problema 3

Figura 4.5: Comportamiento de z*, Problema 3.

Minimo aproximado:

f(x],x5) = 0.2481.
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Nro de evaluaciones de la funcion | 590
Evaluaciones del Gradiente 31
Nro de busquedas lineales 21
Nro de iteraciones del BEFGS 10

Tabla 4.6: Resumen del Problema 3

Problema 4:(Ver [2]|, Ejemplo 6.4.2)

minimizar

f(x1,29) = 2] + 23

sujeto a —r1 — 29+ 3.5<0
r1+ 225 — 6 <0.
Solucién:

x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo | fiagrangeana
3.00000000 | 3.00000000 | 0.16666667 | 0.16666667 | 18.00000000 | 20.27777778
0.50173197 | 0.49802584 | 1.00000000 | 0.00000000 | 0.49976471 | 5.25024908
1.00000166 | 1.00000168 | 2.00000000 | 0.00000000 | 2.00000668 | 7.74999332
1.66666678 | 1.66666678 | 3.33333153 | 0.00000000 | 5.55555631 | 6.54860979
1.74741762 | 1.74741763 | 3.49860354 | 0.00000000 | 6.10693671 | 6.12671330
1.75121446 | 1.75121447 | 3.50842394 | 0.00000000 | 6.13350421 | 6.12573765
1.74943022 | 1.74943021 | 3.49883713 | 0.00000000 | 6.12101216 | 6.12533177
1.75028154 | 1.75028154 | 3.50055489 | 0.00000000 | 6.12697092 | 6.12516218
1.74986006 | 1.74986006 | 3.49970733 | 0.00000000 | 6.12402045 | 6.12508017
1.75006976 | 1.75006976 | 3.50014619 | 0.00000000 | 6.12548830 | 6.12503985
1.74996518 | 1.74996518 | 3.49992436 | 0.00000000 | 6.12475623 | 6.12501987
1.75001701 | 1.75001701 | 3.50321000 | 0.00000000 | 6.12511908 | 6.12500937

Tabla 4.7: Sucesiones ¥, u*, f(2*) y L(z*, 1*), Problema 4

Minimizador aproximado:

Minimo aproximado:

f(z7,25) = 6.1251
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Nro de evaluaciones de la funcion | 651
Evaluaciones del Gradiente 33
Nro de busquedas lineales 22
Nro de iteraciones del BEFGS 11

Tabla 4.8: Resumen del Problema 4

Problema 5:(Ver [2|, Ejercicio 4.24)

minimizar

f(z1,m0) = 22 — 2129 + 225 — 41 — HTo

sujeto a 1+ 22, —6<0
r1—2<0.
Solucién:

x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo fiagrangeana
1.50000000 | 1.00000000 | 0.16666667 | 0.16666667 | -8.25000000 | -8.30555556
2.55559122 | 1.77774626 | 0.22220853 | 0.44446228 | -10.80247890 | -10.24843467
2.31883211 | 1.76569871 | 0.12797993 | 1.00000000 | -10.58581463 | -10.07315041
2.13047039 | 1.78260177 | 0.00000000 | 1.52188156 | -10.33842847 | -10.00368781
2.01265960 | 1.75353026 | 0.00000000 | 1.72443517 | -10.14701380 | -10.12005465
1.99477615 | 1.74873169 | 0.00000000 | 1.75982559 | -10.11583438 | -10.12328098
2.00238897 | 1.74872940 | 0.00000000 | 1.74555645 | -10.12916873 | -10.12426813
1.99889079 | 1.74878618 | 0.00000000 | 1.75647127 | -10.12305605 | -10.12468938
2.00052835 | 1.75011815 | 0.00000000 | 1.74974997 | -10.12592437 | -10.12485696
1.99973787 | 1.74994003 | 0.00000000 | 1.75079903 | -10.12454122 | -10.12492979
2.00013631 | 1.75026480 | 0.00000000 | 1.75617648 | -10.12523843 | -10.12496098
1.99992890 | 1.74998300 | 0.00000000 | 1.75014063 | -10.12487556 | -10.12497930

Tabla 4.9: Sucesiones z*, u*, f(2*) y L(z*, 4¥), Problema 5

Minimizador aproximado:

(x3, %) = (1.99992890, 1.74998300)

Minimo aproximado:

flat, x5) = —10.1249.
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Nro de evaluaciones de la funcion | 787
Evaluaciones del Gradiente 40
Nro de busquedas lineales 29
Nro de iteraciones del BEFGS 11

Tabla 4.10: Resumen del Problema 5

Los problemas que se han resuelto han sido presentados por Hock y Schitt-
kowski en [7] y Bazaraa y Shetty en [2], al aplicar el programa se han obtenido
soluciones muy cercanas a las expresadas en |7] y en [2], por lo cual podemos
deducir que el método de multiplicadores basados en shifts con la penalidad
no coerciva 6 tiene buen desempeno computacional, en el sentido que en-
cuentra las soluciones 6ptimas. Por otro lado se puede observar que el valor
minimo del problema primal coincide, con cierta tolerancia, con el valor 6p-

timo de la funcion lagrangeano aumentado.

Otro aspecto importante observado es que el ntimero de evaluaciones de la
funcion objetivo y de los gradientes no es muy elevado, de igual forma los
problemas convergen, con la tolerancia fijada, en un nimero razonable de

iteraciones.

Los problemas que se han analizados son problemas que no revisten ma-
yor complejidad, ademéas son problemas de dos variables y dos restricciones
puesto que el objetivo en este caso es mostrar la eficiencia del método para
encontrar los 6ptimos, no obstante queda abierta la posibilidad de hacer
analisis para problemas mas complejos y de mayor nimero de variables y

restricciones en proximas investigaciones.
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CONCLUSIONES

El método de multiplicadores inexactos presentados por Kiwiel en [9] difiere
del método de multiplicadores basados en shitfs presentados por Castillo en
|3] en que la funcion de penalidad que emplea Kiwiel en su método es coerci-
va, en cambio Castillo presenta un algoritmo para penalidades no coercivas
de tipo AL1 y otro para penalidades coercivas de tipo AL2, en este sentido
se hace posible el uso de la penalidad 6, la cual no es coerciva en el método

de multiplicadores basados en shifts.

La penalidad 6 que se consider6 en esta investigacion es propia, cerrada,
convexa, continua, esencialmente suave, no coerciva y cumple las propiedades
de ALT1, excepto la convexidad estricta. Ademés la conjugada de 6 es la fun-
cion 0*(y) = y(y — 1), con Dy« = [0,1]. Como la funcién de penalidad ¢
usada por Kiwiel es coerciva y verifica lo siguiente Ry Cim V¢ C R, en-
tonces # no es considerada por Kiwiel en su método, ya que € es no coerciva
y ademas im V0 = [0, 1]. Por otro lado 6 no es estrictamente convexa, por
lo cual no pertenece a la familia AL1, de donde tampoco ha sido considerada
por Castillo, no obstante esta condicion de convexidad estricta no restringe

el uso de esta penalidad en el método de multiplicadores basados en shifts.

El método de multiplicadores basados en shitfs con la penalidad 6 es eficiente
desde el punto de vista teérico, ya que demostramos que la sucesion {u*}
es convergente, ademas se establecié que la sucesion {z*} es acotada y con-
verge a una solucion 6ptima. Este resultado se obtuvo sin necesidad de usar

dos condiciones que us6 Castillo para probar un resultado similar en |3].
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Asimismo se puede decir que el método de multiplicadores basados en shifts
con la penalidad no coerciva 0 es eficiente desde el punto de vista computa-
cional, ya que se realizd6 un programa en Matlab que logr6 hallar una buena
aproximacion a las soluciones 6ptimas de algunos problemas en un nimero

razonable de iteraciones.
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