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Introduccion

Recientemente ha habido un gran interés en el estudio de la dinamica discre-
ta proveniente de aplicaciones monoétonas sobre espacios de Banach fuertemente
ordenados, ver por ejemplo [DH], [HL], [PT1], [PT2], [Tal], [Te], [S1], y [EY].

Aunque un gran numero de modelos matematicos de competencia de dos es-
pecies son expresados en términos de aplicaciones monoétonas, todavia la teoria
de los sistemas dindmicos discretos monotonos no ha sido sistematicamente em-
pleada en el estudio de estos modelos. Una razon para esto es indudablemente
el hecho de que estos modelos originan mapas que son monoétonos sb6lo para un
parte del espacio de parametros o del espacio donde actuan. Esto esta en severo
contraste con el caso de los modelos de competencia entre especies provenientes
de las ecuaciones diferenciales, los cuales originan, casi que invariablemente, sis-
temas dinamicos continuos mondétonos en todo el espacio. Ademas, las aplicaciones
de primer retorno de Poincaré asociadas a ecuaciones diferenciales ordinarias con
variacion de tiempo perioédico, son mucho mas simples que las aplicaciones tipica-
mente usadas en modelos discretos de la Biologia.

Como una ilustracion, el conocido modelo de Lotka-Volterra de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, ver [S1], genera un sistema dinamico continuo y monoétono
en el primer cuadrante del plano real; pero la contraparte discreta

Up+1 = Up exp[r(l - Up — byn)]

(1)

Vni1 = Vn €XP[s(1 — cup — vy,)]



genera un sistema dinamico discreto mono6tono sblo cuando la rata intrinseca de
crecimiento de cada poblacibn no es muy grande. En oposicion al anterior modelo,
el siguiente debido a Jones y Perry,

Cly,

(a+ cu, +vy)
v, (2)

(b + uy, + duvy,)

Upt1 = au, + (1 — )

Unt1 = Bup + (1 - 6)

el cual modela la competencia de dos especies de nematodos! sobre un planta en
cosecha. Este sistema dinamico discreto es monétono sobre el primer cuadrante

para todos los valores paramétricos que son relevantes biolégicamente.

Pese a la limitada aplicabilidad de los sistemas dinamicos discretos a las ecua-
ciones en diferencia provenientes de la Biologia, luce importante desde el punto
de vista teorico llamar la atencion a los cientificos del area. En la clase de todos
los sistemas dinamicos discretos, son conocidos muy pocos que conducen a una
dindmica relativamente simple. Lo cual de por si despierta mucho interés para los
matematicos.

1Gusanos nematelmintos cuyo aparato digestivo consiste en un tubo recto que se extiende a lo
largo del cuerpo, entre la boca y el ano.



Capitulo 1

1.1. Transformaciones competitivas y cooperativas

planares

Aunque se estudiaran principalmente transformaciones en el plano, sera con-
veniente tratar las siguientes definiciones en un contexto mas general.

Cada uno de los subconjuntos no vacios B de R™ genera un orden parcial <z en
R™dadoporz <gpy<sy—xzeB

Ademas, diremos que = <p y < y —x € B — {0}, donde 0 = (0,0,--- ,0) € By que
r<Lpyey—aclnt(B).

Dados z,y € R™ con = <p y, denotamos por [z,y]z al conjunto [z,y]p = {z € R™:
r <p z <p y}; el cual se denomina intervalo ordenado segun B.

Definicion 1.1.1 Sean z,y € R™. Diremos que x e y estan relacionados por medio de
<pg, Si se cumple que: x <p yoy <p z; es decir son comparables por el orden parcial
<B.

Definicion 1.1.2 Sea A Cc Ry P : A — R™ una transformacion continua. Diremos
que P preserva B-orden si se cumple: v <p y = P(z) <p P(y) ,Vx,y € A. Ademas,



diremos que preserva estrictamente B-orden, si z <p y = P(z) <p P(y), ,Vr,y€ Ay
que preserva fuertemente B-orden, si z <p y = P(z) <p P(y), Vz,y € A.

Definicion 1.1.3 Sean A un subespacio de R™y P : A — R™ una transformacion
lineal. Diremos que P es A-positivo si P(A) C Ay P es A-fuertemente positivo si
P(A—{0}) C Int(A).

Ahora, para nuestro propoésito solo estudiaremos transformaciones definidas en
el plano R™. En este caso, consideremos dos 6rdenes parciales:

(i) El orden generado por el primer cuadrante, que lo denotaremos por (<, ), donde

Ky ={(u,v) :u>0yv > 0}.

(i) El orden generado por el cuarto cuadrante, denotado por (<), donde

K={(u,v):u>0yv <0}

Definicion 1.1.4 Sea P : R? — R? una tansformacion continua. Diremos que P es
cooperativo si preserva K;-orden, y P es competitivo si preserva K-orden.
Similarmente, diremos que P es estrictamente cooperativo o competitivo (Resp. fuerte-
mente) si preserva estrictamente K;-orden 6 K-orden (Resp. preserva fuertemente K-
orden 6 K-orden).

Definicion 1.1.5 Sea P una transformacion lineal. Diremos que P es positivo (Resp.
fuertemente positivo) si todas sus entradas son no-negativas (Resp. positivas), y P es
K-positivo (Resp. K-fuertemente positivo) si las entradas diagonales son no-negativas
(Resp. positivas) y sus entradas fuera de la diagonal son no-positivas (Resp. negati-
vas).

Observacion 1.1.1 Relacion entre transformaciones competitivas y cooperativas.
Sea P : A C R? una transformacion cualquiera, y consideremos la transformacion
lineal Q : A C R* — R? dada por Q(u,v) = (u, —v).
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La transformacion @ es un isomorfismo entre los espacios parcialmente ordenados
(R?, <g,) Yy (R? <g) en el siguiente sentido:

<k, y & Q) <k Qy) (1.1)

r<gy & Q) <k Q) (1.2)

Ahora, supongamos que P es una transformacion competitiva sobre A.
Sean x = (uj,11);y = (ug, 1) € A tales que: (uy, 1) <k (ug,12). ENntonces, por defini-
cion 1.1.4, tenemos que:
P(uy,vy) <g Pl(ug,vs) (1.3)

con estas hipotesis, veamos que QP(Q es cooperativo sobre QA. Para esto, supon-
gamos que x <, y. Entonces:

(u1, 1) <k, (u2,12) & Qur, 1) <k Quz, 1a). (por (1.1)).
= PQ(ul, 1/1) <Kk PQ(UQ, 1/2). (por (13))
= QPQ(ul,I/l) SKl QPQ(UQ,VQ). (por (12))

similarmente, se tiene que si QP( es cooperativo, entonces P es competitivo. Por
esa razon, nos limitaremos a estudiar solamente las transformacioes competitivas,
debido a sus multiples aplicaciones.

Definicion 1.1.6 Sea A c R? novacioy P : A — R? una transformacion cualquiera.
Diremos que P es C! si para cada a € A, existe un conjunto abierto U en R? y una
funcion F': U—R? continuamente diferenciable tal que: F(w) = P(w), YweUNA:

Definicion 1.1.7 Sea A C R? no vacio.

(i) Definiremos como trayectoria monotona creciente en A a la imagen de una fun-

cion continua ¢ : [0, 1]— A satisfaciendo las siguientes condiciones:
9(0) =z;0(1) =y y s<t=¢(s) <k o(t).
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(i) Definiremos como trayectoria monoétona decreciente en A, a la imagen de una
funcion continua ¢ : [0, 1]— A satisfaciendo:

p0)=z;0(1) =y y s<t=dt) <k &(s).

Definicion 1.1.8 Sea A ¢ R? no vacio.

(i) A es <g-convexo si para cualquier par de puntos z,y € A que estan relacionados
con respecto a <y, el segmento de recta que los une esta contenido en A.

(i) A es <g-poligonalmente convexo si para cada z,y € A con = <k y, existe una
trayectoria poligonal monétona uniendo a x con y en A, cuya cantidad finita de
segmentos son paralelos a los ejes coordenados.

Observacion 1.1.2 Dado u € R, denotaremos por A, a las fibras verticales; es
decir, A, = {r e R* : = = (u,v)} y A, a las fibras horizontales; es decir,
A, ={reR?:z = (u,v)}.

Ejemplo 1.1.1 R? es <g-poligonalmente convexo.

En efecto, sean x = (uy,v1),y = (us, v») € R? tales que = <y y. Luego existe z € A,,NA,,
tal que » <i z <g y Yy la union de los segmentos de recta que une a los puntos = con
z'y z con y es una poligonal monétona uniendo ax con y.

Proposicion 1.1.1 Sea A ¢ R* y P : A—R? una transformacion continua, con
P — (Pl, PQ)

(i) Si A es <g-poligonalmente convexo, P, es no decreciente (Resp. P, es no-creciente)
sobre cualquier fibra horizontal y no-creciente (P, no-decreciente) sobre cualquier
fibra vertical, entonces P es una transformacion competitiva.

Ademas, si F;(i = 1,2) no es constante sobre cualquier segmento no-trivial de
una fibra vertical u horizontal de A, entonces P es estrictamente competitivo.

(ii) Si A es <g-convexo, P es C'! sobre Ay DP(z) es K-positiva, para todo x € A, en-
tonces P es una transformacion competitiva. Ademas, si A es <g-poligonalmente



(iii)

convexo y la primera columna de DP no se anula sobre cualquier segmento no-
trivial de cada fibra horizontal de A y la segunda columna no se anula sobre
cualquier fibra vertical de A, entonces P es estrictamente competitivo.

Si A es <y-convexo, P es C' sobre Ay DP(z) es K-fuertemente positiva, = € A4,
entonces P es fuertemente competitivo.

Demostracion:

(i)

(i)

Sea z = (uy, 1),y = (ug, 1) € A tales que =z <y y. Como A es <g-poligonalmente
convexo, existe z = (uj,1n) € Atal que z € A, NA, ¥ = <g z <g y. Como
xr,z € Ay, Y © <k z(z < z), entonces:

Py(z) < Py(x) (1.5)
Por otro lado, como z,y € A,, ¥ z <k y(z < y) sigue que:

Pi(2) < Pi(y) (1.6)

Py(y) < Pa(2) (1.7)

De estas desigualdades tenemos P,(y) — Pi(z) > 0y Pi(y) — Pa(z) < 0, esto
equivale a P(y) — P(z) € K; es decir, P(z) <x P(y). Por lo tanto, P es una
transformacion competitiva.

Por otra parte, si P;(i = 1,2) no es constante sobre cualquier segmento no-
trivial de una fibra vertical u horizontal, entonces las desigualdades anteriores
son estrictas. En consecuencia, P sera estrictamente competitivo.

O (ug, v0) 2 (1o, )
Sea (u,,v,) € A cualquiera. Como DP(u,,v,) = es K-
8P2 8P2

positiva, se tiene que:

0P,

-1 L2 > =1 " <0.
au (ul)?VD)? ay (UOJVO) - 0 y a]/ (uO7VO)7 au (u07 VO) — O



Ahora, por definicion de derivada parcial, se tiene que

P, — P
— (10, 7) = lim 1(%’%%2 Htete) 5 (1.8)

@(u y ) - h,mPZ(um"'ha VO) — P2<u07 VO)
8'& 0y Yo _h

—0 h

<0 (1.9)

Observe que (u,,,); (u, + h,v,) € A,, para h pequefio. Ademas si h > 0 (sufi-
cientemente pequefio), se tiene: (u,,v,) <k (u,+ h,v,). ENntonces, de (1.8) y (1.9)
tenemos:

Pi(uy,v,) < Py(up+h,vy,) Y Po(u,+ h,v,) < Pa(ug, v,)

Si h < 0 (suficientemente pequeiio), se tiene (u, + h,v,) <k (u,,v,), por lo que:
Pl(uo‘l’hyyo) Spl(uoayo) y P2(uoayo) SPQ(uo+haV0)-

En conclusion, para h suficientemente pequefio, P, es no-decreciente sobre
cualquier fibra horizontal y P, es no-creciente sobre cualquier fibra horizontal.
Por otro lado, haciendo uso de:

P P h) — P
Oy _ iy Polto Vot 1) = Polos V) (1.10)
ov h—0 h

g oP P h) — P
0P _ o Altovo 1) = Poltio, o) (1.11)
oV  h—0 h

sigue en forma analoga que:
Py(uo, ) < Po(to,vo+h) Y Pi(u, Vo + h) < Pi(u, ).

En conclusion, P, es no-creciente y P, no-decreciente sobre cualquier fibra

vertical. Asi, por la parte (i), P es una transformacion competitiva.

Finalmente, si 2% (u,,15) # 0(i = 1,2), entonces P, es no constante sobre

cualquier segmento no-trivial de una fibra vertical u horizontal. Nuevamente,
por la parte (i), P es estrictamente competitivo. [ |



Definicion 1.1.9 Sea X un espacio de Banach y P : X—X una transformacion.
Se dice que P es puntualmente disipativa si existe un conjunto acotado B con la
siguiente propiedad: Para todo » € X, existe n, € Z* que dependen de z tal que
P*(z) € B, ¥n>n,

Definicion 1.1.10 Una sucesion del plano {z, = (un,v,)}.>0 Se dice eventualmente

monotona si existe N € Z* tal que:
(un S Unp+1 0 Up+1 S un) Y (Vn S Vp+1 0 Vpii S Vn) ) V?’L Z N

Definicion 1.1.11 Sea A C R2. Diremos que A contiene intervalos ordenados si:
xz,y € A con x << y entonces [z,y| C A.

Definicion 1.1.12 Diremos que {z,}..y €S una oOrbita completa de P si
Tpr1 = P(z,), Vn € Z. Ademas, se dice que esta oOrbita une a u; con usy Si z,—u,

cuando n — —oo y x,—us, cuando n— + oo.
Definicion 1.1.13 Sea X un espacio métrico ordenado.
a) Un punto = € X se dice cuasi convergente si
w(z) C Fix(P).
El conjunto de puntos cuasiconvegentes es denotado por Q.

b) Un punto x € X se dice convergente si w(x) esta formado por un Unico punto fijo.
El conjunto de puntos convergente es denotado por C.
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Capitulo 2

2.1. Transformaciones competitivas con dinamica

complicada

2.1.1. Teorema de Terescak

En trabajos realizados en afos anteriores se ha demostrado que en tiempo
continuo, la orbita genérica de los sistemas dinamicos fuertemente mondétonos
converge a un equilibrio. En este capitulo estudiaremos, mediante un ejemplo,
el analogo en tiempo discreto de estos resultados, conocido como el Teorema de
Terescak.

Teorema 2.1.1 (Terescak-1996).

Sea X un espacio de Banach fuertemente ordenado y P : X— X una trasformacion
C! puntualmente disipativa, y completamente continua, cuya derivada es fuerte-
mente positiva en cada punto z € X. Entonces, existen ¢ € Z* y un subconjunto
abierto U de X tal que para todo x € U, w(z) es una Orbita periédica, cuyo periodo es
menor o igual a gq.

Ahora, estudiaremos un ejemplo para mostrar que existen transformaciones
en el plano, satisfaciendo las hipotesis del teorema, que presentan una dinamica
complicada, al menos en un subconjunto pequeio del plano.

Consideremos la transformacion continua ~ : R — R, la cual genera el sistema
dinamico unidimensional, dado por: u,+; = h(u,),n > 0.
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Supongamos que h puede ser expresada como la diferencia de dos funciones no
decrecientes [y g; es decir, h = f — g.

Ahora, consideremos el sistema dinamico bidemensional, dado por:

n > 0; (2.1)
Vpt1 = f(Vn) - g(un)

el cual es generado por la transformacion planar:

{ Uni1 = f(tn) — g(Vn)

Pu,v) = (f(u) = g(v), f(v) = g(u)) = (Pi(u,v), Pa(u,v))

Como [y g son no-decrecientes, afirmamos que P es una transformacion com-
petitiva que deja invariante la diagonal principal A = {(u,v) : v = v}. En efecto,
veamos que se cumple la parte (i) de la proposicion 1.1.1

Veamos que P, es no-decreciente sobre cada A,.

Sean 1, € R (fijo) y (uy,1n), (ug,11) € A,, tales que (u1, 1) <k (ug,14). LUEQO, SE
tiene que: uy > u; y 1 < ;. Como fy g son no-decrecientes, se tiene que:

flug) > f(ur) y g(r1) < g(n).

Asi
flur) = flug) <0y g(vi) —g(rn) > 0.
por lo tanto;
flur) = f(uz) < g(n1) — g(1) & fu) — g(n) < flug) — g(11).
Luego;

Pl(ul,yl) S P1<’LL2, Vl)-

En consecuencia, P, es no-decreciente sobre A4,, , Vi, € R.
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Veamos que P, es no-creciente sobre cada A, .

Sean v; € R, uj,us € R 'y consideremos (u,v),(us,v) € A, tales que
(u1,1n) <k (ug,11). Entonces, (uy, 1) < (ug,11). Luego se tiene que: uy > u; y vy < 1.

Como [ y g son no-decrecientes, tenemos que: g(us) > g(u1) vy f(r1) < f(r1). Asi,
g(ur) —gluz) <0y 0< f(rn) — f(rn).

Por lo tanto;

Asi; P, es no-creciente sobre cada A, .

Veamos que P, es no creciente sobre cada A, :

Sean u; € R (fijo), v, € R y consideremos (uj,v), (u, 1) € A,, tales que

(ur, 1) <g (uq,va).

Entonces, (u1,1) < (u1,v1). Luego, se tiene que: u; > u; y vy < 1.

Como f y g son no-decrecientes, se tiene que: f(uy) > f(u1) vy g(ra) < g(w).
Entonces; f(u;) — f(u1) <0 y g(n) — g(v) > 0.

Asi
flur) — flur) < g(vh) — g(1o)
= f(u1) — g(r1) < f(u) — g(va) = Pr(ur,v1) < Pri(ug, ).

Asi; P, es no-creciente sobre cada A, .
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Veamos que P; es no-decreciente y sobre cada A, :

Sean u; € R (Fijo), 11,1, € R y consideremos (uy,v), (ui, 1) € A, tales que

(ur,11) <k (u1,1n).
Entonces, (uy,vs) < (u1,14).
Luego, se tiene que: u; >u; Yy 1 <1y
Luego f y g son no-decrecientes, se tiene que: g(u;) > g(uy) Yy f(ve) < f(1n).

AsI:
f(ve) = f(1) < g(wa) — g(us)
= f(r) — (w) < f(r1) — g(ur) = Pa(ug, v2) < Po(uy,v1).

Luego, P, es no-decreciente sobre cada A,,.

En conclusion, por la parte (i) de la proposicion 1.1.1, se tiene que P es una
transformacion competitiva.

Ademas, si consideramos la diagonal A se tiene que:

P(u,v) = Pu,u) = (f(u) = g(u), f(u) = g(u)) = (v, u) (2.2)

Es decir, P deja invariante la diagonal principal.

Ahora, supongamos que h es impar y puede ser expresada como la diferencia de
dos funciones no-decrientes fy g, donde:

g(v) — g(=v)

y glv)= 5

Como fy g son impares, entonces f(—u) =—f(u) vy g(-v)=—g(v).
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Asi; f(u)=f(u) y gv)=g) y h=f-3

En este caso, la antidiagonal I' = {u,v) : v = —u} es invariante por (2.1) y la
dindmica sobre I" esta dada por el sistema unidimensional w, .1 = f(u,) + g(u,).

En efecto:

Plu,v) = Plu, —u) = (f(u) = g(=u), f(=u) = g(u))
f(u) +g(u), = f(u) = g(u))

= (f(u) +g
= (f(u) + g(w), =[f(v) + g(w)]) = (u, —u).

Ahora, estudiemos un ejemplo concreto, donde verificaremos las hipotesis del
Teorema de Terescak.

Consideremos la transformacion de Ricker unidimensional, dada por:
h(u) = u.e”=% r > 0.

Esta funcion alcanza su valor maximo en a = r~! y lo denotaremos por b = h(a).
En efecto; 1/ (u) = "% [1 — r.u.]

Note que:

Ru)>0e1l-—ru>0eu<r?

Ru)<0el-ru<0eu>rt
Ahora, definamos las siguientes funciones:

—b st u<—a
folu) =< h(u)si —a<u<a

b st u>a
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—h(u) —b st u<—a
go(u) =4 0 si. —a<u<a
—h(u)+bsi u>a

Claramente, h = f, — g,.

Ahora, veamos que f, Yy g, son funciones impares no-decrecientes y continua-
mente diferenciable. Como h es de clase C*°, entonces f, Y g, son continuamente
diferenciable.

Ademas, es obvio que f, es no-decreciente para u < —r~!, por ser constante.

Para —1 <u < 1, se tiene que:
—1<ru<l=-1<-ru<l==0<1—ru<?2
= 0 < "I —ru] = W (u) = f'(u).

o

Asi, f, es no-decreciente en todo R.
Ademas, g, es no-decreciente para v € [—r~!,r7!], por ser constante.

Parau>1 ¢y wu< =L, setiene que:
T T

ceu>l=sru>1=1-ru<0=n(u) <0
= —g(u) <0=g.(u) >0

cu< == —-u>1=g(-u) >0

Ahora, para tener funciones cuya derivada sea positiva en todas partes, defi-
namos las siguientes funciones: f.(u) = f,(u)+etan ™ (u) vy g-.(u) = go(u)+e.tan " (u),
donde ¢ > 0. Ahora, consideremos el sistema dado por:

{ Upy1 = fs(un) - gs(yn)

in > 0.
Vpt1 = fs(’/n> - ge(“ﬂ)
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el cual es generado por la transformacion planar:

P(u7 V) = (fe(u> —gs(y> ) fe(y) _gs<u>) (23)
Como f, Yy g, son funciones no-decrecientes 'y fl=f/(u)+= Y gi(u) =
9o(u) + == entonces f. y g. también son funciones no-decrecientes. Luego, por un

analisis similar, se tiene que la transformacion planar P, definida en (2.3) es com-
petitiva.

Ademaés, afirmamos que para cada ¢ > 0, se tiene que DP es K-fuertemente po-
sitiva en cada punto.

En efecto;
Py(u,v) = fo(u) — g:(v) , Pa(u,v) = fo(v) — g:(u)
o (o, v0) - Gt (o, ) Joluo) + 152 = 96(ve) — 152
DP(u,v,) = =
%%(uo; Vo) %i,f(um Vo) —o(to) — 1+€ug fh(we) + 1+Ez/§

Como f, y g, son no-decrecientes y para ¢ > 0, se tiene que las entradas de la
diagonal principal son positivas y las entradas fuera de la diagonal son negativas.

Ademas, como el valor maximo de % es b = h(r~!), entonces las funciones f. y g.
estan acotadas, mas aun: |f.(u)|, |ge(u)| < b+ 0(e).

Por lo tanto, P es una transformacion puntualmente disipativa. Asi, las hipo6tesis
del Teorema de Terescak se satisfacen.
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Capitulo 3

3.1. Transformaciones competitivas preservando y

revirtiendo orientacion

3.1.1. Tricotomia del intervalo ordenado

En este capitulo identificaremos algunas aplicaciones competitivas con dinami-
ca simple.

También incluiremos adaptaciones finito-dimensionales de algunos resultados

fundamentales de aplicaciones que preservan estrictamente orden.

Lema 3.1.1 Sea P : A — A una transformacion continua y competitiva sobre un
subconjunto A € R?%. Si z,y € A satisfacen P(z) < P(y), entonces z <y 0 y < x.

Demostracion: Supongamos que ni,z < y ni, y < z. Entonces, = e y deben ser
comparables respecto a <y, es decir, z <x y 0 y <y, z. Si x <y y entonces, como P
es competitiva, se tiene que P(z) <y P(y).

Sean P(x) = (a,b) y P(y) = (¢, d).

Entonces, (a,b) <k (¢,d) & (¢,d) — (a,b) = (¢ —a,d —b) € K. Asi; d < b.(1).
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Pero, por hipotesis P(z) << P(y).

Es decir, P(y) — P(x) = (¢ —a,d — b) € Int(K,).
Asi; d > b (2). Luego, de (1) y (2) se obtiene la contradiccion. Analogamente se ob-
tiene una contradiccion si y <y x. [ |

Ahora, fijemos las siguientes condiciones adicionales al lema anterior sobre P :

(+) si z,ye A y P(z)<<P(y) entonces z <uy.
(=) si z,ye A y P(x)<<P(y) entonces y <uz.

El siguiente teorema es una adaptacion al tiempo discreto, de un resultado que
fue probado por deMottoni y Schiaffino para la Transformacion de Poincaré de un
sistema de ecuaciones diferenciales de Lotka-Volterra periddico y competitivo.

Teorema 3.1.1 a) Si P es una transformacion competitiva que satisface (+), en-
tonces {P"(z)},>0 €S eventualmente monétona, Vz € A.
Ademas, si la Orbita de x tiene clausura compacta en A, entonces ésta converge
a un punto fijo de P.

b) Si P es una transformacion competitiva que satisface (-), entonces {P?"(z)},>0
es eventualmente monétona. Ademas, si la orbita de x tiene clausura compacta,

entonces w(x) es una Orbita 2-periédica 6 es un punto fijo.
Demostracion:

a) Supongamos que (+) se cumple. La conclusion del teorema es obvia si P (x) <k
pProtl(z) 6 Protl(z) < Pv(z), para algin n, > 1.
En efecto, supongamos que In, > 1 tal que P™(z) <; P"™*(z).
Como P es una transformacion competitiva, se tiene que:

Pn0+1($) SK Pn0+2<1‘) SK Pn0+3($) SK
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Es decir, P"(z) <x P™*(z), Vn >n,
Sea P"(x) = x, = (un, V).

Entonces, para n > n, ; tenemos:

Ty SK Tn+41 = (un—i—la Vn+1) - (uTw Vn) € K

Upy1 — Up = O Up < Upg1, VN =M,
& &
Vny1 — VUn S 0
Asi {P"(x)},>0 €S eventualmente monotona.
Ahora, supongamos que este no es el caso que se cumple. Es decir; se cumple
que:

(A) P(z) < P"Y(z) 6 P""2) < P"(x), ¥n>1.

Afirmamos que (A) se cumple Vn.
En efecto, asumamos = < P(x). Si la afirmacion es falsa entonces existe n > 1
tal que:

T < P(z) < ... < P z) < P*(z). (3.1)

Pero,
P"“(m) < P"(x).

Luego, por (+), se tiene que
P*(z) < P" (). (3.2)

Asi; de (3.1) y (3.2) se obtiene la contradiccion y por lo tanto, P"(z) < P""(z) o
P"t(z) < P"(z) Vn, y por un razonamiento similar al caso anterior {P"(z)},>o
es eventualmente monotona.

Ahora, dado que {P"(x)},>0 es eventualmente monotona y ésta contenida en
un compacto, entonces esta sucesion converge, digamos a un punto z € A, es
decir:

P"(z)—z, n — 400
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Como P es continua, entonces P""!(z) — P(z),n — +oc.

Asi, P(z) = z y en consecuencia la orbita de = converge a un punto fijo de P.

b) En primer lugar, probemos que si P es competitivo y (-) se cumple, entonces
P? es competitivo y (+) se cumple.
En efecto, sean z,y,€ Acon x <y y.
Dado que P es competitivo, entonces, preserva K-orden; es decir, P(x) <x P(y).
Ahora, como P: A — A, P(x), P(y) € A.
Nuevamente por ser P competitivo, tenemos: P?(z) <x P?(y).
Asi, z <y y = P*(z) <g P?(y); es decir, P? preserva K-orden y en consecuencia
P? es competitivo.

Ahora, supongamos que (-) se cumple y es decir:
P(z) << P(y) =y < x.

Luego, no se puede cumplir que y < z. Asi, por el Lema 3.1.1 tenemos que = < y,
como < es una relacion de orden mas fuerte que <, se tiene que z < y = x < y. Por
lo tanto, tendriamos P(z) < P(y) = = < y y en consecuencia P satisface (+).

Ahora, por la afirmacion anterior y la parte (a) del Teorema 3.1.1, se tiene que
{P?(2)},>0 €s eventualmente mondtona, Vx € A.
Ademas, si O(z) (ahora por P?) tiene clausura compacta, nuevamente por la parte
(a), tenemos que: P?"(z)—z,n — +oo Yy P?(z) = 2.
Ahora, sea y € w(x) con P(y) # y. Entonces, P"(zx) -y ,n — +o0.

Si n es par, entonces y = z y Si n es impar, entonces y = P(z). Luego, w(x)
esta formado por una oOrbita 2- periddica. [ |

Observacion 3.1.1 Con respecto a la parte (b) del Teorema 3.1.1, si (-) se cumple,
pueden existir 6rbitas que no convergen a puntos fijos.
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En efecto, consideremos la transformacion P : [ — I, donde I = [-1,1] x [-1,1] y P
esta definida por P(u,v) = (—v, —u).

En primer lugar, notemos que [ es <x-convexo:

En efecto, sean = = (a,b);y = (¢,d) € I tales que = <k y, donde —1 < a,b,c,d < 1.
Entonces, setienequec>a Yy d<b.

Si consideramos el segmento de recta que une a x con y, se tiene que este seg-
mento permanece en 1.
Ahora, por la definicion de P, tenemos: P (u,v) =—v Yy DP(u,v) = —u.

%(UO’V‘J) %(umyo) 0 —1

Asi, sea (u,, v,) € I.como DP(u,,v,) = = En-

%(umyo) %(uovyo) _1 O

tonces, DP(u,,v,) €s K-positiva.

Ahora, por la proposicion 1.1.1, se tiene que P es competitivo. En segundo lugar,
P satisface la condicion (-):
En efecto, sean = = (a,b), y = (¢,d) € I tales que P(x) << P(y). Pero, P(x) = (=b, —a)

y P(y)=(-d,—c).
Entonces;

P(z) < P(y) & (=b,—a) < (=d,—c) & (—d,—c) — (=b,—a) € Int(K,)
& (b—d,a—c) € Int(Ky),

Asi, P(z) < P(y)<b>d y a>c.
Esto implica que y < z, pues si suponemos que x < y, entonces y —x € K; — {(0,0)}
y en consecuencia tendriamos los siguientes casos:

c—a>0Yy d=b>0 = c>a Yy d>b(—<).

c—a>0y d=b>0 = c>a Yy d>b (—).

vc—a>0y d—=b>0 = c>a y d>b (—).
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En cualquiera de los casos, obtenemos una contradiccion.

En resumen, tenemos que P es competitivo y satisface (-).
Ahora, podemos observar que los puntos fijos de P estan ubicados sobre la recta
v = —u Yy el resto de los puntos de [ son de periodo 2.
En efecto, observe que P(u,v) = (u,v) < (—v,—u) = (u,v)

—v=u
( Curva de )
= = UV =—U.

Puntos Fijos
—u=v

P2(u,v) = P(P(u,v)) = P(=v, —u) = (=(=u) = (=v)) = (u,v).

Ahora, introduciremos ciertas hipotesis sobre P con la finalidad que las condi-
ciones (+) y (-) sean facilmente verificadas.
(H+) sea P : A — A una transformacion C! tales que:

a) A es <yx-convexo y contiene intervalos ordenados.
b) det DP(z) >0, Vze A
c) DP(z) es K-positiva en A.
d) P es inyectiva.
(H-) Sea P : A — A una transformacion C! tal que:

a) A es <yx-convexo y contiene intervalos ordenados.
b) det DP(z) <0, VzeA.

c) DP(x) es K-positiva en A.

d) P es inyectiva.

Lema 3.1.2 Sea P : A — A una tranformacion en el plano. Si P satisface satis-
face (H+), entonces P es competitiva y satisface la condicion (+). Si P satisface (H-),
entonces P es competitiva y satisface la condicion (-).
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Demostracion: Supongamos que P satisface (H+). Entonces, A es <g-convexo y
DP(z) es K-positiva, Vzx € A. Luego, por la proposicion 1.1.1, se tiene que P es com-
petitivo.

Ademés, supongamos que P(z) < P(y) y probemos que = < y. Procedamos por
reduccion al absurdo, es decir, supongamos que y < .
Sean a y b las esquinas noroeste y sureste repectivamente del rectangulo [y, z| C A,
tal que a <k by [y, 2| = [a, b k.

Ahora, dado que P es competitivo sobre A, se tiene que P([y,z|) C [P(a), P(b)|k-
En efecto, sea z € [y, z|. Entonces, z € [a,b|x, €s decir a <x z <k b. Como P es com-
petitivo, este preserva K-orden, es decir, P(a) <x P(z) <g P(b).

Asi, P(z) € [Pa, Pblx y en consecuencia Ply,z] C [Pa, Pb|x. Ademas, P(x) << P(y)
implica que P(a) <x P(b). En efecto: es obvio que = € [y,z] = [a,b]x. Entonces,
a <r x <g b. Luego por la competitividad de P, tenemos: P(a) <y P(x) <y P(b).
Como P(z) < P(y), entonces P(a) <x P(y), pues en caso contrario si suponemos
que P(y) <k P(a) tendriamos una contradiccion, por lo siguiente:

Sea P(a) = (z1,y1); P(z) = (2,v2); P(y) = (z3,y3). Como P(a) <x P(x), entonces z, > 1,
Yy y2 < y;. Ademas, P(z) < P(y), entonces z3 > x5 Y y3 > y. Luego, si suponemos
que P(y)<,P(a), entonces z; > z3 y y; < ys. Asi, tendriamos que z, > 23 VY
x3 > x9(—+«) : por lo tanto; se cumple que:

P(a) <k P(y). (3.3)
Analogamente, como y € [z,y| = [a,b]x Y por ser P competitivo, tenemos:
P(y) <k P(b). (3.4)
Luego, de (3.3) y (3.4) tendriamos que:
P(a) <<k P(b)

Consideremos la curva de Jordan orientada formada por la frontera de [y, z],
comenzando en a y va horizontalmente a z, luego baja verticalmente a b, regresa
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horizontalmente a y y sube verticalmente hasta «. Como P es inyectiva sobre A,
entonces la imagen de esta curva es también una curva de Jordan orientada. La
monotonia de P implica que la curva curva imagen esta contenida en [P(a), P(b)]x,
comenzando en P(a) y moviéndose mondtonamente (con respecto a <y) hasta P(z)
y luego horizontalmente a P(b) y monétonamente hasta P(y) y luego hacia P(a).
Pero (H+)(b) implica que P preserva localmente orientacion. Asi, en la primera mi-
tad de la curva imagen (desde P(a) hacia P(x) y luego hasta P(b)), la curva debe
hacer un retorno en P(b), y después continuando sobre P(z) y hacia P(a).

Asi, la curva imagen se intersecta consigo misma (—«). [

Corolario 3.1.1 Sea A C R?, no vacio. Si P : A — A es una transformacion que
satisface (H+), entonces {P"z},>o €s eventualmente monétona Vz € Ay si una orbita
tiene clausura compacta, entonces ésta converge a un punto fijo de P.

Si P satisface (H-), entonces {P*'z},~, es eventualmente monétona y si una orbita
tiene clausura compacta, entonces su omega limite es un punto fijo o una 6bita 2-
periédica.

Demostracion: Si P satisface (H+), entonces por el Lema 3.1.2, P es competitivo y
satisface (+), luego, por teorema (3.1.1-a), se tiene que {P"z},>, es eventualmente
monoétona y converge a un punto fijo de P.

Ahora, si P satisface (H-), entonces, nuevamente por el Lema 3.1.2, P satisface (-).
Luego, por el Teorema (3.1.1-b), se tiene que {P*"z},>, s eventualmente mono6tona
y el conjunto omega limite es un punto fijo o una 6rbita 2-periodica. [}

A continuacion enunciaremos dos resultados fundamentales para la demostracion
del siguiente teorema:

Proposicion 3.1.1 Sea X un espacio métrico ordenado y P una transformacion que
preserva fuertemente orden sobre X. Sea z, € X tal que puede ser aproximado desde
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arriba y desde abajo en X. Entonces, existen sucesiones z, Yy z, en X , satisfaciendo
Tp = T 5 Zn = To s T < Tpi1 < To < 2pi1 <2Zp, n2>1
y una de las siguientes condiciones:
a) Existe u, € Fiz(P)tal que; paran > 1:

wW(Zy) < W(Tnt1) < w(To) = Uy < W(2Znt1) < W(2n)

11'111 dist(w(zy,), u,) = lir+n (W(zn),up) =0

b) Existen u,,v, € Fixz(P) tal que, para n > 1 se cumple sélo una de las siguientes:

) w(z,) < w(@ni1) < w(To) = Uy < Vp = w(zy,), lim dist(w(z,),u,) = 0y cuando

n—-+o00

v € Fiz(P) tal que v > u, entonces v > v,.

i) w,) = u, < vy = w(x,) < w(zpy < w(zp), lim dist(w(z,),v,) = 0y cuando

n—-+00

u € Fiz(P) tal que u < v, entonces u < u,,.
c) Existen u,, v, € Fiz(P) tales que, paran > 1:

w(ry,) = up < w(wy) < Vo = w(zy)

Proposicion 3.1.2 Sea P una trasformacion que preserva fuertemente orden sobre
X = [u,v], donde v < v y u,v € Fiz(P). Ademas, suponga que u y v son asintbtica-
mente estable en X y que m es compacta para cada n > 0. Entonces, existe
w € [u,v| N Fiz(P) tal que w # u, v.

Teorema 3.1.2 (Tricotomia del Intervalo Ordenado).

Sean u; < up puntos fijos de una transformacion continua P : A ¢ R™"—A que
preserva estrictamente orden y sea I = [u;,us] C A. Entonces, se cumple, al menos,
una de las siguientes condiciones:

a) P tiene un punto fijo en I distinto de u; Y u».
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b) Existe una o6rbita completa {z,},cz de P en I, uniendo a u; con u, y satisfaciendo

Ty < Ln+1-

c) Existe una orbita completa {z,},cz de P en I uniendo a u, con u; y satisfaciendo

Ty > Ln+1-

Demostracion: Supongamos que (a) no se cumple, es decir,
In FlX(P) = {Ul,U,Q}

Entonces, @) = C, ya que si z € C, tendriamos que w(z) = {u1} 0 w(z) = {uz}. En
ambos casos, se tiene que w(z) C Fix(P) y en consecuencia x € Q).

Ahora, veamos que [ = C-

En efecto, si z, € I — C, entonces x, # uj,us. Asi, z, puede ser aproximado desde
arriba por una sucesion {z,},cz de P uniendo a z, con uy,y puede ser aproximado
desde abajo por una sucesion {z,},cz de P uniendo a u; con z,; es decir:

Zn — Loy NM— —00 Y Zp — Uy, N— +00 ; To<2Zpi1 <2, , Vn>1.

Tp = U, N— —00 Y Tp— Ty, N— 400 , Tp<Tpi1<T, , Vn>1.

Como z, ¢ Q = C, entonces por la parte (c) de la proposicion 3.1.1, se tiene que:
w(zy) = u <w(x,) < ug =w(z,), ¥n > 1.

Ahora, veamos que u; Y us; sSon asintoticamente estables:

En efecto, como u; < w(z,), entonces existen vecindades W de w(z,) y Odewy
n, > 0 tal que P"(O) < P*(W), ¥n > n,.

Luego, existe n; > 0 tal que P"(z,) € W, Vn > n;.

Por la continuidad de P, existe n tal que P" (x,,) € W. Asi, P"(O) < P""™(x,), Vn > n,.
Ahora, escojamos una vecindad U de z,, tal que P(U) C W y sea z € U con
r < z,. Entonces, existen vecindades V de z(V C U) N de z, y ny > 0 tal que:
P"(V) < P*N), ¥n > ns.
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Ahora, escojamos N > 0 tal que zy € N. Entonces, P"(V) < P"(Xy), ¥Yn > ns.
Como V C U, entonces P™ (V) cC P (U)y P™(U) C W, entonces:

uy = P"(uy) € P"(O) < P"(P™(V)), Vn > n,.
u < PY(V)< P"N, Vn >n,

Ahora, seay € V = V(z)., entonces

1P () = P*(y)ll < [P"(x) = wall + [|1P"(y) = w]

< 2k.||P"(n,) — w|[—0,n — +o0.

Asi, u; es asintdticamente estable, similarmente se verifica que u, es asintotica-
mente estable.

Luego, por la proposicion (3.1.2), existe w € FiX(P) Y w # uy,us.(—«).

Ahora, supongamos que existen sucesiones {z, }ncz Y {Yn}nez de P uniendo a u; con
us Y @ ug €oON uq, respectivamente, es decir:

Ty — U1, T — —00 Y T, — Uz, N — 400

Yp —> U2, N — —00 Y Y, — U, N — +00
Como P preserva estrictamente orden, existen vecindades U,V de u; y u, respec-
tivamente tales que:

P"(U) < PY(z)=xz, y P"(V)—P"(y) =yn, Yn>n,

Asi PHUNI) —u, y PYVNI)—uy n— +oo.
Esto implica que u; y u, son asintdoticamente estables. Luego, por la proposicion
(3.1.2), existe w € FixX(P) Y w # uy, us(—+«). |

Observacion 3.1.2 Si u; < uy y ademas si u € I\{uy,us, e} con P(u) = u, satisfacen
u < u < ug, entonces exactamente una de las tres alternativas del Teorema (3.1.2)
se cumple. (e es un punto extremo de / y repulsor).
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Demostracion:
Veamos que si u; < uy entonces (b-) y (c-) no se pueden cumplir simultaneamente.
En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que si se cumplen, y sean {z, } ez
Y {yn}nez Orbitas de P en I uniendo a u; con uy y @ uy €ON u;, respectivamente.
Asi,

Tp—UL, N — —00 Y Tp——Uz, N — +00.

—Ug, N — — OO —uy, N — +00.
n 9 n Y

Entonces, dn,,m, € Z tales que: u1 < y,, Y Tm, < Yn,-
Como P preserva estrictamente orden, se tiene que:

Imo—i-f = Pg(ajmo) < Pe(yno> - yno-‘rZ ) \V/E Z 0

Luego, haciendo ¢ — +oo, se tiene que: uy < uy(—«—).

Ahora, veamos que (a-) y (b-) no se pueden cumplir simultaneamente.
En efecto, supongamos que si se cumpleny sea {z, },cz una orbita de P en [ unien-
doaw; con us. (z, —uy, n— —00 Y T, — Uy, N — +00).
Dado que P tiene un punto fijo u € [[u1,us]] y ademéas 3n, € Z tal que z,, << u,
entonces por la monotonia estricta de P, se tiene que: P‘(z,,) < P'(u) =u ,V{ > 0.
Asi, x,, ., <u, VI{>0.
Haciendo ¢ — 400, se tiene que: uy < u(—+«). Ahora veamos que (a-) y (c-) no se
pueden cumplir simultaneamente.
En efecto, supongamos que si cumplen, y sea {y, }.cz una orbita de P que une a u,
con u;.
Como P tiene un punto fijo u € [[ui,us]] y In, € Z tal que u < y,,, entonces por la
monotonia estricta de P, se tiene que: v = P*(u) < P(yn,) = Yn,,, V> 0.
Haciendo ¢ — +o0, se tiene: u < uy(—+«). |

Ahora, enfocaremos nuestro estudio en la dinamica de competicion entre dos
especies. Para esto consideremos

J =10,a] x [0,b] C R?
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donde 0 < a,b < x© y sea P : J—J continua.

Consideremos las siguientes hipo6tesis sobre P, las cuales juegan un rol impor-
tante en nuestro proposito.

(H,) P es estrictamente competitivo sobre J y fuertemente competitivo en el interior
de J.

(H,) 0 es un punto fijo de P repulsor.
(Hs) P([0,a] x {0}) C [0,a] x {0}. Existe u € (0,a] tal que
P(@0) = (@,0) y P"(u,0)— (@0) ;Vue (0,dl.

Condiciones simétricas se satisfacen sobre {0} x [0,b] en donde el punto fijo
atractor es (0,7).

(H,) P transforma (0,a] x (0,b] dentro de si mismo.

Sea I = [0,u] x [0,7] y denotemos los puntos fijos de P sobre la frontera de J de la
siguiente manera:
Ey = (0,0) E, = (u,0) Ey =(0,7).

Note que (H,) implica que P(I) C I y ademas [ = [Es, E|k

Teorema 3.1.3 Supongamos que (H;) hasta (H,) se cumple. Entonces, el conjunto
omega limite de cuaquier orbita esta contenida en I y exactamente una de las si-
guientes condiciones se cumple:

(a-) Existe un punto fijo £, de Pen I.

(b-) P"(x)—E, n— +oo Vr=(u,v)el con u>0.

(c-) P"(z) — Ey, n — +o0 Vo= (u,v)el con v>0.
Finalmente, si (b-) o (c-) se cumpley = € J — I con x > 0, entonces

P*(zx)—F;, 6 P"(x)—FE;, n— + o0
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Demostracion: En primer lugar notemos que [ atrae todas las orbitas. En efecto,
sean

r=(r1,22), u=(x1,0) y v=(0,z9).

Note que v <x x <i u. Luego, por la monotonia de P, se tiene que:
P"(v) <gx P"(z) <gx P"(u) ,¥Yn>1.

Pero, (Hs3) implica que: P*(v)—F, y P"(u)—FE;, n— +o00. Asi, P"(z) € I y en
consecuencia w(z) C I.

Ahora, supongamos que z € w(z); con z = (z1, z2). Luego, P"(z)—z, n— + 00.

Ademés, supongamos que z; > 0, i = 1,2. Como w(z) C I, entonces z € I; es
decir, By, <g z <x E;.
Luego, por la monotonia de P, B, <x P%(z) <x E;. Pero, P*(z) € w(z) C I. Asi, existe
m > 1, tal que: Fy < P"(z) <k Fi.

Ahora supongamos que la 6rbita de x conecta a F, con E;. Fijemos m € Z tal
que:

Luego, ¥/ > 0 : x4 <xg P""(z) <k E;. Haciendo ¢ — +o0, se tiene que:
P*(z) — Ey, n— +oo.

Analogamente, P"(z) — FE, si la 6rbita de = conecta a F; con FE;.
Asi, z € w(z) = F! i/z; = 0. Como w(x) es invariantemente conexo, entonces z; =
0 6 z,=0.

Luego, w(z) = F; 0 w(x)= Es |

Ahora enunciaremos dos resultados que nos facilitaran la prueba del siguiente
teorema.

31



Corolario 3.1.2 Suponga que (H;) hasta (H,) se cumplen. Entonces P tiene un punto
fijo positivo si se cumple una de las siguientes proposiciones:

i) £7y E5 son relativamente estables a 1.

i) £y y E, son relativamente inestables a /.

Lema 3.1.3 Sea E un subconjunto compacto de Y. Entonces, E contiene un elemento
maximal (minimal).

Teorema 3.1.4 Suponga que (H,) hasta (H,) se cumplen y ademéas supongamos que
E1y E, son puntos fijos aislados de P y relativamente inestables a /.
Entonces, existen puntos fijos positivos E, y E* (no necesariamente distintos) tales
que

By "<k E.<xg By y P'(x)—|[E",Ex ,Vzxel, x>0.

Demostracion:
Como F; y FE5 son relativamente inestables, por corolario 3.1.2, existe un punto fijo
positivo x, de P, el cual debe satisfacer £y < =, <k E;.

Consideremos el conjunto W definido de la siguiente manera: W = {7 : P(Z) =
T Yy x.<pgT<yxg E}.

Ahora, usando la compacidad del conjunto de puntos fijos, y por el Lema 3.1.2,
se tiene que W tiene un elemento maximal, que llamaremos FE.. Obviamente, el
intervalo ordenado [FE,, F1]x no contiene puntos fijos de P, aparte de E, y E;, pues
de lo contrario E, no seria el elemento maximal de P.

Luego, por la tricotomia del Intervalo Ordenado, existe una 6rbita completa moné6tona
{z,}, la cual conecta E, con E; 6 E; con E,.

Supongamos que {z,} conecta a E; con E,.. Si E, = (z1,22) €s un punto fi-
jo de P distinto de E; y E,, entonces 0 < z; < 1, para algun i = 1,2. Ademas,
Ey, < E, <)i FEi.Luego por observacion 3.1.2, se cumple exactamente una de las
alternativas de la Tricotomia del Intervalo Ordenado. Supongamos que se cumple,
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Teorema (3.1.2-c). Fijemos n > 1 arbitrario. Si z,, = (21, z2) = E,, entonces z,, < 0.

Como z,, = P(z,+1) y dado que E, <x z,41 <k FE;, entonces, por la monotonia
de P, se tiene que: F, <x =, <x Fi,
Asi B, <g Tny1 <k o, <x B ,Yn > 1.Six = (u,v) satisface B, <x = <x E, Y
u > 0, entonces E, <x P?(z) <yx E,. Asi, podemos escojer z, tal que £, <x z, <g
P?(x) = xy.

Luego, Vm >0: FE, <g Tnim <x P™(z). Haciendo m — +oco, P"(z) — E,.

La misma conclusion se obtiene si u = 0.
Aladlogamente, se prueba que si E, es un punto fijo aislado, existe un punto fijo
positivo de P E* que cumple: F; <x E* <x E; y P"(x) — E*. En conclusion,
tenemos: Fy, <x E* <x E. <x E1 'y P"(z) — [E*, B,k [ ]

Proposicion 3.1.3 Asuma que I C Int(J). Si ademés de las hipotesis del teorema
3.1.4, P es C! sobre J y E,, E, son hiperbolicos, entonces:

P"(z) — [E*,Ex ,YzeJ:z>0.

Demostracion:

De acuerdo a las hipoétesis, E, y F; son puntos fijos sillas cuyas variedades estables
son los ejes que los contiene.

Sea r € J— 1 con z > 0. Luego, por teorema 3.1.3, w(z) # ¢ y w(x) C I. Pero, por
teorema 3.1.4, es suficiente mostrar que la 6rbita de = contiene un punto P"z € [
con P"z > 0.

Por (H,), se tiene que P"z > 0. Asi, solamente mostraremos que el conjunto omega
limite contiene puntos distintos de F; y E,. En efecto, como w(x) es invariantemente
conexo, se tiene que: w(x) # E1, E>. Como x > o, entonces = ¢ W*(E;). Asi, w(z) # E.
Analogamente, w(z) # E,. Por lo tanto, existe ¢ # F,, E, tal que ¢ € w(z). [ ]
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Capitulo 4

4.1. Aplicaciones

En este capitulo se emplearan algunos de los resultados de los capitulos ante-
riores a dos modelos de crecimiento de poblaciones, especialmente a los del tipo
Lotka-Volterra.

En primer lugar consideremos el siguiente modelo:

Un g1 = €000

(4.1)
Vpi1 = yn.es(l—cun—un)
Sea P :R% — R la transformacion definida por:
P(u,v) = (u.e" 1747y es0-cumv)) (4.2)

Vemos que P preserva estrictamente orden (con respecto a <x) sobre J = [0,r7!] x
[0, s71.

En efeCtO, sea Pl(u7 I/) = u.er(l_u_bl’) y PQ(U, y) — ]/.65(1_5“_’/)_
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Entonces;

? _ 6r(1—u—bl/) 4 u.eT(l_U_by).(—T) = ? —_ (1 _ TU).eT(l_u_by)
U U
oP OP ,
a—l _ u,er(l_“_by).(—bT) - 8_1 — _braedu=by)
v v
oP, OP.
6—2 — V‘eS(l—Cu—V)'(_CS) = 8_2 _ —CS.V.GS(I_CU_V)
u v
OP, OP.
8_1/2 — es(l—cu—l/) + V‘eS(l—cu—l/)'(_S) = a—lj _ (1 _ Sy>es(l—cu—1/)
Asi
(1 —ru).erd=w=) gy er(imu=tv)
DP(u,v) =
—cs.p.es(t—cu=v) (1— SV)-@S(lfcufzx)

Ahora, tomemos (u,v) € J cualquiera. Entonces, 0 <u <r 'y 0 <wv < s ' Luego;
1—ru>0y1-—sv>0.Asi, las entradas de la diagonal principal son no-negativas
y las entradas fuera de la diagonal son no-positivas. Por lo tanto, DP(u,v) es K-
positiva, VY(u,v) € J.

Ademas, claramente P es C!, pues P, y P, lo son, y J es <x-poligonalmente con-
vexo, ya que cualquier par de puntos en J, comparables (con respecto a <g), va a

existir una trayectoria poligonal monétona que los une.

Ahora, fijemos v, € (0,s7'] y sea u € [0,r!] cualquiera y consideremos la fibra
horizontal no-trivial 4,,.

Entonces, Y(u,v) € A,,, se tiene que la primera columna de DP no se anula, pues
de lo contrario se tendria que (u, ) esta sobre la fibra horizontal trivial (—«).
Ahora, fijemos u, € (0,77 y sea v € [0, s™!] cualquiera y consideremos la fibra verti-
cal no-trivial 4,,. Entonces, Y(u,v) € A,,, la segunda columna de DP no se anula.
Luego, por la proposicion 1.1.1 (parte (ii)), se tiene que P es estrictamente compe-
titivo, es decir, P preserva estrictamente K-orden sobre J.
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Ademas, P preserva fuertemente orden sobre Int(J).

En efecto, note que Y(u,v) € Int(J), se tiene que DP(u,v) es K-fuertemente posi-
tiva, pues las entradas fuera de la diagonal principal son negativas. Luego, por la

proposicion 1.1.1 (parte (iii)), se tiene que P es fuertemente competitivo, es decir, P
preserva fuertemente K-orden sobre Int(.J).

Ahora, de aqui en adelante, asumamos que 0 < r,s < 1Yy b,c > 0. Los puntos fijos
de P sobre la frontera de R% son E, = (0,0), E; = (1,0) y E, = (0,1). Ademas, existe
un punto fijo positivo £* € Int(J). En efecto, supongamos que u, v > 0.

Pu*,v*) = (u,v") & (P(u", V"), PBy(u",v")) = (u*,v")

Pl (U*, I/*) = u* u*‘er(l—u*—by*) = u* er(l—u*—bl/*) =1
~ And * * And * *
P2(,U/>k’ V*) — V*'es(l—cu -v*) * es(l—cu —-v*) 1
r(l—u*—bv*)=0 l—u" —bv =0 uwr=1-—bv*
= = =
s(l—cu*—v*)=0 l—cu*—v*=0 v =1-cu*

Entonces,

w=1-b(l-cu)=u"=1—-b+bcu" =u"—bcu"=1-b
=u(1—bc)=1—-b =u"(1-0)/(1-bc)
Vi=l—c(l-W")=v'—cv ' =1—¢c =v(1l-be)=1—-c=v"=(1-c¢)/(1—-0bc)

Asi, los puntos fijos de P son:

1-b 1-c¢
E,=(0,0)  E=(10) E=(0,1) E*z(u*,v*)z(m7m>

Proposicion 4.1.1 Sea P : RZ — R? la transformacion definida en (4.2) y
asumamos 0 < r,s < 1.

(@) Sib<1<c¢ entonces E; atrae todos los puntos que no estan sobre el eje v.
(b) Sic< 1< b, entonces F, atrae todos los puntos que no estan sobre el eje wu.
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(c) Sib,c <1, entonces E* atrae todos los puntos en el interior de R%.

Demostracion: Para los casos (a) y (c) nos basaremos en el Teorema 3.1.3. Veamos
que (H,) hasta (H,) se cumplen. En efecto, ya vimos que (H;) se verifica. Ahora,

e 0
0 e*

Los autovalores de DP(E,) sone” y e’. Como 0 <r,s <1,

DP(E,) =

entonces 1 < ", e®. Asi, |e"],|e*| > 1. Luego, E, es un repulsor.

Por lo tanto, también se verifica (H). Ahora vemos que P([0,7~']x{0}) c [0,77']x{0}.
Sea (u,v) € [0,r7] x {0}, es decir, (u,v) = (u,0),u € [0,r1].
Luego, P(u,0) = (ue"™~,0). Debemos ver que (ue’ =% 0) € [0,77] x {0}.

Consideremos la funcion f(u) = ue™*=%,

(1—ru)et™ =0 u=r"

f'(w)
f//<u>

(=2r + 7).’ = f(r7) = —re"™ <0, pues r > 0.

Asi, la funcion f(u) = ue"™~" tiene un maximo en r~'. Luego, 0 < ue"*~% < r~1. Por
lo tanto; P([0,7~ '] x {0}) C [0,7'] x {0}.

Ademas, existe 1 € (0,77'] tal que P(1,0) = (1,0). Ahora, veamos que: Yu € (0,r7'] :
P™"(u,0) — Ey,n — +oo.

P(u,0) = (ue"",0) 5 P"(u,0) = (P{'(u,0) ; P3(u,0)) ; P3'(u,0)=0, ¥n>0.

Asi,
P"(u,0) - By & Pl'(u,0)= f"(u) — 1,n — oo.
Claramente 1 es punto fijo de f. Ademas, f'(1) =1—r. Como 0 < r < 1, entonces

0<1-—r<1,esdecir, |1 -7 =|f(1)] < 1. Asi, 1 es un punto fijo atractor de f, es
decir, f*(u) = P*(u,0) — 1,n — 4o0. Por lo tanto; P"(u,0) — E;,n — +00.
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Analogamente se verifica que P({0} x [0,s7!]) c {0} x [0,s7'] y ademas existe
1€ (0,s7'] con P(0,1) = (0,1) tal que: P"(0,v) — Ey; Vv € (0,s!]. Asi, hemos verifica-
do (Hj).

Ahora;

1—r —br

DP(E;) =
( 1) 0 6s(l—c)

—cs 1—3s

] y DP(E;) =

67"(171)) 0 ]

Observemos que los autovalores de DP(E;) son 1 —r y =9 y de DP(E,) son

=0y 1 s,

a)

Supongamos que b < 1 < c. Entonces, ¢ > 1= 1—-c< 0= s(1—-c) < 0= 179 < 1.
Ademés, 0<r<1=-1<-r<0=0=1—-r<1.Porotrolado,b<1=1-b>
0=7r(1-0)>0=¢0"b>1ycomo0<s<1, entonces0<1—s< 1.

Asi; F, es atractor y E, es un punto fijo silla.

Ademas, en este caso, tenemos 1-b > 0y 1—c¢ > 0. En consecuencia, no existen
puntos fijos positivos. Luego, por la parte (b) del teorema 3.1.3, se tiene que
P*(z) — Ey , Yo = (u,v) € I conu >0 , es decir, F; atrae todos los puntos que
no estan sobre el eje v.

Supongamos que ¢ < 1 < b.
En este caso, con un argumento similar al caso anterior, tendriamos que F;
es un punto sillay E, es atractor. Ademas, como1—-b <0y 1—c¢ >0, entonces
no existen puntos fijos positivos. Luego, por la parte (c) del teorema 3.1.3, se
tiene que P*(z) — E» , Vo = (u,v) con v < 0, es decir, E, trae todos los puntos
gue no estan sobre el eje wu.

Supongamos que b, c < 1.
En este caso, se tiene que E; y FE, son puntos fijos hiperbélicos y ademas
1—0b,1—c> 0 implica que existe un punto fijo positivo £*. Luego, por teoremas
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y por la proposicion 3.1.3, se tiene que:
P*(x) = E* , > 0.
Asi, E* atrae todos los puntos en el Int(R?). [ ]

Lema4.1.1 Sir,s <1ybc> 1, entonces A = DP(E*) satisface 0 < det(A) <1 y
|traza(A)| > 1+det(A). Consecuentemente, sus autovalores satisfacen 0 < A\; < 1 < \,.
Hay vectores v; >0 y 1 >k 0tal que L(v;) = \.v;.

Demostracion: Como 1 — u* — bv* =1 — cu* — v* = 0, entonces:

1—rw* —rbu*
A=DP(E") =

—scv* 1—sv*
Ahora
det(A) = (1 —rw)(1 — sv*) —r.sb.cu™.v*
= det(A) =1 — sv* —ru* + rsu*.v* — rsbeu*v*

_ c—1 b—1 be (C—l)(b—1>

s () - e
c—1 b—1 be (C—l).(b—l)

<1 5(60—1) T'(bc—l) P — p— ya que bc > bc — 1

= c-1 b—1 (c—1)(b—1)

=1 |:S<bc—1)+r(bc_1>+rs bc—l

Como0O<r,s<lybec>1lentoncesb—1>0,c—1>0 Yy bc—1>0.

Asi;
_{3'(1;60_—11) +T'(bbc_—11> P [ U _bi)fbl_ 1)] <0
1 {s.(bcc__i) +r.(bbc__11) +7’3.%} <1

Por lo tanto, 0 < det(A4) < 1.
Ahora,

Luego;

Traza(A)=(1—ru*)+ (1 —sv*) =2 —ru* — sv*
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Como b,c > 1, entonces b.c > 1. Entonces, rsu*v* < —rsbcu*.v*.

= rsu’.v* — rsbeu*v* <0
=2—rut—sv">2—sv —rut +rsut.vt —rsbeut vt
=2—ru" —sv* > 14 (1 —sv" —ru* +rsu*.v* —rsbeu*.v")

= Traza(A) > 1+ det(A)

Por lo tanto,
|Tmza(A)} > 1+ det(A)

Ahora, hallemos los autovalores de A:

(1—ru*) =X —rbu*

—scv* (1 —sv*)— A

B=A-\I=

Entonces
det(B) =0 < [(1 —ru*) — A.[(1 — sv*) — A] — rbscu™v* =0
& (1 —ru*)(1 —sv*) —rbscu v — (1 —ru* )X — (1 — sy )X+ A2 =0
&1 — (sv* +ru* +rs(be — Duv*) — N[l —ru* +1—s]+ X =0
& N — Traza(A).\ +det(A) = 0.
Ahora, sabemos que las raices del polinomio caracteristico (A, \;) satisfacen lo

siguiente:
A+ Ao =Traza(A) 'y Ay =det(A).

Como
0<det(A) <1 y Traza(A)> 1+ det(A),

se tiene que:
0< A <1 Yy AL+ Ao > 1.

Pero, 0 < A1.\y < 1 implica tres posibilidades:

0< A, <1 o] —1< A, <0 o] D<A <1<
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Supongamos que —1 < A, < 0. Si—1 < Ay < 0, entonces 0 < —Xy < 1, y en
consecuencia 1 < 1 — Ay < \;. Asi, se tendria que \; > 0(—+«).

Supongamos que 0 < A, A < 1. Si Ay < Ay entonces A\; 41— X ST A < Ay < 1
entonces X\, # 1 — \;.

En conclusion, tendriamos que los autovalores de A satisfacen 0 < A\; <1 < A\,

Calculemos el vector propio (v,) asociado al autovalor \,. Para esto cambiemos la
notacion usada para mas facilidad.

A:DP(E*)zll_r'u* —rbu* ]: [a b]

—scv* 1 — sv* c d

Los autovalores de la matriz A estan dados por:

(a+d)++/(a+d)?—4.det(A) . (a+d) —+/(a+d)? — 4. det(A)

M= 9 y 9

Ahora:
a—d—+/ (a+d)2—4.det(A)
A - )\1[ = 2
&

b

a—d++/ (a+d)2—4.det(A)
o 2

Asi, sea v, =
X2

o ] . Entonces, (A — \,.I).r; = 0 equivale a decir:

a—d— a —4.de
d—+/( +c2[)2 4.d t(A).I1 4 b.x2 —0
(4.3)

a—d++/(a+d)?2—4. det(A)

c.T] — 5 a0 =0

Luego,

a—d+/(a+d)?—4.det(A)
I = 9% )

Tomemos z; = 1. Asi,

a—d++/(a+d)?—4.det(A)
2c

v; = col

Claramente, el vector v, satisface (4.3):
En efecto:
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(a—d)?—(a+d)%+4.det(A 4.det(A)—4ad

® Je )+b:T+b:Mc)_ad+b
_ adfbccfad_i_b: %bc_'_bzo
a—d++/ (a+d)2—4.det(A) a—d++/ (a+d)2—4.det(A)

° 2 - 2 =0

Ahora, sabemos que det(A) > 0.

Luego,
—4.det(A) < 0= d* — 2ad + a® — 4.det(A) < d* — 2ad + a*

= (a+d)? —4.det(A) < (d—a)*\/(a+d)? —4.det(A) <d—a
= a—d++/(a+d)? —4.det(A) < 0.

Ademas, ¢ < 0, pués ¢ = —sc.v*. Asi, ;1 > 0. Luego, v; > 0.

Ahora, calculemos el vector propio () asociado al autovalor \,:

a+d—+/(a+d)2—4. det(A)

A— o] = 2 b
A a—d—+/(a+d)?—4. det(A)
C —_—
2
Sea vy = h . Entonces, (A — X2.1).15 = 0, equivale a:
Y2
a+d—+/(a+d)2—4.de
+d—/( +;z) 4.d t(A)_y1 P
a—d—+/(a+d)?2—4.det(A
- (+2> CIEY
Luego,
a—d—/(a+d)?—4.det(A)
= Y2
2c
Tomemos

a—d++/(a+d)?— 4. det(A)

ys = —1. Asl, vy = col
2c

—1].
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Como det(A) > 0, se tiene que:
—4det(A) < 0= d* —2ad + a®> — 4.det(A) < d* — 2ad + a®

= (a+d)? —4.det(A) < (d—a)® = (a — d)? = /(a + d)? — 4.det(A) < a — d.
=d—a+/(a+d)?—4.det(A) <0

Asi \; > 0 y en consecuencia se tendria que v, >, 0. [ |

Proposicion 4.1.2 Sir,s < 1y b,c > 1, entonces existe una curva I, ¢!, la cual es
linealmente ordenada por < en J, contiene a F,, E* y al punto en el infinito, y parti-
ciona a R? en dos subconjuntos relativamente abiertos B; y B,, donde B; es la cuenca
de atraccion de E;,i = 1,2,y I' — {E,} es la variedad estable de E*.

Demostracion: En primer lugar notamos que det DP(u,v) = 0 sobre la curva con-
vexa v dada por sv + ru + rs(bc — 1)uv = 1.

En efecto;

det DP(u,v) = 0 & (1 — ru)e" =) (1 — sp).e 1) _ gy estmeur) orll=u=t) pry — )
< (1 —ru)(1l —sv) =csvbru < 1 — sv —ru + rsuv = csvbru
& sv+ru—rsuv + csvbru =1

& sv+ru+rs(be — 1)ur = 1.

Asi; v ={(u,v) : sv +ru+rs(bc— 1)ur = 1} es la curva de puntos criticos.

Esta curva separa R2 en dos componentes conexas, una no-acotada, donde
det DP(u,v) < 0 y una acotada, conteniendo a E* y donde detDP(u,v) > 0. Denote-
mos por , la componente acotada y (2, la componente no-acotada.

Para ¢ > 0 suficientemente pequeio, consideremos los conjuntos
B={(u,v) eR% :sv+ru+rslbc—ur <1—¢}, vy
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O = {(u,v) € RL : sv+ ru+rs(be — L)ur < 1}.

Como €, es acotada y conexo, se tiene que B es compacto y conexo, y ademas
P~1(0,0) = (0,0), en consecuecnia P es inyectiva sobre (.

Por otro lado, v une a los puntos (0,s~') con (r~!,0).

(Curva de Puntos Criticos)

E1 r
Figura 4.1:
Como v es linealmente ordenada por <k y P preserva fuertemente orden, en-
tonces P(v) es linealmente ordenada por < y une a los puntos (0,s t.e71) con

(r~ter10).
P(0,s ) = (0,5 ".e? 07" = (0,5 e )

P(r=,0) = (r_l.er(l_r_l),O) = (r~te10)
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Luego, la curva de valores criticos P(v) junto con los segmentos de ejes coorde-
nados que esta corta, forman la frontera de P(R?%).

Figura 4.2:

Sea A la componente acotada de R? — P(y). Entonces, P(§,) = P(2,) = A. Ahora,
sea I = [F,, Fi]x Yy note que este es positivamente invariante. Las lineas u = u* y
v = v* particionan a I en cuatro rectangulos cerrados, I, conteniendo a E,, I, con-
teniendo a E,;, I, conteniendo a F, e 5. Existe una vecindad, U de E*, en el cual
P restricto a un difeomorfismo, tiene una variedad estable local unidimensional,
que es tangente a v; en E*. Asi, W} (E*) C I, U I;. Ademas, P tiene una variedad
inestable local unidimensional que es tangente a v, en E*. Asi, W (E*) C [ U L.

Afirmamos que E* no puede atraer un conjunto abierto de R?.
En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que existe una bola abierta B
en R2 que es atraida por E* y det DP(u,v) # 0, V(u,v) € B. Como P es continua,

entonces P(B) también es un conjunto abierto. Asi, existen z,y € P(B) con =z <k vy
tales que P"(z), P"(y)—E*,n — +o0o. Como P preserva fuertemente orden, entonces
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Variedad Estable Local de E*

7

; | Variedad Inestable local de E*

Figura 4.3:

P(x) <k P"(y), ¥Yn > 0. Asi, [P"(z), P"(y)]x es atraida a E* y para n > 1 suficien-
temente grande, se tiene que [P"(x), P"(y)]x C U, lo cual implica una contadiccion,
pues W} .(E*) es unidimensional.

Como I, C ), entonces P es inyectiva sobre I,y asi P : I,—P(I,) es un home-
omorfismo. La frontera derecha de la curva v = u* de I, es linealmente ordenada,
uniendo E* con el punto P(u*,0) que esta ubicado sobre el eje u, entre (u*,0) y Ey, y

ademas la curva imagen esta contenida en I;.

i) Sea L, = {(u*,v):0<v <v*}. Sea (u*, 1), (u*,1n) € L

(u*, 1) <k (u',10) & (u*,1n) — (u',1n) € K =0 Sy <y
VQ_VISO

i) P(u*,0) = (u*.e’™=") 0) estaentre (u*,0) y E;:

I<u' <l=-1<-u<0=0<l-u<l=0<r(l-u")<r

= 1<) cor o g < ") <oyt et
Pero, u*.e” <1 (puésr > 0= e’ < 1). Asi; u* < u*e"~%) < 1.
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iii) P(Ly) C I:
P(U*7 Vl) — (u*E?‘(lfu*fbul)7 Vl‘es(lch*,Vl))

P(U*7 ]/2) = (’LL*‘67‘(17”*7()’/2)7 ]/2,68(176“*7112))
Afirmamos que: u*.e”0= =) < gp* erd=u).

rbv; >0 —rbv; <0

= —br; <0

= T < ] =t e gy e ()

- u*.e’r(l—u*—bl/l) < u*.er(l—u*)
1— b(1 — b—b

v'> v = 1_bcc>y1:> i_bi) >bu1:>1_—b(;—bu1>0
1—bc—1+b 1-b
L Y s 0l = b 0=l —u — by >0
1—be 1—be

r(l—u*—bvy)

*

=r(l—u"—by)>0=c¢ > 1=yt 5y,

Similarmente se tiene que u* < u*.e"1v =2) < g erll—v’)
Ahora;
vy < v = by < bvy = —bry < —bvy = —u* — by < —u* — by
=1—u" —byy<l—u" —bvy=r(l—u" —bv) <r(l—u" —bw)

- er(l—u*—bul) < er(l—u*—bug) - u*‘er(l—u*—bul) < u*.e’r(l—u*—bug)

Asi, la imagen de la frontera derecha de I, es una curva linealmente ordenada
y esta totalmente contenida en ;. Similarmente, la imagen de la frontera superior
de I, esta contenida en I,.

Ahora, afirmamos que P(u,v) >k, (u,v), V(u,v) € I,, tal que (u,v) # E* y no
esta sobre los ejes coordenados:
Sea; (uw,v)el, con O<u<u* y 0<v<v* Entonces,
(u,v) <k, Plu,v) < (u.e =" ety _ (y v) € Int(K))

& (u.e" ) gy pettmu) ) e Int(K)
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Debemos verificar lo siguiente:
w.e" 1T gy =y, [er(l_“_b”) — 1} > 0. (4.4)

O<u<u = -—-u<—-u<0
— —ur—-brr< —u—-br<0=1—-u"—br <l—u—-brv <l
O<v<v*=-br<-br<o0

r(l—u" —b*) <r(l—u-—bv)= grl—wi=b") o grli—u=by).

Pero;

eT' |:1_ ll:b};_b'(ll—_bcc)} — er' [l_ll:bbc_?:?)g] — er' [1‘*‘1)_&7{;2_})] — er' |:1+Iic—_bi:| — e?“'O =1
Asi
eI 5 ) = ) ] s 0 = [T — 1] > 0.

vet—ew=v) _, — [es(l_c“_”) — 1} >0 (4.5)

O<u<u" = —cu"* < —cu<0 . . . .
= —ct'—1Vr<-cu—-rv<0=1l-cu"— v <-cu—rv<l
O<v<vi=-1r<-r<0

= s(1—cu* —v*) < s(1 — cu— v) = - =¥) < gsll-cu-v)

Pero,

1-by_ 1 —be_ 1-c 1-b
e’ |:1_C(1—bc)_1—bccj| = e |:1_i—bz_l—bccj| = 68[1_1*bﬂ =1

Asi,
6s(lfcufz/) >1= es(lfcufl/) —1>0=> V_es(lfcufl’) —v>0.

En conclusion, se tiene que para tales puntos, su orbita permanece en [, 6 entra
en [; y converge a F; 6 entra en I, y converge a Es.

Ahora, afirmamos que P(z) <k, *, Vz € I3/ x# E*. Enefecto, seaz = (u,v) € I3
con uv'<u<l y v"<v<l. Entonces,
Plu,v) <g, (u,v) < (u,v) — (ue"d=4") pesl=cu=)y ¢ nt(K,)

& (u—ue"17 1y — pesimeu)) ¢ Int(K,)

48



Debemos verificar lo siguiente:

(#)  w—ue ) = g [1 — esUumtI] > 0,

vr<u<l=s —1l<—u< —u*

= —1-b< —u—bv < —u"—b' = -b< l—u—bv < 1—u"—bv*
Vr<r<l=s-b<by< —bv
=7r(l—u—bv) <r(l—u*—bv) = vt < erli—w=") —

= 11—t > 0=yl —etmu] > 0.

(k%) v —rvesi—euv) =y, [1- es(l_w_”)] > 0.

uw<u<l=—c< —cu< —cu* . . .
= —l-c< —cu—v<—cu—v=-—-—c<l-cu—v<l-cu —v

Vr<r<l=s-—l<—v<—v*

= 5(1 —cu—v) < s(1 — cu* — v*) = eslmeu) < gsli—eu=v") —

= 11—l > 0= p 1 —eftme)] > 0.

Asi; la Orbita de tales puntos permanece en I3 y converge a £* 6 entra y per-
manece a uno de los otros rectangulos. En conclusion, cualquier 6rbita que se
inicie en [ converge a uno de puntos fijos de P.

Sea B; la cuenca de atraccion del punto fijo E; en R?,i = 1,2, es decir:
By(E;) = {z = (u,v) € R} : w(z) = E;}

Afirmamos que B; contiene el semieje positivo u y By contiene el semieje positi-
vo v. En efecto, sea # = (u,0) con 0 < u < 1. Entonces, P(u,0) = (ur~,0), donde

Como P es competitivo, » <x P(z) <g P*(z) <k ... <x P"(z) <k ..., y ademas F,
es un punto fijo atractor, se tiene que: P"(x) — F;,n — +oo.
Asi, w(z) = B, Vo = (u,0) con 0 < u < 1. Ahora, supongamos que 1 < u < r %
Entonces, u.e""" <y asi P(z) <y ().
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Luego, E <g .. <g Pn(l’) <k ... <g P(I) <k Y P”(x) — El,n — +00.
Asi, w(x) = E; Vo = (u,0) con 1 <u <r L

Ahora, supongamos que v > r~'. Entonces, z = (u,0) € Q,. Pero, P(£,) = A. Asi,
I <ue"™W <7160 <ue’ < 1.

En cualquier caso, se tiene que w(zx) = Fj.
En conclusidon, B; contiene al semieje positivo u. Similarmente, se verifica que
B, contiene al semieje positivo v.

Sea z € R? tal que z ¢ I. Entonces, P(z) = (u,v) € J.

Como (0,v) <k (u,v) <k (u,0) y por la competitividad de P sobre J, se tiene que:
P"(0,v) <k P"(u,v) <k P"(u,0) , Vn>0.

Ademas, P"(u,0) — Eyy P"(0,v) — Es, n — oo. Asl, w(z) C I = [Esy, E|k.

Afirmamos que si w(x) contiene un punto de B;, entonces w(z) = Fj.

En efecto, sea z € B; tal que z € w(z). Como z € By, entonces w(z) = Ej.

Pero, z € w(z). Asi P*(x) — z, n — oo. Luego, P"*"(x) — P™(z), VYm > 0.

Haciendo m — +oo, se tiene que p‘(z) — E;, V¢ > 0. Asi, w(x) = E;. Similarmente
se prueba que si w(z) contiene un punto de B, entonces w(z) = F». Ahora, si z € w(z)
tal que z ¢ B;, 1 = 1,2, entonces estos puntos son atraidos por E*, es decir, w(z) = E*.

En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que w(z) # E*. Entonces, ex-

iste ¢ # E* tal que w(z) = ¢. Luego existe un uUnico k € {1,2} tal que g € .
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Si g € I, entonces su Orbita converge a F; y en consecuencia z € By(—+«). Simi-
larmente, si g € I, entonces z € By(—+«).

Asi, hemos mostrado que cualquier 6rbita comenzando fuera de I es atraido a
uno de los tres puntos fijos E*, F; 0 E,.

Notequesiz e BiNnJ(x € BoNJ)yz <k y(y <k z) entonces y € B; N J. En efecto,
supongamos que y ¢ B; N J. Entonces, w(y) = E», es decir, P"(y) — FEy,n — +oc.
Como P es competitivo, P"(z) <x P"(y), Vn > 0.

Ademas, si z € B, entonces P"(z) — E;, n — +oc.

Entonces, Im, > 0/ P (y) <gx P (z)(—+«).

Ahora, veamos que 0B, = 0B,. Sea x € 0B; y consideremos dos casos.

Caso 1: Supongamos que z ¢ .

Como P es localmente un homeomorfismo, este preserva las propiedades topologi-
cas, es decir, z = P(z) € 0B;.

Escojamos y suficientemente cerca de z, tal que y <k z.

Entonces, ningun punto del intervalo ordenado [y, z]x pertenece a B, pues de
lo contrario, si existe w € [y, z]x tal que w € B, entonces z € Int(B;)(—+«). Ademas,
como sabemos E* no puede atraer conjuntos abiertos, asi el intervalo ordenado
debe contener puntos de B;.

Como y <k z puede ser escogido arbitrariamente cerca de z, se tiene que z es
un punto frontera de B,. Asi z € 0Bs
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Caso 2: Supongamos que z € 7. Entonces, podemos escoger y arbitrariamente
cercano a x con y <k z. Luego, por el mismo argumento del caso 1, se tiene que
T € 832

Argumentos similares implica que todo punto frontera de B, es un punto fron-
tera de B;. Sea I' la frontera comuUn de B; y B,, es decir, ' = 0B; N 0B,. Ademas,
[' contiene a los puntos fijos E, y E* y contiene a la variedad estable local de
Ef(Wioe(E7)).

Los puntos de I, excepto E,, son todos atraidos hacia E*. Mas adn, I, es la va-
riedad estable de E*, ya que si P"(r) — E* y B es una bola centrada en x, entonces
B contiene puntos de B, 6 B, 6 de ambos, puesto que la cuenca de atraccion de E*
tiene interior vacio. Asi I' = TLQOP_n<W500(E*))'

Afirmamos que I' 1 J es linealmente ordenada con respecto a <, pues de lo
contrario, existen z,y € I' N J, distinto de E,, con = <x y y por la monotonia de
P, P"(z) <k P™"(y) , ¥Yn > 1. En consecuencia, el intervalo ordenado [P"(z), P"(y)|x
es atraido por E*(—+«), ya que E* no atrae conjuntos abiertos. Como I'nJ es lineal-
mente ordenada por <, se sigue que Vt € (0, 1] la parte de la curva esta contenida
en J y corta a [' en exactamente un punto.

Ahora, veamos que I' 1 J puede ser descrito por una curva continua Lipschitz.
Para esto usaremos el cambio de coordenadas ¥ = u+ v y n = u—v. Afirmamos que
I' N J es el grafico de una funcion Lipschitz n = F(¥) con ¥ € [0,V,,] y F(0) = 0.

Consideremos un punto (u,,v,) € I' perteneciendo al interior de J. Si ¥ > ¥, =
u, + v, esta suficientemente cerca de V,, de tal manera que la region triangular
esta acotada por las rectas V = u+v, u = u, Y v = v, esté contenido en Int(J),
entonces existe un punto (u,v) € I" sobre la recta ¥ = u+ v tal que [n—1n,| < |V —T,|.
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571
q,,_,,yﬂ ,,,,,,,,,,,,, (U 7\11 _UO)
U\ TN u,v)
W\ - 2N v — Vo, Vo
L= P O
,;//1/0) —| El* i
AU&L ‘111 — 1 r—t

Figura 4.4:

En efecto, en primer lugar, como I'N J es linealmente ordenada por <, entonces
V(u,v) eT con ¥ =u+v: (u,v,) < (u,r). ENn consecuencia, las esquinas del triangu-
o (uo, ¥—u,), (¥—v,,1,) NO pueden estar sobre I'. Ademas, como (u,, V—u,) < (o, V)
entonces (u,, ¥V —u,) Nno puede pertenecer a B;. Asi; (u,, ¥V —u,) € By, ya que cualquier
punto es atraido a uno de los tres puntos fijos.

Similarmente, se verifica que (Vv — v,,v,) € By. Luego, debe existir un punto de I'
entre estas dos esquinas del triangulo sobre la recta ¥ = u + v. (Solamente puede
existir un solo punto, pues I' es linealmente ordenada por <).

Asi, si n = u — v corresponde al Unico punto (u,v) € T sobre la recta ¥ = u + v,
entonces 7 satisface: (V —v,) — v, <n < u, — (¥ — u,)
SV = —U < N<VUy—VH1, =2V —Uy— U F U — Vg < No—N < Vo —V + 1, +u, — 1,
U— (U + 1) <Np—N<(UpgF+ 1) —V=>U—-T,<n,—n<V,— W
= |10 =l <[Wo = V|| = [ = no| <[V —W| = [F(V) = F(T,)| <[V — Tl
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Argumentos similares se aplican si (u,,v,) = E, Y (uy,v,) = (tm, V), COrrespon-
diendo a n,, = F(V,,) donde (u,,, v,) pertenece en la frontera de J. Esto establece
nuestra afirmacion que I' es descrita por la funcion n = F (V) donde F' es Lipschitz
con constante de Lipschitz igual a uno. [ |

Como un ejemplo final, consideremos el siguiente sistema:

_ r(l—vy)
Upt1 = Vp.€
{ “ (4.6)

J— —SUu
Uptl = Up.€ 57

Como antes, sea P : R2 — R? la transformacion definida por el lado derecho de
(4.6).

P(u,v) = (v.e""™) u.e5")

Hallemos el Jacobiano de P :

ob 0P
Ou  Ov 0 ") — pp.er=)
DP(u,v) = =
P, 0P e " — sue " 0
ou ov
0 1 —rv).er=v)
DP(u,v) = ( )
(1 — su)es" 0

Notemos que P es cooperativo sobre J = [0,s7'] x [0,771].
En efecto , sea (u,v) € J.

. 0<1—-su<l1 3
0<u<s " =2=0<su<l=-1<-su<0= =0<(1—sue ™ <1
OD<e® <1

0<v<rils 01l<0u<i=-1<—-mw<0=0<1-1rv<l1

= (1 —rv)ert=) > 0.

Luego, todas las entradas de DP(u,r) son no-negativas, es decir, DP(u,v) es K-
positiva. Asi, P es cooperativo sobre J.
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Ademas, R = [0,7 e 1] x [0,s7 e ] C J,
si r<2 vy
rel<s<rel™ (4.7)

En efecto, sea (u,v) € R. Entonces 0 < u < r le™! y 0 < v < sle! Pero,

s<rel™ = g< . e = pol or=l o1
Asi:0<u<s ! Porotrolado, re ' <s=stlel<rl Asi;0<v<r L

Luego, (u,v) € Int(J). Por lo tanto, si (4.7) se cumple entonces toda oOrbita entra
y permanece en el rectangulo R, donde (4.6) es cooperativo.

Por otro lado, observe que si v = s7! 6 v = r~!, entonces det DP(u,v) = 0. Asi;
det DP(u,v) <0, Y(u,v) € [0,s7'] x [0,771] y en consecuencia det DP(u,v) < 0, Y(u,v) €
R. Como P~%(0,0) = (0,0), entonces P satisface las hipotesis (H—) donde en este
caso A = R. Asi, el corolario 3.1.1, implica que el omega limite de cualquier orbita
es una oOrbita 2-peribdica.

Proposicion 4.1.3 Asumamos que se cumple (4.7). P tiene exactamente un pun-
to fijo no trivial E* = (v*,v*) y E > 0. La Orbita 2-periddica no trivial es
Oy = {(u*,0),(0,v*)}. El punto fijo trivial es un repulsor y E* es asintdticamente es-
table. La Orbita 2-periodica es una orbita silla cuya variedad estable consiste de los
dos ejes coordenados, menos el origen.

Demostracion: En primer lugar, vemos que (u, ) es un punto fijo no-trivial de P si

ysolosir=su+rvyr—su=rue s conl<u<s '

En efecto, supongamos que u # 0y v # 0.

v’V = ¢y = perd—7) = pesu
P(u,v) = (u,v) & o erlr) = gsu
u.e M =v=u=re™
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1-v) —s

& el et =1sr—rvr—su=0&r=rv-+ su.

Luego, el Teorema de Valor Intermedio, implica la existencia de la raiz
u = s~ !, puesto que, al sustituirla en la ecuacion r» — su = rue ** resulta que
r—1<0<rstel.

Ademas el punto fijo (0,0) es un repulsor.
En efecto,

0 e" -\ €
DP(0,0) = = DP(0,0) — \.I =

1 0 1 =X
Entonces, det(4) =0 & N2 —e" =0 < \ = +e'/2

Asi, el Jacobino en (0,0) tiene como autovalores a Ay = +¢’/2. Como

0<—<1=0«<

DO =

1 l<e2<e? = N\ |>1
<=
2 —eZ< 2 < -1 N—]|>1

Por lo tanto (0,0) es un repulsor.

Ahora, E* es un atractor:

En efecto,
0 1 — *\ r(1—v) A0
DP(u*,v*) — A =  =me - — A
(1 — su*)—s" —A 0 A
—A (1 —rv*).ert=v")
= A= .
(1 — su*)e=" —A
Entonces,

det(4) = 0.6 A’ — (1= su”)(1 = ro)e ") = 0
SN —1—su")(1—rv*)=0
& Ae = H[(1 = su™)(1 —rv)]"?

Como b,c > 1, entonces v*, u* > 0. Luego,
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Vr>0=rm*>0=1—-rvr <1

=0<(1—su")(l—ru’) <l
uw>0=su">0=1-su" <1

AsSi;

A+| < 1y en consecuencia £E* es un atractor.

Ahora, P(u*,0) = (0,u*.e™"") = (0,v*) 'y P(0,v*) = (v".e"d) 0) = (u*,0).
Si P*(u,v) = (u,v) Yy u,v > 0 entonces (u,v) = (u*,v*).

En efecto, P2(u’ I/) — P(V‘er(lfu)’uefsu) — (UQ*SU‘GT(lfue—S”)y Ver(lfu)‘efsu,efi(l—u))
Luego
ve'

P?(u,v) = (u,v) = {

u.e”5 erImuet) =y —su+7r(l —ue ") =0
=
1=v) r(1—v) —sverd) =0

r = rue " + su u = verd=v) .
& & < (u,v) = (u*, V")

Asi; la orbita O,{(u*,0), (0,v*)} es la Gnica orbita 2-periddica no-trivial.
Ahora,

0*P . » -
) = (u,v) = [e7" — sue~"].eT0T1T) oy er(mueT) st
U
(1 = e e ) e grliwe ) s ()
— (1 o Su>efsu'6r(17ue_5“).[1 o ru.efsu].
0*P, . o
9 22 (u,v) = [er(l_”) — Tu.er(l_”)].e_s”‘e 4y emsvet ).[—se"(l‘”) + Sw_er(l—v)]
1%

=(1- ry)er(lﬂ’).e*s”'er(lu) - V@T(lf”).e*s”er(l_y).[seT(lf”).(l — sv)]

=(1- ry)er(l_y).e_s”‘er(kw.[1 — sve"17Y)]
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ASi;

32P * * _—su*® *
8u21 (u*,0) = (1 — su)e ™ "7 ) [1 — pu*. e
= (1 —su™)e ™ " (1 —rv*) = (1 — su)(1 —rv*)
PP, ;
Ll 0) = ¢
Luego,
DP?*(u*,0) = diag[(1 — su*)(1 — rv*),e"].
Asi;

El Hessiano en (u*,0) tiene como autovalores a: A\; = (1 —su*)(1—rv*) 'y A =¢"
y ademas |\| < 1y |\| > 1. Por lo tanto, (u*,0) es un punto fijo silla de P?, cuya
variedad estable contiene una vecinda de (u*,0) sobre el semieje positivo u. Mas
aun, la variedad estable contiene a todo el semieje positivo w.

En efecto, la dindmica sobre el eje u estd dada por w,.; = h(u,) donde
h(u) = ue=v,

B (u) = e — pyer=w = r=w) 1] ]

Ru)>0el—-ru>00<u<r?

B (u) <0eu>rt

Como 0 < u* < r~! entonces 0 < I/(u*) < 1y ademas A'(0) = e > 1.

Asi; (u*,0) atrae todos los puntos (u,0) con u > 0. |

Proposicion 4.1.4 asumamos que (4.7) se cumple. Entonces, E* atrae todos los pun-
tos z € RZ , con z > 0.

Demostracion: Sabemos que Vz € R? : w(z) = Oy = {(u*,0), (0,)}.
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Obviamente el punto fijo (0,0) ¢ w(x), ya que es un repulsor, ni tampoco puede
estar en O,, pues su conjunto atractor es su variedad estable, el cual consiste de
los dos ejes coordenados, menos el origen.

Asi, E* es el inico punto que satisface la proposicion. [ |
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