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1. Introduccion:

En una lamina termocapilar viscosa sometida a calentamiento se produce
una corriente convectiva, la cual a su vez produce la deformacién de la super-
ficie de la lamina viscoelastica, formando un espejo térmico. Este fenémeno
fué descubierto y estudiado por Germén Da Costa [1], posteriormente se
realizaron estudios experimentales de su dindmica [2] y actualmente la in-
vestigacion de estos fendmenos continua con los trabajos de lentes térmicas
tanto en el laboratorio de éptica cuantica de la USB como en el IVIC [3].

En el curso de estos experimentos se constaté que el rayo ldser (con el
cual se iluminaba la muestra estudiada) parecia provocar deformaciones en
la misma. El efecto observado era el de la formacién de una depresion en la
zona del liquido iluminada, lo cual da lugar a los espejos térmicos.

Se han desarrollado diversos modelos matematicos que permiten la des-
cripcion aproximada del fenémeno, sin embargo estos modelos son sobresim-
plificados y en una sola dimensién espacial [4], [1], esto no se corresponde con
la realidad, por lo tanto se propone realizar un estudio matematico mas pro-
fundo y la construccién de modelos dindmicos en 2 y 3 dimensiones espaciales.
Es de esperar que las ecuaciones que arroje este modelo sean extremadamente
no lineales, para obtener soluciones se puede proceder a linealizar las ecua-
ciones y obtener resultados mediante métodos numericos en ecuaciones en
derivadas parciales, nuestro modelo intenta ser lo mas realista posible y se
basard en la integracién de las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el uso
del método de las elementos finitos [5]. La formacién y evolucién de estos
espejos térmicos ha sido observado experimentalmente [2], [3] y se conocen
soluciones clésicas en estado estacionarios [1] las cuales pueden servir de guia
y validacion de los resultados a obtener mediante la simulacion numérica.

2. Objetivos

2.1. Objetivos Generales

- Estudiar las ecuaciones de una lamina liquida termoeléstica, calentado
por una fuente estacionaria, mediante las ecuaciones de Navier-Stokes.
- Es un objetivo del trabajo la completa identificacion de los términos de
la ecuacién con las aproximaciones fisicas correspondientes.
- Estudiar las condiciones de frontera que adquiere el fluido viscoelastico



al ser sometido al calentamiento. Se propone abordar el problema completo
en

3 dimensiénes espaciales tanto con condiciones de Dirichlet como con
condiciones de Neumann y mixtas.

-Integracion de las ecuaciones de Navier Stokes para el caso planteado, con
condiciones de borde adecuadas basado en el método de Elementos Finitos.

Para integrar las ecuaciones de Navier Stokes con las condiciones de borde
e hipétesis asumidas se propone el uso del programa PDEtools de MatLab el
cual permite la elaboracion de applets que realizan la integracion numérica
de ecuaciones parabodlicas con coeficientes y condiciones de borde propor-
cionados a partir del modelo matematico del proceso fisico, estos resultados
pueden ser comparados con los resultados experimentales [2] [3].

2.2. Objetivos Especificos:

- Estudiar y plantear las ecuaciones de continuidad, condiciones de borde
y relacién con la ecuacién de la superficie deformada.

- Plantear el modelo fisico microscopico del fluido, formulado desde el
punto de vista lagrangiano [6]

- Estudiar teéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes, que modelan los
fluidos Newtonianos, adecuandola a las condiciones de borde y de la ecuacion
de la superficie deformada.

- Utilizando aproximaciones adecuadas, plantear y resolver el modelo li-
nealizado del sistema de ecuaciones en derivadas parciales (i.e.Partir de las
ecuaciones de N-S para obtener la ecuacién de Calor).

-Implementacion de un programa en Matlab que utiliza las librerias de
integracion por elementos finitos para resolver las ecuaciones del flujo ter-
moeldstico.

- Implementacion de una interface que permita introducir las condiciones
de borde del problema planteado.

- Realizar el andlisis para casos aproximados y soluciones exactas .

-Interpretar los resultados obtenidos.

3. Justificacion e Importancia

En diversas areas de la ciencia, la ingenieria y la industria es de suma im-
portancia el estudio de los fluidos, ya que estos determinan el comportamiento
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de muchos fenémenos fisicos e industriales Desde hace mucho tiempo es de
gran interés el desarrollo de nuevas tecnicas extractivas y de mejoramiento
de los petroleos pesados, debido a la riqueza de los yacimientos existentes
en Venezuela. Para ello es necesario estudiar de forma tedrica-experimental
los fenémenos que tienen lugar en un crudo pesado. Una de las areas funda-
mentales de investigacion es el estudio de las superficies de los fluidos [7]., ya
que en ella se producen la mayoria de las interacciones. En este trabajo el
crudo forma una pelicula delgada que es calentado por un rayo laser dando
lugar a un flujo termoconvectivo; donde el laser cumple con la finalidad de
calentar la muestra del material y se refleja en la deformacion de la superficie
formando un patrén de anillos de Newton, que constituyen un holograma de
la superficie permitiendo asi un andlisis cuantitativo de la misma. La siguien-
te figura ilustra el montaje experimental propuesto en las referencias [1] y
[2]con la finalidad de estudiar la deformacién termocapilar de la superficie
mediante interferometria de la luz , reflejada por la superficie, procedente del
Laser que ocasiona el calentamiento.

Prisma
Pantalla

—

Prisma /
-

Prisma R

La flejad
T uzretigada Patrén observado

Superficie termoelastica

Figura 1: Montaje Experimental

El estudio de este fenémeno puede aplicarse al disefio de equipos de medi-
ciéon que permitan determinar parametros de importancia en la explotacién
de crudo mediante la interpretacién de los patrones holograficos observados
para distintas muestras. Desde el punto de vista matematico este sistema
termoconvectivo es descrito por ecuaciones diferenciales no lineales y es de
gran interés su correcto planteamiento y resolucion. Hoy en dia los métodos
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numeéricos son cada vez mas importantes para la resolucion de las ecuaciones
en derivadas parciales, la implementacién de programas y/o interfaces grafi-
cas que permitan resolver este tipo de ecuaciones es de gran utilidad para
una variedad de problemas conexos con el estudiado, ya que de ahi se elabo-
ran nuevas subrutinas y/o programas que permitan la resolucién de nuevos
problemas.En la industria este tipo de soluciones numéricas son de gran im-
portancia para muchos procesos quimicos y fisicos que involucran fluidos y
deformaciones de su superficie de interaccién, ya que la mayoria de los sis-
temas reales no pueden ser resueltos de forma analitica cerrada lo que hace
imprescindible el uso de métodos numéricos avanzados.

Elementos de Dinamica de fluidos:

Un fluido [7] es un material formado por d4tomos o moléculas que no estan
fuertemente ligadas entre si, de forma tal que es susceptible a grandes defor-
maciones. En un sélido en cambio, las moléculas estan fuertemente ligadas de
forma que solamente admiten deformaciones pequenas. De hecho los fluidos
adaptan su forma al recipiente que los contiene y cuando se les somete a fuer-
zas externas se desplazan con velocidades diferentes en cada punto, alejando
o acercando las moléculas con distintas velocidades, a diferencia de los sélidos
que se desplazan y rotan ”rigidamente” manteniendo invariable las distancias
relativas de sus moléculas. Si las moléculas de un fluido estan tan debilmente
ligadas que se pueden considerar independientes entonces hablamos de un
gas, si existen interacciones entre las moléculas pero lo suficientemente débi-
les para permitir que sean separadas por efecto de fuerzas externas aun las
méas débiles como la gravedad, entonces hablamos de un liquido.

En particular [4] estamos interesados en los liquidos viscosos que son
aquellos que se desplazan de forma laminar, pero trasmitiendo entre las dis-
tintas capas de fluido, esfuerzos tangenciales al moverse entre si. Para ello
estudiaremos el comportamiento de un elemento de fluido, suponiendo que el
comportamiento microcdspico es el mismo que si fuese perfectamente conti-
nuo y que sus propiedades fisicas como densidad, presion y velocidad dentro
de un pequeno elemento de volumen son funciones continuas de la posicién.
Esta hipdtesis se conoce como ”Hipdtesis del Continuo” y es consistente con
observaciones experimentales. Cuando nos referimos a un elemento de volu-
men, asumimos que este volumen es muy pequeno comparado con las dimen-
siones del cuerpo pero lo suficientemente grande como para contener un gran
numero de moléculas y la capacidad de poderse medir cantidades estadisticas
intensivas como temperatura, presion y densidad.

Existen dos descripciones fundamentales en la dindmica de los fluidos: La
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descripcion ”Euleriana” que consiste en considerar el campo de velocidades
constituido por la funcién vectorial U(x,t) que es velocidad del fluido en
cada punto x al tiempo t y la descripcién ”Lagrangiana”, que consiste en
considerar la posicién y velocidad (X;(t), U;(t)) de cada particula en funcién
del tiempo en lugar de la velocidad del fluido en un punto determinado del
espacio. Aun y cuando la descripcion Lagrangiana es la aplicada en mecénica
clésica tradicional, el gigantesco nimero de variables involucradas (Nimero
de Avogadro) hace que en la préctica se use la descripcién Euleriana, y que
el formalismo Lagrangiano sea utilizado inicamente con fines académicos.
Existen dos tipos de fuerzas que actuan sobre un elemento de fluido. Se
llaman fuerzas externas o volumétricas aquellas ejercidas por elementos ex-
ternos a todo el fluido, son fuerzas de largo alcance y actuan sobre todo el ma-
terial; entre ellas mencionaremos la mas importante en nuestro caso la fuerza
de gravedad aunque pueden existir otras como la fuerza electromagnética,
cuando el fluido porta carga eléctrica y la fuerza centrifuga cuando el movi-
miento es con respecto a un sistema de referencia acelerado. Se denominan
fuerzas internas o superficiales sobre un fluido, a aquellas que actuan por la
interacciéon de elementos vecinos, son fuerzas de corto alcance y son ejercidas
sobre una delgada superficie adyacente a la frontera del elemento de volumen.
Se llama esfuerzo superficial a la suma de todas las fuerzas internas en dicho
elemento de volumen. Entre las fuerzas internas consideraremos las fuerzas
debido a la presion y a la viscosidad, también se tiene en cuenta la presién
hidrodindmica o presién en un punto del fluido en movimiento.

4. Tensor de Esfuerzos.

La representacion matematica de la densidad de fuerzas superficiales
estd dada en términos de un tensor de esfuerzos, un tensor de segundo rango
conocido como tensor de esfuerzos. También llamado esfuerzo superficial.

Consideremos un elemento de volumen con frontera S y sea 4S5 un ele-
mento de superficie y ”n” la normal exterior unitario en dicho elemento. Sea t
la densidad de fuerza superficial neta sobre §S. Donde ¢ no es necesariamente
colineal a n. Sea 65 un elemento de superficie cuya normal va en direccién
j, llamaremos T;; a la componente i del esfuerzo ¢ sobre dicho elemento de
superficie.

La matriz T formada por los elementos T;; se define como tensor de
esfuerzos. Para obtener el esfuerzo superficial en todo punto y en todo tiempo



tomamos un elemento de volumen en forma de tetraedro con vértice en x
cuyos lados miden L (ver figura 1.1). La cara principal la denotamos 65
mientras que las caras laterales las denotamos como I, II y III . Llamemos a
T a todo punto que se encuentre en la superficie del tetraedro, es decir en
cualquiera de sus caras

.-

III

Figura 2: Superficie para hallar el Tensor de Esfuerzos

Luego la componente i del esfuerzo ¢ sobre la cara principal es t; . Por
lo tanto la componente i de la fuerza sobre la cara 6S es t;05 y nesel
vector normal unitario sobre la cara principal.

n = Mnie; + ngésy + Nnz1e3

observamos que —T;; es la componente i de  sobre la cara I, cuya normal es
—é; , el drea de la cara Il esny0S (por proyeccién) por lo que la componente i
de la fuerza sobre la cara es —T;1n16S similarmente las componentes i de de
la fuerza sobre las caras Il y Il son —T;on9dS y —T;3n30S respectivamente.

Sumando estas contribuciones en la direccién i obtenemos que la componente
i de la fuerza total sobre el elemento de volumen es :

3
(tl - ZT;]TL])&S, con 1:1,2,3
j=1
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Sea f. la densidad de fuerzas externas al elemento de volumen, p la
densidad de masa, 6V el volumen del tetraedro y U la velocidad promedio
del mismo. Supongamos que 4 (pU) (') estd acotada por una constante M;
esta hipdtesis se cumple si suponemos que la densidad de masa, asi como U
y ‘il—[t], son finitas al tiempo t y a tiempos posteriores finitos acotados en la
region del espacio que ocupa el tetraedro.

Aplicando la Segunda Ley de Newton al elemento de volumen tenemos:

3
‘ (tl — Zﬂjn]) 55 + f65V =
j=1

El volumen del tetraedro es 0V = %L?’. El area de la cara principal es

L2
2

‘%(pU)éV‘ < M5V

0S8 = */7§L2 mientras que cada cara (LIl y III) tiene un drea igual a n;0S =
, Vemos que n; = \/—, Vi Asi, simplificando tenemos:

(for) 2

Tomando limite cuando L — 0 en la expresion anterior

t <
-6

1 1
_ I _ < v < v _
ilL%GML—%i%K Z > g ]—%&%GML
Por lo tanto tenemos:

3
ti — ZTijnj =0, (1)
=1

en el punto x y para todo tiempo t, ¢ evaluado en T tiende a t evaluado en
T ya que suponemos que ¢ es una funcién continua de la posicién. Es decir
para todo punto en el fluido y para todo tiempo se obtiene que el esfuerzo
supeficial viene dado por:

t=T-n (2)

El tensor de esfuerzos es simétrico, de hecho se puede probar [7] que

'Flujo:Cantidad de fluido que atraviesa 6V en un tiempo A t
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€A1/ (Tag — T32)d$3 + é\z/ (T3 — T13)d1‘3 + éé/ (Tho — T21)d$3 =0
V(t) V(t)

V(t)

esto implica que

| @~ mas =0 3)
V(t)

Vi # j. La ecuacién se cumple para todo elemento de volumen V' (t) C
Q2 C R en todo tiempo t. Como T es continuo esto es posible si y solo si
T;j = Tj; para todo x y t.

5. Presion de un Fluido en Movimiento:

La presion de un fluido en movimiento en el punto x y a un tiempo t se
define como:

P(z) = — lim ! / t.7dS, (4)
lz—y|

r—0 4772

Es decir, P es el limite cuando r — 0 del promedio de la componente
normal de la densidad superficial de fuerzas t , en direccién opuesta a la
normal exterior sobre la esfera de radio r y centro en x

Luego por la definicién anterior y la ecuacién (tensor) 2 podemos escribir
P en funcién del tensor de esfuerzos T. Haciendo el cambio de variable y =
z +rn , tenemos que dS, = r2dSn |n| = 1 y 1 es normal a la esfera unitaria,
vemos que

—(—-y —(@-y y—=z

’]’] = = = .
r lz -yl |y—zl
Asi escribimos
1
P(z) = —lim — T dS
(z) = - lim -~ /ﬂ_1 T (z + rn)ndS,

Como ahora el dominio de integracién no depende de r y es acotado y
dada la hipotesis de que T es continuo es posible incluir el limite dentro de
la integral. Luego Como 7 no depende de r y por la continuidad de T nos
queda
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P@)=—— [ nT(@nds, (5)

AT J gz

Un resultado importante es el siguiente:
p=_1 ',
- 3 - 2.

En efecto, llamemos B a la esfera unitaria con centro en x, cuya normal
unitaria es 7).
De esta manera

1
P(z) = 1 0 T (z)ndSn.

Como T es real y simétrica, y x esta fijo, entonces existe una matriz M , tal
Ao 0
que MTTM = A(z) = D CO A I
0 .. A3
con )\; = \;(z). La existencia de M estd asegurada por ser n’Tn una
forma hermitiana (cite :Cou/Hil, pags.13-14) [6] .
Sea £ = MTn, la rotacién de n dada por M. £ es unitario ya que n y M
son unitarios. De esta forma

Ty =n"(MA@)M )y = (M™n)"A(z)(M™n) = " A(z)¢.

El jacobiano de la transformacién & = M1 es

J =det(M") =1,
por lo que la presion se puede escribir como

1
Ple)= - | €Awedss

ahora ¢ es la normal unitaria. Pasando a coordenadas esféricas escribimos
&1 = cosfsin ¢, & = sinfsin ¢, &5 = cos ¢, por lo que
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Pw) = g [ @8 0w+ xS,

1 kg 2w
- / / (A1(z) cos® @sin® ¢ + Ag(z) sin® @ sin® ¢ + As(z) cos® @) sin pdfde
TJo Jo

— —%()\1(56) + A2(z) + A3(2))

3 : .

6. Derivada Material.

Primero consideremos|[8| la presién atmosférica P, considerada en general
como una funcién de la posicién y el tiempo, expresada como P=P(x,y,z,t).
Para evaluar el cambio en la presion atmosférica, se puede escribir la dife-
rencial de P en coordenadas cartesianas como:

opP oP oP oP
dP = —dt + —dx + —dy + —dz
at " " or 8y YT oz
en donde dx, dy y dz son desplazamiento arbitrarios en las direciones x,y
y z respectivamente. Si se dividen todos los términos entre dt se obtiene la

razon del cambio de la presién como:

dP _9P OPdr OPdy  OPd:
dt Ot Ordt Oydt Ozdt

Consideremos tres ejemplos para la evaluacion de ‘fi—ltj
En primer lugar : El instrumento para medir la presién estd localizado

en una estacion climatologica que naturalmente estd fija en la superficie
terrestre; en este caso los coeficientes ‘Zl—f, % y % son cero y para un punto
ap

fijo la derivada total % es igual a la derivada local en el tiempo 5.

Un segundo caso es aquel en el que el instrumento para la medicion de la
presion se encuentre en una aeronave que puede volar en cualquier direccion
elegida, ademas de elevarse o descender conforme quiera el piloto. En tal

de dy

. dZ .
caso las derivadas 77, 7 v < son las componentes z,y y 2z de la velocidad
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del avion, respectivamente, se escogen arbitrariamente estas componentes y
solo tienen relacion casual con las corrientes de aires.

Una tercera situacién es aquella en que el instrumento de medicién de la
presion esta en un globo que que se mueve o es ”llevado” con el aire en que
esta suspendido el globo.Aqui las derivadas ‘fl—f, % y % son las componentes
de la velocidad del propio medio , v,,v, y v, respectivamente. Esta tercera
situacion corresponde a la definicién de la ”Derivada Material” y se pueden

agrupar los términos de la siguiente forma:

D 0 Oder 0Ody 0dz
i e
Dt Ot Oxdt Oydt Ozdt
Por lo tanto se ve que la derivada material es la derivada que sigue el
flujo del fluido . Se puede aplicar el operador % a cantidades escalares como
vectoriales y se puede interpretar como la razon de tiempo de cambio de una
variable dada evaluada a lo largo de la trayectoria del elemento de fluido en

el campo de flujo. [8]

7. FEcuacion de Continuidad.

A partir de la ley de conservacion de la masa tenemos la ecuacion de
continuidad.

Sea V, un elemento fijo de volumen en el espacio que ocupa nuestro fluido.
V. C R? es un dominio acotado, abierto con frontera regular OV, = S, donde
el teorema de la divergencia es aplicable ver figura 1.2

La masa contenida en V, al tiempo t es [ pdv . Por laley de conservacién
Ve
de la masa ante la ausencia de fuentes y sumideros en V,. La derivada de la

masa contenida en V. con respecto al tiempo es igual a la masa que entra o

sale por S en la unidad de tiempo. Si "n” es la normal exterior a S, la masa

que fluye a través de un elemento de superficie dS en la unidad de tiempo es
pU.ndS donde p es la densidad de masa, luego se tiene:

d 3
£</chdx>——/5pU.ndS

Como V, no depende del tiempo, nos queda

/ pr da® = —/pU.ndS
A s
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Figural

Figura 3: dibujol

por el teorema de la divergencia se tiene la Ecuacién de Continuidad de
forma integral:

/ [ pie + div(pU)] dz® = 0 (7)

Como V, es arbitrario, luego el integrando es continuo para cualquier
punto X del espacio; esto es valido si y solo si

%p +div(pU) =0 (8)
Que es la ecuacién de continuidad de forma diferencial.
Usando la identidad div(pU) = p div(U) +U.grad p y la Derivada
material %p = %p + U.grad p

Para un fluido Incompresible tendremos:

div(p U) =0 9)

Principio Variacional y Ecuacién de Navier Stokes.
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8. Principio Variacional Lagrangiano

En hidrodinamica nosotros estamos interesados con el movimiento de
liquidos y gases. Los fenémenos considerados son macroscépicos y la natura-
leza atémica o molecular del fluido no es considerada. El fluido es considerado
como un medio continuo. Esto implica que un elemento de volumen pequeno
es también supuesto a ser asi como uno tan grande el cual contendrd una
gran cantidad de moléculas.

De las dos representaciones normalmente usadas en el estudio de la Hidro-
dinamica, la forma Lagrangiana es la més relacionada a la mecénica clasica,
pero, la forma Euleriana es la mds conocida [6].

En la descripcion Lagrangiana, una particula de fluido en particular
es seleccionada y su movimiento se muestra en el tiempo. Dada su
posicién inicial (en t = 0) ”a” y su posicién en un tiempo después
”x” Entonces nosotros consideramos ”z(a,t)” como un CAMPO de la
posicién inicial ”a” 'y el tiempo ”t”. Claramente "z (a,0) = a”. Las
densidades lagrangianas seran funcionales de ”z(a,t)” y sus derivadas,

luego la accién estard integrada en ”a” vy el tiempo "t”.

h Ox; Ox;
I = . —l —l' 3 ]_

En la descripcion Euleriana, una componente del movimiento del fluido es
descrita por cinco cantidades: las tres componentes de la velocidad del
fluido "U(z,t)” y dos cantidades termodindmicas: la Entropia ”s(x,t)”
y la Densidad " p(z,t)” 2. Las demés cantidades termodindmicas pue-
den ser determinadas por la ecuacién de estado y otras relaciones de
termodindmica, en cada caso para el par de variables de estado escogi-
das. Esta es una teoria de campo, en la cual, los observables son dados
como una funcién del vector posicién ”z” y el tiempo ”¢”. La funcién
"U(z,t)” , da la velocidad del fluido en un punto x en un tiempo t,
se refiere a puntos fijos en el espacio y no ha particulas definidas del
fluido. La aceleracién de una particular particula de fluido es dada por
la derivada total. En este caso la accién se escribe:

I= /: {/E(Ui,s,p; a,t)da?’] dt (11)

2Qtras posibilidades para ese par son la Presién ” P(z,t)” y la Temperatura ”T'(z,t)”,
o la Presién " P(z,t)” y la Densidad ”p(z,t)”
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En las aproximaciones continuas vélidas para Hidrodindmicas no turbu-
lentas, z(a,t) es un campo vectorial diferenciable en todos sus argumentos.
La velocidad de una particula de fluido esta dado por :

Ox
U=(%)a 12
(5) (12)

y la aceleracién por:
0%z
—)a 13
(5) (13)
Para un fluido debemos incluir dos principios de conservacion|7]:

1. Conservacién de la Masa: Consideremos la masa contenida en

un pequenio volumen del fluido "dz3” alrededor de una particula de
fluido en la posicién "x(a,t)”. Esto define la densidad p(z,t), ya
que esta masa estuvo contenida inicialmente en un volumen similar de
coordenada ”"a” por lo tanto tenemos

p(x,t)dz® = p(a,0)da®

Definiendo el Jacobiano de la transformacién que lleva a — z(a,t) al
0(z:)
0(a;)

tiempo "t”. J;; =

Tendremos:
p(m,t).J:p(a,O) = Po (14)

Si calculamos la rata de incremento de la densidad en un elemento de
volumen "V (t)” al tiempo ”"t” de forma arbitraria y frontera ”S(t)”
obtendremos las ecuaciones de continuidad integral y diferencial 7, 8
y la condicién de incompresibilidad 9, que puede reescribirse ”7.J = 17.

2. Conservacion de la Entropia: En fluidos reales la disipacién de la energia
ocurre como una consecuencia de la viscosidad, conduccion térmica, etc.
Pero nosotros estamos estudiando un fluido ideal. Luego sea ”s(z,t)”
la entropia por unidad de masa del fluido en el punto ”x”, pode-
mos derivar la conservacion de la entropia considerando la entropia
contenida en un pequefio elemento de volumen 7”dx®” localizado en
la posiciéon "z(a,t)” 'y por conservacién de la entropia obtenemos:

p(x,t).s(z,t).J = p(a,0).s(a,0)
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que utilizando 14 se reescribe como
s(z,t) = s(a,0) = so (15)

que en funcién de las variables Eulerianas (U, p, s)

% (ps) + div (psU) =0 (16)

Consideremos un Fluido, en el cual usamos las variables Lagrangeanas, el
principio de Hamilton es:

t1

51:5/ (K—V)dt=0 (17)
to

donde K es la energia cinética y V es la energfa potencial.

Una generalizaciéon de esta ecuacién para un sistema continuo termo-
dindmico, se redefine a V como la suma de la energia interna y la energia
potencial externa. Asumiendo que las fuerzas externas son derivables de un
potencial. La descripcién lagrangeana de un fluido consiste en dar la posicion
y velocidad al tiempo t de cada una de las particulas del fluido considerado
en lugar de especificar la velocidad del flujo en un punto determinado.

La energia cinética y potencial de un fluido son:

. 1 833@ 2 3 1 833@ 2,3
K = /2p<3t>dx —/2p0<a><3t>da

Vo= [ et o= [ pla)(e + oo’

7
donde las fuerzas externas por unidad de volumen son derivables a partir del
potencial ¢:

f=-V¢
Hay que tener en cuenta que la densidad pp(a) no es constante, ya que
es la distribucién inicial de densidades y ”z(a,t)” es un campo vectorial
que dependera de la posicion inicial 7a”, ademdas es muy corriente que
la energia interna y el potencial vengan expresadas en funcion de variables
termodindmicas (Eulerianas) en lugar de las variables Lagrangeanas y las

coordenadas de integracion.

e(xiajijaa—t.;avt) = e(p,s)



donde e = e(p,s)” representa las energfas internas del fluido, tales como

las energias quimicas o de cambio de fase, y depende solamente de la densi-
dad (i.e del nimero de particulas de cierto tipo o potencial quimico) y de la

entropia ”s” (lo cudl incluye los Calores Latentes de cambio de fase) y donde
7 s(xs, Jij, Ba”c;;a t)” es la entropia, "p = p(z;, Jij, 85?;& t)” es la densidad y

”Y” es una variable externa del cual puedan depender energias gravitacio-
nales, eléctricas etc. La principal complicacién es que hay que expresar las
variables termodinamicas en funcién de las variables Lagrangeanas.

Tendremos que la accién para un fluido se puede obtener de la densidad
Lagrangiana para un fluido

o(@i, Jijy s 0,65 Y) = 5p0(a) (G2)° + pola) (e, Jig, Gt 0, t) + plai; V)
que nos permitird obtener las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.

El problema variacional no es completo si no consideramos los principios
de conservacion de la masa 14 y consevacion de la entropia 15 | para ello
tenemos que modificar el principio variacional haciendo uso de la técnica de
los multiplicadores de Lagrange [9]

5/[/(xi,%,%?)da3] dtzé/[/(o(xi,%)-l-a(pJ—po)—l—B(s—so))da?’ dt = 0

(18)
donde "a” y ”3” son los multiplicadores de Lagrange de los vinculos (pJ —
po) =0 y (s —sg) =0 . Justamente a través de los vinculos se obtienen las
dependencias de las variables termodinamicas con las variables Lagrangianas:

8xi _
p(zs, Jij, 0 a,t) = J lpo

8Z'i
3($i7Jij7§;aat) = So

y por lo tanto su dependencia se remite a la dependencia de sus condiciones
iniciales.
Utilizando las conocidas relaciones termodindmicas: [10] para la presién

y la Temperatura
Oe
P =P
(p,8) =p <8p>

T’=fﬂm$=<%>p
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realizando variaciones con respecto a ”p” y ”s”en 18 podemos resolver los

multiplicadores de los vinculos:

1

a = ala,J;po,s0) = —P
p

6 = B(av J7 vasO) = pOT

Entonces el vinculo asociado a la densidad 14 tiene su multiplicador de
Lagrange relacionado con la Presion, mientras que el vinculo asociado a la
entropia 15 tiene su multiplicador asociado a la temperatura.

El resto de las ecuaciones de movimiento puede obtenerse de la varia-
cién con respecto a "x;”, es conocido que para una densidad Lagrangiana la
ecuacién de Euler Lagrange es:

ai (o) * o0 (o)) ~ 3w = (19)

que se simplifica a :

Pai 0 iy s U
Po 8t2 607 PS54 poa.%‘l —

0 (20)

esta es la ecuacién de Euler que es una ecuacién fundamental para los fluidos,
esta formulacion variacional es equivalente a las leyes de Newton teniendo en
cuenta todos los vinculos y la derivada material, a continuacién se presenta
una deduccién de la ecuaciéon de Euler para un Fluido.

9. Ecuaciones de Movimiento o Ecuacion de
Euler para un Fluido:

Vamos a aplicar la segunda ley de Newton a un elemento de fluido que
ocupa un volumen V'(¢) al tiempo ¢, para obtener las ecuaciones de movi-
miento.

Supongamos:

- La tnica fuerza volumétrica que actia sobre cada elemento de fluido ;
es la fuerza de gravedad .

- pU es la densidad de momento lineal

- t es la densidad de fuerzas superficiales
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- pg es la densidad de fuerza debida a la gravedad
Luego al aplicar la ley de Newton

d -
— pUdz® = / tdS + / pgdx®
dt Jy S(t) 140)

donde S(t) = 0V (t) es la superficie frontera del volumen V' (¢) al tiempo ¢ y
supongamos que es regular escribiendo la ecuacion anterior por componentes;

d
— pUsdz® = / t;dS + / pgida®
dt Jy S(t) V()
coni=1,23.

Para el caso de gravedad g1 = ¢ =0 y g3 = —g
Por la ecuacion 1 y por el teorema de la divergencia escribimos

T

/ t;dS = / ZTUanS / T | .ndS
S(t) S(t) 51 S \ Ty
= div 12 da® = / O g
/V(t) Z Oz;

Sustituyendo este resultado en la ecuaciéon de movimiento y aplicando el
teorema del transporte (64) a la primera integral de la ecuacién anterior

2o gy da?
/ pdt / 231’] v Jr/(t)pg ¢

dU, Ty, ;
- — pg;)da® = 21
/V o > oz, ~ PoAE" =0 (21)
J

Vi =1,2,3, VV(t) C © C R . La ecuacién anterior se cumple para
todo elemento de volumen en todo tiempo ¢ . Dada la hipdtesis de que el
integrando es continuo , esto es posible si y solo si

luego

dU; oT;
_ —Y _ pg; =0 22
P B, Py (22)
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Ve e Q,Vtyconi=1,2 3.
Las ecuaciones anteriores representan las ecuaciones de Euler [6] del
movimiento del fluido.

10. Fluido Newtoniano y Tensor de Viscosi-
dad:

La resistencia causada por un fluido al movimiento relativo de sus partes
se llama viscosidad dinamica o absoluta. Esta es la relacién de su esfuerzo
cortante a la razén de cambio en la deformacién transversal de un fluido. El
coeficiente de viscosidad dindmica o absoluta v es la resistencia causada por
una lamina del fluido al movimiento paralelo a esa lamina u otra lamina del
fluido a una distancia unitaria de ella, con una velocidad relativa unitaria.

Hasta el momento, la definicién de tensor de esfuerzos se aplica a cualquier
medio continuo. Para el caso de un fluido viscoso, debemos considerar algunas
hipétesis de origen fisico, las cuales mencionamos a continuacién :

Un material se denomina isotrépico, si sus propiedades mecanicas pueden
ser descritas sin referencia a una direccién particular ,esdecir, si no existe
una direccién preferencial de movimiento.

Un tensor que tiene las mismas componentes con respecto a cada base
ortogonal se conoce como tensor isotrépico .

Definiremos como fluido viscoso newtoniano aquel fluido que cumple las
siguientes propiedades:

1). Un medio continuo isotrépico, ya que sus propiedades fisicas no mues-
tran preferencia por la direccién del movimiento

2).El tensor de esfuerzos T es continuo en la posicién y en el tiempo.
Esta condicion es una extensién de la hipétesis del continuo a la densidad
superficial de fuerzas.

Las condiciones anteriores, junto con la hipdtesis del continuo constitu-
yen las caracteristicas fisicas fundamentales de un fluido viscoso newtonia-
no, a partir de las cuales es posible encontrar las ecuaciones de movimien-
to.

Una contribucién importante a la componente normal de la densidad
superficial de fuerzas internas t,, = n?Tn se debe a la presién, definida por
la ecuacién (Pt) (6). En base a esta observacién podemos escribir el tensor
de esfuerzos como la suma de dos tensores, a saber:
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T'z'j = —P&ij + (T’z] - P(S”) = —P5ij + Uz’j

Al tensor o5 se le define como tensor de viscosidad y representa la contribu-

cion de las fuerzas de viscosidad, a la densidad superficial de fuerzas internas
en cada elemento de fluido. Ademas este tensor debe ser proporcional al

gradiente de velocidades formada por los elementos

10U, au;
%= 3 (axj * aa:i> (23)

que se conoce como tensor de deformacion. Por otro lado debido a la pro-
porcionalidad entre cada elementodel tensor de viscosidad y el gradiente
de velocidades, cada o;; es una funcion lineal de los elementos de e;;. Esa
relacion se expresa en términos de un tensor isotrépico de rango cuatro

Oij = E Hijklekl
k,l

donde

Hiji = adijop + Boirdji + v0udj

con «, B y v como constantes. Luego la relacion entre el tensor de viscosidad
y el de deformacion se puede expresar como

oij = adij Z erk + (B + 7)es;.
P

Por la definicién de e;; notamos que ), ex, = divU, y si definimos v =
(8 +v)/2 obtenemos

oij = a.divUé;; + 2ve;;.

Por lo tanto el tensor de esfuerzos se escribe como

Tij = (—P + a.divU)d;; + 2v.e;;.

Por la ecuacién de deformacion (23) al sustituir la anterior nos queda
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_p = _ZT“_ Z —P + a.divU)d;; + 2ve;;.)

= 3( P + a.divU) 25“—1- VZe“

2
= —P+(a+ gu)divU

lo cual implica que a = %V, ya que divU es distinta de cero. De este modo
el tensor de viscosidad tiene la forma
2 .
Oij = —gy.dl’UU.éij + 2V€ZJ(U) (24)

Donde v es el coeficiente de viscosidad cinematica, y su valor depende
de las propiedades del material. Por lo tanto el tensor de esfuerzos queda
determinado por la expresion

2
T, =—(P+ gV.d'L"UU).(;ij +2.v.e;(U) (25)

Para el caso estdtico tenemos T;; = —PJ;;, ahora podemos escribir el
tensor de esfuerzos como

—P+ 2V(%dz'vU + U y) v(Ury + Usy) v(Uyz + Us,)
v(Uiy + Usye) —P + 2v(3divU + Usy) v(Usy + Us)
V(Ul,z + US,a:) V(U3,y =+ U27Z) —P+ 2V(%divU + Ug,z)

11. Ecuaciones de Navier Stokes.

Sustituyendo la ecuacién (tensor de esfuerzo 25) en la ecuacion (du) (22)
para obtener

du; ou;, 0U,
U P 9 i j ‘
P dt Z 833'] ( + 3VdZ'UU)5;] ey (833'] 833’2 >> + pgi

8P 2 0 .. o*U, 0*U;
= o=V '(dwU)—i-Z (83: -l-axiaxj)-l-pgi




denotando 3, -2V — o (divU) y Y2 91 = V2U; = AU;, nos queda

J Oz;0z; j Bac?
dU; op v 0
e

Escrita en forma vectorial nos queda

(divU) + vAU; + pg;. (26)

@
P at
Usando la derivada material obtenemos

1
= —grad p+ 3V grad (divU) + vAU + pg.

1
p(U; + (U.grad)U) = —grad P + 3V grad (divU) + vAU + pyg.

Las ecuaciones anteriores son conocidas como las ecuaciones de ”’NAVIER-
STOKES”, las cuales son validas para todo tipo de fluido para cualquier clase
de comportamiento de esfuerzo-razon de deformacion. Para el caso de un flui-
do newtoniano (uno con viscosidad constante ) en flujo laminar. Si el fluido
es ademas incompresible es decir si la densidad de masa es constante, por la
ecuaciéon de continuidad tenemos que divU = 0 y las ecuaciones se reducen
a

p(Us + (U.grad)U) = —grad P + vAU + pg.

Escritas en componentes nos queda:
AU, OV 0P
p at I 8.7)]' N 0:1:2

Donde 1< j < 3, e fijo.
La Ecuacion de Navier Stokes en una Lamina Termocapilar.

+ vAU; + py;

12. Deformacion Termocapilar en una lamina
liquida

El problema ha estudiar consiste en una lamina liquida delgada de un

fluido viscoso sometido a calentamiento mediante un LASER. Debido a que

la intensidad del LASER es gaussiana [14] se produce un calentamiento
en el material, que es un buen conductor del calor y cuya distribuciéon de

26



temperatura es conocida en término de funciones especiales [12]. Este ca-
lentamiento produce varios fenémenos reportados como tales : variacién de
densidad, variacién de viscosidad y flujo convectivo, [1]. De todos estos feno-
menos el mas importante para este trabajo es la deformacion de la superficie
debido al flujo convectivo producido por el calentamiento, en particular para
las intensidades reportadas en las referencias [1] [2] las variaciones de tem-
peratura son muy pequenas y la refleccién del mismo haz LASER sobre la
superficie permite el estudio interferométrico de la deformacién que produce
el flujo convectivo. Este fenémeno llamado deformacion termocapilar es uno
de los mas complicados en la mecanica de fluidos, el calentamiento ademas
del flujo produce una disminucién de la tensién superficial, ya que colleva a
la deformacion de la superficie del liquido formando un ”crater” que ha sido
estudiado. (El flujo no tangente del material es lo que causa la deformacién o
crater debido a la "pérdida” de materia en en el borde superior, esta pérdida
no es tal ya que en realidad lo que ocurre es el dezplazamiento del material
que migra del centro hacia su bordes laterales donde se "acumula”). [13].

El fenémeno de la deformacion termocapilar se describe matematicamente
por las ecuaciones de Navier Stokes, donde la tensién superficial se incluye
como una fuerza externa que varia con la temperatura, que actua como un
término forzante conocido. Una solucion ”clasica” debida a Landau en 1960
[4] es practicamente la tnica solucién reportada en la literatura. Esta solucién
que corresponde al régimen estacionario fue comprobada experimentalmente
trabajos realizados durante la década de los 80 [1], sin embargo nada se
conoce del régimen dindmico. Para el régimen transitorio se ha comprobado
que las predicciones tedricas del modelo cuasiestatico ( la solucién de Landau
donde se toma en cuenta la dependencia temporal de la temperatura T(x,t))
funcionan solo para liquidos de alta viscosidad (v ~ 1000 poise), mientras
que para liquidos menos viscosos (v ~ 50 poise) la diferencia de la velocidad
de deformacién se aparta del la prediccién cuasiestacionaria tedrica por un
factor de 1000 para el régimen transitorio (t ~ 0).

El estudio dinamico tedrico de la deformacién termocapilar es un pro-
blema que se ha resistido durante més de 40 anos a una descripcién tedrica
matematica, en particular las ecuaciones de Navier Stokes en términos vecto-
riales son no lineales, y al acoplarce complican mas la descripcién matemaética
del problema. Adicional a las ecuaciones de N-S esta la superficie que impo-
ne una condiciéon de borde movil cuya dindmica depende de la ecuacién de
continuidad.

El proposito fundamental de este trabajo es estudiar el comportamien-
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to dinamico de la deformacién termocapilar descrito por las ecuaciones de
Navier Stokes. Este estudio se llevarad a cabo mediante tres modelos funda-
mentales:

s Fl modelo dindmico unidimensional.
s Fl modelo dindmico bidimensional.

s El modelo tridimensional con simetria axial.

En cada caso se lleva a cabo un correcto planteamiento de las condiciones
de borde.

La integracién completa de la ecuacién de Navier Stokes con la condi-
cién de incompresibilidad (Ec. de continuidad) se conoce solamente en el
caso cuasiestatico unidimensional [4]. En este caso la ecuacién se reduce a
una ecuacion ordinaria con condiciones iniciales y se obtiene una solucién
que establece la dindmica del movimiento de la superficie que se deforma.
Todos los modelos dinamicos asociados a este problema se corresponden a
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (N-S y continuidad) don-
de la frontera MOVIL, que es la supeficie del fluido es desconocida. Esto
constituye la mayor dificultad para la resolucion de los modelos pues no se
cuenta con suficientes herramientas matematicas que conduzcan a soluciones
exactas, y los programas comerciales de métodos numeéricos de aproximacion
no incorporan problemas con fronteras moviles 6 dinamicas.En este trabajo
se revisa la solucién para el caso estacionario y se realiza un estudio que
permite establecer las condiciones de borde correctas para cada uno de los
modelos planteados. Se presenta una NUEVA solucion tedrica para el caso
unidimensional dindmico y se resuelve mediante ELEMENTOS FINITOS el
problema Bidimensional dinamico pero con frontera fija. Finalmente se plan-
tean las ecuaciones del modelo Tridimensional y se explican los problemas
que impiden su solucién con el paquete de Elementos finitos PDETOOL de
MATLAB del se dispone por los momentos en la UCLA.

A continuacién se presenta una ilustracién del flujo convectivo originado
por la deformacion termocapilar en una lamina liquida sometida a calenta-
miento focalizado 6 gaussiano.
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Lamina liquida termocapilar

@ . @

Diagrama de flujo termoconvectivo

Figura 4: lamina

13. Caso Estacionario Unidimensional.

Estudiaremos el caso en el cual la velocidad del fluido no varia con el
tiempo y la tension superficial es una funcién de la temperatura.

1) Regimen Estacionario
Esto implica que :
-El término %U en la ecuacién de Navier Stokes se desprecia
- La densidad y los parametros no dependen del tiempo.
Para esto se hacen las siguientes consideraciones :

2) Flujo con simetria axial.Esto implica que Uy = 0.

3) La componente horizontal de la velocidad es mayor que la vertical,
por lo tanto U, >> Uj; es decir que la componente vertical de la
velocidad la podemos considerar Uz =€— 0.

4) Incompresible 6 Newtoniano

LU, O,

=0

luego
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o _ U,

or 0z
Tomando la ecuacién de Navier Stokes donde solamente la componente
horizontal Ujes apreciable, para ¢ = 1 en coordenadas cartesianas nos
queda:
8U1 8U1 8U1 . 8P(x,z) 82U1 82U1
p((‘?t +U13:1:+U38z)__ ox +V(8:1:2+8z2)

Sustituyendo la relacion de incompresibilidad

oU, OUs U, 9P(x,2) o(2U;) o,
P ~Uig, YU ) =~ TV T o)

Tanto Us como sus derivadas 3 U3 y s 9 U/, tienden a cero, en particular
Us ~¢ vy %U:; ~€ mientras que U3 ~€? ya que debido a la for-
ma alargada horizontalmente de la cu"cula(non de velocidades U; depende
fundamentalmente de la variable horizontal Us(z, z) ~ Us(x)

Sustituyendo las consideraciones anteriores tenemos a orden cero en €

oP U
pO(€) = =5+ 8221 +0(e?)

La ecuacién de Navier Stokes se reduce cuando €— 0

O®u(x,z) OP(x,z2)
"o on

donde que Uy = u(z,z) y v es la viscosidad del fluido.

0 (27)

14. Condiciones de Borde:

El analisis de las condiciones de borde es fundamental para la resolucién
de cualquier ecuacién diferencial, en este caso debido a que en el sistema parte
del reposo y de una configuracion trivial consistente en un cilindro liquido
de radio ”a”, fondo plano en z = 0 y la superficie superior descrita por la
funcion z, = Zs(r, t) . Esta superficie se mueve, sin embargo su dindmica solo
puede ser integrada de forma cerrada para el caso estacionario
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unidimensional.

El cilindro antes descrito esta compuesto por tres fronteras en las que hay
que imponer condiciones:

1) La superficie superior o tapa del cilindro: (r, zs) V6,

2) El borde lateral del cilindro r = R,

3) El fondo del cilindro z = 0.

Figura 5: Modelol

» a) La fuerza debido a la viscosidad en cualquier elemento de volumen
adyacente a la superficie del liquido debe ser igual a la fuerza capilar
debido a la tensién superficial:

5 oUu e
or) .. ~ Or
Donde z; es la altura de la superficie libre y « es la tension superficial (y
por lo tanto estd definida en la superficie), que estd relacionada a su vez con
la temperatura por :

a(T) = ap + c(T(r,t) — Tp)
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La tensién supeficial varia debido a la variacion de la temperatura, asi que
la condicién de termocapilaridad es

oo oT
o= © (El:zs 28)

donde c es el coeficiente de termocapilaridad ([c] = 2345

tapa o superficie superior de la gota debe cumplirse:

N () (fores temocspi
v 87“ . =C ax . uerza termocapillar

= b) Por otro lado la ecuacién de continuidad ?? conjuntamente con la
consideracién (3) y teorema de la divergencia expresa que :

/ div(U)dV = / U 7dS =0
i S1+S2+S53

Es decir no salida de fluido en la frontera.Teniendo en cuenta que Uy = 0
y que la velocidad vertical del fluido tanto en la tapa S; como en el fondo
S3 debe ser nula (ver item (c) més adelante) (U.),_, = (U.),_, = 0. Se
obtiene:

) por lo tanto en la

Zs 2 Zs
U.7dS = / / U. Rdfdz = 21R / U.dz =0
Sa 0 0 0

Si escogemos el plano XZ que muestra la figura (modelo 1) podemos
escribir la condicién de incompresibilidad

/0 ", 2)dz = 0 (29)

» ¢) El fluido en el fondo de la muestra no desliza, es decir:

U(z=0)=Up(2=0)=U,(2=0)=0

en todos los casos, en particular para los casos bidimensional (sobre el
plano XZ) y unidimensional (U, = 0V (z,z2)) se tiene que
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Ui(z,0) = u(z,0) =0 (30)

En resumen el problema a resolver viene dado por:

O®u(x,z) OP(x,z2)
"o on

oa _ (o1
ar "\ or .

/ u(zx,z)dz =0
0

Ui(z,0) = u(z,0) =0

en €

15. Soluciéon al Flujo Estacionario Termoca-
pilar.

A continuacion resolveremos el problema del flujo estacionario termoca-
pilar en una lamina liquida delgada calentada con un LASER de intensidad
gaussiana, partiendo de la ecuacién (?77) .

Para determinar el valor de la presion en funcién de la posicion, en el caso
de un fluido incompresible ( densidad constante) consideraremos la expresién
para la presién estatica dada por [17]:

P = Py + pg(zs — 2). (31)

Donde P, es la presién en la superficie libre (presién atmosférica), con-
sistente con la definicién de presién para un fluido en movimiento en la que
se desprecian el término de Bernoulli Pp = % pg.(V)? cuando la velocidad es
pequena. Derivando ?7con respecto a la componente x se tiene:

oP dzs(x)
S A Sl 2
9~ P9 g (32)

Sustituyendo la expresiéon (??) en la ecuacién (27) tenemos que:
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0u(z, 2) 1 dz(z)
=Prg
022

(33)

v(z,z) dx
Integramos (33) entre los limites (z, z;) tenemos :

ou(z,z,)  Ou(z,z) dzs(z) /ZS 1
— + —

v(z,2)

0z 0z Py dz

y usando la condicién (a) (28) :

ou(z,z) ¢ O0T(x,z) dzs(z) /ZS 1
z Z/(

a z,2)

0z  v(z,z,) Oz PI ™

integrando de nuevo entre los limites (0,z) nos queda:

c 0T (z,z) dzs [* A |
e 0] — dz | dz
u(w, z) — u(=,0) v(z,z,) Oz Z+pgd9€/o </z v(z,2) Z> )

usamos ahora la condicién (c) 30 tenemos e integrando de nuevo entre los
limites (0, z5) nos queda :

F F ¢ O0T(z,z) dzs (7 ( [ 1
dz = % 4 )dx)d
|| = | <V@x%) o ey | (l;z4az>z> Z) :

usando la condicién (b) 29 tenemos:

c  OT(x,2,) (2%(z) dzs [ ( [*( [ 1
; dz ) dzv ) dz =
v(@,z%) Oz (2 oz ), () Lummz AN

Supongamos que cuando la deformacién de la superficie (z; — zg) es
pequena, es decir mucho menor que la altura original de la muestra (zp)
podemos hacer la aproximacién:

dz

dz

0T (x,zs) 0T (z,20)
or Oz
Por lo tanto la ecuacién anterior nos queda :

dzs(z)
dz

= B(z,2,).2%(x)

s
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Ahora es fisicamente aceptable que la viscosidad v = v, es una constante
debido a que, al ser la lamina liquida delgada y muy buena conductora del

calor se tiene un calentamiento uniforme y sabemos que v(T) = v, para
cambios pequenos de temperatura, con lo cual:

3¢ 1 0T(z,z)
2pg 23 Oz

B(z,zs) =
por lo tanto

dzs(x)  3c i@T(:v,zo))
dr  2pg 7z, Oz

separando variables e integrando, entre los limites (zy, z5) ¥ (2o, z) respecti-
vamente nos queda :

/ de(z) = / Qii].(aTS;ZO))dt

lo cual nos da

1
2

3c 9
2u() = (@mx, 20) — T(wo, ) + ) (34)

que representa la superficie libre del fluido.

16. Solucién Cuasi-estacionaria

La distribucion de temperaturas dentro del la lamina liquida calentada
con un laser como se explicé (ver montaje) ha sido resuelta para el caso
de ldmina delgada y utilizada en numerosas referencias [1] y comprobada
experimentalmente [3], [2]. Para obtener la distribucién de temperatura en
respuesta al calentamiento producido por un laser de intensidad Gaussia-
no:

x
I(r) = Hyexp(~(2))
se debe resolver la ecuacion del calor, para la ldmina liquida, dada por:

T (z,1t) T (x,t) K
ot K ox2  k.z

I(z)
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considerando para la condicién inicial y de condiciones de borde sin pérdida:

T(l‘, to) = TO

T(x — o0) =Tj (35)
Se obtiene la siguiente distribucién de temperatura [3] :
Hoya? —(2)? x

T(x,t) = B |—= Ei|-(2)] 36

(2,1 4k20< [H% +E[-() (36)

donde: H(x) = Hpexp(—(£)?) es la potencia por unidad de drea en el rayo
laser

» 7

Pot = Hyma? es la potencia total, y "a” el radio del rayo en el punto de
inflexion , k£ es la conductividad térmica, K = % es la difusividad térmica,
c es el coeficiente de termocapilaridad el cual esta relacionado con el calor
especifico ¢ = p.C, y E; es la funcién Exponencial Integral.

Teniendo en consideracién que los tiempos experimentales de calenta-
miento son del orden de los milisegundos [2] mientras que los tiempos de los
tiempos de desplazamiento de la superficie z; son del orden de 1/10 a 1/100
de segundo, podemos considerar una solucién cuasiestacionaria, en la cual
tomamos las solucién estacionaria obtenida anteriormente y sustituimos la
tempratura en funcién del tiempo antes explicada.

Bajo las consideraciones anteriores la velocidad vendria dada por:

2
EaT(q:,zs)Z+ 3c 1 8T(x,z0)(% _ 2a)

e(Z,25t) =
ue(z, 21) v  Ox 2 z,v Oz

aproximando 2z, = 2z, se tiene finalmente la ecuacion para la componente
horizontal del flujo convectivo de velocidades:

ue(z, 2;t) = <1£78T(x,z0)) <3—Z — 1> 2
2v Ox 22y

en donde la dependencia temporal se incorpora mediante la ecuacién de ca-
lentamiento 36

(2. 2:1) 1 ¢ Hya’k [ —2 —x? N 1 ( (x)Q) 3z )
Ue(T,2;t) = == —exp | ——= —exp (—(= — 1)z
2v 4kzy z P\ + 2K z P a 220

" (37)
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velocidades para distintos tiempos

o
o

=}
o

o
=

=3
=)

=

006

Figura 6: Resultados estacionarios

Dichas soluciones pueden apreciarse en las siguientes graficas

en la grafica anterior que las velocidades cambian de signo en un punto
especifico, este resultado se debe a la diferencia de signo en la ecuacion re-
sultante u¢(z, z;t) . Por lo tanto este comportamiento se corresponde con los
resultados obtenidos en experimentos [2] ya que nos indica de forma local y
temporal (para un corto periodo de tiempo) que las particulas se mueven en
direccion negativa en el borde de la ldmina termocapilar cada vez con ma-
yor velocidad, ademas se tiene que en el fondo no hay movimiento del fluido
ya que las velocidades son cero en este borde lo cual nos indica coherentes
resultados

Dinamica en una Lamina Liquida Termocapilar.

17. Caso Dinamico en una Dimension.

En este caso consideramos que la velocidad varia con el tiempo, es decir
97 +# 0 manteniendo las condiciones del CASO I (el estacionario unidimen-
sional) a exepcién de la condicién 1). Se tiene:

o Vas 92 92

usando la condicién de incompresible

[8u 8u] OP [82u 82u]
p —| = v
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oU0=0 =

ou, Ol
o s 0
ou
= %—O(E)—O

ya que la componente de la velocidad en la direccion vertical la aproximare-
mos a Cero
Uy=v=~e—0

En definitiva nos queda que u = u(z,t) no depende de la componente x,
y la ecuacion de la velocidad del flujo horizontal es

ou vo*u 190P

ot pdz2  pou
donde p = % es el coeficiente de viscosidad cinemdtica y k? = % .Utilizaremos
la aproximacion ( 32)

oP dz(x)
or P9 dx
donde utilizaremos la solucién cuasiestatica 37
dzs(x)
= t
d{L‘ f(a7 )
donde « es un parametro; la cual en general puede escribirse de la forma
oP
_ 2 t
ax f(Oé, )

por lo cual reducimos el problema a una EDP con condiciones de frontera de
la forma:

2
%—1&% = %f(oz,t) (38)
u(z,0) = p(2) 0<z<z, ,0<z<L
u(0,¢) = Vi(t)
u(L,t) = Va(t) ; t>0 (39)
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El cual representa la ecuacion de calor no homogénea con condiciones de
borde.Este problema se puede hacer por pasos:

17° Buscamos una funciéon W(y,t) (no necesariamente solucién de (proble-
ma 2) (38) que sastifasga (condiciones) (39). Consideremos la ecuacién de
una recta en el plano (y,w) que pase por los puntos (0, Vi(t)) y (L, Va(t)).
z
2) vatt) — Vi)

29 La funcién U=u-W sastiface condiciones homogéneas, es decir sasti-
face el siguiente problema :

W(z,t) = Vi(t) + (

oU LU
E = kw—kg(a,t)

U(2,0) = ¥(z) 0<z<z,0<2<L
U(L,t) = U(0,t)=0;t>0
donde

g(a,w:%f(a,t)—(ﬁu—k?a?—(’) () = plz) — ul=0).

37 La soluciéon U de las ecuaciones anteriores es la superposicion de las
soluciones que corresponden, respectivamente a g(a,t) =0y a¥(z) = 0. Es

decir U = U' + U?, donde estas funciones son las soluciones respectivamente
de los problemas siguientes :

ouUl o2U!
o = M (40)

Ul(2,0) = o(z) 0<z<z, 0<z<L
Ul,t) = U (L,t)=0;t>0

oU? , 02U
S — + 41

U%(2,00 = 0 0<y<z, 0<z<L
U*0,t) = U*(L,t)=0; t>0
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El primer problema lo resolvemos a continuacién : Supongamos que ¥ €

C'0, L] y sastiface la condicién ¥(0) = ¥(L) = 0.
luego

Ahora consideramos que U(z,t) = Y (2)T(¢)

St = YT
%Ul = Y.,T
g—;Ul = Y..T
sustituyendo en (P1) (40) nos queda
YT, = k*Y,.T

Queremos soluciones no triviales, supongamos Y (zp) # 0 para algun zo.

Luego para todo t se tiene :

YT, Y. T T, .Y
-t k’2 2z It _ k’2 zz
YT Yyr T %
T, Y.
O N N = R
T Y

La solucion nos queda :

z

u(e,t) = Vi(t)+ () [Va(t) = Va(®)]

+ [ G 0ol - ) + (500 - Vi(o)] e
v [ eee—n{sen - vie - i - v acae

Si utilizamos los desarrollos en serie de f(a, t) segin el sistema { sen(“72)}

Oservacion :

6160 = (1) S sin"Fsin("T)exp ("7t )

n=1
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es la funcién de Green de la ecuacién del calor

ou 0*u
U % e —
ot 0z 0
u(z,0) = () 0<z<z 0<z<L

w(L,t) = u(0,t)=0; 0< t<T

luego nos queda :

u(e,t) = VAl +(5) Valt) = Vi)

+f {aew (<) + [ 'exp (~( T2 =) s fsin ]

donde ¢, son los coeficientes de fourier de ¥(z) y f,(t) son los de f(a,?).

En este trabajo reportamos una SOLUCION ANALITICA NUEVA al
problema de la deformacién termocapilar, que durante decadas ha sido es-
tudiada en base a la vieja solucién estacionaria clasica de Landau [4] y las
aproximaciones cuasiestacionarias [1] como la explicada en la seccién ante-
rior. Consideramos que es de gran interés comparar esta soluciéon con los
casos conocidos, pero esto excede los objetivos planteados en este trabajo de
grado. Esta solucién analitica cerrada es de gran dificultad tanto para grafi-
car como obtener valores numéricos, lo que hace dificil su comparacion con
las soluciones numéricas que obtuvimos mediante el uso de las herramientas
MatLab y Maple y que son reportadas en el capitulo siguiente. La principal
dificultad reside en que no tenemos una forma clara de estimar la importan-
cia de cada uno de los coeficientes "¢,” y " f,”, razén por la cual dejamos
esta solucion original para ser evaluada en trabajos posteriores.

18. Caso Dinamico en Dos Dimensiones

Ahora consideremos que la componente de la velocidad vertical no es
cero; sin embargo es menor que la componente horizontal, es decir es de
orden e.Conservaremos en la ecuacién para la componente ”U” ( horizontal)
los términos de orden cero en € y en la ecuacién para la componente ”V”
(vertical) aproximaremos hasta los términos de primer orden en €

41
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ou ou ou oP 9
[E—l—u% va} _8—x+y[v ul
ov ov ov oP 5
[3t+u8—+ 5]_—a+u[v v] — pg
Utilizando la presién hidrostatica (31) que:
a _
dz P9

y usando la condicién de incompresibilidad que matemaéaticamente constituye
una condicion de integrabilidad del sistema se tiene que:

ou_ o
or 0z

Considerando de nuevo que la componente horizontal de la velocidad es
mucho mayor que la vertical, u >> v por lo tanto la componente vertical de
la velocidad es tan pequena, que la podemos considerar v ~€. Por otro lado
se tiene que % ~e? y 8“ 62 luego Ua ~e3

Sustituyendo las Con51derac1ones anteriores tenemos que:

ou ou oP 9
{E—uo( )+0()az} = —%Jru[v ul (42)
0 0
[8: +u8—v—|—0( )} = v[V]
integrando con respecto a z y derivando con respecto a x podemos hacer
uso de la identidad % = vv2u — 2% para obtener el término g”

v 0%u

Para obtener una ecuacion no lineal, pero que estemos en condiciones de
resolver mediante los métodos numéricos disponibles, procederemos pertur-
bativamente a sustituir los términos %—1: y u% usando la solucion de orden
cero estacionaria, con lo cual obtenemos un sistema cuasi-lineal de ecuaciones
parabodlicas no homogéneas, donde el término no homogéneo depende de la

solucién conocida para el caso estacionario.
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En efecto la ecuacién para el caso estacionario es [1]:

OP.(z;t)
ox
Integrando con respecto a z y sustituyendo en la ecuacion

9 _ 0P,
/(vue) dz = o z

2
V Ue =

se obtiene

ov 0P, ou,

— & — z+

ox ox 0z
que al sustituir en la segunda ecuacién de 42 y considerando los términos de
orden cero en la primera ecuacién y de primer orden en la segunda queda:

du v o4, _  10F
A By 7
o Vg OF, Oue
E—;[Vv} B ug(@x Z_8z>

recordando las ecuaciones ( 32) y 34 obtenemos que

oP 3¢ 107T(z,2)
or 2z, O

aproximando z, /& zy se obtiene

OP, 3c -2 —x? 1 T

¢ = “Hya’k | —e — | +—e (——2)
ox g ? (x xp<1+%> 7P (a)

La otra aproximacién del término no homogéneo es utilizar la solucién
cuasiestacionaria 37

1 ¢ Hya’k [ —2 —z? N 1 ( (1:)2> 3z ]
U = —— —exp | —— ~exp | —(= — 1)z
2v 4kz z P\q + 41 z P a 220

a

Finalmente el sistema de ecuaciones parabdlicas que vamos a resolver
numéricamente con la ayuda de matLab es
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ou v 13c -2 —? 1 x
o,V = —35%“k<zf@(f:nz)+;“P§4?ﬁ>
OP, ou
v v 2 _ e . e
a  p V¥ u6<8x ¢ 8z>

19. Caso Dinamico Tridimensional con Simetria
Axial.

Este caso se hara bajo las mismas condiciones de borde empleadas en los
casos [ y II pero usando la hipétesis de que la densidad del fluido no depende
del tiempo (fluido continuo). En este caso tenemos :

oV

o 7!
op
5 =0

hacemos uso de las coordenadas cilindricas teniendo en cuenta que las compo-
nentes de las velocidades vienen dadas por u, vy w en las coordenadas r,0 y z
respectivamente. Luego usando las ecuaciones de N-S en dichas coordenadas
se tiene:

Componente 7r:

r 00 T +w82

ou @ Vou V2 ou
or
{ 1 ou 10%uw 20V 0%*u 1

aﬁ

Tror TR 2ae ae 2t T

Componente 6 :
U=V =0

Es decir no hay rotacién en torno al eje de simetria z.
Componente z :
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a_w G ow LY V ow n 6_w
ot or ' r o0 v 0z
oP {0211; 10w 1 0%w 0*w

oV eE e Tree T 32]”92

Las siguientes condiciones son usadas para simplificar el problema :
1) La velocidad no depende de la componente 6 (simetria axial). Luego:

o ou 0w _ 0P o low o 1
P v ~ o Ve Trer T2 2

ow 9w, o0 -9k [T 10w Juw], (44)
Ploac T %ar Yoz T "oz Vo Trar 92| T PY:

haciendo uso de la identidad

1 0Ay  0A;
A=-Z(ray) o 4
v. (rA) + -2+ (45)
por la condicion de 1ncompr631b11dada dw(U ) = 0 se tiene que
1 ou  Ow
— — =0 46
u or * 0z (46)

2) w=0 (€— 0), luego la ecuacién para la componente radial del flujo
convectivo queda. Como:

ou N ou _opP Pu  10u 0O*u 1
PR u— — [ — -
ot or Cor o2 " rar a2 2t
Para el caso en que la velocidad vertical es pequena, la ecuacién de in-
compresibilidad 46 nos indica que:

1 ug 24 ou
or
derivando esta ecuacién (47) con respecto a r se tiene:

=0 (47)



que al sustituir en la primera ecuacién de (?7) se tiene:
du N ou oP N 0*u
Ploc T or or 7|02

despejando obtenemos

Ou v [0u]  udu _ 10P (48)
ot p 022 p Or p Or
2 2 10P

Ou v (0| w _10P (49)
ot p|0z? pr p or

La ecuacion para la componente radial de la velocidad escrita de la forma,
(49) contiene un término no lineal cuadrético que la hace altamente no lineal,
de forma tal que el MatLab no puede ser usado para resolverla (debe ser a
lo méas cuasilineal). Por otro lado la ecuacién para la velocidad radial de la
forma (48) es exactamente igual a la ecuacién para la componente horizontal
U, = u del caso de dos dimensiones estudiado en la secciéon anterior, donde
se aproximé 2 = %% = ((€?) — 0. De hecho la ecuacién (44), corresponde
exactamente a la ecuacién para la componente vertical del sistema (42). Esto
justifica que se pueda estudiar un problema con simetria axial en base a sus
ecuaciones cartesianas tal como en la solucién estacionaria de Landau .[4],
1]

Elementos Finitos:

20. Formulacion Variacional de Elementos
Finitos

La formulacion de elementos finitos puede deducirse para ciertos proble-
mas [5], como por ejemplo el andlisis de estructuras, como una extensién de
los métodos matriciales utilizados para calcular estructuras de vigas y reti-
culados. Sin embargo, dicha deduccién encuentra serias limitaciones cuando
se quiere extender la formulacién a problemas no estructurales. Por ello se
mostraran en este capitulo algunos conceptos basicos de la formulacién va-
riacional del método de elementos finitos que pueden aplicarse a una gran va-
riedad de problemas. En primer lugar describiremos algunos conceptos sobre
métodos aproximados de solucién para ecuaciones diferenciales, en particu-
lar veremos el método de Rayleigh-Ritz y el método de residuos ponderados.
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Luego veremos la utilizacion de estos métodos con elementos finitos y se
describird la implementacién matricial y los elementos mas utilizados.

Describiremos los métodos mas usuales empleados para la resolucién apro-
ximada de ecuaciones diferenciales en dos y tres dimensiones, sobre los que
se basan la mayoria de implementaciones de elementos finitos. En general
los métodos empleados son de dos tipos, por un lado estan los métodos ba-
sados en principios variacionales, generalmente asociados a la minimizacién
de algin funcional, y por otro lado tenemos los métodos del tipo de resi-
duos ponderados que se aplican directamente sobre la ecuacién diferencial
y sus condiciones de contorno, no precisando de ningun funcional asociado.
El método a utilizar en nuestro caso viene dado por un principio variacional
Lagrangiano [6] donde la accién a minimizar viene dada por:

t ox; Ox;
I= iy ——sa,t)da®| dt
/to[/o(m,aaj,at,ma

ver la ecuacién (10).

21. Meétodo de Rayleigh-Ritz

Con este método es posible obtener soluciones aproximadas de ecuaciones
diferenciales mediante principios variacionales. La idea bdsica consiste en
aproximar a las soluciones u, v que hacen estacionario un funcional mediante
una suma ponderada de funciones

m n

i=1 i=m+1
donde a; son constantes a determinar llamadas coordenadas generalizadas.
Las funciones Ni(z,y) son llamadas funciones de prueba y pueden ser
elegidas arbitrariamente,pero deben ser admisibles, esto es, deben satisfacer
las condiciones esenciales de contorno y las condiciones de compatibilidad.
En general, se utilizan polinomios, aunque pueden utilizarse funciones trigo-
nométricas 1 otro tipo de funciones. Este método fue utilizado por primera
vez por Lord Rayleigh en 1870 usando un campo de aproximacién con una
Unica funcién de prueba. Posteriormente, en 1909, Ritz generalizé el método
construyendo un campo de aproximacion con varias funciones.

47



Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales cuya solucion es
equivalente a hacer estacionaria la primera variacion de un funcional aso-
ciado II que es funcién de u, v y sus primeras derivadas:

H:/F(x,y,u,v,um,uy,vx,vy,)dmdy
Q

Las derivadas de las funciones de aproximacién u son
~ m ~ n
ou Z ON;(z,y) _ou ON;(z,y)
=) aGi——p 7, Vo= Y g
x x
0 i=1 0 Oy i=m+1 Oy
y en forma andloga para la aproximacion de v. Si substituimos las funciones
de aproximacion u, v y sus derivadas en el funcional II este se transformara en
una funcién de las coordenadas generalizadas a;, cuyos valores por ahora

desconocemos, esto es

II = TI(a;) i=1,2,...n

Luego deseamos conocer cuales son los mejores valores de las constantes
a;, tal que reemplazados en las ecuaciones (1) nos brinden la mejor aproxima-
cion a la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales asociado al funcional
I1. Para ello aplicamos la condicion de estacionaridad a este funcional, que
sabemos que debe ser satisfecha por la solucion exacta, resultando

n
o1l
oIl = —da; =0
- aai
i=1
Como esta ecuacion debe ser valida para variaciones arbitrarias de los az,
luego deben cumplirse las siguientes "n” ecuaciones algebraicas:

oIl
8ai N
Si ahora consideramos el caso particular, pero muy comun en problemas
fisicos, donde el funcional II es una funcién cuadrética de las funciones u, vy
sus primeras derivadas , entonces al substituir las aproximaciones dadas por
la ecuac. (1) este funcional serd una funcién cuadratica de las coordenadas
generalizadas a;. Por lo tanto, las derivadas de este funcional seran funciones
lineales en las coordenadas generalizadas a; que se pueden expresar como:

0 1=1,2,...,n
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oIl
% = (k11a1+k12a2+...+k1nan_fi) :0 Z: 172,...,71

En forma matricial este sistema de ecuaciones se puede escribir como

[ ki ki ... kg 1( a1 ) ( f1 )
kar koo ... ko a2 f2

= ’

| knl kn2 knn J U an ) \ fn )

y en forma abreviada usando notacién matricial

Ka=f

La solucién de este sistema de ecuaciones nos d4 los valores de las cons-
tantesi a;. Para un numero grande de ecuaciones la solucién a mano de este
sistema es practicamente imposible y debe ser resuelto por computadora.

Notemos que las segundas derivadas del funcional II respecto de las cons-
tantes a; valen

o1l
3ai8aj
y dado que II es una funcién continua en las coordenadas generalizadas a;,

por ser un polinomio de segundo grado en estas coordenadas, entonces deben
ser iguales las segundas derivadas cruzadas

or ol
8(%80/]' N 8aj8ai

Por lo tanto la matriz K es simétrica. Esto tiene implicaciones desde el
punto de vista computacional, ya que para almacenar esta matriz solo preci-
samos guardar la mitad de sus coeficientes. Una vez conocidas las constantes
a; reemplazandolas en las ecuaciones (1) tenemos las aproximaciones busca-
das a la soluciéon del problema variacional y equivalentemente al sistema de
ecuaciones diferenciales asociado.

= kij = k’j'
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22. Meétodos de Residuos Ponderados

Con estos métodos es posible obtener soluciones aproximadas de ecua-
ciones diferenciales que no tienen un funcional asociado. Consideremos una
ecuacion diferencial definida sobre un dominio {2 como

Alu)—f=0 en ) (51)
y estando sujeta a condiciones naturales de contorno sobre la parte I'y de
su frontera de la forma

M(u)—g=0 en I'y (52)

siendo A(u), M(u) operadores diferenciales.
Algunos ejemplos de los operadores diferenciales A(u) son:

d du
Au) = 0 <a%> +cu
d? [ d*u
Al) = (”@)
0 ou 0 ou
Aw) = — |2 (B2Y) + 2 (5,2
() [&v ( za«r) "oy < y%)]

Si reemplazamos la solucién exacta u por una solucién aproximada u en
la primera ecuacién diferencial anterior y en sus condiciones naturales de
contorno, estas no seran satisfechas exactamente, generando un residuo R
en el dominio y un residuo Ry en el contorno, esto es

Rqo(u) = A(u)—f#0 en () (53)
Rr(u) = M(u)—g#0 en 'y (54)

La idea basica de los métodos de residuos ponderados es imponer la con-
dicién

/ W.Ro(w)dQ + [ T Rr(u)dr = 0 (55)

'y

para cualquier par de funciones arbitrarias W y W, que sean integrables y
no idénticamente nulas. Se puede demostrar que si esto se cumple entonces
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la funcién u debe ser la solucién exacta de la ecuacién diferencial y de sus
condiciones de contorno naturales.

A partir de esta idea es posible generar soluciones aproximadas de la
forma

m
u = aiNi(Ia y)7 (56)
i=1
donde las funciones de prueba N;(z,y) satisfacen las condiciones esenciales
de contorno y las ”n” constantes a; son coeficientes a determinar imponiendo
las n condiciones

/WiRQ(ﬂ)dQ—ir W; Rr(u) dT' =0 i=1,2,...,n (57
Q

I'n

donde las funciones W; y W, son llamadas funciones de ponderacién.
Dependiendo del tipo de funciones de ponderacién empleadas tenemos
diferentes métodos de aproximacion:

a) Método de Colocacién por puntos: En este método se impone que el
residuo sea nulo en n puntos (z;,y;) del dominio y de la parte del
contorno donde se hayan impuesto condiciones naturales de contorno.

Rq(u,z;,y;) = 0 i=1,2,...,p (58)

Esto es equivalente a adoptar a las funciones de ponderacion como las
funciones delta de Dirac 6(x — z;, ¥y — ¥;) que se definen como:

/Qf(xvy) 6(z — @i,y — i) 0Q = f(zi,y:) (60)

b) Método de Colocacién por subdominios: En este método se impone que
el residuo sea nulo en n subregiones €2; del dominio y I'; de la parte del
contorno donde se hayan impuesto condiciones naturales de contorno.
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/Rg(a) — 0 i=1,2,..p

Q;

/Rp(ﬂ) =0 i=p+1l,p+2 ...,n
r;

En este caso las funciones de ponderacién valen 1 en cada subdominio y
0 en el resto.

c¢) Método de los cuadrados minimos: en este método las constantes a; se
determinan de la

condicién de hacer minimo un funcional I
ol
8ai

siendo el funcional I definido como

0 1=1,2,...,n

1= [ (Ro@)* a2+ | (o(i)"

En este caso las funciones de ponderacién son iguales a sus respectivos
residuos.

d) Método de Galerkin: En este método se adoptan las funciones de ponde-
racion iguales a

las funciones de prueba resultando

/NZ»RQ(&')dQ—I— N Re(@) dD =0 i=1,2,..n
Q

Iy
Notese que en todas estos métodos las funciones de prueba N; deben tener

derivadas definidas hasta el maximo orden que aparece en el residuo, esto es,
del mismo orden que la ecuacion diferencial.
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23. Funciones de Forma

Describiremos los conceptos de funciones de forma y su continuidad pa-
ra elementos finitos. Hasta ahora expresamos a las soluciones aproximadas
como:

u= ZaiNi(cc,y), (61)

donde hemos asumido implicitamente que las funciones de prueba Ni estaban
definidas por una expresién simple vélida en todo el dominio 2. Esto puede
ser posible en el caso de dominios con geometria sencilla como rectangulos,
circulos, elipses, pero no en el caso de geometrias mas complejas. Una forma
alternativa de definir las funciones de prueba consiste en subdividir el domi-
nio € en una serie de subdominios é elementos {2¢ que no se superpongan,
y luego las aproximaciones u se construyen por trozos usando definiciones
simples de las funciones de prueba sobre estos subdominios. Si los subdomi-
nios son de forma relativamente simple y la definicion de las funciones de
prueba sobre estos subdominios puede ser hecha de manera repetitiva, es po-
sible aproximar dominios complejos de forma bastante directa. Esta es la idea
basica del método de elementos finitos el cual puede interpretarse como un
método de aproximacion donde las funciones de prueba se definen en forma
local en cada elemento y son llamadas funciones de forma, estas funciones de
forma se combinan para dar lugar a una aproximacion por trozos. Considere,
por ejemplo, un dominio unidimensional, esto es una recta de longitud L,
sobre la cual queremos aproximar una funcién arbitraria u(x) mediante una
aproximacion lineal por trozos. Para ello subdividimos esta recta en m ele-
mentos de recta vinculados por sus extremos Notese que hemos asociado los
valores de las coordenadas generalizadas a; a los valores de la aproximacién
en los extremos de los elementos. Estos puntos de cada elemento que tienen
asociados valores de las coordenadas generalizadas son llamados nodos del
elemento.

Si observamos la definicién anterior de las funciones de aproximacion es
evidente que en un nodo i asociado a la coordenada generalizada a; la funcion
de prueba N; debe valer 1 y el resto de las funciones de prueba Nj (j # 1)
deben ser nulas en ese punto. Luego, una vez identificados los puntos nodales,
es muy sencillo definir las funciones de prueba N; ya que deben valer 1 en el
punto nodal asociado y 0 en el resto de los puntos nodales.
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Figura 7:

También puede observarse que las tinicas funciones de forma globales que
son diferentes de cero en cada elemento son aquellas asociadas con los nodos
de ese elemento. Luego, en cada elemento e con nodos i,j la aproximacion pue-
de ser expresada simplemente en funciéon de dos funciones de forma lineales
del elemento, N7,y N% de los valores nodales a;, a; como

)

u® = CliNie — O,jN]-e

La aproximacion global se genera a partir de la combinacién de las fun-
ciones de forma locales en cada elemento. Por otro lado, observemos que
si tenemos dos valores nodales por elemento podemos reproducir cualquier
variacién lineal sobre este elemento. En particular, si tenemos un valor cons-
tante de la aproximacién u sobre el elemento e esto implica que los valores
nodales deben ser iguales a este valor, esto es:

U = c = a;N{ + a;N; = u° = c(N{ + N;) = cte
Luego, sobre cada elemento se debe verificar

Esto es, la suma de las funciones de forma de cada elemento debe ser igual
a uno. La extension de estos conceptos a dos dimensiones es bastante direc-
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Ny

Figura 8:

ta. En este caso, la subdivision del dominio se efectia utilizando triangulos
6 cuadrilateros.

En este caso los puntos nodales quedan asociados, en general, a los vértices
de la malla y para el caso de aproximacion lineal sobre cada triangulo las
funciones de forma del elemento son planos.

24. Aproximacion por Elementos Finitos.

El primer paso para obtener una aproximacioén por elementos finitos es
realizar una discretizacion del dominio. Esto es, debemos generar una malla
de elementos finitos que cubra todo el dominio. Ademés debemos numerar
los nodos de la malla, que son aquellos puntos que tienen asociadas coor-
denadas generalizadas. Para el caso particular de analisis de tensiones las
coordenadas generalizadas son los desplazamientos nodales. Asi para el nodo
i sus desplazamientos nodales seran u; y v;.

Consideremos una aproximacién por elementos finitos de los desplaza-
mientos U = (u,v), como:

u = ZuiNi(a:, v), v = ZviNi(x,y)
i=1 i=1
donde u;, v; son los desplazamientos nodales. Cada funcién de prueba N; se
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Figura 9:

compone de las funciones de forma asociadas al nodo i de todos los elementos
que contienen ese nodo, esto es

nel

Ni(z,y) =Y Nf(z,y)

donde nel es el numero de elementos de la malla.

25. Elemento Finito Triangular.

Consideremos un tridngulo de tres nodos. Los desplazamientos de un pun-
to cualquiera del elemento se pueden expresar en funcién de los desplazamien-
tos nodales como:

u® = Njuf+ Nsus + Njusg
v® = Njvi + Njv5 + N3vs§
Los tres nodos del elemento definen una variacién lineal del campo de
desplazamientos que pueden escribirse como
€

U = a1+ axr + asy

e

= a4+ a5T + agy
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Figura 10:

Estos campos de desplazamientos deben coincidir en los nodos con las
correspondientes incégnitas nodales

U = a1+ a2T + asy

N
S
I

a1 + a2x + asy

Uz = a1+ axx + azy

donde x;, y; son las coordenadas del nodo i. Luego tenemos tres ecuaciones
con tres incégnitas, al, a2, a3. Resolviendo este sistema de ecuaciones se
obtiene la siguienteexpresién para u

uf = A [(a1 4+ bz + ay)ul + (ag + box + coy)us + (as + bz + c3y)us]

donde A€ es el area del elemento definida como

Ae = (Cng — 02b3)

N | —
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Discretizacion del dominio

Figura 11:

26. Campos de Interpolacién para Triangu-
los.

Los elementos triangulares permiten que se usen polinomios completos
para definir las funciones de forma. Los coeficientes polinomiales que inter-
vienen en un polinomio completo vienen dados por el tridngulo de Pascal.
Asi, un polinomio de grado p debe incluir todos los coeficientes de las prime-
ras (p+1) filas. El nimero n de términos de un polinomio completo de grado
pesn = (p+1)( p+2)/2.

Una forma de generar funciones de forma consiste en utilizar un polinomio
completo en coordenadas de area cuyas constantes deben ser determinadas.
Asi, por ejemplo, para un polinomio completo de segundo grado las funciones
de forma serian

Ni(&1,&) = ap + a1&y + aéo + a3 & + a4§12 + a5§§

Luego se definen tanto puntos nodales como constantes haya para deter-
minar y se impone la condicién de que cada funciéon de forma valga uno en
un nodo y cero en el resto, lo que genera suficientes ecuaciones para hallar
las constantes. La ubicacién de los puntos nodales no puede ser totalmente
arbitraria, ya que en general las funciones de forma deben ser continuas entre
elementos. Esto implica que debe ser impuesta la misma variacién polinémica
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Tridnguln de (oradlo del Numero de tmings

Pascal palinomio n=(ptl) pt) /2
I 0 \
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Wy ) b
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oy 4

Figura 12:

sobre los lados de los elementos. Esto es, sabemos que un polinomio de grado
p en una variable tiene p + 1 coeficientes, luego si sobre el tridngulo se defi-
ne una funcién de forma polinémica completa de grado p entonces debemos
tener exactamente p + 1 nodos sobre cada lado. En la figura siguiente tene-
mos los puntos nodales correspondientes a funciones de forma polinémicas
completas de primer, segundo y tercer grado.

Soluciones Numéricas a la Ecuaciéon de N-S para una Lamina Termoca-
pilar

27. Planteamiento del Problema en MatLab

La accién que minimiza el pdetool de Matlab [18] para el caso parabdlico,
vectorial, cuasi-lineal, no homogéneo viene dado por :

Imatlab = /dt/da:;ral

donde la densidad lagrangiana
1 1 1
grat = 5 (- ) + 5 <c*?U-€U) —Sax U+ f-U+A- (r—0U)

donde ”U = (u,v)” es el vector velocidad del flujo en dos dimensiones y
donde:
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Elemento triangular

Figura 13:
. [ Ci1 C12 ]
c =
| C21 C22
[ dyy dio
d =
L do1  dao
[ a1 G2
a =
| @21 Q22 ]
f = [ f1 f2 ]

donde los coeficientes c¢;; y f; pueden ser funciones lineales de = , y .

El mallado es generado de forma automatica por una subrutina registrada
del paquete pdetool. Este programa genera un mallado triangular que puede
ser refinado a voluntad del usuario y sus parametros pueden ser modifica-
dos para obtener un mallado regular o irregular de acuerdo a las opciones
deseadas.

El Pdetool es un programa que resuelve las ecuaciones diferenciales usan-
do Elementos Finitos, lo que nos lleva a la resolucion de N sistemas de ecua-
ciones lineales usando funciones de forma tipo Planos . Es decir, las funciones
de forma”A-z+ B-y+ C = 0” vienen determinadas por 3 coeficientes (por
elemento) " A, B,C” cuyos valores se determinan resolviendo las condicio-
nes impuestas en cada uno de los 3 nodos por elementos, ya que el dominio
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Figura 14:

discretizado mediante Elementos Triangulares, nos permite obtener el valor
de cada uno de los coeficientes de cada elemento .

Para la representacién grafica de las soluciones se hizo uso de las opciones
graficas de Pdeplot que nos permiten seleccionar el tipo de grafico ya sea en
2 o 3 dimensiones mostrando el mallado, sobre el dominio y el valor de la
componente deseada de la velocidad ( w la horizontal y v la vertical).

Estudiamos las soluciones numéricas fundamentalmente para dos casos:

= Caso Dindmico Unidimensional, el estudio tedrico se encuentre en la
seccién (4.1) del capitulo 4.

= Caso Dindmico Bidimensional, su estudio tedrico se realizé en la seccién
(4.2 y 4.3) del capitulo 4.

En el primer caso la ecuacion es escalar, por lo tanto se hace uso de la
opcién Generic Scalar de Pdetool 6 (Generic System, considerando conve-
nientemente los escalares) se usa en la cual todos los pardmetros son escalares

61



y nuestra funcién solucién es un campo escalar.

B 10
C—C.Ol

10
i=a(} )
B 10
O,—CL.Ol

fo= 1A

Usamos la herramienta Pdetool del paquete Matlab para resolver la ecua-
ciéon de Navier Stokes el caso dindmico en una dimension, el estudio de esta
ecuacion fue realizado en la seccién (4.1). El PDE Specificatién es un GUI
(Graphic User Interface) o Interface Grafica con el Usuario nos permite es-
coger el tipo de ecuacion diferencial en derivadas parciales como tambien
seleccionar los coeficientes de dicha ecuacién. En nuestro caso la ecuacion
(38) es de tipo Parabdlico donde la velocidad del flujo termocapilar es escrita
en término de la ecuacién modelo para el GUI como

d*w —div(c* grad(u)) +axu = f

Esta ecuacion modelo que es resuelta por el método de los elemetos finitos
por el Pdetool admite valores funcionales para los coeficientes, lo que la
convierte en una herramienta muy versatil y poderosa para resolver de forma
numérica las ecuaciones en derivadas parciales como las que obtenemos para
el flujo termocapilar a partir de las ecuaciones de Navier Stokes. En nuestro
caso el término no homogeneo debe corresponder al gradiente de temperatura
de nuestro modelo por lo tanto:

o7 —2exp (1[0725”) exp (—(z)?)
f= = N
ox z !
a = 0
C = 1
d = 1/100

Tomaremos x |,
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0.001 para excluir el punto x=0 ya que conduce a una divisiéon por cero que
el programa no puede evaluar como limite, sin embargo podemos acercarnos
a este punto tanto como permite la precisién numérica del programa..

Para el segundo caso, es decir el caso dinamico en dos dimensiones se
tiene que hacer uso de toda la capacidad del Pdetool, para ello se utilizara la
opcién Generic System, en la cual todas las veriables tienen el caracter vec-
torial explicado al comienzo de la seccion. Esta opciéon consume mucho mas
tiempo de computacién y memoria. Los parametros y coeficientes utilizados
se resumen en:

a;p = 2% (—exp(—(z.xx)./(1+1)) +exp(—(x.xz)). % (2xy —1))./x

agnn, = 2% (—exp(—(z.xx)./(L+1t)) +exp(—(z.xz)). * (3*xy —1))./z
a1 = axp =0

fi = (2% (—exp(—(xz.xx)./(1+ 1)) + exp(—(z. * ))))./x

f2 = 0

Existen diversas condiciones de borde que pueden imponerse en ambos
casos. En todos los casos el Dominio escogido fue un rectangulo en el plano
(x,y)-

El programa pdetool contiene una subrutina con un menu GUI (Interface
grafica con el ususario) la cual nos permite escoger el tipo de condiciones de
borde para el problema . En cada uno de los cuatro bordes del dominio,
puede escogerse una condicién inicial distinta de uno de los tipos:

Neumann: que corresponde a la derivada normal de cada una de las com-

ponentes es decir
3], [2], -
on | 4 on | 5q

y donde la frontera puede estar formada por uno o varios lados del
poligono €2

Dirichlet: que corresponde al valor de cada una de las componentes en la
frontera es decir



y donde la frontera puede estar formada por uno o varios lados del
poligono €2

Mixtas

u puede ser fijada tipo Dirichlet o Neumman

v puede ser fijada tipo Dirichlet o Neumman

Por ejemplo se puede considerar el siguiente conjunto de condiciones de
borde para un flujo bidimensional en la cara rectangular de la figura del
cilindro (ver madalam

TIPOS DE CONDICICNES DEBORDE
o s
Heurmann dn” dn

Mias
U=0 [irichlet
dr

=n =y=
o U=¥=0

U=v=0 Dirichlet

Figura 15: modelol

En el borde descrito por r=0 colocamos condicién de Dirichlet para ”u”

la componente horizontal de la velocidad (ya que este lado debe corresponder
al conjunto de los puntos de retornos de las érbitas) y condicién de Neumman
para ”v” la componente vertical del flujo (es decir el flujo termocapilar
puede deslizarse a lo largo de este borde de manera vertical). En el borde
superior ”Z = z,” colocaremos condiciones de Borde tipo Neumann tanto
para ”u” como para “v” de forma tal que el flujo se desliza a largo de la
cara superior del fluido. Para el borde o lado inferior ”Z = 0" colocaremos
condiciones de Dirichlet ya que en la aproximacién laminar, la velocidad del

fluido en contacto con el fondo (de vidrio) sobre el que se deposita la muestra
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debe ser nulo "u =wv =0” . finalmente consideraremos que el lado exterior
"r = a” esta suficientemente alejado del calentamiento, de forma tal que la
velocidad del fluido es nula "u = v = 0" y por lo tanto tipo Dirichlet.
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28. Resultados Numéricos y Analisis.

28.1. Caso Dinamico Unidimensional: condiciones Neumann-
Dirichlet

Para este caso consideramos en el borde superior condiciéon de Neumann
y para el resto de los bordes Condiciones de Dirichlet

ou(z,2) _ 0
on
u(0,2) = u(10,2) = u(z,0) =

Time=1 Ceolor:u Height: u

Figura 16:

Analisis: En la figura 16

Dado que las condiciones mixtas dadas al problema para el caso dinamico
unidimensional, las cuales nos indican que en los bordes izquierdo, derecho e
inferior la velocidad del fluido en direccién horizontal es cero (Dirichlet) es
decir el fluido no traspasa el borde y en la parte superior las velocidades son
tangenciales (Neumann) al borde dandonos un comportamiento razonable
de la velocidad del fluido para variaciones temporales muy pequenas, como
también de tipo local los resultados obtenidos . Indicandonos la gréafica an-
terior que en la lamina termocapilar sucede un aumento considerable de la
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velocidad del fluido en el borde superior de la lamina sufriendo luego una
disminucién de la velocidad alcanzando un minimo aproximadamente en la
mitad de dicha ldmina para luego ademas de aumentar tender a una solucién
estacionaria como se espera en estos casos. Lo cual se puede interpretar como
un pequeno hundimiento en la lamina.

Time=10 Color- u Height: u

25

20

Figura 17: caso unidimensional para t=10

Para la grafica en la figura 17 se puede interpretar que el fluido se compor-
ta muy similar al caso anterior teniendo que en el centro al comienzo hay un
aumento de la velocidad para luego tener una disminucion y posteriormente
volver a aumentar hasta el valor maximo alcanzado en el principio mientras
que en los extremos se mantiene constante.

28.2. C(Caso Unidimensional: condiciones Neumann- Neu-
mann

Para este caso consideramos que en el borde izquierdo se tiene condicién
de Neumann al igual que el borde superior mientras que en el fondo y en el
extremo derecho tenemos condicién de Dirichlet.

ou(x,2)  0u(0,z)
on on
u(10,z) = wu(x,0)=0




Time=1 Color u Height: u

0.25
03
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02 10.2
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014
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Figura 18: caso unidimensional para t=1

Analisis:

Tenemos en la figura 18, que para este caso en el borde izquierdo la
velocidad horizontal del fluido no es cero mientras que en el borde superior
dicha velocidad es tangencial al borde (no traspasa el borde) y para los bordes
derecho e inferior la velocidad del fluido es cero. Luego se observa que para
valores intermedios la velocidad alcanza un maximo, mas en el centro alcanza
un minimo y vuelve a crecer pero no alcanzando el valor obtenido al principio
es decir que su maximo es absoluto en este intervalo para luego tender a un
valor constante mientras que en los bordes tenemos una tendencia a cero
(una solucion estacionaria)

Analisis:

Observamos en la figura 19 anterior que la velocidada aumenta en el
centro mientras que en los extremos se mantiene constante con la variedad
de que en el borde tiende a subir la velocidad pero aun asi no supera el valor
alcanzado en el centro; podemos interpretar que la montanita formada en el
centro corresponde a que las particulas tienen mayor movilidad en esta zona.
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Time=10 Color- u Height: u

25

Figura 19:

28.3. Caso Bidimensional: Condiciones Mixtas para u
y Neumann para v

En el borde descrito por x=0 colocamos condicién de Dirichlet para ”u”

la componente horizontal de la velocidad y condicién de Neumman para ”v”
la componente vertical de la velocidad (es decir el flujo termocapilar puede
deslizarse a lo largo de este borde de manera vertical). En el borde superior

9 ,,7

"7 = z” colocaremos condiciones de Borde tipo Neumann tanto para "u
como para "v” de forma tal que el flujo se desliza a lo largo de la cara
superior del borde. Para el borde o lado inferior ”Z = 0” colocaremos con-
diciones de Dirichlet (es decir que el flujo no desliza en el fondo). Finalmente
consideraremos que el lado exterior ”x = L” esta suficientemente alejado del
calentamiento, de forma tal que la velocidad del fluido es nula "u = v = 0”
es decir que es de tipo Dirichlet.

A continuacion se presentan los resultados correspondientes al caso bidi-
mensional tanto para la componete horizontal como la vertical, con condi-
ciones de borde mixtas y de Neumann :
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u(0, 2) 0
0v(0, z)
on 0
Ou(x,2) ov(z,2) _o
on on
u(z,0) = v(z,0)=0
u(b,z) = wv(b,z)=
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Componente horizontal de la velocidad en funcion del tiempo

u(t)

Time=1 Color-u Height: u Vector field: (uv)
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Figura 20:

Anélisis:

Figura 20: Se observa un crecimiento rapido aunque con valores pequefios
para la velocidad (positiva) en puntos cercanos al borde izquierdo para luego
decaer con el mismo comportamiento hacia cero en el borde derecho lo cual
se puede interpretar como un movimiento de las particulas del fluido en
el centro, mientras que en los bordes correspondientes al fondo y extremo
derecho no hay mucho movimiento de las particulas.

Figura 21: En este caso se observa también un aumento de la velocidad en
el centro con valores positivos manteniendose constante en los bordes, para
un tiempo de t=4, ademas de que la solucién segun la tabla adicional a la
derecha de la grafica nos indica la aceptacion de los resultados .

Figura 22: Se observa que el campo de velocidades indicado por las flechas
representan las velocidades verticales las cuales se van haciendo cada ves
mas horizontales mientras que las velocidades horizontales son mayores en el
centro es decir que en esta area las velocidades horizontales dominan a las
velocidades verticales 6 aportan mayor tendencia de la velocidad del fluido,
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Figura 21:

mientras que en el borde izquierdo la velocidad vertical es mucho mayor que
la horizontal dado que las flechas son mas inclinadas lo cual corresponde
a la condicién de frontera impuesta en este borde y ademds son resultados
sastifactorios.

Figura 23: Para este caso no observamos las flechas o campo vectorial
correspondiente a la velocidad vertical, pero tenemos para un tiempo de t=10
el cual es el tiempo tope de nuestro programa, se observa que la velocidad en
el centro sigue siendo positiva aunque con una mayor abertura lo cual podria
interpretarse como un movimiento de mas particulas.
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Figura 22:

Componente vertical de la velocidad en funcién del tiempo v(t)
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Figura 23:

Anélisis:

Figura 24: Tenemos que la velocidad vertical en el borde izquierdo au-
menta progresivamente aunque para valores pequenos hasta estabilizarse,
mientras que en el borde derecho se mantiene estable. También se obser-
va un campo vectorial donde las flechas en el centro indican una tendencia
positiva, ademas de que apuntan de forma vertical lo podemos interpretar
como que; la componente horizontal de la velocidad del fluido en este borde
(izquierdo) es mucho mayor que la componente vertical de la velocidad del
fluido. Teniendo de nuevo resultados coherentes con lo previsto del fenémeno
estudiado.

Figura 25: En este caso se puede ver con mayor claridad el comportamien-
to de el campo vectorial con respecto a las velocidades horizontales mientras
que la velocidades verticales son positivas en el centro y en los bordes refe-
rentes al lado inferior y al extremo derecho es cero.

Figura26: En este caso los vectores (flechas) se pueden observar mejor
y los valores correspondientes a la velocidad vertical es positiva con valores
mas altos y para el tiempo t=10.
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Figura 24:

28.4. Segundo Caso Bidimensional: Condiciones mix-
tas para u y mixtas para v

En el borde descrito por x=0 colocamos condiciéon de Dirichlet para "
la componente horizontal de la velocidad y condicién de Neumman para ”v”
la componente vertical del flujo. En el borde superior ”Z = z,colocaremos
condiciones de Borde tipo Neumann tanto para 1” y tipo Dirichlet para ”v”
de forma tal que el flujo se desliza a largo de la cara superior del fluido (pero
no traspasa el borde). Para el borde o lado inferior ”Z = 0”7 colocaremos
condiciones de Dirichlet ya que en la aproximacion laminar, queremos que el
fluido no deslice. Finalmente consideraremos que el lado exterior "z = L”esta
suficientemente alejado del calentamiento, de forma tal que la velocidad del
fluido es nula "u = v = 0”7 y por lo tanto es de tipo Dirichlet.

A continuacion se presentan las graficas tanto para u como para v para un
determinado tiempo con condiciones mixtas, las cuales se pueden interpretar

COomao:

a Primero que la velocidad vertical en el borde izquierdo es distinta de
cero es decir tangencial a la superficie en este borde y que la velocidad
horizontal es igual a cero.

b Segundo que la velocidad horizontal en el borde superior es tangencial a
la superficie en este borde y que la velocidad vertical es cero en dicho
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Figura 25:

borde.

Para u :

¢ Tercero que el fluido no desliza en el fondo y que en el exttremo derecho
el calentamiento no se percibe
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Figura 26:

Componente horizontal de la velocidad para el segundo caso

Analisis:

Figura 27: En la gréfica ( aunque con dificultad se puede observar que el
campo de velocidades en este caso representado por las flechas (velocidades
verticales ) son casi horizontales es decir que en esta region el aporte de
las velocidades del fluido viene dado por las componentes horizontales de la
distribucién de velocidades.

Observandose un aumento progresivo a medida que nos deplazamos en la
lamina, lo cual lo hace de manera instantanea es decir en una porcién de la
lamina 6 de una pequeia region considerada.

Figura 28: En la grafica se puede observar que el campo de velocidades
en este caso representado por las flechas (velocidades verticales ) son casi
horizontales es decir que en esta region el aporte de las velocidades del fluido
viene dado por las componentes horizontales de la distribucion de velocidades
y también podemos pensar que la componente horizontal domina a la compo-
nente vertical ya que en otros graficos anteriores las flechas correspondientes
a la componente horizontal apuntaban de forma vertical.
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Figura 27:

Para la componente vertical para el segundo caso:

Anélisis:

Figura 29: En este caso podemos interpretar que la punta que senala
valores negativos de la velocidad vertical. Puede interpretarse, que en el borde
izquierdo las particulas del fluido se estan moviendo en sentido negativo
(Hacia abajo) lo cual puede pensarse como un hundimiento en la ldmina
termocapilar de tipo local. Tenemos un aumento de velocidades verticales
aunque, luego una disminucién con la excepcion del borde izquierdo. Aparte
se observa aunque poco visible por cuestiones de espacio para el Scientific
Work Place la direcciéon donde apuntan las flechas las cuales representan el
campo de velocidades horizontales ( hay un crecimiento de estas velocidades
en el centro) para luego tender a ser estables u horizontal.

Figura 30: En la grafica ( se puede observar que el campo de velocidades
en este caso representado por las flechas (velocidades verticales ) son casi
horizontales es decir que en esta region el aporte de las velocidades del fluido
viene dado por las componentes horizontales de la distribucién de velocidades
como también se observa que los resultados obtenidos segin la tabla adjunta
son buenos o aceptables en el centro.
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Apendice

30. Ecuacion de N-S en coordenadas cilindri-
cas

Componente 7r:
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31. Ecuacion de N-S en coordenadas rectan-
gulares:

Componente x:
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Componente z:
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32. Viscosidad:

La resistencia causada por un fluido al movimiento relativo de sus partes
se llama viscosidad dindmica o absoluta. Es relacién de su esfuerzo cortante
a la razén de cambio en la deformacién cortante de un fluido. El coeficiente
de viscosidad dindamica o absoluta v es la resistencia causada por una ldmina
del fluido al movimiento paralelo a esa lamina u otra lamina del fluido a una
distancia unitaria de ella, con una velocidad relativa unitaria.

Las unidades del SI para la viscosidad dindmica son N-s/m? y kg/m-s. La
unidad cgs de la viscosidad dindmica es el poise (P) (dyn—s/m?* o g/cm —s).
La unidad del SI diez veces mayor que la unidad poise. El centipoise (cP)
es 1/100 de poise. (Nétese que la viscosidad dindmica del agua a 20,2°C
0 68,4°F es un centipoise). Las unidades BES de viscosidad dindmica son
Ibf —s/ft* y slug/ft — s. Notese que:

Islug/ft —s = 1Ubf — s/ ft* = 47,9kg/m — s = 479N —
s/m?
1P = 100cP = 0,1N — s/m?.
La viscosidad cinemética p es la viscosidad dindmica dividida entre la
densidad de masa p
N =
donde p es la densidad de masa del fluido. La unidad en el SI de la
viscosidad cinématica es m?/s, en tanto que la unidad cgs de la viscosidad
cinemdtica es el stoke (St) (cm?/s) y 1/100 stoke se llama centistoke (cSt).
La unidad BES de viscosidad cinemdtica es ft*/s. Al cambiar del stoke al
poise, multiplique por la densidad de masa en g/cm3. Adviértase que

RSN

1m?/s (Unidad en el SI de viscosidad cinemética)
= 10,764 ft*/s (Unidad BES de energia cinemadtica)
1St = 100cSt = 0,0001m?/s

33. Diferencias entre el enfoque Lagrangiano
y el Euleriano

Pueda que sirva para explicar los enfoques Lagrangiano y Euleriano el
siguiente parrafo que, aunque falto de rigor fisico-matematico, va al fondo de
la cuestion. El comportamiento de las grandes multitudes se asimila bastante
al de los fluidos en movimiento. Supongamos que elegimos una cierta regiéon
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del espacio en una ciudad, digamos una calle, y estudiamos el flujo de gente
en ella.

El enfoque Lagrangiano del problema consistiria en identificar a un cierto
individuo, por ejemplo aquel de la camisa amarilla tan resaltante, y seguirlo
en su movimiento en la calle. Si podemos cuantificar las interacciones con las
demés personas y con la calle misma, podremos escribir leyes matematicas
acerca de ciertas propiedades de interés (velocidad, temperatura, altura, di-
nero, etc...). Este estudio deberia repetirse con todas las personas que pasan
por la calle en el tiempo que dure el estudio.

El enfoque Euleriano se fijaria en un punto de la calle, digamos en la salida
de esa tasca donde ponen tan buenos pasapalos. Se estudiaria a la persona que
en cada instante de tiempo pasa por dicha posicién. Si se pudiera relacionar
las propiedades que tiene cada persona que ocupa la posiciéon en un instante
con la posicion misma y el tiempo, se podrian sacar leyes mateméaticas sobre
las propiedades en esa posicién a lo largo del tiempo. Este estudio se hard en
todos los puntos de la calle.

En este caso cada uno de los enfoques tiene sus ventajas y sus inconve-
nientes. todo depende de lo que se desee conocer. Si lo que quiero es conocer
la historia del senor de la camisa amarilla utilizaré un enfoque Lagrangiano,
en cambio si lo que quiero saber es el dinero que tiene una persona en la
entrada de una tasca utilizaré un enfoque Euleriano.

A continuacién veremos un poco mas de rigor Fisico-matematico de dichos
enfoques:

34. Relacion entre la Descripcién Lagrangea-
na y Euleriana de Dinamica de Fluidos

Supongamos que el fluido estd contenido para todo t, en un conjunto
acotado y abierto 0 C R? del espacio fisico con frontera 9 . Asumiremos

también que el fluido es un medio continuo de particulas localizadas en puntos
de 2.

= Desplazamiento: es una tranformacién ¢ : 2 — € tal que :
1.g es invertible y g(2) = 2

2.9, 9 e CYQ)
Luego se tiene VA C Q , g(A) C Q.
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Llamaremos S al conjunto de todos los desplazamientos en {2 , como el
mapeo I:Q — Q donde I(z) =z Vx € Q, pertenece a S , esdecir S # ¢

» Traslacion 6 flujo es una funcion de t,tp € R — ¢4, € S, tal que Vo €
Q:

i) Pto,t1 (‘ph,tz (.’L’)) = Pto,ta ({L')
11) Pto,t (Sot,to (l’)) = Pto to (l‘) =T

iii) ¥, es continuamente diferenciable en ¢ y 2.

Aqui ¢y ()  denota la posicién al tiempo t de una particula del
fluido que en el tiempo #;, estaba en x y ademds como ¢, ; € S garantiza
que dos particulas no pueden ocupar la misma posicion al mismo tiempo.
Si una particula ocupa la posicién a al tiempo t; , al tiempo ¢t ocupara la
posicién z = ¢y, ¢ (a) = X(a,t). A la variable a la denominaremos coordenada
del espacio inicial. Consideremos un conjunto de particulas que ocupan un
volumen V; C Q al tiempo tg = 0. Definimos

V(t) = {@ (x)/ € Vo} (62)

Dado que ¢y € S, @i+ (a) = X(a,t) es una funcién en C*(Q x R),
invertible en la variable a. Esta propiedad de invertibilidad nos permitira re-
lacionar nuestra variable del espacio inicial con la descripcion euleriana de
movimiento en términos de la distribuciéon de velocidades. Luego tenemos:
Dados ty , t € R, existe, para cada particula del fluido una funcién ¢, € S

que sastiface 1) , ii) y iii) y que describe el movimiento de dicha particula.
Es decir existe una funcion de traslacién faltante. Ahora sabemos que la
posicion de cada particula es:

T = Cpto,t(a) = X(a7 t)

Donde xy = a es la posicion de la particula en el tiempo ty , por ser
invertible la funcién podemos escribir

0 = puhle) = ala, 1)
Por lo tanto la velocidad de la particula es

) eta)) = % = XV (a1

85



ya que ¢y, 4(a) € C'(Q) y es continuamente diferenciable en ¢ y to. Si 4

es una funcion de a , por invertibilidad tenemos

d
_x = {L'U(XO(.’L',t),t) = U((L‘,t)
dt
Es decir , podemos escribir fli—jf en funcion de x y de t , que es la distribucién
de velocidades segun la descripcién euleriana . Sea J(t) = l?(())((o)) el jacobiano

?? de la transformacién ¢g; la relacién de Euler establece que

dJ = J(t).div, U (63)
dt

Esta ecuacion nos permite obtener la descripciéon Euleriana del movimien-
to a partir de las variables iniciales. Para obtener la descripcién Euleriana
completa es necesario expresar el par de varibles termodinamicas o de estado
en funcién del campo "z;(a,t)” coordenadas Lagrangianas, sus derivadas y
las variables de integracién "a” y "t”.

35. Teorema del Transporte de Reynolds

Consideremos un conjunto de particulas de un medio continuo que ocupa
un volumen acotado Vo C 2 C R? al tiempo ¢, = 0. Entonces, para cualquier
funcion escalar o vectorial G(z,t) € C*(Q2 x R'), se cumple que

d d
—/ G(z,t)dx® = / (—G + GdivU)dx® (64)

Donde V(t) es el volumen ocupado por dichas particulas al tiempo ¢
(definido en la ec. (volumen) 62y U(z,t) = L X(Xo(z,t)) ) es la distribucién
de velocidades.

Prueba:

La transformaciéon = = X (a,t) es invertible en a , por lo tanto podemos
hacer un cambio de variable ; la posicién a en t = 0 es fija. Asi, Vy = V(0) C
Q) C R? es un conjunto que no depende de t .

Donde: J(t) = 2% es el jacobiano de la transformacién y al hacer el

) . D(Xo)
cambio de variable tenemos
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d d

— t)de® = — X (zo,1),t)J.dz}
dt G(m ) L dt V() (G( ($07 )7 )J Lo
Como V(0) no depende de t y es acotado

4
dt

dG dJ

G(z,t)dz? :/ (—J +G —)dz}

Por la ecuacién dJ (63) tenemos

d dG
— t)dz® = — d d
o G(z,t)dz /V(O)(dt J + GJ divU)dz}

En general se tiene :

d
—/ (z,t)dx® —/ (—G + GdivU)dz?

En particular si G = p(z,t)F(z,t)”, donde” p” es la densidad y aplican-
do el teorema del transporte nos queda

d d
— pFdz® = / pF) + pFdivU)dz?

dF  dp
_ @ d Fdz?
/V(t(pdt +[dt+pwU)] )

Por la ecuacién de continuidad, la cual es valida puntualmente y para
todo tiempo t , tenemos

d dF
— pFdx?® = / p—dx?
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