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Resumen

En el presente trabajo se considera el problema de programacion convexa y en
particular algunos métodos de resolucién como los propuestos en [3] y en [9], los cuales
estan basados en métodos de multiplicadores, también conocidos como métodos de
lagrangeano aumentado. En esta metodologia se minimiza iterativamente una funcion
auxiliar, que se conoce como funcién lagrangeano aumentado, e involucra una funcién
de penalidad comunmente conocida. Se genera ademés, via Dualidad de Fenchel,
una cuasidistancia en el espacio dual desconocida hasta ahora, la cual es analizada.
Presentamos un método de multiplicadores totalmente novedoso en el sentido que
involucra potencias cibicas de los multiplicadores en la funcién lagrangeano, lo cual
no habia sido considerado hasta la fecha, ademas presentamos un algoritmo que
genera un par de sucesiones de las cuales enunciamos y demostramos resultados
concernientes a su convergencia.

Finalmente, atin cuando nuestro objetivo principal es el estudio tedrico y no el
estudio numérico del método propuesto, mostramos un programa en MATLAB que
fué implementado a fin de observar la eficacia computacional del mismo. Cabe desta-
car que los resultados obtenidos en este particular son bastante alentadores, basados
en los seis ejemplos presentados al final de este trabajo, se pudo observar un buen

desempeno del método.
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Introduccién

En ingenieria, asi como también en economia, es bastante comin que se presen-
ten problemas en los que es necesario minimizar costos de produccion o maximizar
ganancias, en general, las variables involucradas en el problema estan sujetas a una
o varias restricciones, las cuales varian con cada problema. Al formular el modelo
matematico del problema en cuestién, nos damos cuenta que con mucha frecuencia
aparecen funciones no lineales, estos problemas son conocidos como problemas de pro-
gramacion no lineal. Cuando las funciones involucradas en el problema son funciones
convexas y continuamente diferenciables, el problema se convierte en un problema de

programacion no lineal convexo diferenciable con restricciones, digamos

minimizar fy(z)
(P)
sujeto a  fi(z) <0, € {1,...,m}.

donde fy, fi,..., fm son funciones convexas de clase C! en R".

Los métodos de lagrangeano aumentado, llamados también métodos de multiplica-
dores, son los que generalmente se usan para resolver este tipo de problemas. Su buen
desempeno computacional y su estrecha relaciéon con los métodos de punto proximal,
que se usan para resolver el problema dual de (P), es la razén por la cual son usados
tan frecuentemente en su resolucion.

El problema dual de (P), el cual es un problema céncavo, viene dado por:

(D) sup{d(p) : p € RY}

donde
d(p) = inf{l(x,p) : z € R"}

es la funcion dual objetivo de (P) y

[:R" xR

Y+ —R



dada por
Iz, p) = folx) + Z/Mfi(x)
i=1

es la funcion lagrangeano cldsico para (P).

En [9] Polyak y Teboulle presentan una metodologia en métodos de multipli-
cadores que denominan “Nonlinear Rescaling” (NR), la cual consiste, basicamen-
te, en transformar el problema inicial en uno equivalente cuya funcién lagrangeano

L,(z,p) : R" x R, viene dada por

r

L) = folo) + 3 o (242)) (0.0.1)

j=1
donde 7 es un numero real positivo y # : R — R es una funcién de penalidad la cual
definiremos en el capitulo 2. La funcién dada por (0.0.1) es la funcién objetivo del
método tipo lagarangeano aumentado considerado por ellos. La cuasidistancia aso-
ciada a esta funcién via conjugacidad, es conocida actualmente como -divergencia.
Polyak y Teboulle presentan, en primer lugar, un método de multiplicadores para
resolver (P), generando un método de punto proximal que usan para resolver (D).
La “sucesion primal” generada por el método converge de manera “ergdédica” a una
solucién 6ptima de (P) y la sucesién de “puntos duales” converge globalmente a una
solucién éptima de (D).

Ben-Tal y Zibulevsky en [3] presentan un método de multiplicadores que llaman
“The Penalty/Barrier Multiplier Method” (PBM) y usan para resolver (P). Al con-
siderar (D), se encuentran con un método de punto proximal cuyo nicleo es una cua-
sidistancia que involucra una funcién sublineal. Al hacer el estudio de convergencia
obtienen que cualquier punto limite de la “sucesién primal” converge a una solucion
6ptima de (P) y cualquier punto limite de la “sucesién dual” converge a una solucién

éptima de (D). La funcién lagrangeano aumentado L(z, p1, p) : R" xR, xR, usada



por ellos viene dada por:

Lownp) = o)+ 3t (242 002)

bj

donde 6 es como en (0.0.1). Es de hacer notar que al tomar p = ru en (0.0.2), con r
un nuimero real positivo, se genera, en el nticleo del método de punto proximal, una
cuasidistancia homogénea de segundo orden.

Auslender, Teboulle y Ben-Tiba en [1], comienzan generando un algoritmo que lla-
man “Basic Iterations Scheme” (BIS), que es una versién aproximada del método
de punto proximal, el cual usa una cuasidistancia homogénea de segundo orden y
es usado para resolver (D). Se estudian dos clases de algoritmos basados en BIS,
estos son “Interior Proximal Method” (IPM) y “Regularized Interior Proximal Met-
hod” (RIPM). Al considerar (P) via dualidad, utilizan un método de multiplicadores
inexactos. En el andlisis de convergencia se obtienen dos resultados para los dos
algoritmos antes mencionados. La correspondiente funcion lagrangeano aumentado

L,(z,p) : R" x R, que se obtiene es dada por:

L) = fole) + 73 (1) (#) (0.03)

j=1
donde r y # son como en (0.0.1).

Al observar las funciones lagrangeno aumentado dadas por (0.0.1), (0.0.2) y (0.0.3),
surge la interrogante en el sentido de analizar si es o no posible considerar potencias
cubicas de los multiplicadores que aparecen en las funciones objetivos y qué conside-
raciones y resultados adicionales se podrian obtener.

En esta direccion, hemos formulado nuestro principal objetivo, el cual consiste en
obtener un método de multiplicadores alternativo, en este caso utilizando potencias

cibicas en los multiplicadores, que nos permita resolver (P) usando la funcién la-

grangeano aumentado L,(x, u) : R" x R, dada por:

L) = fle) + Y ()8 (25 ) 0.0.9



con r y # como en (0.0.1).

Dicho esto, en el capitulo 1 haremos una sintesis de toda la teoria que usaremos
en los capitulos subsecuentes, comenzando por el concepto de conjunto afin, pasando
por funciones convexas, hasta llegar al teorema de dualidad de Fenchel.

En el capitulo 2 hablaremos del método de punto proximal clasico, referiremos al-
gunos detalles de este método usando operadores monotonos maximales y hablaremos
del método en su versién con cuasidistancias. Este método es una poderosa herra-
mienta tedrica, mas no computacional, para los problemas de programacién no lineal.
Nuestra intencién es aplicar este método para resolver (D). Seguidamente haremos
una sintesis de los métodos de lagrangeano aumentado. En la actualidad estos estan
siendo estudiados por muchos investigadores, quienes han obtenido grandes avances
tedricos y computacionales en relaciéon a estos. Los métodos de lagrangeano aumenta-
do guardan una interesante relaciéon con los métodos de punto proximal via dualidad
de Fenchel, lo cual es una gran ventaja, pues estos tltimos, como ya dijimos antes, son
una fuerte herramienta tedrica. Uno de los problemas de los métodos de lagrangeano
aumentado, es la dificultad que presentan a la hora de probar la convergencia de la
“sucesién primal”.

Finalmente, en el capitulo 3, que es nuestro trabajo en si, atacaremos (P) usando
un método de multiplicadores con la funcién (0.0.4) que conduce, via dualidad de
Fenchel, a un método de punto proximal distinto a los considerados anteriormente
en [9], [3] y [1], por tener un nicleo que es una cuasidistancia homogénea de tercer
orden. Al igual que los métodos ya conocidos, este genera dos sucesiones, una suce-
sién de “puntos primales” y otra de “puntos duales”, mediante la aplicacién de un
algoritmo iterativo. Enunciaremos y demostraremos resultados de convergencia para
estas dos sucesiones. El objetivo principal de este capitulo, y el de nuestro trabajo en

general, es el estudio tedrico del método propuesto, sin embargo, también incluimos



una implementaciéon en MATLAB del mismo, con algunos ejemplos seleccionados

adecuadamente, para estudiar su eficacia computacional.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

La idea de este capitulo es presentar gran parte de la terminologia, junto con
algunos teoremas y definiciones, que vamos a usar en el presente trabajo. El lector
puede remitirse a la bibliografia, especialmente [10], para una prueba de los teoremas

de este capitulo.

1.1. Funciones Convexas
Definicion 1.1. Un conjuto M C R™ es llamado afin si
Ve,ye M, VAeR: (1 - Nz + Ay € C.
Es claro que la interseccién arbitraria de conjuntos afines es un conjunto afin.

Definicion 1.2. Sean S C R" cualquiera y A= {M CR":S C M y M es afin}.

Definiremos la capsula afin de S como el conjunto aftS = ﬂ M.
McCA

La observacién hecha inmediatamente antes de esta definicion, nos permite garan-
tizar que la cdpsula afin de un conjunto S C R", es siempre un conjunto afin, de

hecho, affS' es el conjunto afin més pequeno que contiene a S.
Definicion 1.3. Un conjunto C C R" es llamado convexo si
Ve,y e C, YA€ [0,1]: (1 =Nz + Ay € C.

Los conjuntos afines son ejemplos de conjuntos convexos. Otros ejemplos de con-

juntos convexos, que no son afines, son las bolas (cerradas o abiertas) en R", asi como
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también los paralelepipedos, los rectangulos, las piramides y los triangulos. No son
conjuntos convexos, la regién en R3 entre dos esferas concéntricas, la regién en R?

bajo la curva y = sen x.

Teorema 1.1 (ver [10], Teorema 2.1). La interseccion arbitraria de conjuntos

converos €s un conjunto convero.
Definicion 1.4. Sean S C R" cualquiera y
C={MCR":SCM yM es convexo}.

Definiremos la capsula convexa de S como el conjunto convS = ﬂ M.
Mce

Segtn el teorema anterior, convS es un conjunto convexo, mas aun, es el conjunto

convexo mMas pequeno que contiene a S.

Definicion 1.5. Sea f una funcion a valores reales extendidos con dominio S C R™.

El conjunto

epif ={(z,a):z€ S, aeR, a> f(x)}
es llamado el epigrafo de f.

Definicion 1.6. Sea f una funcion definida sobre un conjunto S C R™. Diremos
que f es convexa sobre S siepif es un subconjunto convero de R™™'. Diremos que f

es concava sobre S si —f es convexa sobre S.

Definicion 1.7. El dominio efectivo de una funcion convexa f definida sobre un

conjunto S C R™, el cual denotaremos por domf, estd dado por
domf ={r e S: f(z) < +oo}

Obviamente, la convexidad de f es equivalente a que la restriciéon de f sobre dom f
lo sea. Realmente el interés se centra sobre esta restriccion, y S mismo tiene un rol

secundario en esto.
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Como lo afirma Rockafellar en [10], uno podria limitar su atencién a las funciones
las cuales nunca son 400, asi que S siempre coincidiria con domf. O uno podria
limitar su atencién a las funciones dadas sobre todo R™, dado que una funcién con-
vexa f sobre S puede ser extendida a una funcién convexa sobre todo R™ tomando
f(z) =+ooparaz ¢ S.

El segundo enfoque es el que adoptaremos. Asi que de ahora en adelante por una
funcién convexa entenderemos una funcion convexa a valores reales extendidos la cual
estd definida en todo R™, a menos que se especifique otra cosa. Este enfoque tiene
la ventaja que las molestias técnicas del dominio efectivo pueden ser suprimidas casi
por completo. Por ejemplo, cuando una funcion convexa f es construida de acuerdo a
ciertas formulas, las mismas formulas especifican el dominio efectivo de f de manera
implicita, pués ésta especifica donde f(z) es o no +oo. En otras palabras, uno siempre
tendria descrito el dominio efectivo de f explicitamente antes que los valores de f o
de su dominio puedan darse.

Existen varias caracterizaciones de funciones convexas que en la practica son mas

utiles que la definicién en si, algunas de ellas son.

Teorema 1.2 (ver [10], Teorema 4.1). Sea C' C R™ un conjunto convezxo. Una

funcion f: C — (—o0, +00| es convexa sobre C si y sélo si

S =Nz +Ay) < (1= A)f(z) + Af(y)
para todo 0 < X\ < 1 y para cualesquiera x,y € C.

En muchos textos esta caraterizacién se usa como la definicién de funcién con-
vexa. Si la desigualdad en el teorema anterior es estricta, la funcion f es llamada

estrictamente convexa.
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Teorema 1.3 (ver [10], Teorema 4.2). Sea f una funcion a valores reales exten-

didos definida sobre R™. Entonces [ es convexa si y solo si
YA€ (0,1): f((1T=XNz+Ay) < (1 =XNa+ A5

siempre que f(z) < a y f(y) < .

Teorema 1.4 (Desigualdad de Jensen)(ver [10], Teorema 4.3). Sea f una

funcion de R™ en (—oo, +00]. Entonces f es convera si y sélo si

siempre que Ay, ..., Ay >0 yZ)\izl.

Las funciones concavas satisfacen resultados andlogos bajo hipétesis similares, sal-
vo que las desigualdades seran contrarias. Otros resultados interesantes sobre la

convexidad de funciones son.

Teorema 1.5 (ver [10], Teorema 4.4). Una funcion f a valores reales dos veces

diferencible definida en un intervalo (a,b) es convexa si y solo si f" es no negativa

en (a,b).

Teorema 1.6 (ver [10], Teorema 4.5). Sea f una funcion a valores reales dos
veces diferenciable sobre un conjunto convexo abieto C C R™. Entonces f es convexa

sty solo st su matriz Hessiana

H(c) = (afjaij (C))W

es semidefinida positiva para todo ¢ € C.

Para funciones estrictamente convexas, se obtienen resultados similares, basta cam-
biar no negativa por positiva en el Teorema 1.5 y semidefinida por definida en el Teo-

rema 1.6. Ademas, los andlogos de los teoremas anteriores para funciones concavas,
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se obtienen al cambiar no negativa por no positiva en el Teorema 1.5 y semidefinida

positiva por semidefinida negativa en el Teorema 1.6.

Definicion 1.8. Una funcion convexa f es llamada propia si su epigrafo es no vacio
y no contiene rectas verticales, es decir, si f(x) < +00 para al menos un valor de x
y f(z) > —oo para todo valor de x. Una funcion convexa que no es propia es llamada

impropia.
En la siguiente definiciéon Blz,e] = {y : ||y — z|| < e}.

Definicion 1.9. Sea C C R"™ un conjunto convexo. Definiremos el relativo interior

de C' al conjunto riC' formado por todos los puntos x € aftC' tales que
de > 0: Blz,e] naffC C C.

El relativo interior de un conjunto convexo es también un conjunto convexo. El

siguiente teorema es muchas veces mas facil de usar que la definicién anterior.

Teorema 1.7 (ver [10], Corolario 6.4.1). Sea C C R™ un conujunto convexo no

vacio. Entonces x € 1riC' si y sélo si para todo y € R™ existe ¢ > 0 tal que x+cy € C.

Definicion 1.10. Una funcion a valores reales extendidos f definida sobre un con-

gunto S C R™ es llamada semicontinua inferiormente en un punto x € S si

f(x) = liminf f(y) = lim (| inf f@)).

y—x e—0t \ Jly—z|<e
La semicontinuidad superior se define tomando lim sup en lugar de lim inf. Una fun-
cién f se dice semicontinua inferiormente (o superiormente) en S si es semicontinua
inferiormente (o superiormente) en todo punto x € S. Es claro que f es semicontinua

inferior y superiormente en x si y sélo si es continua en .

Definicion 1.11. Una funcién f : R" — (0,400] es cerrada si epif es un conjunto

cerrado en R 1.
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La importancia de la semicontinuidad inferior, en el estudio de la convexidad de

funciones, es puesta de manifiesto en el siguiente teorema.

Teorema 1.8 (ver [10], Teroema 7.1). Sea f : R — [—o0,+00|. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes
1. f es semicontinua inferiormente en R"™;
2. Az : f(x) < a} es cerrado para todo o € R;

3. f es cerrada.

1.2. Dualidad

El estudio de la dualidad en los problemas de programacién convexa es de vital im-
portancia. A continuacion presentaremos algunos resultados, relativos a la dualidad,
que nos seran 1tiles en el ultimo capitulo.

En lo que resta del trfabajo, stz = (xy,...,2)" yy=(y1,--.,yn)T son vectores
en R" entonces xy = Z x;y; denota el producto interno o producto escalar de x con

i=1
Y.

Definicion 1.12. Dada una funcion convexa f : R™ — (0,400], definiremos la

conjugada de f como la funcion f*: R" — (—o0,+0o0] dada por

fr(s) = Slip{l“s — f(2)}.

Esta definiciéon nos sera muy ttil en el capitulo 3, y es una pieza clave en el estudio
del porblema que nos proponemos presentar en este trabajo.

Se puede probar que f* es una funcién convexa y cerrada, ademés f* es propia si
y s6lo si f lo es. Cuando f es céncava, la conjugada se define de manera andloga sélo
que en lugar de tomar supremo se toma infimo. Es de notar que si f es céncava, f*

no esté definida como —(—f)*, el siguiente teorema aclara esto.
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Teorema 1.9. Sea g : R — [—00,+00) una funcion céncava y definamos f = —g.

Entonces g*(s) = —f*(—s)

Demostracién

g9°(s) = inf{ws —g(z)}
= inf{ws + f(x)}
= —sup{—ws — f(2)}
= —sup{a(=s) — f(z)}

— —F(=9)
U
Teorema 1.10 (ver [6], Proposicién X.1.3.1). Sean
f R = (—o00,4+00], fi,..y fm : R — (—00, +0]
funciones convezas propias cerradas.
1. SiaeR yh(z)= f(x)+ a, entonces h*(s) = f*(s) — a.
: s
2. Sia>0yh(z)=af(x), entonces h*(s) = af” (—)
a
: s
3. Sia#0yh(x)= flazx), entonces h*(s) = f* (—>
a
4. SiyeR" yh(x)= f(xr—y), entonces h*(s) = f*(s) + sy.
5. Siz = (v1,...,2,) y h(z) = ij(xj), entonces h*(s) = Zf;(sj) para
j=1 Jj=1

S=1(81,--+,5m)-

La siguiente definicion, es una especie de extension del concepto de gradiente, para

el caso de funciones convexas no necesariamente diferenciables.
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Definicion 1.13. Sea f : R™ — (—o00, +00] una funcion convera. Un vector s € R"

es un subgradiente de f en v € R" s

Yy € R": f(y) > f(z) +s(y — 2).

El conjunto formado por todos los vectores subgradientes de f en x, denotado por

0f(x), es llamado el subdiferencial de f en x.

Para una funcién céncava f : R" — [—00,4+00) las definiciones son analogas, sélo
hay que invertir la desigualdad.

Si f es diferenciable en x, entonces df(x) = {V f(x)}

Teorema 1.11 (ver [6], Corolario X.1.4.4). Sea f : R" — (—o0, +-00] una funcidn

convexa propia cerrada. Entonces para todo s,x € R™ se cumple que
r€0f(s) & sedf(x) e flz)+ f(s) —sx=0.

Teorema 1.12 (Dualidad de Fenchel)(ver [10], Teroema 31.1). Supongamos
que f: R™ — (—o00,+00] es una funcion convexa propia y que g : R™ — [—00, +00)

es una funcion concava propia. Si algunas de las siguientes condiciones se cumple
(a) ri(domf) Nri(domg) # 0,
(b) f y g son cerradas y ri(domf*) Nri(domg*) # 0,

entonces

inf {£() — g(2)} = sup {g"(s) — £*(s)}.

zE€R™ sER”
Ademads, si (a) se satisface, el supremo es alcanzado en algin s; si (b) se satisface,
el infimo es alcanzado en algin x; si (a) y (b) son satisfechas simultaneamente, el

infimo y el supremo son finitos.



Capitulo 2

Métodos de Multiplicadores y Punto

Proximal

En este capitulo presentaremos algunos resultados ya estudiados sobre los métodos
de multiplicadores y punto proximal, mayormente extraidas de [7]. Haremos algunas
observaciones sobre la ventajas y desventajas de cada uno y sobre la relacion de
dualidad entre ellos.

En lo que resta del trabajo, usaremos las siguientes notaciones

(7) P(R™) representa el conjunto de partes o conjunto potencia de R™.

(it) Dado x = (z1,...,2,)" € R", diremos que x > 0 si y sélo si z; > 0 para todo
ie{l,...,n}.

(ii7) Dado x = (z1,...,7,)T € R", diremos que x > 0 si y sélo si z; > 0 para todo
ie{l,...,n}.

(iv) Ry ={z € R": 2 > 0}.
(v) R}, ={z € R": 2 > 0}.

(vi) Si S C R™, denotaremos por S y 0S a la clausura y la frontera de S respecti-

vamente.

(vii) Si f:R™ x R™ — R es una funcién diferenciable, denotaremos por Vi f(z,y)
y Vaf(z,y) a los gradientes de f tomados respecto a la primera y segunda

variable respectivamente.

14
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2.1. Meétodos de Punto Proximal

Nuestro interés principal, es aplicar este método para resolver un problema de
minimizaciéon de una funcién convexa definida en R, usando una cuasidistancia que

definiremos en el capitulo 3.

2.1.1. El Método de Punto Proximal Clasico

Consideremos el problema
inf{f(z) : z € R™} (2.1.1)

donde f: R™ — R es una funcién convexa propia cerrada.
El método de punto proximal clasico (ver [7]), aplicado a este problema, genera

una sucesiéon {x¥} mediante el siguiente algoritmo
2 e R™ (2.1.2)

2" = argumin{f(z) + \p|lz — 2" ||* : ¥ € R™} (2.1.3)

donde \f e Ry 0 < A\ < h\ para algiun 2> 0.
Quisieramos que la sucesién generada por (2.1.2), (2.1.3) converja a una solucién

del problema (2.1.1), esto es posible bajo ciertas hipdtesis especificas.

2.1.2. Meétodo de Punto Proximal con Operadores Mondétonos

Maximales

Seguidamente daremos algunas definiciones y resultados ya probados en [7] en

relacion al método de punto proximal usando operadores maximales mondétonos.

Definicion 2.1. Un operador punto a conjunto T': R™ — P(R™) es mondtono si

(z —y)(u—v) >0, Yo,y € R™, Yu € T(z), Vv € T(y).
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Ejemplo 2.1 (ver [7]). Si f: R™ — R es una funcion convezra, entonces T = Of

es un operador mondtono.

En efecto, sean x,y € R™, u € 0f(x) y v € df(y) cualesquiera, de la definicién de

subgradiente de una funciéon convexa, se tiene

uly —z) < fly) — f(z)

v(z —y) < f(z) - fy),
por lo tanto

(z—y)(u—v)=—uly —x) —v(x—y) > 0.

Definicion 2.2. Un operador T : R™ — P(R™) es mondtono maximal si
(1) T es mondtono.

(ii) Para todo operador mondtono T tal que T(x) C T(x) para todo z, se cumple

queT:f.

Ejemplo 2.2 (ver [7]). Sea f: R™ — R una funcion convera. Se puede probar que
df es un operador mondtono mazximal. Este resultado es importante para el estudio

que haremos mds adelante. O

Como lo afirma Tusem en [7], el concepto de operador monétono maximal, dado
en la definicion anterior, viene a generalizar el concepto de transformacion lineal
semidefinida positiva para el caso no lineal. En el ejemplo anterior vemos que el
subgradiente de una funcién monétona es un operador monétono maximal, lo cual es

una ventaja para nuestro posterior estudio.
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Definicion 2.3. Un operador T : R™ — P(R™) es llamado no expansivo si

1T(x) =Tl < llz—yl
para todo z,y € R™.

Definicion 2.4. Un operadorT : R™ — P(R™) es llamado firmemente no expansivo
s1

IT() = TWI* < llz = yl* = Iz —y) = (T(2) = T(W)|*

para todo x,y € R™.

Definicién 2.5. Una sucesion {y*} es Fejér convergente a un conjunto U C R™

con respecto a la norma Fuclidiana si
[y —ull < [ly* —ull, Yk >0, Yu € U.

Teorema 2.1 (ver [7], Proposicién 4.1). Si T es firmemente no expansivo, en-

tonces la sucesion definida por

¥ € R™
xk—i—l _ T(:L’k)
es Fejér convergente al conjunto de puntos fijos de T

Observacion 2.1 (ver [7]). Dado un operador punto a conjunto T : R™ — P(R™),
si suponemos que T'(z) # 0 para algin x € R™, se puede definir un nuevo operador

T :R™ — P(R™) (una especie de operador inverso de T) como sigue
ye T (z) e zecT(y).

Definicion 2.6. Diremos que x € R™ es un cero del operador mondétono maximal

T:R™— P(R™) si 0T (x).
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Volvamos a nuestro problema original dado por (2.1.1). Se tiene que

0€df(z) <& Vy:0=0@y—=) < fly)— flz)

& Yy flz) < fly),

es decir, x es un cero de df siy sélo si x es una solucién de (2.1.1), asi que, el problema
de encontrar ceros de un operador mondtono maximal, generaliza el problema de
minimizaciéon de funciones convexas.

Usando la condicién de optimalidad en (2.1.3) obtenemos
0 € Of (") + 2X, (2 — )

que es equivalente a

2)\k($k o karl) c af(karl)’

por lo que en el contexto de operadores mondétonos maximales seria natural escribir
)\k<$k o mk—i—l) c T($k+1)

0 bien

1
o e (I 4+ —T)(z*),
A

es decir,

" e (I + iT)_l(gvk)
Ak

El siguiente teorema (ver [7], Teorema 4.2) garantiza que la sucesién {z*} definida

por
2 e R™ (2.1.4)

1
M e (T + )\—T)_l(:vk) (2.1.5)

k

~ 1
con 0 < A\ < A, converge a un cero del operador (I + )\—T)_l. Al tomar T = 0f,
k

obtenemos la convergencia del algoritmo de punto proximal dado en (2.1.2), (2.1.3).
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Teorema 2.2 (ver [7] Teorema 4.2). SiT : R™ — P(R™) es un operador mondto-
no mazximal y existe T tal que 0 € T(T), entonces la sucesion definida por (2.1.4),

(2.1.5) converge a un vector x* tal que 0 € T'(z*).

2.1.3. Método de Punto Proximal con Cuasidistancias

Existen versiones del método de punto proximal usando las llamadas cuasidistan-
cias. Basicamente se sustituye el niicleo cuadratico ||z — x*||? en el algorit iginal
. N goritmo origina

por D(z,2"*) donde D es una cuasidistancia.

Definicion 2.7. Sea X un subconjunto no vacio de R™. Una funcion D : X x X — R

es llamada una cuasidistancia en X si
(1) Vx,y € X : D(z,y) > 0;
(17) D(xz,y) =0 x=y.

Entre las cuasidistancias que se han usado para generalizar el método de punto
proximal, estan las llamadas distancias de Bregman y las p-divergencias, ambas son

casos particulares de las llamadas medidas divergentes.

Definicion 2.8. Dado S C R™, una funcion d : S x S — R es llamada una medida

divergente en S si
(1) VYx,y € S :d(z,y) > 0;

(i3) Si{z*} C S yx €S, entonces lim d(z,2") =0« lim 2 = 2;

k——+o0 k——+o0

(t3i) Los conjuntos de nivel I'1(y,v) = {x € S : d(z,y) < v} son acotados para todo

y €S ytodov >0

(v) Los conguntos de nivel I's(x,v) ={y € S : d(z,y) < v} son acotados para todo

x €S ytodov >0.
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La condicién (i) implica que
dz,y) =0z =y,

es decir, toda medida divergente es una cuasidistancia. Un caso particular de las

medidas divergentes son las llamadas @-divergencias.
Definicion 2.9. Sea ¢ : R, — R una funcion continua tal que

(1) ¢ es decreciente en (0,1) y creciente en (1,400);

(131) lm p(t) = +oo.

t—+o00

y 4 . n n
Definamos la funcion d, : R . x R}, — R como

do(z,y) = > i (—]) :
La funcion d, es llamada p-divergencia.

Un estudio detallado del algoritmo de punto proximal usando este tipo de funciones
se puede enconntrar en [7], [8] v [9].
Otra caso particular de las medidas divergentes son las llamadas distancias de

Bregman.

Definicion 2.10. Sea S C R™ un conjunto abierto convexo. Consideremos una
funcion convexa h : S — R diferenciable en S. Definamos la funcién Dy : S x S — R
por

Dy(x,y) = h(z) — h(y) — Vh(y)(z —y).

h es llamada una funcién de Bregman con zona S (y Dy la distancia de Bregman

inducida por h) si se cumplen las siguientes condiciones
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(B1) h es continuamente diferenciable en S.

(B2) h es estrictamente conveza y continua en S.

(B3) Para todo § € R los conjuntos de nivel T'1(y,6) = {x € S : Dyp(x,y) < 6}
[y(z,8) = {y € S : Dy(x,y) < 6} son acotados para todoy € S y todo v € S

respectivamente.
(B4) Si {y*} C S converge a y*, entonces Dy (y*,y*) converge a 0.

(B5) Si{xF} C S y{y*} C S son sucesiones tales que {x*} es acotada, kh’m Yt =y
——400

k

Y ka Dy(z%,94*) = 0, entonces lim 2* = y*
——400

k—+o0
Se prueba que toda distancia de Bregman es una cuasidistancia. (B4) y (B5) son
consecuencia de (B1), (B2) y (B3) si {z*} € Sy y* € S, asf que (B4) y (B5) sélo

necesitan ser verificadas si {#*} C 95 o y* € 9S.

Definicion 2.11. Una funcion de Bregman h con zona S es llamada coerciva en la

frontera cuando satisface que
(B6) Si{y*} C S es tal que kh’m y" =1y € 08, entonces
— 400

. k(oo _ o kY — _
Jm Vh(y)(z —y*) = —oo.

Definicion 2.12. Una funcion de Bregman h con zona S es llamada coerciva en la

zona cuando satisface que
(B7) Para todo y € R™ existe x € S tal que Vh(z) = y.

Un estudio del método de punto proximal usando distancias de Bregman es hecho

en [7].

Sea S C R™ un conjunto abierto y f : R™ — R una funcién convexa en S.

Consideremos el problema

inf{f(z):x € S} (2.1.6)
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El algoritmo de punto proximal aplicado a este problema, usando una cuasidistan-

cia D : S x S — R, genera una sucesiéon {z*} dada por
'€ S (2.1.7)

" = argumin{ f(x) + \pD(z,2") : 2 € S}. (2.1.8)

donde \f e Ry 0 < A\ < P\ para algun 2> 0.
Bajo ciertas hipdtesis se puede probar que la sucesién dada por (2.1.7) y (2.1.8)

converge a una solucién éptima de (2.1.6).

2.2. Meétodos de Lagrangeano Aumentado

En la seccion anterior estudiamos el algoritmo de punto proximal. Cabe destacar
que este tipo de métodos no es eficaz computacionalmente, el hecho es que cada
iteracion del método requiere una minimizaciéon de una funcién en R™. Sin embargo,
resultan muy ttiles como una herramienta conceptual en el analisis de convergencia
de algoritmos en problemas de optimizacion.

En esta seccién estudiaremos los métodos de lagrangeano aumentado, que con-
trariamente a los métodos de punto proximal, resultan una eficaz herramienta com-
putacional, mas no tedrica, en el estudio de convergencia de los algoritmos antes
mencionados. Estos métodos sustituyen un problema de minimizacion con restric-
ciones, por una secuencia de problemas irrestrictos. Ademads, estan estrechamente

relacionados, como veremos luego, con los métodos de punto proximal via dualidad

de Fenchel.
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2.2.1. El Lagrangeano Clasico
Consideremos el problema de programacién convexa

minimizar fy(z)

sujeto a  fi(z) <0,i1€{1,...,m}.

donde fy, f1,..., fm : R™ — R son funciones convexas propias cerradas. El lagrangea-

no cldsico | : R™ x R', — R para éste problema esta dado por
o, p) = folx)+ Y pifi(x).
i=1

El método de lagrangeano clésico genera dos sucesiones {2*} y {u*} mediante el

siguiente algoritmo, comenzando con p° € R", definimos
2* = argumin{i(x, 4*) : € R"} (2.2.1)

la actualizacién para p* no es especificada, sin embargo, debe hacerse de manera
apropiada.

Las hipdtesis que comunmente se dan para este tipo de problemas son las siguientes

(A1) El conjunto de soluciones dptimas de (P) es compacto y no vacio.

(A2) Emiste T € domfy tal que f;(Z) < 0 parai=1,...,m (Condicion de Calificacion
de Slater).

El problema dual del problema (P), el cual sabemos que es un problema céncavo,

viene dado por:
(D) sup{d(p): p € R}
donde

d(p) = inf{l(x,pn) : x € R"}

es la funcién dual objetivo del problema (P).
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Observacion 2.2. (A2) implica que el conjunto de soluciones dptimas del problema

(D) es compacto y no vacio (ver [10] secciones 28 y 29) y que f: d donde

F=inf{fo(z): z €R", fi(x) <0, i=1,..,m}

~

d =sup{d(p) : p € R}
Ademds, para cada 8 < c/l\, el conjunto de nivel
{u€RY < d(u) > 5)

es compacto. ]

2.2.2. Lagrangeano Aumentado

Consideremos el problema (P) dado en la seccién anterior. El lagrangeano aumen-

tado cldsico L, : R™ X R', — R para este problema esta dado por

La(e.p) = fole) + 50 {0+ 20i(2) - = )

donde a > 0y ay = max{0,a}
Esta funcién es diferenciable y ademas

m

ViLa(t, 1) = V fol) + Y (i + 20 fi(2))+ V fil)

i=1
Al aplicar el método del lagrangeano aumentado al problema (P), se obtienen dos

sucesiones {z*}, {¢*} de la siguiente manera. Escojamos p° € R” | y definamos
2* = argumin{L,(z, u*) : € R"} (2.2.2)

pitt = (U 4 2af;(2*)) 4, parai=1,...,m. (2.2.3)
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+

Al aplicar la condicién de optimalidad a z*! se obtiene

m

Vfo@kﬂ) + Z(Mf + 206fi($k+1))+vfi($k+l) =0

i=1
y al usar (2.2.3) nos queda

m

vf0<xk+1) + ZNerlvfi(karl) -0

i=1
es decir, zF*1, u#*1! satisfacen la condicién de optimalidad para el lagrangeano clésico,
de aqui el por qué de la actualizacion en (2.2.3), ya que esta es una condicién necesaria
para que z"! sea solucién (no necesariamente éptima) de (P).

Otros tipos de lagrangeano aumentado surgen al considerar las llamadas funciones

de penalidad. Por ejemplo, dado r € (0, 1] y una funcién creciente, diferenciable y

estrirtamente convexa 6 : (—oo,a) — R donde a € (0,400] tal que

ii. 0'(0) = 1;

iii. lm 0'(t) = +o0;

t—a—

iv. lim 6'(t) =0.

t——o00
Las siguientes funciones pueden definirse como el lagrangeano aumentado del pro-

blema (P).
fi(x)

r

1. L,:R"xR™— R dada por L,(x,u) = fo(x) + TZM-H < ) (ver [9]).
i=1

2. L,:R"xR"™ — R dada por L.(z,u) = fo(z) + TZ(M)29 (%) (ver [1]).

Los respectivos algoritmos que se obtienen al aplicar el método de lagrangeano

aumentado se obtienen al sustituir L, (z, u*) en (2.2.2) por L,(x, u*) y

it = (uf 4 2af;(2Mh) s
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en (2.2.3) por
okl
/’Lerl _ ﬂfel (fl(xr )) para (1>’

pitt = i (M) para (2).

T
Estas ultimas actualizaciones permiten probar, al igual que para el caso del lagran-

geano aumentado cldsico, que p*+!, z*

+1 satisfacen la condicién de optimalidad para
el lagrangeano clésico, de aqui el porqué se toman de esta manera.

Bajo hipotesis especificas, que pueden diferir en cada caso, se puede probar que los
puntos limites de la sucesién {z*}, o bien la sucesién de promedios de esta tltima,

converge a una solucién éptima del problema (P) y que cualquier punto limite de la

sucesién {u*}, o la sucesién completa, converge a una solucién éptima del problema

(D).



Capitulo 3

Método Propuesto

En [9] Polyak y Teboulle presentan una metodologia en métodos de multipli-
cadores que denominan “Nonlinear Rescaling” (NR), la cual consiste, basicamen-
te, en transformar el problema (P) en uno equivalente cuya funcién lagrangeano

L,(z,p) : R" x R, viene dada por

L) = fulo) + 30 (F42)) (3.0.4)

r

donde r es un numero real positivo, y # es una funcién de penalidad. La cuasidistancia
asociada a L,(x, u) via conjugacidad, es una p-divergencia. Polyak y Teboulle presen-
tan, en primer lugar, un método de multiplicadores para resolver (P), generando un
método de punto proximal que usan para resolver (D). La sucesién primal generada
por el método converge de manera ergédica a una solucién éptima de (P), esto es, la
sucesion de promedios de la sucesién primal converge a una solucién éptima de (P),
en cambio, la sucesiéon de puntos duales converge de manera global a una solucion
6ptima de (D).

Ben-Tal y Zibulevsky en [3], al igual que Polyak y Teboulle en [9], presentan en
primer lugar un método de multiplicadores que llaman “The Penalty /Barrier Multi-
plier Method” (PBM) que usan para resolver (P). Al considerar (D), se encuentran
con un método de punto proximal cuyo ntcleo es una cuasidistancia que involucra
una funcion sublineal. Al hacer el estudio de convergencia, obtienen que cualquier
punto limite de la sucesién primal converge a una solucién éptima de (P) y cualquier

punto limite de la sucesién dual converge a una solucién éptima de (D). La funcién

27
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lagrangeano aumentado L(z, i1, p) : R™ x R, x R, usada por ellos viene dada por:

fi()

p .

Loap) = foe) + 3 st () (30.5)

con 6 una funcién de penalidad. Es de hacer notar que al tomar p = ru en (3.0.5),
con r un numero real positivo, se genera, en el nicleo del método de punto proximal
asociado, una cuasidistancia homogénea de segundo orden.

Auslender, Teboulle y Ben-Tiba en [1], a diferencia de Polyak y Teboulle en [9] y
Ben-Tal y Zibulevsky en [3], comienzan generando un algoritmo que llaman “Basic
[terations Scheme” (BIS), que es una versién aproximada del método de punto pro-
ximal, el cual usa una cuasidistancia homogénea de segundo orden y es usado para
resolver (D). Se estudian dos clases de algoritmos basados en BIS, estos son “Interior
Proximal Method” (IPM) y “Regularized Interior Proximal Method” (RIPM). Al
considerar (P) via dualidad, utilizan un método de multiplicadores inexactos. En el
analisis de convergencia se obtienen dos resultados para los dos algoritmos antes men-
cionados. La correspondiente funcién lagrangeano aumentado L, (x, i) : R™ x R, es

dada por:

L) = o) 47 3o (212)) (3.0.6)

s ri
donde r es un nimero real positivo y # una funciéon de penalidad.

La funcién dada en (3.0.6), es un caso particular de la dada en (3.0.5), sin embargo,
los resultados dados por Auslender, Teboulle y Ben-Tiba en [1] se obtienen por una
via distinta a los resultados obtenidos por Ben-Tal y Zibulevsky en [3].

Al observar las funciones lagrangeno aumentado dadas por (3.0.4), (3.0.5) y (3.0.6),
surge la interrogante en el sentido de analizar si es o no posible considerar potencias
cubicas de los multiplicadores que aparecen en las funciones objetivos y qué conside-

raciones y resultados adicionales se podrian obtener.

En esta direccion, hemos formulado nuestro principal objetivo, el cual consiste en
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obtener un método de multiplicadores alternativo, en este caso, utilizando potencias
cibicas para los multiplicadores, que nos permita resolver (P).

A continuacién presentaremos este nuevo método de multiplicadores que genera,
via dualidad de Fenchel, un método de punto proximal, que usaremos para resolver
el problema (D), y que tiene como nucleo una cuasidistancia homogénea de tercer or-
den. Seguidamente estudiaremos un algoritmo generado por este método, este estudio
incluira, entre otras cosas, un analisis de convergencia del mismo. Ademads, aunque
nuestro objetivo principal es el estudio tedrico del método y no su estudio numérico,
haremos una implementacién en MATLAB del método al final del capitulo e incluire-
mos algunos ejemplos, escogidos de manera adecuada, que resolveremos usando esta

implementacion.

3.1. Desarrolo del Método

Consideremos el problema de programacién convexa
minimizar fy(z)
sujeto a  fi(z) <0, € {1,...,m}.
donde fo, f1, ..., fm son funciones convexas de clase C' en R". Los resultados que se
van a derivar en este trabajo continuan siendo validos en el caso de que las funciones
fo, f1, .-, fm sean convexas propias cerradas (no necesariamente diferenciables).
Supongamos ademds que se cumplen las condiciones (A1) y (A2) dadas en el capitu-
lo anterior.

Consideremos ademas el problema dual del problema (P)

maximizar d(u)
(D)
sujeto a w=>0
donde d es la funcién dual objetivo del problema (P) ya definida en el capitulo

anterior.
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Definamos una clase de funciones que nos ayudara a establecer el método. Sea 6
una funcién de clase C? en el intervalo (—oo,a) con 0 < a < +o00, la cual satisface

las siguientes propiedades

(A1) 0 es estrictamente creciente, esto es, §'(t) > 0 para todo t € (—o0,a),
(02) 0 es estrictamente convexa, es decir, 8”(t) > 0 para t € (—o0, a),

(03) 6(0) =0, ¢'(0) =1,

(64) 1im 6'(t) = +oo,

t—a~

(65) lim 6'(t) =0,

t——o00

(06) Existe M > 0 tal que 6”(t) > M para todo t € [0, al.

Llamemos © a la clase de funciones que cumplen con estas propiedades.
Observacion 3.1. Dada 6 € O, (02) garantiza que 0’ es creciente, en consecuencia
t<0=0(t)<00)=1=t0'(t) >t
O<t<a=0t)>00)=1=1t0(t) >t

FEs decir, t0'(t) >t para todo t € (—o0, a). O

Para 6 € © y r > 0 definamos la funcién

o) = ula) 40>t (221,

i1 r(pi)?

Llamaremos a esta funcién el lagrangeano aumentado del problema (P). No se debe
confundir esta funcién con el lagrangeano clésico I(z, p).
Considerando esta funciéon, formaremos el siguiente algoritmo para resolver el pro-

blema (P).
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Algoritmo. Dados 6 € ©, u° € R, y r > 0, generamos iterativamente las

sucesiones {z*} y {¢*} como sigue

M1 ¢ argumin{L,(z, u*) : z € R"}, (3.1.1)
Lkt

uf“_me’(ﬂ( )),izl,...,m. (3.1.2)
(1)?

Se puede variar el valor r en cada iteracion bajo la condicién de que estos valores
estén en un intervalo cerrado [r,7] con 7 > 0.

Usando la Proposicién 1 dada en [3], aplicada al problema mzl'n L. (z, i), se garantiza
que el minimo en el paso (3.1.1) es alcanzado y en consecuencia el algoritmo estd bien
definido.

De la condicién de optimalidad para z**! tenemos que:

e
zh +Z W (f’ 3E )) Vfi(F) = 0. (3.1.3)
Sustituyendo (3.1.2) en (3.1.3) obtenemos

Es decir, 2%+, p#+1 satisfacen la condicién de optimalidad para la minimizacién del

k+1

F1) = (. M4s ain

lagrangeano cléasico, V(" p

F=d>d) = ir;fl(x,uk“) (TR, (3.1.5)

Ademds, dado que p® > 0, por (A1) y (05) tenemos que la sucesién generada
por (3.1.2) satisface que p* > 0 para todo k, y por lo tanto son puntos factibles
del problema (D). Sin embargo, la sucesién generada por (3.1.1) no necesariamente
genera puntos factibles del problema (P). Pero al final el capitulo veremos que esta

ultima sucesién satisface que dado € > 0

fi(@™) < e
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para todo i = 1,...,m y para k suficientemente grande, es decir, si bien no se puede
garantizar la factibilidad de los puntos de la sucesién, al menos se puede garantizar
que son “asintéticamente factibles”. Ademads, veremos que los puntos limites de las
sucesiones dadas por (3.1.1) y (3.1.2), son soluciones de (P) y (D) respectivamente.

De (3.1.5) se tiene que

d(p) — d(p*) = infl(z, p) —infl(z, x")

< l( k+1 u)—l( k+1”uk+1)

m

_ Z k—l—l k+1)

i=

= (fl( S fn (@) (= 6.

Por lo tanto

(L@, f (PN € ad(pF). (3.1.6)
Por (02) se tiene que la funcién (')~! existe. Ahora bien, para todoi =1,...,m
Lkt k+1 R
iﬂ+l_llll (fl( kQ)) - N’zk _9 (f’b( ))
r() a (1)?

= e = e (A )
S S = (Y (“ff)

en la dltima igualdad usamos la relacién (6')~! = (0*)’, donde 6*(s) = sup{st — 0(t)}
t
es la conjugada de #, obteniendo

0 € auu+h —r ((urey (B0 ) ok o) (“m)) (317)

ﬂl :um

Proposicion 3.1. Sea 0 € ©. Entonces la funcion ¢ = 6%, la funcion conjugada de

0, cumple con las siguientes propiedades:

(pl) ¢ es una funcion diferenciable, estrictamente conveza en (0, +00),
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(¢2) »(1) =0,
(¢3) #'(1) =0,
(¢4) lim ¢'(s) = —o0,

(¢5) lim ¢'(s) = a,

1
(p6) ¢"(s) < 77 Pare s 2 1.

Demostracién

So6lo probaremos las propiedades (¢5) y (¢6), para una prueba del resto de las

propiedades ver [9] (Proposicién 3.1).

De (64)
1/ / — N—1 —
Jim ¢'(s) = lim (0)7(s) = a,
lo cual prueba (5).
Por otro lado
1 1

P'(5) = [0)77(s) =

[(0)71(5)] — 0"[9'(s)]

(3.1.8)

De (1), (¢2) v (¢3), ¢'(s) > 0 para s > 1, ademas, por (p5) y dado que ¢’ es

continua, ¢'(s) < a, es decir,

s>1=0<¢(s) <a.

1

Finalmente, de (3.1.8), (3.1.9) y (66), se tiene que ¢"(s) < Y

Observacion 3.2. Obsérvese que
p(0) = 07(0) = Sgp{—Q(t)} = —inf{f(t)}
pero de (01) y (03) se tiene que O(t) < 0 para todo t < 0, asi que

©(0) > 0.

para s > 1.

(3.1.9)

O
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Observacion 3.3. (pl), (¢2) y (p3) implican que ¢ es decreciente en (0,1) y cre-

ciente en (1,400). O

La inclusién (3.1.7) puede ser escrita como

0 € dd(p* ) —r ((u’f)%/ (MIfH) v ()" (Mf"ﬂ))T- (3.1.10)

It ik,

Llamaremos ® a la clase de funciones que satisfacen las propiedades en la propo-
sicion 3.1.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de funciones # € © junto con sus
conjugadas ¢ € .

1. 0(t)=e"—1,conteR; p(s) =slns—s+1.

2 6(t) = % con t < 1 ¢(s) = (V5 — 1)2

3. 0(t)=—In(1—1t),cont<1;p(s)=s—1—1Ins.

4. 0(t) = % {ﬁ—l}, cont < 1; ¢(s) = <\3/§_1)2(2%+1).
5. 0(t) = ——— — 2 cont < 1: p(s) = (V5 — D25 +2).

(1—-1)
En la siguiente proposicién, definiremos una cuasidistancia D, la cual es homogénea
de tercer orden y va a ser de vital importancia en el estudio del problema dual (D),
con esta cuasidistancia definiremos un método de punto proximal para resolver este

problema.

Proposicion 3.2 (ver [3] Proposicién 2). Dada ¢ € O, definamos la funcion

. m m
D, :R? xR, — R como

Entonces
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1. La funcion D, es homogénea de tercer orden, esto es

D (ax,ay) = a*Dy(z,y) para todo (v,y) € R x RT, y todo a > 0.

2. Dy(x,y) > 0 para todo (x,y) € R x R, .
3. Dy(z,y) =0 2=y.
4. Dy(-,y) es estrictamente conveza en R para todo y € RT, .

5. Dy(-,y) tiene conjuntos de nivel acotados para todo y € R'?, .

Demostracién

Sean (z,y) € R} x R, y todo a > 0. Entonces

Dy(az, ay) = Xm:(ayz)?’so <%) =a’ g(yi)?’w G—) = a’Dy(z,y).

a .
i=1 Yi

Ademas (¢1), (¢2), (¢3) y la observacién 3.2 garantizan que ¢(s) > 0 para todo
s > 0y que p(s) = 0siysélosis =1 Porlo tanto D,(z,y) > 0 para todo

(z,y) € RT x R, y ademas

Dy(z,y) =0 <+ é(yi)?’w (z—) =0

& (yi)g’go(&):O,W:l,...,m
Yi
= @(ﬁ)zo,Vizl,...,m
e Y1 vi=1,....m
Yi
< T =Y.

De (1) se tiene que para cada 3 > 0 fijo la funcién hg(a) = Fp <%> es es-
trictamente convexa en [0, +00). Asi que para cada y € R, la funciéon D,(-,y) es

estrictamente convexa en RT‘
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Sean N > 0y y € R, fijos. Entonces

Dy(z,y) <N = (yz-)3g0( )SN,‘V’@'E{l,...,m}

8

IN

€T N
= = CVie{l,...,m}.
gO(yz-) W { m

Ai,N:{t20:¢<i) = (y]j)s}

son acotados, pues la funcién ¢ es continua. Por lo tanto D, (-, y) tiene conjuntos de

Pero los conjuntos

nivel acotados para todo y € R, . 0

3.2. Analisis de Convergencia

En esta seccion se daran a conocer los resultados mas importantes de nuestro tra-
bajo, el estudio de la convergencia de las sucesiones generadas en (3.1.1) y (3.1.2).
Comenzaremos por estudiar el problema (D) a traves de un método de punto proxi-
mal.

La inclusién (3.1.10) puede ser reescrita en terminos de la funcién D, como sigue
0 € dd(u™) — rViDy (', 1), (3.2.1)

y esta ultima inclusion no es sino la condicion de optimalidad para el problema
coéncavo

P = argumdx{d(u) — rDy(p, u*) : p € RT}. (3.2.2)

Proposicién 3.3 (ver [9] Proposicién 4.1). La sucesion {d(1*)} es no decreciente

y acotada, y por lo tanto convergente.

Demostracién

Por (3.2.2), dado que D, (z,y) > 0y r > 0, tenemos que

d(,LLkJrl) > d(ﬂk+1) o er(uk+l’Mk) > d(,u) . TDgo(u?/’Lk)’ V/,L > 0
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en particular, para u = p*, pero D,(u*, u*¥) = 0, por lo tanto d(pf*t) > d(u*), es
decir, {d(u*)} es no decreciente. Ademéds, por el Teorema de la Dualidad Debil (ver

2], Teorema 6.2.1), d(u*) < 7, en consecuencia {d(u*)} es convergente. O
Proposicién 3.4 (ver [9] Proposicién 4.2). La sucesion {u*} es acotada.

Demostraciéon

Por la observacién 2.2 se tiene que el conjunto A = {g € R : d(n) > d(u°)} es
compacto, ademds, por la proposicién 3.3, u* € A para todo k, por lo tanto {u*} es
acotada. 0J

De la proposicién 3.4 se tiene que existe i1 > 0 tal que

0 < u* <, Vk. (3.2.3)
M
Proposicion 3.5 (inspirada en [3] Lema 2). o(sq) > ?[go’(so)]Q para todo
S0 Z 1.
Demostracion

Sea sy > 1. Definamos la funcién cuadratica

(s — 80)?

q(s) = (s —s0)¥'(s0) + S

entonces
S — 8o

q'(s) = ¢'(s0) + =0& s=s590— M¢'(s0)

por lo tanto el minimizador de g es s* = sog — M¢'(so).
De la observacién 3.3 y dado que sy > 1, se tiene que ¢'(sg) > 0y asi s* < sq.

Por otro lado, de (¢2) y en virtud del Teorema del Valor Medio

#'(s0) = ¢'(s0) = #'(1) = (50 = )" (5)

para algin s € [1, 5.
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De (6)

Por lo tanto

es decir,

1 <s9— M¢'(sg) = s,

en consecuencia 1 < s* < gq.

Usando nuevamente el Teorema del Valor Medio, se tiene que para todo s € [1, s

#'(s0) — ¢ (s) = (s0 — 5)¢"(5)

para algun s € [s, so).

De nuevo por (p6) y dado que s> s > 1

1
J] [N < _
v'(5) < 3
asi que
Sg— S
P (s0) = ¢l(s) < 22,
es decir

S — 8o

M

#'(s) = ¢ (s0) + =¢(s), Vs €1, 50].

Integrando a ambos lados de esta 1ltima desigualdad desde s* hasta s

S0

o (s)ds > / ¢ (5)ds = q(s0) — a(s”) = —q(s")

*

S0

ols0) = o) = [

*

pero ¢(s*) = 0y

o) = (= soplon) + 2
= —M¢'(s0)¢(s0) + —[_M;\}SO)]Z
)
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Por lo tanto

[ (s0)]".

Plo0) 2 pls0) — () 2

U

Proposicion 3.6 (inspirada en [3] Proposicion 2 (D4)). Sea ¢ € . Dado

e >0, existe 0 > 0 tal que si (y,)*¢’ (%) > ¢ para algin ig € {1,
20

0
D@(l’,y) > y—m

Demostracién

Sea € > 0 cualquiera, y supongamos que

T
(Yi0)*¢' <—°) > e
’ Yio
para algun iy € {1,...,m}.
Z; x; €
(i)’ (—“) >e = (—0) > >0
’ Yio Yio (Yio)?

T
= >,
Yio

esta ultima implicacién es valida gracias al observacién 3.3.

Por lo tanto, por la proposicion anterior

o bien

2
tomando 6 = ——, tenemos que

La siguiente proposicion es el resultado mas importante de todo

...,m}, entonces

U

nuestro trabajo.
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Proposicién 3.7 (inspirada en [3] Torema 1). Las sucesiones {z*} y {u*} dadas

en el algoritmo satisfacen que

=

. La sucesion {[fi(x*)]+} converge a cero para cadai=1,...,m.
b. La sucesion {uF fi(x®)} converge a cero para todoi=1,...,m.
c. La sucesion { fo(2*)} converge a 7.

d. La sucesion {x*} es acotada.

e. Cada punto limite de la sucesion {x*} es solucién dptima de (P) y cada punto

limite de la sucesion {u*} es solucion éptima de (D).

Demostracién
Para probar (a) procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe
io € {1,...,m} tal que la sucesién {[f;,(z%)].} no converge a cero. Asi que existen

e > 0 y un conjunto infinito de indices {k;} tales que f;,(x**1) > re.

Peroparai=1,....m
fil@™h) = r(u)e (Mff) |
luego
(fr(z® ), o f (@) = (T(Hlfj)zSol (le;:d) s (k2 (”fk:d))T

Por lo tanto

1 , , , ,
;(fl(xk’ﬂ)? e >fm(xk]+1)>T = Vngo(Hk]H, Hk’)
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Por la proposicién anterior, existe o > 0 tal que

. , )
Dy (uh*, i) > %
Hig

Por otro lado, de (3.2.2)

(b Yy — rD (ki k) > d(phe) — rD (b, by = d(u)

o bien
J
d(p ) = d(u) > rD (b ) >
Hig
Pero por (3.2.3) se tiene que
rd _ 1o
—- = = >0,
fig  Hio

De la proposicion 3.3

lim [d(u"*) —d(uh)] =0

j—-+oo

) ., .
por lo tanto — < 0, lo cual es una contradiccién. En consecuencia
Hig

[fi(z®)]y — 0, Vi=1,...,m.

Pasemos ahora a probar (b). Procedamos nuevamente por reduccién al absurdo,
supongamos que existen iop € {1,...,m}, ¢ > 0 y un conjunto infinito de indices {k;}
tales que

i " @ 2 e, V)

20

Por (3.2.3)

ki+1 . ~ )
|M‘J+ fio(xk]+l)| > = :uio|fio('rk]+1)| > e

20

>‘m

= |fio(2*)] >

20

=

€
Pero por (a) fi, (") > — puede ser vilida sélo para una cantidad finita de

20
indices k;, asi que podemos suponer, sin perder generalidad, que

Folahitl) < — = (3.2.4)

20
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para todo j.
Por (3.1.6) y debido a la concavidad de d, se tiene que

m

S Filah Yl = ) < A — d(u),

i=1
por (3.1.2) se tiene que para cada i € {1,...,m}

ijrl
R )l — ) = uxfxx’ff”)(—kj ‘1>

H;

_ ]‘Cj 'ij+1 fz( J+1) _1]
S )[ ( r(;)? )

= :U’fjfi< ki+L) g/ <f1( :H>> _ijfi<xkj+1)
r(pg’)?

= by [fi(x,j%f (f*‘” >>] ),

r(u)? N\ r(u)?

y por la observacién 3.1

k]
7(p;”)?
k; . k; .
= K fi(xkﬁl) — K fz’(xkﬁl) =0.

R =) 2 [—f’( k.ﬂ)]—ufjfz(fckj“)

Asi que
< DM =) < ) ),

ademés, por la proposicién 3.3 lim [d(p*™) — d(u*)] = 0, por lo tanto

j—+oo
jE{}lOOZf ) (T = ) = 0,
kj+1y(, kitl k; .
y como f;(z"*)(p;”" — ;7)) > 0 para todo i = 1,...,m, entonces
lim fi(a ) =) =0, Vi =1, m, (3.2.5)
Jj—+0o0

Pero

Fi@® ) (P = ) = il fi(a) [0’ (Qi—,ﬁ?j) - 1] Yi=1,...,m.
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Asi que
im il £t | ﬂx—k) — 1| =0,Vi=1,...,m. (3.2.6)
oo r(u;")?

Por otro lado, usando (3.2.3) y (3.2.4), se tiene que

fio(xkj+1) < —¢

- < — < 0.
r(uf5)2 r(Hig)?

Por (01), (62) y (03), se tiene que

/ fio(xkj+1) / —€ / _
0<86 <—r(uf5)2 ) <40 (T‘(ﬁm)?’) <0'(0)=1.

Y por (3.2.6)

Esto tltimo junto con (3.2.5) garantiza que

; k;+1 k41
Jtm g a5 = 0

lo cual contradice nuestra suposicién inicial. En consecuencia
kg k ,
wi fi(x™) — 0, Vi=1,...,m.

Para probar (c) notemos que (a) nos dice que la sucesiéon {z*} es asintéticamente

factible, asi que dado € > 0
fola®) > f—¢
para k suficientemente grande.

Por la observacién 2.2, se tiene que
f=d=dp*) = inf{i(e, i)} = Ua", 1*) = fole®) + D pi fila®). (3.2.7)
i=1
Usando (b) se tiene que para todo € > 0

f—e< fo(a¥) Sf—Zuf (") < fte
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para k suficientemente grande.
Por lo tanto
fo(z") — 1.

Seguidamente probaremos (d) y (e). De (a) y (b), dado e >0
filz?) < e, fola®) < F4e Vie{1,...,m}. (3.2.8)

para k suficientemente grande.

Por (A1) , para cualesquiera ag, o, ..., Qy,, €l conjunto
{r eR": fi(z) <y, Vi€ {0,1,...,m}}

es compacto (ver [5], Corolario 20) y por lo tanto acotado.

Tomando ay = ]?—l— 2e y ap = ... = qu;, = 2¢ se tiene que el conjunto
F={zcR": filz) <e, folx) < f+e Vie{l,...,m}}

es acotado.

Pero de (3.2.8) z* € I para k suficientemente grande, es decir, la sucesién {z*} es
acotada.

Finalmente, sea (Z,7) un punto limite de la sucesién {(z*, u*)}. Por (a) y (c)
tenemos que T es una solucién ptima de (P). Usando esto dltimo junto con (3.2.7)

y (b), se obtiene que d(f1) = f = d. Luego 7 es una solucién éptima de (D). O

3.3. Implementacion del Método

Con el d4nimo de estudiar el desempeno del método propuesto anteriormente, pre-
sentaremos a continuacién un programa en MATLAB que usaremos para su imple-

mentacion numérica. Usaremos como funcion de penalidad la funcién

L.
—— sit<—1/2
0(t) = At
1+t sit>—1/2
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sin embargo, podemos hacer una pequena variacién en el programa principal para

asi variar la funcion de penalidad. Ademas, en cada iteracién haremos una actuali-
ok

zacién de r, haciendo r*+1 = 5 Las aproximaciones que daremos seran de 4 cifras

decimales exactas.

Programa Principal:

% Metodo de multiplicadores con multiplicadores cubicos format
short clear all global y2 y1 objetivo epsibfgs epsigold epsilon n

m restrito teta ...

restric delta ...

kmax ifeval igradobjetivo ibfgslanau igolden ipenalty iconstr p
ifeval=0; igradobjetivo=0; ibfgslanau=0; igolden=0; ipenalty=0; irestric=0;
problema=input(’Problema (P1): ’’s’);

if length(problema)==0 problema='P1’; end;

eval(problema);

k=0;

xk=x0;

rk=r10;

muk=mu0;

if (1——2)& (m——2),

disp(’k x(1) x(2) muk(1) muk(2) fobjetivo flagrangeana’),

fprintf(’ %4.0f %14.8f %14.8f %14.8f %14.8f %14.8f %14.8f \n’,
k,xk(1),xk(2),muk(1),muk(2),feval(’f’,xk),feval("flanau’,xk,rk,muk));
plot(x0(1),x0(2),’r.”)

hold on

end;
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goon=1;

while goon==1,

k=k+1;

y1=f(xk);

xk1=Dbfgslanau(xk,rk,muk);

y2=f(xk1);

ykl=feval(restric,xk1);

irestric=irestric+1;

for i=1:m, %Actalizacion del multiplicador

if norm(muk(i))<.000000001,

muk1(1)=.000000001;

else

mukl (i) =muk (i) *tetakg(yk1(i) /((muk(i)) " (p-1)*1k(i)));

end

end;

% regla de parada: test KKT .

if (norm(muk1-muk)<.00001 )| (k==kmax)| (norm(y2-y1)<.00001), goon=0; end;
rk=rk/2;

xk=xkl;

muk=muk1;

if (n==2)& (m==2),

plot(xk1(1),xk1(2),’r.")

hold on

fprintf(’ %4.0f %14.8f %14.8f %14.8f %14.8f %14.8f %14.8f \n’,
k,xk1(1),xk1(2),muk1(1),mukl(2),feval(’t’,xk),feval("flanau’ xk,rk,muk));
hold on
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end;

end

y=f(xk)

fprintf('Nro de evaluaciones de la funcion %8.0f \n’, ifeval);
fprintf("Evaluaciones del Gradiente %8.0f \n’, igradobjetivo);
fprintf('Nro de busquedaslineales %8.0f \n’, igolden);
fprintf(’Nro de iteraciones del BFGS %8.0f \n’, ibfgslanau);

7001m on

Seguidamente presentaremos algunos ejemplos en los cuales resolveremos un pro-
blema de minimizacién convexo usando el programa anterior, las hipotesis generales
de nuestro algoritmo son satisfechas en cada uno de los problemas en cuestion. Ca-
be destacar que la mayor parte de estos problemas fueron tomados de [2] y algunos

fueron modificados para nuestro propoésito.

Ejemplo 3.1.
minimizar f(z1,79) = 0,77(x1 — 2)% + (19 — 1)?
sujeto a a3 — 19 <0
T+ xo — 2 S 0.
Solucién

En el Cuadro II mostramos las sucesiones que se generan al aplicar el método,

obteniendo que el minimizador aproximado para el problema dado es
(x7; x3) = (1,00000057; 0,99999829),
el multiplicador 6ptimo aproximado es

(s ) = (0,51559029; 0,51080927).
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y estos son encontrados en 10 iteraciones, el minimo aproximado de la funcién es

fxt, a%) = 0,76999912.

En la figura 3.1 se representan las restricciones del problema y las sucesiéon z¥,

cerca de (z7,z3).

1.0008

1.0006

1.0004

1.0002

0.9998

0.9996

0.9994 1 1 1 1 1 1 1
0.9998 0.9999 1 1.0001 1.0002 1.0003 1.0004

Figura 3.1: Representacién gréfica de la sucesién x* junto con las restricciones. Ejemplo 3.1.

Numero de evaluaciones de la funcién | 484
Numero de evaluaciones del Gradiente | 30
Numero de busquedas lineales 20
Numero de iteraciones del BFGS 10

Cuadro I: Numero de evaluaciones de las funciones y de algunas de las subrutinas.
Ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2.

minimizar  f(x1,72) = (x1 — 5)* + (x2 — 3)?
sujeto a T1+22—3<0

—x1 + 229 — 4 <0.
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E
Ty

E
Lo

[

b

| [

| Lo (2 i) |

0,00000000

0,00000000

0,16666667

0,16666667

4,08000000

4,07251179

1,03432088

1,01523801

0,49415676

0,46402002

0,71828504

0,77957509

1,00453467

1,00459039

0,51236764

0,50335047

0,76305351

0,77036190

1,00040655

1,00067337

0,51345974

0,51193226

0,76937450

0,77000843

1,00006152

0,99985883

0,51757632

0,51068766

0,76990528

0,77000253

0,99991074

0,99999437

0,51223182

0,50771477

0,77013747

0,77000195

1,00001364

0,99999353

0,51434011

0,50816663

0,76997900

0,77000007

0,99999999

1,00001446

0,51253740

0,50998685

0,77000002

0,77000002

1,00000716

1,00001050

0,51349024

0,51441927

0,76998898

0,77000010

O 0| || T | W N | O &

0,99999784

0,99999719

0,51273636

0,51194459

0,77000333

0,77000002

—
(e

1,00000057

0,99999829

0,51559029

0,51080927

0,76999912

0,77000002

Cuadro II: Sucesiones z*, ¥, f(x*) y L.« (2*, u*). Ejemplo 3.1.

Solucion
Nétese que aparentemente los valores de pb en el Cuadro III, son iguales a cero a
partir k = 3, en realidad son valores muy cercanos a cero, mas todos son distintos de

cero, los valores en el Cuadro han sido aproximados a 8 cifras decimales.

Minimizador aproximado

(x7; x3) = (2,50004157; 0,49995831).
Multiplicador 6ptimo aproximado

(175 p15) = (4,99993065; 0,00000000).

Minimo aproximado

Fat: x3) = 12,50000058.

En la figura 3.2 sélo se ve una pequena parte de la grafica de la segunda restriccién,
esto se debe a que el minimizador estd sobre la gréfica de la primera restriccion (fijese

en la columna correspondiente a p4 de el Cuadro III).
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E
Ly

E
)

| uf

4

CS

| Loe(a* ") |

0,00000000

0,00000000

1,00000000

1,00000000

34,00000000

32,28219975

3,53190126

1,45557458

2,98747584

0,05410375

4,54056380

11,80010348

3,10327555

1,10283912

3,79492315

0,00000404

7,19678305

12,54055800

2,79323200

0,79345606

1,41331572

0,00000000

9,73866113

12,63986841

2,60436276

0,60421829

4,79140976

0,00000000

11,47884779

12,55088516

2,52448743

0,52437609

4,95458019

0,00000000

12,25687620

12,50668496

2,50269853

0,50260239

4,98881709

0,00000000

12,47350945

12,50013502

2,50057465

0,50048508

5,00241210

0,00000000

12,49470189

12,50001749

2,49999310

0,49990692

4,99985373

0,00000000

12,50049993

12,50000028

O 0| | O U | W N —=| O

2,50004314

0,49995859

4,99994241

0,00000000

12,49999134

12,50000000

—_
=}

2,50004157

0,49995831

4,99993065

0,00000000

12,50000058

12,50000000

Cuadro III: Sucesiones z*, ¥, f(z*) y L.« (2", u*). Ejemplo 3.2.

Numero de evaluaciones de la funcién | 402
Numero de evaluaciones del Gradiente | 25
Numero de busquedas lineales 15
Numero de iteraciones del BFGS 10

Cuadro IV: Numero de evaluaciones de las funciones y de algunas de las subrutinas.
Ejemplo 3.2.

1

igura 3.2: Representacién grafica de la sucesién 2 junto con las restricciones. Ejemplo 3.2.
Figura 3.2: R t grafica de 1 k junt 1 t E lo 3.2
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Ejemplo 3.3.

minimizar

sujeto a

Solucion

$1+$2—8§O

—X1 +2l’2 —10 S 0.

Minimizador aproximado

f(z1,x0) = 222 + 23 — 231709 — 41 — 629

(2% 23) = (2,99990967; 5,00008896).

Multiplicador 6ptimo aproximado

(s ) = (1,99983974; 0,00000000).

Minimo aproximado

fat, x3) = —28,99999723.

[k 75 N ICO N NN
0 | 3,00000000 | 3,00000000 | 0,33333333 | 0,33333333 | —21,00000000 | —21,10573890
1 13,19759604 | 5,29206809 | 1,80232570 | 0,00354291 | —29,93135908 | —28,91579074
2 | 3,05236878 | 5,07855582 | 1,94760976 | 0,00000000 | —29,25842094 | —28,98582858
3 |1 3,00875949 | 5,01357454 | 1,99347938 | 0,00000000 | —29,04456814 | —28,99904484
4 | 3,00031717 | 5,00063141 | 1,99728609 | 0,00000000 | —29,00189695 | —28,99999877
5 |2,99998326 | 5,00025499 | 1,99919468 | 0,00000000 | —29,00047642 | —28,99999966
6 |2,99990027 | 5,00013375 | 1,99973916 | 0,00000000 | —29,00006797 | —28,99999993
7 12,99989476 | 5,00008955 | 1,99923695 | 0,00000000 | —28,99996857 | —28,99999993
8 12,99991275 | 5,00010002 | 2,00005499 | 0,00000000 | —29,00002551 | —28,99999995
9 12,99990737 | 5,00009029 | 1,99975661 | 0,00000000 | —28,99999530 | —28,99999996
10 | 2,99991139 | 5,00009166 | 2,00053931 | 0,00000000 | —29,00000607 | —28,99999996
11 | 2,99990967 | 5,00008896 | 1,99983974 | 0,00000000 | —28,99999723 | —28,99999996

Cuadro V: Sucesiones z*, u*, f(z*) y L,»(z*, u*). Ejemplo 3.3.
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4.8

2 22 2.4 2.6 2.8

Figura 3.3: Representacién grafica de la sucesién ¥ junto con las restricciones. Ejemplo 3.3.

Numero de evaluaciones de la funcién | 457
Numero de evaluaciones del Gradiente | 29
Numero de busquedas lineales 18
Numero de iteraciones del BFGS 11

Cuadro VI: Nuimero de evaluaciones de las funciones y de algunas de las subrutinas.

Ejemplo 3.3.
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Ejemplo 3.4.
minimizar  f(x1,T2) = € — x119 + X3
sujeto a a3t + a5 —4<0
21[’1 + T9 — 2 S 0.
Solucion
Minimizador aproximado
(x7];23) = (—1,85550259; —0,74639827).
Multiplicador 6ptimo aproximado
(ui; ps) = (0,24336359; 0,00000000).
Minimo aproximado
f(x3, z35) = —0,67145922.

k[ af b p I f@r) ] La(a® pb) |
0| 0,00000000 | 0,00000000 |0,33333333 |0,33333333 | 1,00000000 | 0,89944273
1] —1,84871452 | —0,74337610 | 0,24439350 | 0,00143759 | —0,66424274 | —0,66823113
2 | —1,85546625 | —0,74638711 | 0,24315558 | 0,00000000 | —0,67142236 | —0,67145896
3| —1,85551181 | —0,74640327 | 0,24384499 | 0,00000000 | —0,67146935 | —0,67145910
4 | —1,85549884 | —0,74639725 | 0,24334673 | 0,00000000 | —0,67145546 | —0,67145915
5| —1,85550259 | —0,74639827 | 0,24336359 | 0,00000000 | —0,67145922 | —0,67145916

Cuadro VII: Sucesiones x*, u*, f(2*) y L.« (z*, u¥). Ejemplo 3.4.

Numero de evaluaciones de la funcién

333

Numero de evaluaciones del Gradiente

17

Ntumero de busquedas lineales

12

Numero de iteraciones del BFGS

5

Cuadro VIII: Numero de evaluaciones de las funciones y de algunas de las subrutinas.
Ejemplo 3.4.
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Figura 3.4: Representacién grifica de la sucesién ¥ junto con las restricciones. Ejemplo 3.4.
g

Ejemplo 3.5.
minimizar f(x1, o) = 422 — b 19 + T3
sujeto a mf—x2+2§0
T+ x5 — 6 <0.
Solucién

Minimizador aproximado

(x7];23) = (1,56155411; 4,43844741).
Multiplicador éptimo aproximado

(75 pns) = (2,61184120; 1,54270818).

Minimo aproximado

fxt, a%) = —5,20075859.
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1.56

1.58

1.6

1.62

1.64

1.66

1.68

Figura 3.5: Representacién gréfica de la sucesién x* junto con las restricciones. Ejemplo 3.5.

Numero de evaluaciones de la funcién | 555
Numero de evaluaciones del Gradiente | 32
Numero de busquedas lineales 23
Numero de iteraciones del BFGS 9

Cuadro IX: Numero de evaluaciones de las funciones y de algunas de las subrutinas.

Ejemplo 3.5.

k] x s oo L ws [ fEN) ] Le(t b)) |
0 [ 0,00000000 | 0,00000000 | 0,16666667 | 0,16666667 | 0,00000000 | 12,32457358
1]1,60823227 | 4,54330187 | 2,21081258 | 1,61587152 | —6,40034602 | —5,16824917
2 1,50463951 | 4,37559856 | 2,36213847 | 1,57903452 | —5,57014826 | —5,19719935
3| 1,57885853 | 4,41408097 | 2,49543004 | 1,56114890 | —5,39075010 | —5,10520807
4 1,56694110 | 4,43055798 | 2,57476364 | 1,54833310 | —5,26105532 | —5,19927631
5| 1,56275359 | 4,43733992 | 2,60495736 | 1,54929941 | —5,21356373 | —5,20061665
6 | 1,56159656 | 4,43300094 | 2,61101193 | 1,54284498 | —5,20155126 | —5,20074150
7| 1,56155433 | 4,43843485 | 2,61143046 | 1,54239588 | —5,20077416 | —5,20074626
8| 1,56155317 | 4,43844755 | 2,61146686 | 1,54245558 | —5,20074932 | —5,20074627
0| 1,56155411 | 4,43844741 | 2,61184120 | 1,54270818 | —5,20075859 | —5,20074626

Cuadro X: Sucesiones z*, ¥, f(2*) y L.« (2*, u¥). Ejemplo 3.5.
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Ejemplo 3.6.

minimizar  f(x1,T2) = 13 — 20109 + T3 + €T
sujeto a i+ a5 —4<0
T1+ Ty — 1 S 0.
Solucién
Minimizador aproximado
(x7; 23) = (0,50000018; 0,50000018).
Multiplicador 6ptimo aproximado
(u3; p3) = (0,00000000; 0,36788246).
Minimo aproximado
f(a7, x5) = 0,36787931.
1.8F 5
1.6 g
141 -
1.2F N
1+ * R
0.8 N
0.6F |
041, L I L L L L |
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11

Figura 3.6: Representacién grafica de la sucesién x* junto con las restricciones. Ejemplo 3.6.
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E
Ty

E
Lo

A

15

f(z*)

‘ Ly (xka p“k) ‘

1,00000000

1,00000000

0,16666667

0,16666667

0,13533528

3,30200195

0,51629554

0,51629554

0,00008383

0,36221320

0,35608312

0,37082051

0,50036664

0,50036664

0,00000000

0,36626206

0,36760978

0,36788129

0,50008157

0,50008157

0,00000000

0,36804372

0,36781943

0,36787976

0,49995286

0,49995286

0,00000000

0,36599459

0,36791412

0,36787981

0,50002305

0,50002305

0,00000000

0,36801001

0,36786248

0,36787954

0,49999891

0,49999891

0,00000000

0,36781963

0,36788025

0,36787944

|| O | W N~ O &

0,50000018

0,50000018

0,00000000

0,36788246

0,36787931

0,36787944

Cuadro XI: Sucesiones z*, u*, f(z*) y L,»(z¥, u¥). Ejemplo 3.6.

Numero de evaluaciones de la funcién | 193
Ntumero de evaluaciones del Gradiente | 15
Numero de busquedas lineales 8
Numero de iteraciones del BFGS 7

Cuadro XII: Numero de evaluaciones de las funciones y de algunas de las subrutinas.
Ejemplo 3.6.

Obsérvese que el valor 6ptimo aproximado de la funcién lagrangeano, en todos
los ejemplos presentados, es bastante préximo al minimo aproximado de la funcién
objetivo.

Algo més que puede observarse, es que el nimero de evaluaciones de la funcién ob-
jetivo y de los gradientes, es relativamente bajo, ademas, la convergencia del método,
con una tolerancia de cuatro cifras decimales exactas, se obtiene con una cantidad de
iteraciones bastante pequena.

Es de hacer notar que los ejemplos presentados aca, fueron escogidos de tal manera
que fuesen todos de dos varibles y dos restricciones, principalmente para poder grafi-
car las restricciones, sin embargo, se hicieron pruebas del método con mayor cantidad
de variables y mayor ntimero de restricciones, en los cuales se obtuvieron resultados

tan buenos como los obtenidos en estos ejemplos.



Conclusiones

Se ha realizado un estudio de los métodos de multiplicadores que conducen, via
dualidad de Fenchel, a métodos de punto proximal con cuasidistancias del tipo
p-divergencias. Al respecto, se ha introducido un nuevo método de multiplicadores
que contiene potencias cubicas en los multiplicadores que definen la funcién lagrangea-
no aumentado. Esto trae como consecuencia el realizar un estudio tanto algoritmico
como analitico del método. Se han obtenido resultados de convergencia similares a
los obtenidos para el caso con multiplicadores con potencias lineales y/o cuadréticas
de los casos ya conocidos, mencionando por ejemplo, la acotabilidad de la sucesion
de iterados primal, todo punto limite de esta es solucién 6ptima de (P). En el estu-
dio computacional del método, se obtuvieron resultados alentadores en el sentido de
que se obtuvieron las respuestas correctas a los problemas considerados, incluso en
algunos con multiplicadores iguales a cero en la solucién 6ptima.

Como futuro trabajo que debe continuar al presente, se plantea la interrogante de
estudiar métodos con potencias reales en los multiplicadores en la funcién objetivo,
asi como también el de efectuar un estudio comparativo en estas metodologias para
estimar la mejor potencia en algiin sentido, por ejemplo, estudiando la rapidez de

convergencia.
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