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Resumen

En este trabajo se estudia el espectro de fluctuaciones gravitacionales en espaciostiem-
pos Pared de Dominio con curvaturas asintóticas diferentes, encontrando que siempre es
posible localizar el modo cero sobre la pared, a diferencia de los modos masivos, los cuales
se propagan libremente a lo largo de todo el bulk 5-dimensional.

Palabras Claves: paredes de dominio, paredes dobles, paredes irregulares, branas con
expansión de Siter, branas asimétricas, fluctuaciones gravitacionales, localización de
gravedad.
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Introducción

Los Mundos Branas o hipersuperficies sumergidas en un espacio de alta dimensional-
idad; son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein fenomenológicamente intere-
santes, pues permiten obtener modelos posibles de nuestro universo.

Entre los modelos más significativos se tiene el presentado por Randall y Sundrum
(RS), en el cual se concibe al universo como una hipersuperficie estática 4-dimensional
embebida en un espaciotiempo de 5 dimensiones Anti de Siter (AdS ) [1]. En éste, el
potencial gravitacional es definido por dos términos correspondientes al modo cero ψ0 y
los modos masivos ψm del espectro gravitacional, respectivamente

V (r) =
(
G5|ψ0(0)|2) m1m2

r

(
1 +

1

|ψ0(0)|2
∫ +∞

0

dm|ψm(0)|2e−mr

)
. (1)

El modo cero es localizado de tal forma que genera un potencial gravitacional tipo Newton
sobre la brana. Mientras que los modos masivos, libres a lo largo de todo el espaciotiempo,
no proporcionan correcciones significativas al potencial para distancias mayores a 1mm;
en concordancia con las medidas experimentales.

Otros escenarios son las branas dinámicas [2, 3, 4, 5], las cuales corresponden a hojas
de mundo con background métrico definidas por una expansión de Sitter (dS ), t́ıpicas en
el marco de la cosmoloǵıa estándar. Al igual que en el caso estático, en esta geometŕıa, el
modo cero define la contribución Newtoniana al potencial y los modos masivos se encuen-
tran libres en el espaciotiempo. Sin embargo, una cualidad intŕınseca a estos escenarios,
es la existencia de una brecha entre el estado nulo y los masivos continuos del espectro de
las fluctuaciones gravitacionales.

No obstante, las branas son construidas mediante una idealización, utilizando estrate-
gias geométricas que requieren considerarlas como regiones del espaciotiempo de infinita
densidad de enerǵıa. Es decir, por construcción las branas se entienden como paredes de
grosor infinitesimal. Esta idealización es necesaria debido a que no se tiene ninguna ev-
idencia de dimensiones adicionales. Una alternativa es proponer modelos donde se toma
en cuenta el espesor de la pared, obteniéndose la brana como el ĺımite de pared delgada
de la estructura con espesor finito.

Las Paredes de Dominio son soluciones a la teoŕıa de la gravedad de Einstein interac-
tuando con un campo escalar (Einstein-Campo Escalar), donde el campo escalar es un kink
topológico que interpola entre los mı́nimos (o vaćıos) consecutivos del potencial de autoin-
teracción. La teoŕıa Einstein-Campo Escalar predice cómo evoluciona el espaciotiempo,
dada una fuente de deformación del campo gravitacional definida por el campo escalar y
consiste de un sistema de ecuaciones acopladas, altamente no lineal, en derivadas parciales
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de segundo orden. De tal manera que hallar soluciones exactas a este sistema es un prob-
lema no trivial. De hecho, sólo hay dos paredes dinámicas, reportadas en la literatura. La
primera de ellas, está sumergida en un espaciotiempo con vaćıos Minkowskianos simétricos
[6], donde se puede realizar la gravedad 4-dimensional [7] y desarrollar su ĺımite de pared
delgada [8]. La segunda [9], está embebida en una variedad asimétrica con curvaturas
asintóticas dS y AdS, capaz de confinar el modo cero de las perturbaciones métricas.

Por otra parte, en el contexto de las paredes de dominio estáticas, se tienen diversos
ejemplos de paredes simples. Entre ellas, la generada en [10], la cual es simétrica en
un espaciotiempo AdS y corresponde a una versión regularizada de la brana RS [8].
Adicionalmente, se tienen paredes de dominio dobles. Esto es, soluciones que albergan una
estructura interna, representando dos sub-paredes paralelas [11, 12, 9] . Un ejemplo de
ellas consta de un escenario sumergido en un bulk con simetŕıa Z2 y vaćıos AdS reportada
en [12], la cual es una generalización de la solución de [10]. Otro ejemplo, presentado en
[9], es una pared doble inmersa en un bulk asimétrico con curvaturas asintóticas AdS,
capaz de localizar el modo cero del espectro gravitacional.

Los objetivos de este trabajo están centrados fundamentalmente en analizar los efectos
gravitacionales generados al introducir arbitrariamente asimetŕıas sobre espaciotiempos
tipo pared de dominio.

Se mostrará que, en general, la teoŕıa resultante sobre la pared corresponde a las
ecuaciones de Einstein con constante cosmológica; garantizando que estas estructuras
diferenciales representan posibles modelos del universo. Una vez logrado esto, se estudi-
ará la localización del modo cero de las fluctuaciones gravitacionales sobre las estructuras
asimétricas con espesor finito descritas en [9], cuyas caracteŕısticas fueron brevemente
mencionadas en los párrafos anteriores y serán ampliadas a lo largo del trabajo.

El espectro de fluctuaciones gravitacionales se obtendrá aplicando el método expuesto
en [13], donde se generaliza, para el sistema Einstein-Campo Escalar, el procedimiento
conocido para obtener las desviaciones gravitacionales de una solución a las ecuaciones
de Einstein en el vaćıo [14].

Como último objetivo, se analizará detalladamente el espectro completo de la radiación
gravitacional en el ĺımite de pared delgada de las soluciones dinámicas [6, 9], con el fin
de verificar la localización del modo cero sobre la brana y la libre propagación de los
modos masivos sobre todo el bulk 5-dimensional. Estas branas dinámicas son interesantes
desde el punto de vista de la cosmoloǵıa estándar pues corresponden a métricas tipo
Friedman-Robertson-Walker.

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera. En el primer caṕıtulo se presen-
ta el sistema Einstein-Campo Escalar, la definición de Pared de Dominio, y las curvaturas
asociadas al sistema. Adicionalmente, se muestra de manera rigurosa que las ecuaciones
de Einstein con constante cosmológica describen la dinámica de las paredes. En el se-
gundo caṕıtulo, se presentan las caracteŕısticas de dos soluciones particulares conocidas:
una dinámica [6] y una estática [12]. En el tercer caṕıtulo, se expone un método para
hallar nuevas soluciones, a partir de las conocidas [15, 9]. En el cuarto, se emplea este
método y se generan dos familias de soluciones nuevas, una irregular [15] y una general
[9], para cada una de las estructuras estudiadas en el caṕıtulo 2; obteniéndose, en el caso
de las soluciones generales, asimetŕıas en el sistema. En el caṕıtulo 5, se realizan perturba-
ciones gravitacionales a la métrica, lo que permite estudiar la localización del modo cero
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sobre las estructuras asimétricas. Finalmente, se toma el ĺımite de pared delgada de las
soluciones dinámicas y se estudia detalladamente el espectro completo de fluctuaciones
gravitacionales.



Caṕıtulo 1

Sistema Einstein-Campo Escalar y
Paredes de Dominio

En este caṕıtulo se plantean las ecuaciones del acoplamiento Einstein-Campo Escalar
y se realiza un breve resumen acerca de las paredes de dominio. En particular, se presenta
su definición formal, las simplificaciones que originan al sistema y las curvaturas asociadas.
Adicionalmente, se mostrará que la dinámica de estas estructuras es descrita por la teoŕıa
de Einstein con constante cosmológica; garantizando que las configuraciones estudiadas,
en el ĺımite de pared delgada, corresponden efectivamente a posibles modelos del universo.

1.1. Sistema Einstein-Campo Escalar

El Sistema Einstein acoplado al Campo Escalar es un conjunto no lineal de ecuaciones
diferenciales acopladas en derivadas parciales, formado por

Gab = Rab − 1

2
gabR = Tab , (1.1)

Tab = ∇aφ∇bφ− gab

[
1

2
∇dφ∇dφ + V (φ)

]
, (1.2)

∇d∇dφ− dV (φ)

dφ
= 0 , (1.3)

donde Gab es el Tensor de Einstein; Tab es el Tensor Enerǵıa-Impulso1 y representa la
fuente del campo gravitacional dado por el campo escalar φ con potencial de autointerac-
ción V (φ); gab es el tensor métrico del sistema y representa la geometŕıa del espaciotiempo;
Rab es el Tensor de Ricci y R es el Escalar de Curvatura (o Escalar de Ricci) .

1.2. Paredes de Dominio

Una Pared de Dominio es una solución al Sistema Einstein-Campo Escalar, donde
el campo escalar es función únicamente de la dimensión extra, φ = φ(ξ), e interpola

1El śımbolo ∇aφ denota la derivada covariante con respecto a xa del campo escalar y, como éste no
depende de los vectores base, la derivada covariante es igual a la derivada parcial ∇aφ = ∂φ/∂xa.

1
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asintóticamente entre dos valores, ϕ±, que corresponden a los mı́nimos (o vaćıos) con-
secutivos del potencial de autointeracción, V (φ). Es decir, cuando ĺımξ→±∞ φ(ξ) = ϕ±,

entonces ĺımφ→ϕ±
dV (φ)

dφ
= 0.

1.3. Simplificación del Sistema Einstein - Campo Es-

calar

Se desea resolver el Sistema de Einstein acoplado a Campo Escalar, formado por (1.1),
(1.2) y (1.3) cumpliendo con condiciones que definen a una pared de dominio:

i El campo escalar sólo depende de la coordenada adicional φ = φ(ξ).

ii El campo escalar interpola suavemente entre los mı́nimos del potencial, cumpliéndose
que cuando ĺımξ→±∞ φ(ξ) = ϕ±, entonces ĺımφ→ϕ±

dV (φ)
dφ

= 0 , ϕ± ∈ <.

iii Existe simetŕıa plano paralela, es decir, la geometŕıa del espaciotiempo puede ser
descrita en coordenadas cartesianas [16].

Bajo estas condiciones, la forma más general del tensor métrico 2 en un espaciotiempo
de 5 dimensiones está dado por

gab = f 2(ξ)
(−dtadtb + e2βtdxi

adxi
b

)
+ f 2(ξ)dξadξb , (1.4)

donde a, b = 0, ..., 4; xi son las coordenadas espaciales con i = 1, 2, 3; y ξ es la coordenada
espacial adicional. Además, si β > 0 se tiene una pared dinámica, mientras si β = 0, se
tiene una pared estática.

Para esta métrica se contruyen las componentes del tensor de Einstein 3

Gt
t =

3

f 2

[
f ′′

f
− β2

]
, Gξ

ξ =
6

f 2

[
f ′2

f 2
− β2

]
,

G1
1 =

3

f 2

[
f ′′

f
− β2

]
, G2

2 = G3
3 = G1

1 ;

(1.5)

y las componentes del tensor Enerǵıa-Impulso

T t
t = −ρ = −1

2

1

f 2
φ′2 − V (φ) , T ξ

ξ = −P =
1

2

1

f 2
φ′2 − V (φ) ,

T 1
1 = −1

2

1

f 2
φ′2 − V (φ) , T 2

2 = T 3
3 = T 1

1 ,
(1.6)

donde T t
t y T ξ

ξ se interpretan como la densidad de enerǵıa ρ, y la densidad de presión P
con signo opuesto, respectivamente.

2 La estructura de (1.4) proviene de considerar una métrica aún más general. Ver detalles en el
Apéndice A

3 Las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada adicional ξ, y los puntos denotan
derivadas con respecto al tiempo.
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En (1.5) y (1.6) se aprecia que es posible simplificar el sistema, tomando la suma
Gt

t + Gξ
ξ = T t

t + T ξ
ξ , obteniéndose

φ′2 = 3

[
2
f ′2

f 2
− f ′′

f
− β2

]
, (1.7)

y tomando la resta Gt
t −Gξ

ξ = T t
t − T ξ

ξ , dando lugar a

V (φ) = − 3

2f 2

[
2
f ′2

f 2
+

f ′′

f
− 3β2

]
. (1.8)

Como consecuencia, se ha logrado reducir el sistema Einstein-Campo Escalar a un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas (1.7) y (1.8).

1.4. Curvatura del Bulk

En este trabajo se estudian paredes de dominio de 4 dimensiones embebidas en un
espaciotiempo 5-dimensional, denominado bulk. La pared de dominio divide este espa-
ciotiempo en dos subespacios, los cuales pueden ser planos (tipo Minkowski) o tener
curvaturas diferentes. Si la curvatura es positiva, se dice que el espaciotiempo es de Sitter
(dS ), y si es negativa, el espaciotiempo es Anti de Siter (AdS ).

La curvatura asintótica del bulk se puede determinar evaluando el Tensor Enerǵıa-
Impulso cuando ξ → ±∞, donde los efectos gravitacionales de la pared son despreciables
y sólo queda la contribución de la enerǵıa de vaćıo, asociada al espaciotiempo donde
está embebida la pared. Al tomar el ĺımite cuando ξ → ±∞, los dos primeros términos en
(1.2) se anulan porque el campo escalar tiende a una constante, φ → ϕ±. De tal manera
que

ĺım
ξ→±∞

Tab = −gab ĺım
φ→ϕ±

V (φ) (1.9)

y (1.1) se reduce a las ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo con constante cos-
mológica Λ,

Gab + Λgab = 0, Λ = ĺım
φ→ϕ±

V (φ) . (1.10)

De esta última expresión se desprende que la curvatura del bulk también puede ser deter-
minada evaluando el potencial de autointeracción V (φ) en sus mı́nimos, esto es, cuando
φ → ϕ±.

1.5. Teoŕıa de Gravitación de Einstein sobre la Pared

de Dominio

El propósito de esta sección es mostrar que la teoŕıa que describe la dinámica de
las paredes de dominio corresponde a las ecuaciones de gravitación de Einstien con con-
stante cosmológica. Para ello, considérese el espaciotiempo 4-dimensional sobre la pared
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de dominio
ĝmn = −dtmdtn + e2βt

(
dxi

mdxi
n

)
(1.11)

donde m,n = 0, .., 3. Las componentes diferentes de cero del Tensor de Einstein asociado
a (1.11) son

Ĝtt = 3β2, Ĝ11 = −3β2e2βt, Ĝ22 = Ĝ33 = Ĝ11 . (1.12)

De tal manera que se puede escribir

Ĝmn = −3β2ĝmn , (1.13)

donde el śımbolo ˆ se ha utilizado para denotar las componentes asociadas al espaciotiem-
po 4-dimensional.

Por otra parte, como se presentó anteriormente, un espaciotiempo en 5 dimensiones
es descrito en general por la métrica

gab = f 2(ξ)
(−dtadtb + e2βtdxi

adxi
b

)
+ f 2(ξ)dξadξb , (1.14)

observándose que
gmn = f 2(ξ)ĝmn (1.15)

y las componetes diferentes de cero del Tensor de Einstein asociado a (1.14) son

Gtt = 3β2 − 3
f ′′

f
, Gξξ = −6β2f + 6

f ′2

f 2
(1.16)

G11 = −3β2e2βt + 3e2βt f
′′

f
, G11 = G22 = G33 . (1.17)

En consecuencia se puede escribir

Gmn = −3β2ĝmn + 3
f ′′

f
ĝmn

= Ĝmn + 3
f ′′

f
ĝmn .

(1.18)

Adicionalmente, el Tensor Enerǵıa-Impulso dado por (1.2) se reduce a

Tmn = −f 2ĝmn

[
1

2

φ′2

f 2
+ V (φ)

]
. (1.19)

Ahora se pueden construir las ecuaciones de Einstein Gmn = Tmn,

Ĝmn + 3
f ′′

f
ĝmn + f 2

[
1

2

φ′2

f 2
+ V (φ)

]
ĝmn = 0 . (1.20)

Notando que

[
1

2

φ
′2

f 2
+ V (φ)

]
=

3

f 2

[
−f ′′

f
+ β2

]
,
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las ecuaciones de Einstein se reducen a

Ĝmn + Λ0ĝmn = 0 , Λ0 = 3β2 . (1.21)

Con esta expresión se demuestra que, efectivamente sobre la pared, el comportamiento
del espaciotiempo es descrito por las ecuaciones de Einstein en el vaćıo con constante
cosmológica Λ0. Aśı se garantiza que estas estructuras diferenciales representan posibles
modelos del universo en el ĺımite de pared delgada.

Como comentario final, es oportuno mencionar que las paredes de dominio son regiones
del espaciotiempo que poseen curvatura propia diferente de la del bulk, y de (1.21), se lee
que ésta es en general 3β2. En consecuencia, si β > 0 se tiene una pared dinámica con
expansión de Sitter, mientras si β = 0, se tiene una pared estática plana.



Caṕıtulo 2

Soluciones Regulares tipo Pared de
Dominio

En el presente caṕıtulo, se exponen dos familias conocidas de soluciones tipo pared
de dominio: una dinámica con expansión dS y una estática. Se mostrará que ambas
tienen como caracteŕıstica común que el factor métrico es una función suave o regular.
Por tal razón se les denomina paredes de dominio regulares. A partir de ellas, será posible
generar nuevas soluciones, empleando un método soportado en la linealización de las ecua-
ciones de campo, lo que dará lugar a configuraciones poco convencionales con interesantes
propiedades.

2.1. Solución dinámica con expansión dS

En [6], se reporta la primera solución tipo pared de dominio al Sistema Einstein-Campo
Escalar, donde el factor warp de la métrica (1.4) viene dado por

f1(ξ) = cosh−δ(βξ/δ) , (2.1)

siendo δ un parámetro real asociado con el espesor de la pared.
La Figura 2.1 muestra el factor métrico para diferentes valores de δ, evidenciándose

que se tiene una función suave o regular; esto es, que tanto la función como sus derivadas
(por lo menos hasta el segundo orden) son continuas y derivables. Adicionalmente, se
aprecia que a medida que δ → 0, el espesor del factor métrico se reduce y la función se
agudiza en torno al máximo.

Resolviendo (1.7) y (1.8), se obtienen el campo escalar y el potencial de autointeracción

φ = φ0 arctan[sinh(βξ/δ)], φ0 =
√

3δ(1− δ), 0 < δ < 1/2 , (2.2)

V1(φ) =
3

2

β2(1 + 3δ)

δ
cos2(1−δ)(φ/φ0) . (2.3)

Se puede verificar que efectivamente el campo escalar interpola entre los mı́nimos del
potencial (caracteŕıstica distintiva de las paredes de dominio), pues cuando ξ → ±∞,

6
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Figura 2.1: Factor Métrico, f2
1 (ξ), para δ → 0, δ = 1

4 , 2
5 . En esta gráfica y en las sucesivas el espesor

de las ĺıneas aumenta con el incremento de δ.

entonces φ → ±π
2
φ0. Estos valores corresponden a los mı́nimos del potencial siempre y

cuando 0 < δ < 1/2, tal como se deduce del cálculo de los mı́nimos del potencial 1 y como
se aprecia gráficamente en la Figura 2.2 para diferentes valores de δ.
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Figura 2.2: Campo Escalar φ(ξ) (izquierda) y Potencial de Autointeracción V1(φ) (derecha), ambas
para δ = 1

10 , 1
4 , 2

5 .

Es conveniente notar que ĺımφ→±π
2
φ0 V (φ) = 0. En consecuencia, la constante cos-

mológica asociada al bulk de esta solución es Λ = 0, teniéndose un espaciotiempo plano.
La densidad de enerǵıa ρ1, y la densidad de presión P1, se obtienen a partir de (1.6) y se
muestran en la Figura 2.3.

ρ1(ξ) = 3β2 (δ + 1)

δ
cosh2(δ−1)(βξ/δ) , (2.4)

P1(ξ) = 6β2 cosh2(δ−2)(βξ/δ) . (2.5)

Se advierte, que a medida que δ → 0, el valor de la densidad de enerǵıa se incrementa
y agudiza fuertemente alrededor de ξ = 0, lo cual sugiere que existe un objeto cuya
enerǵıa está altamente concentrada en este punto. Este objeto es la pared de dominio y

1 En (2.2) se observa que se debe cumplir que 0 < δ < 1 para tener un campo escalar real. Sin embargo,
cuando se calculan anaĺıticamente los mı́nimos del potencial dV (φ)

dφ = 0 → cos1−2δ(φ/φ0) sin(φ/φ0) = 0,
se halla una restricción adicional para δ, siendo 0 < δ < 1/2.
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representaŕıa un posible modelo de nuestro universo, en caso de que se logre confinar la
gravedad en ella en el ĺımite de pared delgada. Su estudio se lleva a cabo en la Sección
5.3.1.
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Figura 2.3: Densidad de Enerǵıa, ρ1(ξ) (derecha) y Densidad de Presión P1(ξ) (izquierda), ambas para
δ = 1

10 , 1
4 , 2

5 . y β = 1, en función de la coordenada adicional.

2.2. Solución estática

Se presenta ahora una familia de soluciones tipo pared de dominio estática (β = 0),
cuyo factor warp fue reportado en [12, 8] y viene dado por

f1(ξ) =
[
1 + (αξ)2s

]− 1
2s , (2.6)

donde α es una constante y s es el parámetro de la familia de soluciones.
La Figura 2.4 muestra este factor métrico para diferentes valores de s. En particular,

para s = 1, se tiene el comportamiento convencional en forma de campana, similar a (2.1).
Sin embargo, para s 6= 1, se presenta una región plana alrededor de ξ = 0. Esto sugiere
que la geometŕıa del espaciotiempo posee cierta estructura interna en la cercańıa a este
punto.
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Figura 2.4: Factor Métrico, f2
1 (ξ), para s = 1, 3, 9. En esta gráfica y en las sucesivas el espesor de las

ĺıneas aumenta con el incremento de s.
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Figura 2.5: Campo Escalar φ(ξ) (izquierda) y Potencial de Autointeracción V1(φ) (derecha), ambas
para s = 1, 3, 9.
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Figura 2.6: Densidad de Enerǵıa ρ1(ξ) (izquierda) y Densidad de Presión P1(ξ) (derecha), ambas para
s = 1, 3, 9.

Resolviendo (1.7) y (1.8), se obtienen el campo escalar y el potencial de autointeracción

φ = φ0 arctan(αsξs), φ0 =

√
3(2s− 1)

s
, s = 1, 3, 5... (2.7)

V1(φ) + Λ = 3α2 sin2−2/s(φ/φ0)

[
(2s + 3)

2
cos2(φ/φ0)− 2

]
, (2.8)

y se grafican en la Figura 2.5 para diferentes valores de s. Se verifica que el campo escalar
interpola entre los mı́nimos del potencial, tal que cuando ξ → ±∞, entonces φ → ±π

2
φ0,

siempre y cuando s sea un entero impar positivo.2

En particular para s = 1, el campo presenta una forma tipo kink simple, interpolando
suavemente entre ±π

2
φ0, los cuales corresponden precisamente a los mı́nimos del potencial.

Para otros valores impares (mayores que uno) de s, el campo tiene una forma de kink
doble y se encuentra que el potencial tiene un mı́nimo local entre dos mı́nimos globales.
El campo toma valores en el mı́nimo local en una región cercana al origen; mientras que
tiende a los mı́nimos globales del potencial cuando la coordenada espacial adicional tiende
al infinito.

2 De (2.7) se desprende que s debe ser entero y s > 1/2 para satisfacer φ ∈ < ∀ ξ. Además s debe ser
impar para interpolar entre mı́nimos consecutivos del potencial. Para valores pares de s, el campo pierde
la forma tipo kink, tendiendo a valores iguales cuando ξ → ±∞.
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A partir de (1.6), se halla la densidad de enerǵıa y la densidad de presión

ρ1(ξ) = −3α2ξ2(s−1)
[
1 + (αξ)2s

](1/s−2) [
(1− 2s) + 2 (αξ)2s] , (2.9)

P1(ξ) = 6α4sξ4s−2
[
1 + (αξ)2s

](1/s−2)
. (2.10)

En la Figura 2.6, para s = 1, se tiene la concentración de enerǵıa usual alrededor del origen.
Sin embargo, para s 6= 1, se tienen dos lugares cercanos al origen donde existe una fuerte
concentración de enerǵıa, la cual se agudiza a medida que incrementa s. Esto indica que la
pared de dominio alberga una estructura interna compuesta de dos subparedes paralelas. A
este tipo de solución se le denomina pared doble y se determina que cada subpared interpola
entre un vaćıo Minkowskiano y un vaćıo AdS con constante cosmológica Λ = −6α2.



Caṕıtulo 3

Método para hallar nuevas soluciones

En la la Sección 1.3 se realizó una reducción del sistema Einstein-Campo Escalar,
obteniéndose dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para el campo escalar y
el potencial de autointeracción, {φ(ξ), V (φ)}. Adviértase que la expresión para hallar el
campo

φ′2 = 3

[
2
f ′2

f 2
− f ′′

f
− β2

]
(3.1)

es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, y en consecuencia la solución
general está compuesta de la superposición lineal de dos soluciones linealmente indepen-
dientes. Hasta ahora este sistema se ha resuelto parcialmente, pues sólo se tiene una
solución particular para cada familia estudiada, (2.1) y (2.6).

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar un método para hallar una segunda solución
de (3.1) y la solución general del sistema. Para ello, considérese el cambio de variables

f =
1

g
. (3.2)

Al sustituir en (3.1) y reagrupando, se tiene

g′′ − g

[
1

3
φ′2 + β2

]
= 0 . (3.3)

Realizar este cambio de variables ha permitido linealizar una de las ecuaciones del Sistema
Einstein-Campo Escalar, obteniéndose una ecuación diferencial en la forma de Sturm-
Liouville. 1. De tal manera que si se conoce una solución particular de (3.3), i.e. g1, entonces
se puede hallar otra solución linealmente independiente, g2, a través de la expresión 2

g2(ξ) = g1(ξ)χ(ξ), χ(ξ) =

∫ ξ 1

[g1(x)]2
dx . (3.4)

1 La ecuación diferencial de Sturm-Liouville en general se escribe como d2y(x)
dx2 +P (x)dy(x)

dx +Q(x)y(x) =
r(x). En el caso de (3.3), P (x) = r(x) = 0 y Q(x) =

[
1
3φ′2 + β2

]
.

2 Ver demostración en Apéndice B.

11
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Sustituyendo g2 en (1.8), se obtiene la expresión para calcular el potencial de autointer-
acción asociado a la nueva solución

V2(ξ) = −3

2
g2
2(ξ)

[
4
g′22 (ξ)

g2
2(ξ)

− g′′2(ξ)
g2(ξ)

− 3β2

]
(3.5)

La ecuaciones (3.4) y (3.5) proporcionan un mecanismo para obtener nuevas soluciones
al acoplamiento Einstein-Campo Escalar a partir de una solución conocida, i.e. g1, com-
patible con el mismo campo escalar pero con diferentes potenciales de autointeracción.
La función g2 será una pared de dominio toda vez que el campo escalar φ, interpole entre
los vaćıos del potencial V2(φ). Finalmente, la integración completa de (3.3) se logra al
obtener la solución general, la cual viene dada por la superposición lineal de g1 y g2

g(c1, c2) = c1g1 + c2g2 , (3.6)

donde c1 y c2 son constantes arbitrarias de integración y el factor métrico correspondiente
es f = 1

g
.

Se desea ahora analizar el comportamiento anaĺıtico de las soluciones. Para ello, sea
g1 una función tal que

1.- g1 es de clase C2, es decir, la derivada de segundo orden existe y es continua.

2.- g1 > 0, ∀ ξ ∈ < (definida positiva),

3.- g1 → +∞ cuando ξ → ±∞.

entonces f1 es una función continua, acotada, integrable y asintóticamente nula, la cual
se denomina regular.

Por otra parte, g2 será una función continua y f2 tendrá una singularidad para ξ0,
toda vez que g2(ξ0) = 0. Al factor métrico f2 se le llamará irregular.

Por último, g es una función suave con un cero en algún valor de ξ, que corresponde
a una singularidad en f , para los siguientes casos:

1.- Si c1, c2 6= 0, entonces g tendrá un cero en ξp ∈ ξ cuando χ(ξ)|ξp = −c1/c2.

2.- Si c1 = 0 y c2 6= 0, entonces g tendrá un cero en ξ0, toda vez que g(ξ0) = 0.

En el primer caso, es posible evitar la divergencia en (1.4). Sólo es necesario escoger
apropiadamente las constantes c1 y c2, tal que su cociente negativo no pertenezca a la
imagen de χ(ξ), esto es −c1/c2 6= Imagen{χ(ξ)} ∀ ξ.

En el segundo caso, la singularidad es inevitable. Sin embargo en el caṕıtulo siguiente
se desarrolla este tipo de soluciones para dos casos particulares y se discute su importancia.



Caṕıtulo 4

Generando Nuevas Soluciones

Las soluciones presentadas hasta ahora (2.1) y (2.6), tienen como caracteŕıstica común
que el factor métrico es una función regular con simetŕıa de reflexión. En este caṕıtulo se
mostrará que aplicando el método expuesto previamente, es posible encontrar familias de
soluciones con caracteŕısticas fundamentalmente diferentes.

4.1. Nuevas soluciones dinámicas con expansión dS

Cuando se aplica el mecanismo (3.4) y (3.5) a la solución dinámica con expansión dS
(2.1) reportada en [6], se obtienen dos soluciones nuevas: una irregular con simetŕıa de
reflexión y la solución general embebida en un espaciotiempo asimétrico. Ambas soluciones
se presentan a continuación.

4.1.1. Solución irregular

El inverso del factor métrico de (2.1) viene dado por

g1(ξ) = coshδ(βξ/δ), (4.1)

el cual es una solución particular a (3.1). Ahora es posible hallar una nueva solución, g2,
aplicando el mecanismo presentado en el caṕıtulo anterior, obteniéndose

g2(ξ) =
iδ

β − 2βδ

| sinh(βξ/δ)|
sinh(βξ/δ)

cosh1−δ(βξ/δ)2F1

[
l, k, n, cosh2(βξ/δ)

]
, (4.2)

donde 2F1 es la función hipergeométrica con l = 1/2 − δ, k = l + δ y n = l + 1. Por
simplicidad y sin pérdida de generalidad, se considera el caso δ = 1/4, y la expresión se
reduce a

g2(ξ) =
−i

2β
cosh1/4(4βξ)F [2iβξ, 2] , (4.3)

donde F [2iβξ, 2] es la función eĺıptica incompleta de primer orden, la cual es completa-
mente imaginaria para el argumento 2iβξ y módulo 2. En consecuencia, g2 es una función
real.

13
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Figura 4.1: Factor métrico , f2
2 (ξ), (izquierda) y su inverso g2(ξ), (derecha), de la nueva solución para

δ = 1/4 y β = 1.

La Figura 4.1 presenta las gráficas del factor métrico y su rećıproco, donde se evidencia
una singularidad en f2. Por tal razón se ha denominado esta solución irregular.

Para calcular el potencial, se sustituye g2 en (3.5) y se tiene

V2(ξ) =−6 [cosh 4βξ]−1/2 − 21

8
[cosh 4βξ]−3/2 F [2iβξ, 2]2

+ 6i tanh(4βξ)F [2iβξ, 2] .
(4.4)

Ahora bien, se desea expresar este potencial en función del campo escalar φ. Para ello, de
(2.2), se despeja ξ para δ = 1/4,

ξ =
1

4β
arg sinh[tan(φ/φ0)], φ0 = 3/4 (4.5)

y se sustituye en (4.4) dando lugar a

V2(φ) = −6| cos 4φ/3|1/2 − 21

8
| cos 4φ/3|3/2F [i/2 arg sinh tan 4φ/3, 2]2

+6i| cos 4φ/3| tan(4φ/3)F [i/2 arg sinh tan 4φ/3, 2], (4.6)

cuya gráfica se muestra en la Figura 4.2. De igual forma, se presentan la densidad de
enerǵıa y la densidad de presión.

ρ2(ξ) = −3

4
cosh(4 βξ)−3/2

(
8 cosh(4 βξ) + 5 F [2i βξ, 2]2

)

+6i tanh(4 βξ) F [2i βξ, 2], (4.7)

P2(ξ) = −3

2
cosh(4 βξ)−3/2

(
4 cosh(4 βξ) + F [2i βξ, 2]2

)

+6i tanh(4 βξ) F [2i βξ, 2]. (4.8)

Esta solución representa efectivamente una nueva pared de dominio, pues el campo
escalar interpola entre los vaćıos del potencial. Nótese que, a pesar de la singularidad en
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Figura 4.2: Izquierda: Potencial de autointeracción , V2(φ). Derecha: Densidad de enerǵıa, ρ2(ξ), (ĺınea
continua) y densidad de presión, P2(ξ), (ĺınea punteada) de la nueva solución para δ = 1/4 y β = 1.

el factor métrico, la densidad de enerǵıa es suave para todo el dominio de la función.
Esto sugiere que (4.3) representa una región del espaciotiempo bien comportada y que
la singularidad puede ser removida con una adecuada transformación de coordenadas;
aunque esto está fuera del alcance del presente trabajo.

Adicionalmente, la nueva pared está inmersa en un espaciotiempo AdS con constante
cosmológica Λ = −6 ε donde ε ≈ 1,3. 1 como se aprecia en la Figura 4.2, mientras que la
solución original (2.1) tiene constante cosmológica nula.

En la siguiente sección se muestra que la superposición lineal de g1 y g2 dadas por
(4.1) y (4.2), respectivamente, define otra pared de dominio con interesantes propiedades.

4.1.2. Solución general

Para completar la integración de (3.3), se presenta su solución general

g(ξ) = c1 coshδ(βξ/δ) + c2
iδ

β − 2βδ

| sinh(βξ/δ)|
sinh(βξ/δ)

cosh1−δ(βξ/δ)2F1

[
l, k, n, cosh2(βξ/δ)

]
.

(4.9)
Para el caso particular δ = 1/4,

g(ξ) = cosh1/4(4βξ)

[
c1 − c2

i

2β
F [2iβξ, 2]

]
, (4.10)

donde F [2βξ, 2] es la función eĺıptica incompleta de primer orden y se escoge −c1/c2 6=
Imagen{χ(ξ)} = {−ε/2β, +ε/2β}, con ε ≈ 1,3. La Figura 4.3 muestra el factor métrico
f = 1/g.

Para obtener el potencial de autointeracción, la densidad de enerǵıa, y la densidad de
presión, se sigue una metodoloǵıa análoga a la presentada en las secciones anteriores y su
comportamiento se muestra en las Figuras 4.3 y 4.4 para diferentes valores de c2.

V (φ) =
21

8
| cos 4φ/3|3/2H(φ)2 − 6c2 | cos 4φ/3|2H(φ) sinh(4φ/3)

− 6c2
2| cos 4φ/3|1/2 ,

(4.11)

1 Para determinar la constante cosmológica de esta solución se tomó ĺımξ→±∞ ρ2(ξ). Para ello se
utilizó que ĺımξ→±∞ iF [2i βξ, 2] = ±ε con ε ≈ 1,3 para cualquier valor de β.
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Figura 4.3: Factor métrico, f2(ξ), (izquierda); potencial de autointeracción, V (φ), (derecha), de la
solución general para β = 4, δ = 1/4, c1 = 1 y c2 = 1, 3, 5. El espesor de las ĺıneas aumenta con el
incremento de c2.

ρ(ξ) =
15

4
[cosh 4βξ]−3/2H(ξ)2 − 6 c2H(ξ) tanh (4βξ)

− 6 c2
2 [cosh 4βξ]−1/2 ,

(4.12)

P (ξ) =
3

2
[cosh 4βξ]−3/2H(ξ)2 − 6 c2H(ξ) tanh (4βξ)

− 6 c2
2 [cosh 4βξ]−1/2 .

(4.13)

donde H(ξ) ≡ 2c1β − c2iF [2iβξ, 2].
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Figura 4.4: Densidad de enerǵıa, ρ(ξ), (izquierda); densidad de presión, P (ξ), (derecha), de la solución
general para β = 4, δ = 1/4, c1 = 1 y c2 = 1, 3, 5. El espesor de las ĺıneas aumenta con el incremento de
c2.

El mecanismo utilizado ha permitido obtener una nueva pared de dominio, cuya car-
acteŕıstica más significativa es la asimetŕıa tanto en el factor métrico como en el potencial
de autointeracción y el Tensor Enerǵıa-Impulso. Efectivamente, cuando ξ → +∞, el es-
paciotiempo es asintóticamente AdS con constante cosmológica −12c2β (1 + c2ε/2β), y
cuando ξ → −∞, el espaciotiempo es asintóticamente dS con constante cosmológica
+12c2β (1− c2ε/2β). La asimetŕıa de esta solución depende del parámetro c2, tal que
cuando c2 = 0, se recupera la solución simétrica reportada en [6], con g1 dada por (4.1).
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Notablemente, a pesar de que la expresión de g2 (4.2) alberga una singularidad en
ξ = 0, la solución general, realizada como la suma de g1 y g2, es una función suave y
bien comportada. Adicionalmente, el potencial escalar es diferente en los casos irregular
y general. De tal manera que se han encontrado dos nuevos espaciotiempos pared de do-
minio con expansión dS compatibles con el mismo campo escalar, pero con caracteŕısticas
fundamentalmente diferentes. Este análisis también es válido para las soluciones estáticas
que se generan en la próxima sección.

4.2. Nuevas soluciones estáticas

De manera análoga, aplicando el mecanismo (3.4) y (3.5) a la solución particular
estática reportada en [8, 12], se obtienen dos soluciones nuevas: una estática irregular con
simetŕıa Z2 y la solución general embebida en un espaciotiempo asimétrico. Ambas se
presentan a continuación.

4.2.1. Solución irregular

En la solución estática reportada en [8, 12], el inverso del factor métrico viene dado
por

g1 =
[
1 + (αξ)2s]1/2s

, (4.14)

el cual es solución a (3.1). Se halla otra solución, g2, aplicando el mecanismo presentado
en el caṕıtulo anterior y se tiene

g2 = αξ
[
1 + (αξ)2s]1/2s

2F1

[
l, k, n,−(αξ)2s

]
(4.15)

donde 2F1 es la función hipergeométrica con l = 1/2s, k = 2l, n = 1 + l.
La Figura 4.5 presenta las gráficas del factor métrico y su rećıproco, donde se evidencia

la singularidad de f2. Siguiendo la metodoloǵıa usual, se halla el potencial escalar, la
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Figura 4.5: Izquierda: Factor Métrico, f2
2 (ξ). Centro: Rećıproco del factor métrico, g2(ξ), para α = 1

y s = 1. Derecha: Potencial de autointeracción V2(φ) para α = 1 y s = 1, 5, 9. En esta gráfica y en las
sucesivas el espesor de las ĺıneas aumenta con el incremento de s .

densidad de enerǵıa y la densidad de presión, cuyas gráficas se muestran en las Figuras
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4.5 y 4.6.

V2(φ) =− 12α2 sin2(φ/φ0) 2F1[l, k, n;− tan2(φ/φ0)]− 6α2 cos2/s(φ/φ0)

− 3

8
α2 sin2(2φ/φ0) cos−2/s(φ/φ0) 2F1[l, k, n;− tan2(φ/φ0)]

2

[
1− 2s + 4 tan2(φ/φ0)

]
,

(4.16)

ρ2(ξ) =− 6α2
[
1 + (αξ)2s

]−1/s
+ 12α2 (αξ)2s

[
1 + (αξ)2s

]−1
2F1

[
l, k, n,−(αξ)2s

]

− 3α2 (αξ)2s
[
1 + (αξ)2s

]−2+1/s (−1 + 2s− 2(αξ)2s
)

2F1

[
l, k, n,−(αξ)2s

]2
(4.17)

P2(ξ) =− 6α2
(
1 + (αξ)2s

)−2−1/s
[
1 + (αξ)2s

[
1 +

(
1 + (αξ)2s

)1/s
2F1

[
l, k, n,−(αξ)2s

]]]2

. (4.18)

Se ha hallado una nueva solución tipo pared de dominio, donde φ → ±π
2
φ0 cuando

ξ → ±∞ correspondientes a los vaćıos del potencial. Las caracteŕısticas de esta familia de
soluciones son similares a las presentadas en la Sección 2.2. Para s = 1, en la Figura 4.6,
se tiene una pared simple con la concentración de enerǵıa usual alrededor del origen [8].
Para s 6= 1, se tienen paredes dobles con dos interfases para las cuales existe una fuerte
concentración de enerǵıa, las cuales se agudizan a medida que incrementa s [12].

No obstante, a diferencia de la solución original, el tensor métrico de la nueva solución
es discontinuo sobre la hipersuperficie en ξ = 0. Sin embargo, la densidad de enerǵıa no
presenta singularidades, lo cual sugiere que se tiene una singularidad de coordenadas no
f́ısica [15]. Adicionalmente, los vaćıos de esta solución son AdS con constante cosmológica
Λ = −6α2 [Γ(l)Γ(n)/Γ(k)]2, mientras que la solución original tiene Λ = −6α2.
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Figura 4.6: Izquierda: Densidad de enerǵıa, ρ2(ξ), para α = 1 y s = 1, 5, 9. Derecha: Densidad de
Presión, P2(ξ) de la nueva solución para α = 1 y s = 1, 5, 9.

4.2.2. Solución general

Para el campo escalar (2.7), la solución general de (3.3) está compuesta por la super-
posición lineal de g1 y g2, dadas por (4.14) y (4.15), respectivamente,

g(ξ) =
[
1 + (αξ)2s]1/2s [

c1 + c2 · 2F1

[
l, k, n,−(αξ)2s

]
ξ
]

, (4.19)
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donde c2 tiene unidades de inverso de longitud. En este caso es posible evitar las singu-
laridades en el factor métrico f = 1/g, escogiendo −c1/c2 6= Imagen{χ(ξ)},

Imagen{χ(ξ)} =

[
−Γ(l) Γ(n)

αΓ(k)
, +

Γ(l) Γ(n)

αΓ(k)

]
, (4.20)

donde l = 1/2s, k = 2l, n = 1 + l. Sustituyendo (4.19) en (3.5) se halla el potencial de
autointeracción,

V (φ) =− 6c2
2 cos2/s(φ/φ0)− 3

4
sin2(φ/φ0) tan−2/s(φ/φ0)K(φ)

{
16c2 tan1/s(φ/φ0) + cos−2/s(φ/φ0) [5− 2s− (3 + 2s) cos(2φ/φ0)]K(φ)

} (4.21)

donde K(φ) ≡ α + c2 tan1/s(φ/φ0) 2F1[l, k, n,− tan2(φ/φ0)].

-10 -5 0 5 10
0

0.5

1

1.5

2

f2HΞL

-3 -2 -1 0 1 2 3

-15

-10

-5

0

5

Φ

VHΦL

Figura 4.7: Izquierda: factor métrico f(ξ). Derecha: Potencial de autointeracción V (φ), ambas para
α = 1, s = 5 y c2 = 1/10, 1/5, 2/5. En esta figura y en las sucesivas el espesor de las ĺıneas aumenta con
el incremento de c2.
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Figura 4.8: Izquierda: Densidad de enerǵıa ρ(ξ). Derecha: Densidad de Presión P (ξ), ambas para α = 1,
s = 5 y c2 = 1/10, 1/5, 2/5.
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A diferencia de la solución original y la irregular, tanto el factor métrico como el poten-
cial de autointeracción V (φ) no poseen simetŕıa de reflexión en la dirección perpendicular
a la pared, como se muestra en la Figura 4.7. En efecto, esta solución interpola asintótica-
mente entre vaćıos AdS diferentes, con constantes cosmológicas Λ± cuando ξ → ±∞, tal
que

Λ+ = −6

[
c1αΓ(k) + c2Γ(l)Γ(n)

Γ(k)

]2

, Λ− = −6

[
c1αΓ(k)− c2Γ(l)Γ(n)

Γ(k)

]2

. (4.22)

En la Figura 4.8, se presentan la densidad de enerǵıa y la densidad de presión. Se
tiene ahora una configuración compuesta por dos subparedes, donde existe una notable
diferencia entre la magnitud de la densidad de enerǵıa de ambas, como consecuencia de
la asimetŕıa del sistema.



Caṕıtulo 5

Espectro de Fluctuaciones
Gravitacionales

Como ya se ha mencionado, las paredes de dominio son soluciones al acoplamiento
Einstein-Campo Escalar que representan posibles modelos del universo. Para que estos
modelos sean atractivos desde el punto de vista de la cosmoloǵıa estándar, es esencial re-
producir en ellos el potencial gravitacional Newtoniano. En el caso de las paredes estáticas,
el potencial se calcula mediante la expresión (1), y para las dinámicas con expansión dS
[3], mediante

V (r) =
(
G5|ψ0(0)|2) m1m2

r

(
1 +

1

|ψ0(0)|2
∫ +∞

0

dm|ψm(0)|2me−mr

)
. (5.1)

En estas expresiones, se advierte que el potencial se puede determinar siempre que se
conozca el modo cero ψ0 y los modos masivos ψm del espectro de fluctuaciones gravita-
cionales.

En la primera sección de este caṕıtulo, se realizan perturbaciones al espaciotiempo,
con el fin de conocer la dinámica que rige el espectro de fluctuaciones. En la segunda
sección, se estudia la localización del modo cero sobre las soluciones asimétricas (4.10) y
(4.19). Finalmente, en la tercera, se analiza el espectro gravitacional completo en el ĺımite
de pared delgada de las soluciones dinámicas (2.1) y (4.10).

5.1. Perturbaciones Gravitacionales

En [13] se propone una generalización del procedimiento para obtener las ecuaciones
que describen las perturbaciones del espaciotiempo en el vaćıo presentado en la bibliograf́ıa
[14]. Este procedimiento se resume a continuación.

Sea gab y φ las soluciones exactas al sistema Einstein-Campo Escalar formado por
(1.1), (1.2) y (1.3). Ahora suponga que existe una familia uniparamétrica de tensores
métricos g̃ab(λ) y una familia uniparamétrica de campos escalares φ̃(λ) tal que también

21



22

sean solución del sistema Einstein-Campo Escalar dados por 1

g̃ab = gab + λhab , φ̃ = φ + λϕ , (5.2)

donde hab y ϕ representan la perturbación de la métrica y el campo escalar, respectiva-
mente. De tal manera que a primer orden se tiene

d

dλ
g̃ab

∣∣∣
λ=0

= hab,
d

dλ
φ̃
∣∣∣
λ=0

= ϕ . (5.3)

Las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar, escritas en la forma de Ricci, para g̃ab

están dadas por2

R̃ab = T̃ab − 1

3
g̃abT̃ ; T̃ac = ∇̃aφ̃∇̃bφ̃− g̃ac

[
1

2
g̃bd∇̃bφ̃∇̃dφ̃ + V (φ̃)

]
(5.4)

donde T̃ = g̃abT̃ab. Mientras que para el campo escalar perturbado φ̃, se tiene

g̃ab∇̃a∇̃bφ̃− dṼ (φ̃)

dφ̃
= 0 . (5.5)

Para hallar las ecuaciones que describen la dinámica de la perturbación hab a primer
orden, se diferencia (5.4) con respecto a λ y se hace λ = 0 3,

d

dλ
R̃ab

∣∣∣
λ=0

=
d

dλ
T̃ab

∣∣∣
λ=0

− 1

3

d

dλ

[
g̃ab T̃

]
λ=0

. (5.6)

Se desarrolla cada uno de estos términos, obteniéndose 4

−1

2
¤hac − 1

2
∇a∇c

(
gbdhbd

)
+∇(a∇bhc)b + Rbd

(ac)hbd + Rbd
(adhc)b =

+ 2∇(aϕ∇c)ϕ +
D − 5

6
hacg

bd∇bφ∇dφ− D − 5

6
gach

bd∇bφ∇dφ

+
D − 5

3
gacg

bd∇bϕ∇dφ +
D − 3

3
hacV (φ) +

D − 3

3
gac

dV

dφ
ϕ ,

(5.7)

donde ¤ es el D’Alambertiano 5-dimensional definido por ¤ ≡ gab∇a∇b. Mientras que la
ecuación de la dinámica del campo viene dada por

− hab∇a∇bφ− 1

2
gabgcd (∇ahbd +∇bhad −∇dhab)∇cφ + gab∇a∇bϕ− d2V

dφ2
ϕ = 0 . (5.8)

Ahora bien, imponiendo las condiciones de traza, sector transverso, y calibre axial
nulo; respectivamente,

gabhab = 0 ; ∇ah
a
b = 0 ; ha4 = 0, (5.9)

1 El tensor métrico con ı́ndices superiores está dado por g̃ab = gab − λhab, satisfaciendo g̃dag̃ae = δe
d

para perturbaciones a primer orden.
2 Ver demostración en Apéndice C.1
3 El tensor de Ricci perturbado R̃ab se escribe en función del tensor de Ricci sin perturbar Rab. Ver

demostración en el Apéndice C.2
4 Ver demostración en Apéndice C.3
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y haciendo ϕ = 0, φ = φ(ξ) y D = 5, se tiene

−1

2
¤hac + Rbd

(ac)hbd + Rbd
(adhc)b =

2

3
hacV (φ) . (5.10)

La expresión (5.10) representa las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar para la pertur-
bación gravitacional, y en particular para la métrica dada por (1.4), se reduce a

1

f 2

[
¤(4) +

∂2

∂ξ2
− f ′

f

∂

∂ξ
− 2

f ′′

f
− 2β2

]
hab = 0 , (5.11)

donde ¤(4) es el D’Alambertiano 4-dimensional definido por ¤(4) ≡ gmn∇m∇n.
Para resolver (5.11) anaĺıticamente, se propone la separación de variables hab =

χ(t, x, y, z)Ψab(ξ) donde χ(t, x, y, z) representa una onda plana libre responsable de la
gravitación sobre la hipersuperfice 4-dimensional de la pared de dominio y cumple con

¤(4)χ(t, x, y, z) = m2χ(t, x, y, z) , (5.12)

donde m es una constante. Al sustituir en (5.11) se tiene

m2Ψab(ξ) +

[
∂2

ξ −
f ′

f
∂ξ − 2

f ′′

f
− 2β2

]
Ψab(ξ) = 0 (5.13)

Adicionalmente se propone que Ψab(ξ) = f 1/2ψab(ξ), donde f es el factor métrico y
sustituyendo en (5.13),

∂2
ξψab =

[
3

4

f ′2

f 2
+

3

2

f ′′

f
+ 2β2 −m2

]
ψab(ξ) . (5.14)

La ecuación (5.14) es una ecuación de Schrödinger y se puede escribir

[−∂2
ξ + VQM

]
ψab = m̃2ψab(ξ) , VQM =

3

4

f ′2

f 2
+

3

2

f ′′

f
, (5.15)

donde VQM es el potencial mecánico cuántico y se define la masa de Sitter como m̃2 ≡
m2 − 2β2.

La solución de (5.15) está compuesta por un espectro de soluciones ψab, el cual rep-
resenta las fluctuaciones (u ondas) gravitacionales responsables de la propagación de la
fuerza de gravedad y está compuesto por el modo no masivo para m̃2 = 0 y los modos
masivos para m̃2 6= 0, siendo m̃2 la masa asociada a la onda gravitacional.

Es importante mencionar que el operador
[−∂2

ξ + VQM

]
puede ser factorizado como

el producto de un operador Q y su conjugado Q†,

Q†Q ψab = m̃2 ψab(ξ) , (5.16)

donde

Q† =

[
∂ξ +

3

2

f ′

f

]
, Q =

[
−∂ξ +

3

2

f ′

f

]
. (5.17)

En consecuencia los autovalores asociados a (5.15) no pueden ser negativos5, m̃2 ≥ 0.
Esto es consistente con la teoŕıa de la relatividad, donde las part́ıculas no pueden viajar
a velocidades mayores que la luz y no se tienen masas imaginarias.

5Ver demostración en Apéndice D
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5.2. Modo cero del espectro gravitacional

Se puede probar que ψ ∼ f 3/2 (sub́ındices ab omitidos) es solución a (5.15) cuando
m̃2 = 0 . A esta solución se le denomina Modo Cero o Modo No Masivo del espectro de
fluctuaciones gravitacionales y se denota por ψ0.

La importancia de su estudio radica en que, si se logra localizar el modo cero sobre la
pared de dominio, entonces existe la posibilidad de encontrar un potencial gravitacional
Newtoniano asociado al modelo, toda vez que las correcciones al potencial no sean signi-
ficativas [1]. Si por el contrario, no se logra confinar la gravedad sobre la pared, entonces
se sabe de antemano que no es posible reproducir el potencial de Newton conocido y
obtener un modelo adecuado de nuestro universo.

En esta sección se presenta el modo cero y su localización para las soluciones asimétri-
cas (4.10) y (4.19) presentadas en la Sección 4.1.2 y la Sección 4.2.2, respectivamente. El
modo no masivo asociado a las paredes regulares simétricas mostradas en el Caṕıtulo 2
ya ha sido analizado ampliamente [7, 8, 12] y no serán objeto de estudio en este trabajo.

5.2.1. Localización del modo cero sobre pared dinámica con ex-
pansión dS asimétrica

El modo cero de la solución dinámica con expansión dS asimétrica presentada en la
Sección 4.1.2, para δ = 1/4, está dado por

ψ0(ξ) =

[
cosh1/4(4βξ)(c1 − c2

i

2β
F [2iβξ, 2])

]−3/2

(5.18)

siendo el potencial mecánico cuántico asociado,

VQM(ξ) =
15β2

cosh2(4βξ)H(ξ)2
[c2

2 cosh(4βξ)

+
c2

2
cosh−1/2(4βξ) sinh(8βξ)H(ξ)− 1

40
(19− 3 cosh 8βξ)H(ξ)2].

(5.19)

La Figura 5.1 muestra que el modo cero ψ0(ξ) está fuertemente localizado sobre el
pozo de potencial de la pared de dominio. Esto es atractivo fenomenológicamente pues,
sobre este modelo, existe la posibilidad de obtener un potencial gravitacional Newtoniano,
siempre que las correcciones al potencial no sean significativas. Obsérvese además que

ĺım
|ξ|→∞

VQM =
9

4
β2. (5.20)

Esto indica que existe una brecha de 9
4
β2 entre los modos masivos continuos, m̃2 > 9

4
β2,

y el modo cero confinado al pozo de potencial mecánico cuántico.
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Figura 5.1: Modo cero gravitacional ψ0(ξ) ∼ f3/2 (ĺınea continua) y Potencial mecánico cuántico
VQM (ξ) (ĺınea discontinua), para δ = 1/4, β = 4, c1 = 1 y c2 = 5.

5.2.2. Localización del modo cero sobre pared estática asimétri-
ca

El modo cero de la solución estática asimétrica presentada en la Sección 4.2.2 está dado
por

ψ0(ξ) =
[
1 + (αξ)2s]−3/4s [

c1 + c2 2F1

[
l, k, n,−(αξ)2s

]
ξ
]−3/2

, (5.21)

siendo el potencial mecánico cuántico asociado,

VQM(ξ) =
3 α [1 + (α ξ)2s]

− s+1
s

4ξ2K(ξ)2

{
5 α(c2ξ)

2
[
1 + (α ξ)2s

] s−1
s

+(α ξ)2s
[
10c2αξ + α

[
1 + (α ξ)2s

]− s−1
s

[
2− 4s + 5(αξ)2s

]]
+ c2ξ(αξ)2s

[α +K(ξ)] 2F1[l, k, n,−(αξ)2s]
[
10c2αξ +

[
1 + (α ξ)2s

]− s−1
s

[
2− 4s + 5(αξ)2s

]]}
.

(5.22)

En la Figura 5.2 se muestra una gráfica del potencial mecánico cuántico VQM y el
modo cero de esta familia de soluciones para s = 1 y s 6= 1. En el primer caso, se tiene
una pared simple donde el modo cero está localizado; y en el segunda caso, se tiene una
pared doble, donde existe una mayor probabilidad de hallar el modo cero sobre la pared
ubicada cerca al espaciotiempo con menor curvatura asintótica. De hecho, se observa que
la supresión de la función de onda del estado base es menos intensa sobre esta región del
espacio que sobre la región con mayor curvatura asintótica. Nótese además que en ambos
casos, el potencial VQM no separa el espectro de modos masivos continuos del modo cero
confinado.

5.3. Espectro gravitacional de soluciones dinámicas

en el ĺımite de pared delgada

En caṕıtulos anteriores, ya se ha discutido la relevancia de las paredes dinámicas. Éstas
corresponden a universos en expansión con métricas del tipo Friedman-Robertson-Walker.
Espećıficamente, en esta sección, se desea estudiar el espectro completo de las soluciones
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Figura 5.2: Modo cero gravitacional ψ0(ξ) ∼ f3/2 (ĺınea continua) y Potencial mecánico cuántico
VQM (φ) (ĺınea discontinua). A la izquierda para s = 1, α = 1, c1 = 1 y c2 = 2/5 y a la derecha para
s = 5, α = 1, c1 = 1 y c2 = 2/5.

dinámicas con expansión dS (2.1) y (4.10) en el ĺımite de pared delgada, dado que no se
tiene ninguna evidencia de dimensiones adicionales.

5.3.1. Solución particular dinámica con expansión dS

En la Sección 2.1 se presentó la solución con expansión dS cuyo factor warp viene
dado por

f(ξ) = cosh−δ(βξ/δ) (5.23)

donde δ se interpreta como el ancho de la pared. Se desea ahora determinar su ĺımite de
pared delgada [8], esto es cuando δ → 0, 6

ĺım
δ→0

f(ξ) = e−β|ξ| , (5.24)

y se calcula el potencial mecánico cuántico, sustituyendo (5.24) y sus respectivas derivadas
en la expresión de VQM (5.15), obteniéndose 7

VQM =
9

4
β2 − 3βδ(ξ) , (5.25)

donde δ(ξ) es la delta de Dirac.
Esta expresión representa un potencial tipo pozo infinito y, bajo esta configuración, se

puede probar que existe un único estado confinado, mientras que los demás estados están
libres [17]. El único estado confinado corresponde al modo cero del espectro gravitacional,

ψ0 ∼ e−
3
2
β|ξ|, el cual está fuertemente localizado sobre la pared de dominio. Aśı que en el

ĺımite de pared delgada, se puede pensar que la solución (5.24) ha heredado las propiedades
de la familia de paredes gruesas original, siendo capaz de confinar la gravedad. Por otra
parte, los estados libres corresponden a los modos masivos del espectro.

6 Ver demostración en Apéndice E.1.
7 Ver demostración en Apéndice F.1



27

Adicionalmente, nótese que se conserva una caracteŕıstica t́ıpica de las paredes con
expansión dS [7], pues existe una brecha de 9

4
β2 entre el modo cero y el conjunto de

modos masivos, pudiéndose verificar que

ĺım
|x|→∞

VQM =
9

4
β2, (5.26)

en consecuencia, m̃2 > 9
4
β2.

Habiendo presentado el modo cero y sus caracteŕısticas, a continuación se aborda el
cálculo de los modos masivos del espectro, debiéndose resolver la ecuación de Shrödinger
(5.15) para m̃2 6= 0. Para ello, motivado por la discontinuidad en el potencial, se reescribe
la función de onda ψ(ξ) en términos de la función Heavyside Θ(ξ),

ψ(ξ) = ψ>Θ(ξ) + ψ<Θ(−ξ) , (5.27)

donde ψ> y ψ< son soluciones de (5.15) para ξ > 0 y ξ < 0, respectivamente; y por
continuidad de la función de onda, se satisface

ψ>(ξ)
∣∣∣
ξ=0

= ψ<(ξ)
∣∣∣
ξ=0

= ψ(ξ)
∣∣∣
ξ=0

. (5.28)

Sustituyendo (5.25), (5.27) con su derivada segunda 8 en la ecuación de Schrödinger (5.15),
se tiene

− [
∂2

ξψ>Θ(ξ) + ∂2
ξ ψ<Θ(−ξ) + (∂ξψ> − ∂ξψ<) δ(ξ)

]
=

[
m̃2 − 9

4
β2

]
[ψ>Θ(ξ) + ψ<Θ(−ξ)]

− 3βδ(ξ)ψ(ξ)
∣∣∣
ξ=0

,

(5.29)

donde se ha utilizado (5.28). Para que esta expresión sea cierta para todo ξ, todos los
términos que acompañan a δ(ξ) deben ser cero. Aśı que

−∂ξ ψ>(ξ)
∣∣∣
ξ=0

+ ∂ξ ψ<(ξ)
∣∣∣
ξ=0

− 3β ψ(ξ)
∣∣∣
ξ=0

= 0 (5.30)

Más aún, la función de onda debe tener simetŕıa de reflexión sobre la coordenada perpen-
dicular a la pared, entonces se cumple

∂ξ ψ>(ξ)
∣∣∣
ξ=0

= −∂ξ ψ<(ξ)
∣∣∣
ξ=0

, (5.31)

y (5.30) se reduce a

2 ∂ξψ>(ξ)
∣∣∣
ξ=0

+ 3β ψ(ξ)
∣∣∣
ξ=0

= 0 (5.32)

Por lo antes expuesto, la ecuación de Schrödinger (5.15) está dada por

−∂2
ξ ψ> +

9

4
β2 ψ> = m̃2 ψ> , ∀ ξ > 0 , (5.33)

8 La primera derivada de ψ está dada por ∂ξψ = ∂ξψ> Θ(ξ) + ∂ξψ< Θ(−ξ) + (ψ> − ψ<) δ(ξ).
La segunda derivada de ψ está dada por ∂2

ξψ = ∂2
ξψ> Θ(ξ) + ∂2

ξψ< Θ(−ξ) + (∂ξψ> − ∂ξψ<) δ(ξ) .
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−∂2
ξ ψ< +

9

4
β2 ψ< = m̃2 ψ< , ∀ ξ < 0 ; (5.34)

y resolviendo, respectivamente, se tiene

ψ> = A+ cos(k ξ) + B+ sin(k ξ) , k2 = m̃2 − 9

4
β2 ; (5.35)

ψ< = A− cos(k ξ) + B− sin(k ξ) , (5.36)

donde A± y B± son constantes de integración y para determinarlas, se tiene

Por continuidad de la función de onda (5.28), A+ = A−.

Exigiendo simetŕıa de reflexión (5.31), B+ = −B−.

Imponiendo la condición (5.32), A+ = − 2
3β

kB+.

Escogiendo arbitrariamente B+ = 1, las expresiones (5.35) y (5.36), se reducen a una sola
expresión para todo ξ,

ψ(ξ) = −2k

3β
cos(k|ξ|) + sin(k|ξ|) . (5.37)

Esta última expresión modela el comportamiento de los modos masivos del espectro
gravitacional, los cuales oscilan libremente a lo largo de la coordenada perpendicular a la
pared, como es de esperar.

5.3.2. Solución general dinámica con expansión dS

En la Sección 4.1.2 se mostró una familia de soluciones asimétrica, cuyo inverso del
factor warp viene dado por

g(ξ) = coshδ(βξ/δ) + α
iδ

β − 2βδ

| sinh(βξ/δ)|
sinh(βξ/δ)

cosh1−δ(βξ/δ)2F1

[
l, k, n, cosh2(βξ/δ)

]
,

(5.38)
donde se ha escogido c1 = 1 y c2 = α. Para esta familia, se desea igualmente obtener el
ĺımite de pared delgada por razones fenomenológicas. Para ello, se toma el ĺımite cuando
δ → 0 9, utilizando una identidad que satisface la función hipergeométrica 2F1,

2F1 [a, b, c, z] = (1− z)−a
2F1

[
a, c− b, c,

z

z − 1

]
, (5.39)

obteniéndose
ĺım
δ→0

g(ξ) = eβ|ξ| +
α

β
sinh(βξ) ; (5.40)

9 Ver detalles en Apéndice E.2
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y el potencial mecánico cuántico asociado, está dado por 10

VQM =
15β2

4

[
β eβ|ξ| (Θ(ξ)−Θ(−ξ)) + α cosh(βξ)

β eβ|ξ| + α sinh(βξ)

]2

− 3

2
β2 − 3βδ(ξ). (5.41)

En este caso se tiene un potencial VQM tipo pozo infinito asimétrico y se sabe que existe
únicamente un estado ligado que corresponde al modo cero del espectro gravitacional.
Nuevamente se observa que la solución es capaz de confinar la onda responsable de la
gravedad, mientras que los modos masivos son estados libres. Además, existe una brecha
de 9

4
β2 entre el modo cero y el conjunto de modos masivos, ya que

ĺım
|x|→∞

VQM =
9

4
β2, (5.42)

de tal manera m̃2 > 9
4
β2.

Siguiendo una metodoloǵıa análoga a la sección anterior, se resuelve la ecuación de
Schrödinger (5.15), reescribiendo la función de onda ψ(ξ) en términos de la función Heavy-
side Θ(ξ), (5.27), satisfaciéndose las condiciones (5.28) y (5.30). De este modo, se tiene

ψ>(ξ) = A+ [ α (z − 1)]a e−ikξ
2F1 [a , b− ik/β , c− ik/β ; z ]

+ B+ [α (z − 1)]a eikξ
2F1 [ a , b + ik/β , c + ik/β ; z ] ,

(5.43)

ψ<(ξ) = A− [α (z − 1)]a e−ikξ
2F1 [ a , b− ik/β , c− ik/β ; z ]

+ B− [ α (z − 1)]a eikξ
2F1 [a , b + ik/β , c + ik/β ; z ] ,

(5.44)

donde A± y B± son constantes de integración y

a =
5

2
, b =

5

2
, k2 = m̃2 − 9

4
β2, z =





[
2β+α

α

]
e2βξ , ∀ ξ > 0 ,

[−2β+α
α

]
e−2βξ, ∀ ξ < 0.

(5.45)

Para determinar dos de las constantes de integración se impone la condición de con-
tinuidad (5.28) y la condición (5.30). Sin embargo, este procedimiento es matemática-
mente complejo debido a la presencia de las funciones hipergeométricas. Para superar
este dificultad, se trata de hallar una aproximación válida para el problema en estudio.

En particular, obsérvese las correcciones al potencial de Newton dadas por

∫ +∞

m̃0

dm̃ |ψm̃(0)|2 m̃ e−m̃r , (5.46)

donde m̃0 = 9
4
β2. Adviértase que el factor m̃ e−m̃r toma su valor máximo en m̃ = 1/r

y suprime la contribución de los modos ligeros y los muy masivos, siendo significativa
únicamente la contribución de los modos cercanos al valor donde ocurre el máximo. En
este sentido, para tomar en cuenta la contribución de estos modos basta con expandir
para valores de m̃/m̃0 À 1. Esto es, para la notación empleada, k À 1.

10 Ver detalles en Apéndice F.2
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Bajo esta perspectiva, considérese la siguiente aproximación que satisface la función
hipergeométrica siempre que γ À 1,

2F1 [ a , b− γ, c− γ ; z ] ≈ (1− z)−a . (5.47)

Si se identifica, γ = i k/β, entonces se puede hacer uso de esta aproximación en las
ecuaciones (5.43) y (5.44), teniéndose

ψ>(ξ) = A+ i α5/2e−ikξ + B+ i α5/2eikξ , (5.48)

ψ<(ξ) = A− α5/2e−ikξ + B− α5/2eikξ . (5.49)

Las cuales se pueden expresar en términos de sencillas funciones trigonométricas

ψ>(ξ) = (A+ + B+) i α5/2 cos(kξ) + (A+ −B+) α5/2 sin(kξ) , (5.50)

ψ<(ξ) = (A− + B−) α5/2 cos(kξ) + (A− −B−) i α5/2 sin(kξ) . (5.51)

Ahora se está en posición de hallar dos de las constantes de integración, imponiendo las
condiciones (5.28) y (5.30).

Las otras dos constantes se escogen arbitrariamente. En particular, se decide escogerlas
de tal manera que, para estas escalas de enerǵıa, sea posible reproducir los resultados de
la sección anterior con simetŕıa de reflexión (5.37) . Esto se logra reescribiendo A± y B±,
en función de otras dos constantes arbitrarias D±, de la siguiente manera

A+ =
1

2
α−5/2(1− iD+) , B+ = −1

2
α−5/2(1 + i D+) ;

A− = −1

2
α−5/2(D− + i) , B− =

1

2
α−5/2(−D− + i) .

(5.52)

En consecuencia, la función de onda está dada por

ψ>(ξ) = D+ cos(kξ) + sin(kξ) , ψ<(ξ) = −D− cos(kξ) + sin(kξ) , (5.53)

donde

D+ =
2k3 + 17kβ2

12β3 − 3k2β
, D− =

2k3 + 17kβ2

12β3 − 3k2β
. (5.54)



Conclusiones

Luego de presentar un breve resumen acerca de las paredes de dominio y sus carac-
teŕısticas fundamentales, se mostró que la dinámica de estas estructuras diferenciales es
descrita por la teoŕıa de Einstein con constante cosmológica. De esta manera, se garantiza
que las configuraciones estudiadas, en el ĺımite de pared delgada, corresponden efectiva-
mente a posibles modelos del universo que obedecen la teoŕıa de gravitación conocida.

Una vez logrado esto, se establecieron los escenarios sobre los cuales se analizaron
los efectos gravitacionales que surgen al introducir asimetŕıas en el sistema. Estos esce-
narios asimétricos se generaron utilizando un método para hallar nuevas soluciones al
acoplamiento Einstein-Campo Escalar, a partir de soluciones conocidas. Espećıficamente,
la expresión que proporciona el campo escalar φ es una ecuación diferencial de segundo or-
den en la forma de Sturm-Liouville. En consecuencia, conociendo una solución particular,
entonces es posible hallar una segunda y construir la solución general como una super-
posición lineal de ambas. En los casos estudiados, se encontró que la segunda solución
presentaba una singularidad en el origen. Sin embargo, al construir la general, se halla
una función continua y suave, cuya caracteŕıstica distintiva es la asimetŕıa. En particular,
se generaron dos soluciones asimétricas nuevas: una dinámica con expansión dS y otra
estática.

Definidos los escenarios a estudiar, se realizaron perturbaciones al espaciotiempo con
el fin de determinar las ecuaciones que rigen el espectro de fluctuaciones gravitacionales,
el cual está compuesto por el modo cero (o modo no masivo) y los modos masivos. La
importancia de su estudio radica en que, si se logra localizar el modo cero sobre la pared
de dominio, entonces existe la posibilidad de encontrar un potencial gravitacional Newto-
niano asociado al modelo, toda vez que las correcciones al potencial, dadas por los modos
masivos, no sean significativas. Si por el contrario, no se logra confinar la gravedad so-
bre la pared, entonces se sabe de antemano que no es posible reproducir el potencial de
Newton conocido y obtener un modelo adecuado de nuestro universo. Se encontró que las
perturbaciones gravitacionales obedecen una ecuación diferencial de segundo orden tipo
Schrödinger y es posible localizar el modo cero de las fluctuaciones gravitacionales sobre
los dos escenarios asimétricos estudiados.

Finalmente, se analizó el espectro completo de fluctuaciones sobre las paredes dinámi-
cas con expansión dS en el ĺımite de pared delgada, dado que no se tiene ninguna evidencia
de dimensiones adicionales. Se obtuvo que estas configuraciones heredan las propiedades
de las paredes gruesas originales, siendo capaces de confinar el modo cero de la radiación
gravitacional; mientras que los modos masivos oscilan libremente por todo el espaciotiem-
po 5-dimensional.
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Apéndice A

La estructura más general de la
Métrica

El tensor métrico (1.4) propuesto en el Caṕıtulo 1 proviene de considerar una métrica
aún más general, dada por

gab = f 2(ξ) {−dtadtb + dξadξb}+ B2(ξ, t)dxi
adxi

b , (A.1)

donde a, b = 0, ..., 4; xi son las coordenadas espaciales con i = 1, 2, 3; y ξ es la
coordenada espacial adicional.

Para este tensor métrico se construyen las componentes del tensor de Einstein 1

Gt
t =

3

f 2B

[
−f ′

f
B′ − Ḃ2

B
+

B′2

B
+ B′′

]
, (A.2)

G1
1 =

1

f 2

[
−2

B̈

B
− Ḃ2

B2
+

B′2

B2
+ 2

B′′

B
− f ′2

f 2
+

f ′′

f

]
, (A.3)

G2
2 = G3

3 = G1
1 , (A.4)

Gξ
ξ =

3

f 2B

[
B′f

′

f
− Ḃ2

B
+

B′2

B
− B̈

]
, (A.5)

Gξ
t =

3

f 2B

[
Ḃ

f ′

f
− Ḃ′

]
. (A.6)

Ahora bien, para satisfacer las Ecuaciones de Einstein (1.1), la componente Gξ
t debe

ser igual a cero, ya que el Tensor Enerǵıa-Impulso tiene componentes sólo en la diagonal.
Cuando se impone Gξ

t = 0, se obtiene la ecuación diferencial
[
−Ḃ′ +

f ′

f
Ḃ

]
= 0 . (A.7)

1Las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada extra, ξ, y los puntos denotan derivadas
con respecto al tiempo.
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Esta ecuación se satisface si B(t, ξ) = f(ξ)C(t) y sustituyendo en las componentes del
Tensor de Einstein se obtiene

Gt
t =

3

f 2

[
−Ċ2

C2
+

f ′′

f

]
, Gξ

ξ =
3

f 2

[
2
f ′2

f 2
− C̈

C
− Ċ2

C2

]
,

G1
1 =

1

f 2

[
−2

C̈

C
− Ċ2

C2
+ 3

f ′′

f

]
, G2

2 = G3
3 = G1

1 .

(A.8)

Adicionalmente se exige que Tensor de Einstein no dependa del tiempo, ya que el
Tensor Enerǵıa-Impulso no depende del tiempo. Para ello se debe cumplir que

C̈

C
= β2 (A.9)

donde β es una constante mayor o igual a cero y su solución viene dada por

C(t) = eβt (A.10)

Sustituyendo (A.10) en (A.8), se obtienen las siguientes expresiones para las compo-
nentes del Tensor de Einstein

Gt
t =

3

f 2

[
f ′′

f
− β2

]
, Gξ

ξ =
6

f 2

[
f ′2

f 2
− β2

]
,

G1
1 =

3

f 2

[
f ′′

f
− β2

]
, G2

2 = G3
3 = G1

1 .

(A.11)

El tensor métrico de este sistema se expresa como

gab = f 2(ξ)
(−dtadtb + e2βtdxi

adxi
b

)
+ f 2(ξ)dξadξb (A.12)

De esta manera se obtiene la métrica dada por (1.4)



Apéndice B

Soluciones a la Ecuación de
Sturm-Liouville

Una ecuación diferencial en la forma de Sturm-Liouville en general se escribe como

d2y(x)

dx2
+ P (x)

dy(x)

dx
+ Q(x)y(x) = r(x) . (B.1)

En el caso de (3.3),

g′′ − g

[
1

3
φ′2 + β2

]
= 0 , (B.2)

P (x) = r(x) = 0 y Q(x) =
[

1
3
φ′2 + β2

]
.

Si se conoce una solución particular de (B.2), i.e. g1, entonces se puede hallar otra
solución linealmente independiente, g2, a través de la expresión

g2(ξ) = g1(ξ)χ(ξ), χ(ξ) =

∫ ξ 1

[g1(x)]2
dx . (B.3)

Para demostrar esto, se calcula la primera y segunda derivada de g2

g′2 =
1

g1

+ g′1

∫ ξ 1

[g1]2
dx (B.4)

g′′2 = g′′1

∫ ξ 1

[g1]2
dx (B.5)

Se sustituyen en la ecuación diferencial (B.2) y g2 será solución si y sólo si

[
g′′1 − g1

(
1

3
φ′2 + β2

)]∫ ξ 1

[g1]2
dx = 0 (B.6)

La cual se satisface ya que se conoce que g1 es solución

g′′1 − g1

[
1

3
φ′2 + β2

]
= 0 (B.7)

Con esto se ha demostrado que g2, definida por (3.4), es solución de (3.3).
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Ahora se muestra que g1 y g2 son linealmente independientes. Para ello se calcula el
Wronskiano para estas dos funciones

W(g1, g2) = det

[
g1 g2

g′1 g′2

]

= g1

[
1

g1

+ g′1

∫ ξ 1

[g1]2
dx

]
− g′1g1

∫ ξ 1

[g1]2
dx

= 1

(B.8)

Como W(g1, g2) 6= 0 entonces g1 y g2 son linealmente independientes y la solución
general a (B.2) viene dada por

g = c1 g1 + c2 g2 (B.9)



Apéndice C

Perturbaciones Gravitacionales

C.1. Ecuaciones de Einstein en la forma de Ricci

Considérese las Ecuaciones de campo de Einstein

Rab − 1

2
gabR = Tab . (C.1)

Multiplicando (C.1) por gda se puede expresar el escalar de Ricci R en función del Tensor
Enerǵıa-Impulso con ı́ndices contráıdos T ≡ gabTab,

gdaRab − 1

2
gdagabR = gdaTab , (C.2)

Rd
b −

1

2
δd
b R = T d

b . (C.3)

Haciendo b = d,

R− 1

2
DR = T , (C.4)

conde R ≡ gabRab y D = δd
b , siendo D la dimensionalidad del espaciotiempo. Si D = 5,

entonces

R = −2

3
T (C.5)

y las Ecuaciones de Einstein en la forma de Ricci se escriben como

Rab = Tab − 1

3
gabT . (C.6)

C.2. R̃ab en función de Rab

Se quiere encontrar una expresión que relacione el tensor de Ricci de la métrica per-
turbada R̃ab con el tensor de Ricci de la métrica sin perturbar Rab
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Para ello, considérese la definición del Tensor de Riemman Rf
abcωf

Rf
abcωf ≡ ∇a∇bωc −∇b∇aωc . (C.7)

El operador derivada actuando sobre una uno-forma ∇ωγ asociado a la métrica sin
perturbar gab está relacionado con el operador derivada sobre una uno-forma ∇̃ωγ asociado
a la métrica perturbada g̃ab, a través de la expresión

∇bωc = ∇̃bωc − Cf
bcωf (C.8)

donde Cf
bc es el śımbolo de Christoffel. Desarrollando el lado derecho de (C.7), utilizando

C.8, se tiene

Rf
abcωf = ∇a

(
∇̃bωc − Cf

bcωf

)
−∇b

(
∇̃aωc − Cf

acωf

)
(C.9)

y el primer término del lado derecho de esta expresión es

∇a

(
∇̃bωc − Cf

bcωf

)
= ∇a∇̃bωc −∇aC

f
bcωf − Cf

bc∇aωf (C.10)

mientras que el segundo término se obtiene por analoǵıa.
Ahora bien, sabiendo que

∇aTbc = ∇̃aTbc − Cf
abTfc − Cf

acTbf , (C.11)

∇aT
f
bc = ∇̃aT

f
bc + Cf

adT
d
bc − Cd

abT
f
dc − Cd

acT
f
bd , (C.12)

las cuales son las extensiones de (C.8), se pueden desarrollar todos los términos de (C.10)
y sustituir en (C.9), obteniéndose

(∇a∇b −∇b∇a) ωc =
(
R̃f

abc − 2∇̃[aC
f
b]c − 2Cf

[adC
d
b]c

)
ωf , (C.13)

donde

R̃f
abcωf ≡ ∇̃a∇̃bωc − ∇̃b∇̃aωc (C.14)

∇̃[aC
f
b]c ≡

1

2

(
∇̃aC

f
bc − ∇̃bC

f
ac

)
, Cd

[acC
f
b]d ≡

1

2

(
Cd

acC
f
bd − Cd

bcC
f
ad

)
(C.15)

y se desprende que

Rf
abc = R̃f

abc − 2∇̃[aC
f
b]c + 2Cd

[acC
f
b]d . (C.16)

Haciendo la contracción del Tensor de Riemman, se obtiene el Tensor de Ricci

R̃ac = R̃b
abc = Rac − 2∇[aC̃

b
b]c + 2C̃d

c[aC̃
b
b]d (C.17)

De esta manera se ha logrado hallar una expresión que relaciona el tensor de Ricci
perturbado R̃ab con el tensor de Ricci sin perturbar Rab.
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C.3. Ecuaciones Einstein-Campo Escalar de hab

El propósito de esta sección es ilustrar detalladamente el procedimiento empleado para
hallar las ecuaciones que describen el comportamiento de la perturbación gravitacional
hab.

Sea gab y φ las soluciones exactas al sistema Einstein-Campo Escalar formado por
(1.1), (1.2) y (1.3). Ahora suponga que existe una familia uniparamétrica de tensores
métricos g̃ab(λ) y una familia uniparamétrica de campos escalares φ̃(λ) tal que también
sean solución del sistema Einstein-Campo Escalar dados por 1

g̃ab = gab + λhab , φ̃ = φ + λϕ , (C.18)

donde hab y ϕ representan la perturbación de la métrica y el campo escalar, respectiva-
mente. De tal manera que a primer orden se tiene

d

dλ
g̃ab

∣∣∣
λ=0

= hab,
d

dλ
φ̃
∣∣∣
λ=0

= ϕ . (C.19)

Las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar, escritas en la forma de Ricci, para g̃ab

están dadas por2

R̃ab = T̃ab − 1

3
g̃abT̃ , (C.20)

T̃ac = ∇̃aφ̃∇̃bφ̃− g̃ac

[
1

2
g̃bd∇̃bφ̃∇̃dφ̃ + V (φ̃)

]
(C.21)

donde T̃ = g̃abT̃ab. Mientras que para el campo escalar perturbado φ̃, se tiene

g̃ab∇̃a∇̃bφ− dṼ (φ̃)

dφ̃
= 0 . (C.22)

Se desea hallar las ecuaciones que describen la dinámica de la perturbación hab a
primer orden. Para ello, diferenciamos (C.20) con respecto a λ y hacemos λ = 0,

d

dλ
R̃ab

∣∣∣
λ=0

=
d

dλ
T̃ab

∣∣∣
λ=0

− 1

3

d

dλ

[
g̃ab T̃

]
λ=0

. (C.23)

Cada uno de estos términos será desarrollados a continuación.

1 El tensor métrico con ı́ndices superiores está dado por g̃ab = gab − λhab, satisfaciendo g̃dag̃ae = δe
d

para perturbaciones a primer orden.
2Ver Apéndice C.1 para detalles de las Ecuaciones de Einstein escritas en la forma de Ricci en 5

dimensiones.
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C.3.1. Desarrollo de d
dλR̃ab

∣∣∣
λ=0

En el Apéndice (C.2) se obtuvo una expresión que relaciona el tensor de Ricci pertur-
bado R̃ab con el tensor de Ricci sin perturbar Rab,

R̃ac = Rac − 2∇[aC̃
b
b]c + 2C̃d

c[aC̃
b
b]d . (C.24)

Derivando esta expresión con respecto a λ y evaluando en λ = 0,

d

dλ
R̃ac

∣∣∣
λ=0

=
d

dλ
Rac

∣∣∣
λ=0

− 2
d

dλ

[
∇[aC̃

b
b]c

]
λ=0

+ 2
d

dλ

[
C̃d

c[aC̃
b
b]d

]
λ=0

. (C.25)

El primer término del lado derecho es cero porque no depende de λ y el tercer término
también se hace cero puesto que

C̃d
ab =

1

2
g̃dc (∇ag̃cb +∇bg̃ac −∇cg̃ab) , (C.26)

C̃d
ab =

1

2
g̃dc (∇a (gcb + λhcb) +∇b (gac + λhac)−∇c (gab + λhab)) , (C.27)

y evaluando (C.27) en λ = 0 y sabiendo que ∇cgab = 0, se tiene que C̃d
ab|λ=0 = 0. Entonces

(C.25) se reduce a

d

dλ
R̃ac

∣∣∣
λ=0

= − d

dλ

[
∇aC̃

b
bc −∇bC̃

b
ac

]
λ=0

(C.28)

donde el primer término del lado derecho de (C.28) es3

d

dλ

[
∇aC̃

b
bc

]
λ=0

=
d

dλ

[
∇a

[
1

2
g̃dc (∇ag̃cb +∇bg̃ac −∇cg̃ab)

]]

λ=0

=
1

2
gbd (∇a∇bhdc +∇a∇chbd −∇a∇dhbc)

=
1

2
gbd (∇a∇chbd)

=
1

2
∇a∇c

(
gbdhbd

)

(C.29)

y el segundo término del lado derecho de (C.28) es

d

dλ

[
∇bC̃

b
ac

]
λ=0

=
1

2
gbd (∇b∇ahcd +∇b∇chad −∇b∇dhac)

= −1

2
¤hac + gbd∇b∇(ahc)d

(C.30)

3 considerando que ∇agbc = 0
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donde,

¤ hac ≡ gbd∇b∇dhac , ∇b∇(ahc)d ≡ 1

2
(∇b∇ahcd +∇b∇chad) . (C.31)

Sustituyendo (C.29) y (C.30) en (C.28), se tiene

d

dλ
R̃ac|λ=0 = −1

2
¤hac − 1

2
∇a∇c

(
gbdhbd

)
+ gbd∇b∇(ahc)d . (C.32)

Ahora bien, se desea expresar

gbd∇b∇(ahc)d ≡ 1

2
gbd (∇b∇ahcd +∇b∇chad) (C.33)

en función del tensor de Riemman. Para ello, nótese que por inducción, a partir de (C.7),
se conoce que

(∇e∇a −∇a∇e) hcd = Rf
eachfd + Rf

eadhcf (C.34)

Entonces,

gbe∇e∇ahcd = gbe∇a∇ehcd +gbeRf
eachfd +gbeRf

eadhcf

∇b∇ahcd = ∇a∇bhcd + Rbf
achfd + Rbf

adhcf

(C.35)

Haciendo b = d,

∇b∇ahcb = ∇a∇bhcb + Rbf
achfb + Rbf

abhcf (C.36)

De tal forma que,

gbd∇b∇(ahc)d = ∇b∇(ahc)b = ∇(a∇bhc)b + Rbf
(ac)hfb + Rbf

(abhc)f (C.37)

Finalmente, se sustituye en (C.32) y se obtiene el primer término de (C.23)

d

dλ
R̃ac

∣∣∣
λ=0

= −1

2
¤hac − 1

2
∇a∇c

(
gbdhbd

)
+∇(a∇bhc)b + Rbf

(ac)hfb + Rbf
(abhc)f . (C.38)

C.3.2. Desarrollo de d
dλT̃ab

∣∣∣
λ=0

El Tensor Enerǵıa-Impulso para la métrica perturbada g̃abestá dado por

T̃ac = ∇aφ̃∇bφ̃− g̃ac

[
1

2
g̃bd∇bφ̃∇dφ̃ + V (φ̃)

]
, (C.39)

entonces diferenciando con respecto a λ y evaluando en λ = 0,

d

dλ
T̃ac

∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

[
∇aφ̃∇cφ̃

]
λ=0

− d

dλ

[
g̃ac

[
1

2
g̃bd∇bφ̃∇dφ̃

]]

λ=0

+
d

dλ

[
g̃acV (φ̃)

]
λ=0

(C.40)



41

donde el primer término del lado derecho de (C.40) es

d

dλ

[
∇aφ̃∇cφ̃

]
λ=0

=

[
∇a

d

dλ
φ̃∇cφ̃ +∇aφ̃∇c

d

dλ
φ̃

]

λ=0

= ∇aϕ∇cφ +∇aφ∇cϕ

= 2∇(aϕ∇c)φ ;

(C.41)

el segundo término del lado derecho de (C.40) es

1

2

d

dλ

[
g̃ac

[
g̃bd∇bφ̃∇dφ̃

]]
=

1

2
hacg

bd∇bφ∇dφ− 1

2
gach

bd∇bφ∇dφ + gacg
bd∇bφ∇dφ ; (C.42)

y el tercer término del lado derecho de (C.40) es simplemente

d

dλ

[
g̃acV (φ̃)

]
= hacV (φ) + gac

dV

dφ
ϕ. (C.43)

Finalmente, sustituyendo (C.41), (C.42) y (C.43) en (C.40), se obtiene d
dλ

T̃ac|λ=0

d

dλ
T̃ac

∣∣∣
λ=0

= 2∇(aϕ∇c)φ− 1

2
hacg

bd∇bφ∇dφ +
1

2
gach

bd∇bφ∇dφ

− gacg
bd∇bφ∇dφ− hacV (φ)− gac

dV

dφ
ϕ

(C.44)

C.3.3. Desarrollo de −1
3

d
dλ

[
g̃acT̃

b
b

]
λ=0

Aplicando la regla de la cadena

−1

3

d

dλ

[
g̃acT̃

b
b

]
= −1

3

[
d

dλ
g̃acT̃

b
b + g̃ac

d

dλ
T̃ b

b

]

= −1

3

[
hacT̃

b
b + g̃ac

d

dλ

[
g̃bdT̃bd

]]

= −1

3

[
hacT̃

b
b − gach

bdT̃bd + gacg
bd d

dλ
T̃bd

]
(C.45)

Desarrollando cada una de estos términos

−1

3
hacT̃

b
b = −1

3
hacg̃bdT̃bd = − 1

3
gbd∇bφ∇dφ +

1

6
hacDgbd∇bφ∇dφ +

1

3
hacDV (φ) (C.46)

1

3
gach

bdT̃bd =
1

3
gach

bd∇bφ∇dφ− 1

6
gac

(
hbdgbd

)
gmn∇mφ∇nφ− 1

3
gac

(
hbdgbd

)
V (φ)(C.47)

−1

3
gacg

bd d

dλ
T̃bd =− 2

3
gacg

bd∇(bϕ∇d)φ +
1

6
gac

(
gbdhbd

)
gmn∇mφ∇nφ

− 1

6
gacDhmn∇mφ∇nφ +

1

3
gacDgmn∇mϕ∇nφ

+
1

3
gac

(
gbdhbd

)
V (φ) +

1

3
gacD

dV

dφ
ϕ .

(C.48)
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C.3.4. Simplificaciones

Sustituyendo (C.38), (C.44) y (C.45) en (C.23) y simplificando, se obtiene

−1

2
¤hac − 1

2
∇a∇c

(
gbdhbd

)
+∇(a∇bhc)b + Rbd

(ac)hbd + Rbd
(adhc)b =

+ 2∇(aϕ∇c)ϕ +
D − 5

6
hacg

bd∇bφ∇dφ− D − 5

6
gach

bd∇bφ∇dφ

+
D − 5

3
gacg

bd∇bϕ∇dφ +
D − 3

3
hacV (φ) +

D − 3

3
gac

dV

dφ
ϕ

(C.49)

Imponiendo las condiciones de traza, sector transverso, y calibre axial nulo; respectiva-
mente,

gabhab = 0 ; ∇ah
a
b = 0 ; ha4 = 0, (C.50)

y haciendo ϕ = 0, φ = φ(ξ) y D = 5, se tiene

−1

2
¤hac + Rbd

(ac)hbd + Rbd
(adhc)b =

2

3
hacV (φ) . (C.51)

C.3.5. En particular para htt

En esta sección se desarrolla (C.51) para la componente tt de la perturbación hab.
Para la métrica general dada por

gab = f 2(ξ)
{−dtadtb + dξadξb + e2βtdxi

adxi
a

}
, (C.52)

se calcula la traza,

gabhab =
1

f 2e2βt

[−htte
2βt + h11 + h22 + h33

]
, (C.53)

y la componente tt del sector transverso viene dado por

∇ah
a
t =

−1

f 2e2βt

[
∂htt

∂t
e2βt − ∂ht1

∂x
− ∂ht2

∂y
− ∂ht3

∂z
+ β

(
3htte

2βt + h11 + h22 + h33

)]
.

(C.54)
Mientras que el D’Alambertiano 5-dimensional ¤(5)htt,

f 2e2βt¤(5)htt = −8β2htte
2βt − 7β

∂htt

∂t
e2βt − ∂2htt

∂t2
e2βt (C.55)

+
∂2htt

∂x2
+

∂2htt

∂y2
+

∂2htt

∂z2
− 2htt

f ′2

f
e2βt (C.56)

−f ′

f

∂htt

∂ξ
e2βt +

∂2htt

∂ξ2
e2βt − 2htt

f ′′

f
e2βt ; (C.57)

y el D’Alambertiano 4-dimensional ¤(4)htt,

¤(4)htt =
1

e2βt

[
−8β2htte

2βt − 7β
∂htt

∂t
e2βt − ∂2htt

∂t2
e2βt +

∂2htt

∂x2
+

∂2htt

∂y2
+

∂2htt

∂z2

]
. (C.58)
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Aśı que ¤(5)htt se puede escribir en función de ¤(4)htt de la siguiente forma

¤(5)htt =
1

f 2

[
¤(4)htt − 2htt

f ′2

f 2
− f ′

f

∂htt

∂ξ
+

∂2htt

∂ξ2
− 2htt

f ′′

f

]
. (C.59)

Por otra parte, la componente tt asociadas a Rbd
(ac)hbd + Rbd

(adhc)b

Rbd
(tt)hbd + Rbd

(tdht)b =
1

f 4e2βt
[β2f 2

(
3htte

2βt + h11 + h22 + h33

)

− f ′2
(
2htte

2βt + h11 + h22 + h33

)− httff ′′e2βt] .

(C.60)

Identificando la traza y haciéndola igual a cero gabhab = 0, se tiene

Rbd
(tt)hbd + Rbd

(tdht)b =
1

f 2

[
4β2 − 3

f ′2

f 2
− f ′′

f

]
htt . (C.61)

Sustituyendo (C.61) y V (φ) dado por (1.8) en (C.51), se obtiene

1

f 2

[
¤(4) +

∂2

∂ξ2
− f ′

f

∂

∂ξ
− 2

f ′′

f
− 2β2

]
htt = 0 (C.62)

Esta expresión describe el comportamiento de la perturbación gravitacional htt.

C.3.6. Generalización

Se puede mostrar que (C.62) posee la misma estructura para todas las componentes
de la perturbación, de tal manera que se puede generalizar

1

f 2

[
¤(4) +

∂2

∂ξ2
− f ′

f

∂

∂ξ
− 2

f ′′

f
− 2β2

]
hab = 0 (C.63)

Esta última expresión representa las Ecuaciones Einstein-Campo Escalar para todas las
componentes de la perturbación gravitacional hab.



Apéndice D

Autovalores del operador Q†Q

Se tiene un vector dado por |Q|ψ〉, que cumple con la ecuación de autovalores

Q†Q|ψ〉 = m̃2|ψ〉 , (D.1)

cuya norma debe ser mayor o igual a cero,

‖Q|ψ〉‖2 ≥ 0 . (D.2)

Por definición la norma de un vector se puede escribir como

(Q|ψ〉)† (Q|ψ〉) ≥ 0 (D.3)

y sabiendo que (Q|ψ〉)† = 〈ψ|Q†, entonces

〈ψ|Q†Q|ψ〉 ≥ 0 . (D.4)

Luego, utilizando la ecuación (D.1) se tiene

〈ψ|m̃2|ψ〉 ≥ 0 . (D.5)

Finalmente,
m̃2〈ψ|ψ〉 ≥ 0 (D.6)

Como 〈ψ|ψ〉 ≥ 0, se concluye que m̃2 ≥ 0 [17].
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Apéndice E

Ĺımite de pared delgada de
soluciones dinámicas

E.1. Solucion regular

Sea el factor métrico dado por

f = cosh−δ(
βξ

δ
) (E.1)

donde δ > 0 se interpreta como el ancho de la pared.
Se desea tomar el ĺımite de pared delgada de este factor métrico. Es decir δ → 0,

ĺım
δ→0

f = ĺım
δ→0

cosh−δ

(
βξ

δ

)
= ĺım

δ→0

[
e
−βξ

δ + e
βξ
δ

2

]−δ

(E.2)

Notando que
ĺım
δ→0

f = e−βξ; ξ > 0 (E.3)

ĺım
δ→0

f = eβξ; ξ < 0 (E.4)

Entonces el ĺımite de pared delgada de f está dado por

ĺım
δ→0

f = e−β|ξ| (E.5)

E.2. Solución general

En la Sección 4.1.2 se mostró una familia de soluciones asimétrica, cuyo inverso del
factor warp viene dado por

g(ξ) = c1 coshδ(βξ/δ) + c2
iδ

β − 2βδ

| sinh(βξ/δ)|
sinh(βξ/δ)

cosh1−δ(βξ/δ)2F1

[
l, k, n, cosh2(βξ/δ)

]

(E.6)
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Para esta familia de soluciones se desea igualmente obtener el ĺımite de pared delgada por
razones fenomenológicas. Para ello, se toma el ĺımite cuando δ → 0

Para calcular este ĺımite se utiliza la siguiente identidad que satisface la función hiper-
geométrica 2F1,

2F1 [a, b, c, z] = (1− z)−a
2F1

[
a, c− b, c,

z

z − 1

]
(E.7)

Identificando los parámetros para el caso particular de estudio

a = l =
1

2
− δ , b = k = 1− δ , c = n =

3

2
− δ , z = [cosh (βξ/δ)]δ , (E.8)

y aplicando la identidad y simplificando,

g(ξ) = c1 coshδ(βξ/δ)

+ c2
δ(−1)δ

β − 2βδ
cosh(βξ/δ)1−δsinh(βξ/δ)2δ−1

2F1

[
1

2
− δ,

1

2
,
3

2
− δ, coth(βξ/δ)2

]
.
(E.9)

Se define x = coth(βξ/δ)2 y nótese que cuando δ → 0, entonces x → 1. Ahora se expande
la función hipergeométrica alrededor de x = 1 a orden 0,

2F1

[
1

2
− δ,

1

2
,
3

2
− δ, x

]
≈ Γ

(
3

2
− δ

)[
(1− x)δ Γ(−δ)

Γ
(

1
2
− δ

)
Γ (1− δ)

+
Γ(δ)√

π

]
. (E.10)

Luego, expandiendo en series alrededor de δ = 0,

2F1

[
1

2
,
1

2
,
3

2
, x

]
≈ 1

2δ

[−(1− x)δ + 1
]
. (E.11)

Sustituyendo en (E.10) y simplificando, se obtiene

ĺım
δ→0

g(ξ) = c1 eβ|ξ| +
c2

β
sinh(βξ) (E.12)



Apéndice F

Cálculo de VQM en ĺımite de pared
delgada

F.1. Solución regular

El potencial mecánico cuántico está dado por

VQM =
3

4

f ′2

f 2
+

3

2

f ′′

f
. (F.1)

La primera derivada de (E.1),

f ′ = −βe−β|ξ|d | ξ |
dξ

,
d | ξ |

dξ
= Θ(ξ)−Θ(−ξ) , (F.2)

donde Θ(ξ) es la función Heaviside. Mientras que su segunda derivada

f ′′ = −β2e−β|ξ|
[
d | ξ |

dξ

]2

− βe−β|ξ|d
2 | ξ |
dξ2 (F.3)

[
d | ξ |

dξ

]2

= Θ(ξ) + Θ(−ξ) = 1 (F.4)

d2 | ξ |
dξ2 = 2δ(ξ) (F.5)

f ′′ = −β2e−β|ξ| − 2βδ(ξ) . (F.6)

Sustituyendo (F.2) y (F.6) en (F.1), se tiene

VQM =
9

4
β2 − 3βδ(ξ) (F.7)

donde δ(ξ) es la delta de Dirac.
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F.2. Solución general

Para hallar el potencial mecánico cuántico, se reescribe (F.1) en función de g(ξ),
haciendo el cambio f(ξ) = 1/g(ξ),

VQM =
15

4

g′2

g2
− 3

2

g′′

g
, (F.8)

y se calculan la primera y segunda derivada de g,

g′ = c1βeβ|ξ| [Θ(ξ)−Θ(−ξ)] + c2 cosh(βξ) , (F.9)

g′′ = c1β
2eβ|ξ| + 2βc1δ(ξ) + c2β sinh(βξ) , (F.10)

obteniéndose,

VQM =
15β2

4

[
c1 β eβ|ξ| (Θ(ξ)−Θ(−ξ)) + c2 cosh(βξ)

c1 β eβ|ξ| + c2 sinh(βξ)

]2

− 3

2
β2 − 3βδ(ξ). (F.11)

Nótese que

ĺım
|ξ|→∞

VQM =
9

4
β2. (F.12)
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