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Resumen

En este trabajo se estudia el espectro de fluctuaciones gravitacionales en espaciostiem-
pos Pared de Dominio con curvaturas asintéticas diferentes, encontrando que siempre es
posible localizar el modo cero sobre la pared, a diferencia de los modos masivos, los cuales
se propagan libremente a lo largo de todo el bulk 5-dimensional.

Palabras Claves: paredes de dominio, paredes dobles, paredes irregulares, branas con
expansion de Siter, branas asimétricas, fluctuaciones gravitacionales, localizacion de

gravedad.
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Introduccion

Los Mundos Branas o hipersuperficies sumergidas en un espacio de alta dimensional-
idad; son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein fenomenolégicamente intere-
santes, pues permiten obtener modelos posibles de nuestro universo.

Entre los modelos mas significativos se tiene el presentado por Randall y Sundrum
(RS), en el cual se concibe al universo como una hipersuperficie estdtica 4-dimensional
embebida en un espaciotiempo de 5 dimensiones Anti de Siter (AdS) [1]. En éste, el
potencial gravitacional es definido por dos términos correspondientes al modo cero ¥y y
los modos masivos 1, del espectro gravitacional, respectivamente

mi1me oo 2 _—mr
Vi) = GalP) ™ (14 [ ams, o) L)

El modo cero es localizado de tal forma que genera un potencial gravitacional tipo Newton
sobre la brana. Mientras que los modos masivos, libres a lo largo de todo el espaciotiempo,
no proporcionan correcciones significativas al potencial para distancias mayores a 1mm;
en concordancia con las medidas experimentales.

Otros escenarios son las branas dindmicas [2, 3, 4], 5], las cuales corresponden a hojas
de mundo con background métrico definidas por una expansion de Sitter (dS), tipicas en
el marco de la cosmologia estandar. Al igual que en el caso estatico, en esta geometria, el
modo cero define la contribuciéon Newtoniana al potencial y los modos masivos se encuen-
tran libres en el espaciotiempo. Sin embargo, una cualidad intrinseca a estos escenarios,
es la existencia de una brecha entre el estado nulo y los masivos continuos del espectro de
las fluctuaciones gravitacionales.

No obstante, las branas son construidas mediante una idealizacién, utilizando estrate-
gias geométricas que requieren considerarlas como regiones del espaciotiempo de infinita
densidad de energia. Es decir, por construcciéon las branas se entienden como paredes de
grosor infinitesimal. Esta idealizacion es necesaria debido a que no se tiene ninguna ev-
idencia de dimensiones adicionales. Una alternativa es proponer modelos donde se toma
en cuenta el espesor de la pared, obteniéndose la brana como el limite de pared delgada
de la estructura con espesor finito.

Las Paredes de Dominio son soluciones a la teoria de la gravedad de Einstein interac-
tuando con un campo escalar (Einstein-Campo Escalar), donde el campo escalar es un kink
topoldgico que interpola entre los minimos (o vacios) consecutivos del potencial de autoin-
teraccion. La teoria Einstein-Campo Escalar predice cémo evoluciona el espaciotiempo,
dada una fuente de deformacion del campo gravitacional definida por el campo escalar y
consiste de un sistema de ecuaciones acopladas, altamente no lineal, en derivadas parciales

v



de segundo orden. De tal manera que hallar soluciones exactas a este sistema es un prob-
lema no trivial. De hecho, solo hay dos paredes dinamicas, reportadas en la literatura. La
primera de ellas, estd sumergida en un espaciotiempo con vacios Minkowskianos simétricos
[6], donde se puede realizar la gravedad 4-dimensional [7] y desarrollar su limite de pared
delgada [8]. La segunda [9], estd embebida en una variedad asimétrica con curvaturas
asintéticas dS y AdS, capaz de confinar el modo cero de las perturbaciones métricas.

Por otra parte, en el contexto de las paredes de dominio estaticas, se tienen diversos
ejemplos de paredes simples. Entre ellas, la generada en [10], la cual es simétrica en
un espaciotiempo AdS y corresponde a una versién regularizada de la brana RS [8].
Adicionalmente, se tienen paredes de dominio dobles. Esto es, soluciones que albergan una
estructura interna, representando dos sub-paredes paralelas [11, 12, 9] . Un ejemplo de
ellas consta de un escenario sumergido en un bulk con simetria Z5 y vacios AdS reportada

n [12], la cual es una generalizacién de la solucién de [10]. Otro ejemplo, presentado en
[9], es una pared doble inmersa en un bulk asimétrico con curvaturas asintéticas AdS,
capaz de localizar el modo cero del espectro gravitacional.

Los objetivos de este trabajo estan centrados fundamentalmente en analizar los efectos
gravitacionales generados al introducir arbitrariamente asimetrias sobre espaciotiempos
tipo pared de dominio.

Se mostrara que, en general, la teoria resultante sobre la pared corresponde a las
ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica; garantizando que estas estructuras
diferenciales representan posibles modelos del universo. Una vez logrado esto, se estudi-
ard la localizacion del modo cero de las fluctuaciones gravitacionales sobre las estructuras
asimétricas con espesor finito descritas en [9], cuyas caracteristicas fueron brevemente
mencionadas en los parrafos anteriores y seran ampliadas a lo largo del trabajo.

El espectro de fluctuaciones gravitacionales se obtendra aplicando el método expuesto

n [13], donde se generaliza, para el sistema Einstein-Campo Escalar, el procedimiento
conocido para obtener las desviaciones gravitacionales de una solucién a las ecuaciones
de Einstein en el vacio [14].

Como ultimo objetivo, se analizara detalladamente el espectro completo de la radiacién
gravitacional en el limite de pared delgada de las soluciones dindmicas [6, 9], con el fin
de verificar la localizaciéon del modo cero sobre la brana y la libre propagacion de los
modos masivos sobre todo el bulk 5-dimensional. Estas branas dinamicas son interesantes
desde el punto de vista de la cosmologia estandar pues corresponden a métricas tipo
Friedman-Robertson-Walker.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el primer capitulo se presen-
ta el sistema Einstein-Campo Escalar, la definiciéon de Pared de Dominio, y las curvaturas
asociadas al sistema. Adicionalmente, se muestra de manera rigurosa que las ecuaciones
de Einstein con constante cosmolégica describen la dindmica de las paredes. En el se-
gundo capitulo, se presentan las caracteristicas de dos soluciones particulares conocidas:
una dindmica [6] y una estatica [12]. En el tercer capitulo, se expone un método para
hallar nuevas soluciones, a partir de las conocidas [15, 9]. En el cuarto, se emplea este
método y se generan dos familias de soluciones nuevas, una irregular [15] y una general
[9], para cada una de las estructuras estudiadas en el capitulo 2; obteniéndose, en el caso
de las soluciones generales, asimetrias en el sistema. En el capitulo 5, se realizan perturba-
ciones gravitacionales a la métrica, lo que permite estudiar la localizacion del modo cero
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sobre las estructuras asimétricas. Finalmente, se toma el limite de pared delgada de las
soluciones dindmicas y se estudia detalladamente el espectro completo de fluctuaciones
gravitacionales.



Capitulo 1

Sistema Einstein-Campo Escalar y
Paredes de Dominio

En este capitulo se plantean las ecuaciones del acoplamiento Einstein-Campo Escalar
y se realiza un breve resumen acerca de las paredes de dominio. En particular, se presenta
su definicion formal, las simplificaciones que originan al sistema y las curvaturas asociadas.
Adicionalmente, se mostrara que la dindmica de estas estructuras es descrita por la teoria
de Einstein con constante cosmoldgica; garantizando que las configuraciones estudiadas,
en el limite de pared delgada, corresponden efectivamente a posibles modelos del universo.

1.1. Sistema Einstein-Campo Escalar

El Sistema Einstein acoplado al Campo Escalar es un conjunto no lineal de ecuaciones
diferenciales acopladas en derivadas parciales, formado por

Gab - Rab - %gabR - Tab 5 (11)

Ty = VadVi — gus | sVab V6 + V(0)] (1.2)
a. dV(e)

vivio- S 0. (13)

donde G,y es el Tensor de Einstein; T, es el Tensor Energfa-Impulso” y representa la
fuente del campo gravitacional dado por el campo escalar ¢ con potencial de autointerac-
cién V(¢); gap es el tensor métrico del sistema y representa la geometria del espaciotiempo;
R, es el Tensor de Ricci y R es el Escalar de Curvatura (o Escalar de Ricci) .

1.2. Paredes de Dominio

Una Pared de Dominio es una solucién al Sistema Einstein-Campo Escalar, donde
el campo escalar es funcién tnicamente de la dimensién extra, ¢ = ¢(£), e interpola

'El simbolo V,¢ denota la derivada covariante con respecto a x® del campo escalar y, como éste no
depende de los vectores base, la derivada covariante es igual a la derivada parcial V,¢ = 0¢/0z°.



asintéticamente entre dos valores, ¢4, que corresponden a los minimos (o vacios) con-

secutivos del potencial de autointeraccion, V(¢). Es decir, cuando limg 4o ¢(§) = ¢u,

entonces limgy_.,, d‘g((f) = 0.

1.3. Simplificacion del Sistema Einstein - Campo Es-
calar

Se desea resolver el Sistema de Einstein acoplado a Campo Escalar, formado por (1.1)),
(1.2) y (1.3) cumpliendo con condiciones que definen a una pared de dominio:

¢ El campo escalar s6lo depende de la coordenada adicional ¢ = ¢(€).

11 El campo escalar interpola suavemente entre los minimos del potencial, cumpliéndose

que cuando lime 1o ¢(§) = ¢, entonces limy ., d‘g—((f) =0, pr €N

111 Existe simetria plano paralela, es decir, la geometria del espaciotiempo puede ser
descrita en coordenadas cartesianas [16].

Bajo estas condiciones, la forma mds general del tensor métrico ? en un espaciotiempo
de 5 dimensiones esta dado por

gap = F2(€) (—dtdty + e*Pdalda}) + f2(€)déadsy (1.4)

donde a,b =0,...,4; x' son las coordenadas espaciales con i = 1,2, 3; vy £ es la coordenada
espacial adicional. Ademas, si § > 0 se tiene una pared dindmica, mientras si § = 0, se
tiene una pared estatica.

Para esta métrica se contruyen las componentes del tensor de Einstein °

Gt Eﬁﬂ—ﬁy G 6{&—w],

NN VR
3 14 (15)
G- -m|. c-ci-al
y las componentes del tensor Energia-Impulso
11 11
Tj=-p=—550" V(). Ti=-P=550"-V(),
2/ 2] (1.6)
11 :
T = —§F¢l2 ~Vi(p), DT=T=T,

donde T} y Tg se interpretan como la densidad de energia p, y la densidad de presion P
con signo opuesto, respectivamente.

2 La estructura de (1.4) proviene de considerar una métrica atin més general. Ver detalles en el
Apéndice A

3 Las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada adicional &, y los puntos denotan
derivadas con respecto al tiempo.



En (1.5) y (L1.6) se aprecia que es posible simplificar el sistema, tomando la suma
Gl + Gg =T/ + Tf , obteniéndose

, f/2 " :|
=325 - -5 1.7
=3 e Lo (17)
y tomando la resta G% — Gg =Tf-T, 55 , dando lugar a
_ 3 f/2 f// )
Vo) =g |2 + -39 (1.9

Como consecuencia, se ha logrado reducir el sistema Einstein-Campo Escalar a un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas (1.7) y (L.8).

1.4. Curvatura del Bulk

En este trabajo se estudian paredes de dominio de 4 dimensiones embebidas en un
espaciotiempo 5-dimensional, denominado bulk. La pared de dominio divide este espa-
ciotiempo en dos subespacios, los cuales pueden ser planos (tipo Minkowski) o tener
curvaturas diferentes. Si la curvatura es positiva, se dice que el espaciotiempo es de Sitter
(dS), y si es negativa, el espaciotiempo es Anti de Siter (AdS).

La curvatura asintotica del bulk se puede determinar evaluando el Tensor Energia-
Impulso cuando & — 400, donde los efectos gravitacionales de la pared son despreciables
y s6lo queda la contribucién de la energia de vacio, asociada al espaciotiempo donde
estd embebida la pared. Al tomar el limite cuando & — =00, los dos primeros términos en
(1.2) se anulan porque el campo escalar tiende a una constante, ¢ — ¢. De tal manera
que

lim T, = —guw hm V(o) (1.9)

§—+oo P—p+

y (L.1) se reduce a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio con constante cos-
mologica A,

Gab + Agab = 0, A= lim V(gb) . (110)

p—p+

De esta ultima expresion se desprende que la curvatura del bulk también puede ser deter-
minada evaluando el potencial de autointeraccién V' (¢) en sus minimos, esto es, cuando

®— Qi

1.5. Teoria de Gravitacion de Einstein sobre la Pared
de Dominio

El propédsito de esta secciéon es mostrar que la teoria que describe la dinamica de
las paredes de dominio corresponde a las ecuaciones de gravitacion de Einstien con con-
stante cosmolégica. Para ello, considérese el espaciotiempo 4-dimensional sobre la pared



de dominio o
Gmn = —dtpdt, + ' (dal dat) (1.11)

donde m,n =0, .., 3. Las componentes diferentes de cero del Tensor de Einstein asociado
a (L.11)) son

étt = 352, Gn = —35262&, CATY22 = G33 = éll . (1-12)
De tal manera que se puede escribir
émn = _SﬁQAmn ) (113)

donde el simbolo ~ se ha utilizado para denotar las componentes asociadas al espaciotiem-
po 4-dimensional.

Por otra parte, como se presenté anteriormente, un espaciotiempo en 5 dimensiones
es descrito en general por la métrica

gap = [2(&) (—dtodty + e*rdalday) + f7(€)dEqdEy (1.14)

observandose que

y las componetes diferentes de cero del Tensor de Einstein asociado a (1.14) son

iz 12
Gy =38° — 3f7, Geg = —65°f + 67 (1.16)
GH = —3ﬁ2€2’3t + 362’8tf7, GH = G22 = G33 . (117)

En consecuencia se puede escribir

"
Gmn = _352 Amn + 3f7gmn
A P (1.18)

Adicionalmente, el Tensor Energia-Impulso dado por (1.2) se reduce a

; 1 ¢/2
T = —f70 —— . 1.1
== Pion |55 +V(0) (1.19)
Ahora se pueden construir las ecuaciones de Einstein G,,,, = T.n,
. f// A ) 1 ¢/2 .
Gon + 3= 0mn —— 4V mn = 0. 1.20
T3 g+ 75T T V(9)) 6 (1.20)

Notando que
5

3 "
Vo) = |7 )



las ecuaciones de Einstein se reducen a
Gom + Nobmn = 0, Ao =352 . (1.21)

Con esta expresion se demuestra que, efectivamente sobre la pared, el comportamiento
del espaciotiempo es descrito por las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante
cosmoldgica Ay. Asi se garantiza que estas estructuras diferenciales representan posibles
modelos del universo en el limite de pared delgada.

Como comentario final, es oportuno mencionar que las paredes de dominio son regiones
del espaciotiempo que poseen curvatura propia diferente de la del bulk, y de (1.21), se lee
que ésta es en general 3/3%. En consecuencia, si 3 > 0 se tiene una pared dindmica con
expansion de Sitter, mientras si § = 0, se tiene una pared estatica plana.



Capitulo 2

Soluciones Regulares tipo Pared de
Dominio

En el presente capitulo, se exponen dos familias conocidas de soluciones tipo pared
de dominio: una dinamica con expansion dS y una estatica. Se mostrard que ambas
tienen como caracteristica comun que el factor métrico es una funcién suave o regular.
Por tal razon se les denomina paredes de dominio regulares. A partir de ellas, serd posible
generar nuevas soluciones, empleando un método soportado en la linealizacién de las ecua-
ciones de campo, lo que dara lugar a configuraciones poco convencionales con interesantes
propiedades.

2.1. Solucién dinamica con expansién dS

En [6], se reporta la primera solucién tipo pared de dominio al Sistema Einstein-Campo
Escalar, donde el factor warp de la métrica (1.4) viene dado por

f1(€) = cosh™(5¢/9) , (2.1)

siendo ¢ un parametro real asociado con el espesor de la pared.

La Figura 2.1/ muestra el factor métrico para diferentes valores de ¢, evidenciandose
que se tiene una funcion suave o regular; esto es, que tanto la funcién como sus derivadas
(por lo menos hasta el segundo orden) son continuas y derivables. Adicionalmente, se
aprecia que a medida que 6 — 0, el espesor del factor métrico se reduce y la funcién se
agudiza en torno al maximo.

Resolviendo (1.7) y (1.8)), se obtienen el campo escalar y el potencial de autointeraccién

¢ = ¢p arctan[sinh(8¢/6)], ¢ = /35(1 =9), 0<d<1/2, (2.2)

_ 3 7(1 + 36) cos21-0)

Vi) = 35

(¢/¢o) - (2.3)

Se puede verificar que efectivamente el campo escalar interpola entre los minimos del
potencial (caracteristica distintiva de las paredes de dominio), pues cuando { — oo,

6



Figura 2.1: Factor Métrico, fZ(£), para § — 0,
de las lineas aumenta con el incremento de 6.

entonces ¢ — +£7¢g. Estos valores corresponden a los minimos del potencial siempre y
cuando 0 < § < 1/2, tal como se deduce del cdlculo de los minimos del potencial *'y como
se aprecia graficamente en la Figura 2.2 para diferentes valores de §.

d (&) V()
1 o
720 15
0.5 y/
0 13
0.5 J;
________________ /X
1 /4
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.2: Campo Escalar ¢(¢) (izquierda) y Potencial de Autointeraccién V;(¢) (derecha), ambas

11
para d = 15, 1,

[SHIN)

Es conveniente notar que limg 1=y, V(¢) = 0. En consecuencia, la constante cos-
moldgica asociada al bulk de esta solucién es A = 0, teniéndose un espaciotiempo plano.
La densidad de energia p;, y la densidad de presién P;, se obtienen a partir de (1.6) y se
muestran en la Figura 2.3/

@) = 38D counen 3 ) (2.4)
Pi(§) = 683° cosh® (8¢ /5) . (2.5)

Se advierte, que a medida que § — 0, el valor de la densidad de energia se incrementa
y agudiza fuertemente alrededor de & = 0, lo cual sugiere que existe un objeto cuya
energia esta altamente concentrada en este punto. Este objeto es la pared de dominio y

1 En (2.2) se observa que se debe cumplir que 0 < § < 1 para tener un campo escalar real. Sin embargo,

(s . g dV - .
cuando se calculan analiticamente los minimos del potencial d((;’) =0 — cos' 729(¢p/ o) sin(p/dg) = 0,
se halla una restriccién adicional para ¢, siendo 0 < § < 1/2.



representaria un posible modelo de nuestro universo, en caso de que se logre confinar la
gravedad en ella en el limite de pared delgada. Su estudio se lleva a cabo en la Seccién
9.3. 1L

~

T ———

1 1.5

Figura 2.3: Densidad de Energfa, p;(€) (derecha) y Densidad de Presién P;(€) (izquierda), ambas para

0= %, %, % y 6 =1, en funcién de la coordenada adicional.

2.2. Solucidon estatica

Se presenta ahora una familia de soluciones tipo pared de dominio estética (§ = 0),
cuyo factor warp fue reportado en [12, [§] y viene dado por

AE) = [14 (ae)*] = | (2.6)

donde « es una constante y s es el pardmetro de la familia de soluciones.

La Figura 2.4 muestra este factor métrico para diferentes valores de s. En particular,
para s = 1, se tiene el comportamiento convencional en forma de campana, similar a (2.1)).
Sin embargo, para s # 1, se presenta una regién plana alrededor de ¢ = 0. Esto sugiere
que la geometria del espaciotiempo posee cierta estructura interna en la cercania a este
punto.

Figura 2.4: Factor Métrico, fZ(¢), para s = 1,3,9. En esta grafica y en las sucesivas el espesor de las
lineas aumenta con el incremento de s.



-4 -2 0 2 4

Figura 2.5: Campo Escalar ¢(¢) (izquierda) y Potencial de Autointeraccién V;(¢) (derecha), ambas
para s =1,3,09.

p1(€) Py (£)
15 0
/ " . ;\
IR
_l ) .
10 SN
-2
5 -3
T
0 AP . 3 4
-5

Figura 2.6: Densidad de Energia p1(¢) (izquierda) y Densidad de Presién P;(€) (derecha), ambas para
s=1,3,9.

Resolviendo (1.7) y (1.8)), se obtienen el campo escalar y el potencial de autointeraccion

¢ = ¢p arctan(a’€®), ¢o = @, s=1,3,5... (2.7)
V(0) + A = 3a2sin 2 (6/00) [ 221D cost(s ) - 2] 25)

y se grafican en la Figura 2.5/ para diferentes valores de s. Se verifica que el campo escalar
interpola entre los minimos del potencial, tal que cuando § — oo, entonces ¢ — &7 o,
siempre y cuando s sea un entero impar positivo.?

En particular para s = 1, el campo presenta una forma tipo kink simple, interpolando
suavemente entre &7 ¢, los cuales corresponden precisamente a los minimos del potencial.

Para otros valores impares (mayores que uno) de s, el campo tiene una forma de kink
doble y se encuentra que el potencial tiene un minimo local entre dos minimos globales.
El campo toma valores en el minimo local en una regién cercana al origen; mientras que
tiende a los minimos globales del potencial cuando la coordenada espacial adicional tiende
al infinito.

2 De (2.7) se desprende que s debe ser entero y s > 1/2 para satisfacer ¢ € R V&. Ademas s debe ser
impar para interpolar entre minimos consecutivos del potencial. Para valores pares de s, el campo pierde
la forma tipo kink, tendiendo a valores iguales cuando £ — +oo.
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A partir de (1.6), se halla la densidad de energia y la densidad de presién

p1(€) = =302 [1 4 (ag)] "7 [(1 - 25) + 2 (a6)™] | (2.9)

Pi(€) = 606" 2 [1 4 (ag)>] "7 (2.10)

En la Figura 2.6, para s = 1, se tiene la concentracion de energia usual alrededor del origen.
Sin embargo, para s # 1, se tienen dos lugares cercanos al origen donde existe una fuerte
concentracion de energia, la cual se agudiza a medida que incrementa s. Esto indica que la
pared de dominio alberga una estructura interna compuesta de dos subparedes paralelas. A
este tipo de solucién se le denomina pared doble y se determina que cada subpared interpola
entre un vacio Minkowskiano y un vacio AdS con constante cosmolégica A = —6a?.



Capitulo 3

Método para hallar nuevas soluciones

En la la Seccién 1.3 se realizé6 una reduccién del sistema Einstein-Campo Escalar,
obteniéndose dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para el campo escalar y
el potencial de autointeraccion, {¢(£),V(¢)}. Adviértase que la expresién para hallar el

campo
n 3 |:2 f/2 " /82:|
SR T

es una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden, y en consecuencia la solucién
general esta compuesta de la superposicion lineal de dos soluciones linealmente indepen-
dientes. Hasta ahora este sistema se ha resuelto parcialmente, pues sélo se tiene una
solucién particular para cada familia estudiada, (2.1) y (2.6).

El objetivo de este capitulo es mostrar un método para hallar una segunda solucién
de (3.1) y la solucién general del sistema. Para ello, considérese el cambio de variables

(3.1)

1
e 3.2
p (3.2)
Al sustituir en (3.1) y reagrupando, se tiene
" 1 2 2
g —g{gsﬁ +61=0- (3.3)

Realizar este cambio de variables ha permitido linealizar una de las ecuaciones del Sistema
Einstein-Campo Escalar, obteniéndose una ecuacion diferencial en la forma de Sturm-
Liouville. ™. De tal manera que si se conoce una solucién particular de (3.3)), i.e. g1, entonces
se puede hallar otra solucién linealmente independiente, ¢o, a través de la expresién “

1

13
0(6) = OXE).  x(E) = / e (3.4)

! La ecuacién diferencial de Sturm-Liouville en general se escribe como dzzc(f Jyp (x) dl{’]—(f) +Q(2)y(x) =
r(z). En el caso de (3.3), P(z) = r(z) =0y Q(z) = [$¢"* + 7]
2 Ver demostracién en Apéndice Bl

11
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Sustituyendo g, en (1.8)), se obtiene la expresién para calcular el potencial de autointer-
accion asociado a la nueva solucion

3 4

i = gt [150) 95O

36 w7 (39)

La ecuaciones (3.4) y (3.5) proporcionan un mecanismo para obtener nuevas soluciones
al acoplamiento Einstein-Campo Escalar a partir de una solucién conocida, i.e. g;, com-
patible con el mismo campo escalar pero con diferentes potenciales de autointeraccion.
La funcién g, serd una pared de dominio toda vez que el campo escalar ¢, interpole entre
los vacios del potencial V(¢). Finalmente, la integraciéon completa de (3.3) se logra al
obtener la solucion general, la cual viene dada por la superposicién lineal de g; v ¢

g(cr,c2) = c1g1 + 292 (3.6)

donde ¢; y ¢3 son constantes arbitrarias de integracién y el factor métrico correspondiente
es f = é.

Se desea ahora analizar el comportamiento analitico de las soluciones. Para ello, sea
g1 una funcién tal que

1.- g esde clase C?, es decir, la derivada de segundo orden existe y es continua.
2.- g > 0, VEeR (definida positiva),
3.- g1 — 400 cuando £ — Fo0.

entonces f; es una funcién continua, acotada, integrable y asintéticamente nula, la cual
se denomina regular.

Por otra parte, g, sera una funciéon continua y fo tendra una singularidad para &g,
toda vez que go(&o) = 0. Al factor métrico f se le llamara irregular.

Por ultimo, g es una funcion suave con un cero en algin valor de &, que corresponde
a una singularidad en f, para los siguientes casos:

1.- Sicy, e # 0, entonces g tendrd un cero en &, € £ cuando x(&)[e, = —ci/ca.
2.- Sic; =01y ¢ #0, entonces g tendrd un cero en &, toda vez que g(&) = 0.

En el primer caso, es posible evitar la divergencia en (1.4). Sélo es necesario escoger
apropiadamente las constantes c¢; y cg, tal que su cociente negativo no pertenezca a la
imagen de x (&), esto es —cy/co # Imagen{x(£)} V &.

En el segundo caso, la singularidad es inevitable. Sin embargo en el capitulo siguiente
se desarrolla este tipo de soluciones para dos casos particulares y se discute su importancia.



Capitulo 4

Generando Nuevas Soluciones

Las soluciones presentadas hasta ahora (2.1) y (2.6)), tienen como caracteristica comun
que el factor métrico es una funcién regular con simetria de reflexiéon. En este capitulo se
mostrara que aplicando el método expuesto previamente, es posible encontrar familias de
soluciones con caracteristicas fundamentalmente diferentes.

4.1. Nuevas soluciones dinamicas con expansion dS

Cuando se aplica el mecanismo (3.4) y (3.5) a la solucién dindmica con expansién dS
(2.1) reportada en [0], se obtienen dos soluciones nuevas: una irregular con simetria de
reflexién y la solucién general embebida en un espaciotiempo asimétrico. Ambas soluciones
se presentan a continuacion.

4.1.1. Solucién irregular

El inverso del factor métrico de (2.1) viene dado por

g1(€) = cosh®(B¢/3), (4.1)

el cual es una solucién particular a (3.1). Ahora es posible hallar una nueva solucién, gs,
aplicando el mecanismo presentado en el capitulo anterior, obteniéndose

B i6  |sinh(8€/9)]
~ 3—2830 sinh(B¢/))

donde o F; es la funcién hipergeométrica con [ = 1/2 —§, k =1+ 5y n =1+ 1. Por
simplicidad y sin pérdida de generalidad, se considera el caso § = 1/4, y la expresién se

92(5)

cosh'~2(B¢/8)o 'y 1, k,n,cosh®(BE/0)] ,  (4.2)

reduce a

ga(6) = 5 cosh (45 PIiE. 2] (4.3)

donde F[2i3¢,2] es la funcién eliptica incompleta de primer orden, la cual es completa-
mente imaginaria para el argumento 2:5¢ y médulo 2. En consecuencia, go es una funcion
real.

13
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f22 (&) g2 ()
10

30

25

20

15 0 3
10

-10
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.1: Factor métrico , f2(¢), (izquierda) y su inverso go(€), (derecha), de la nueva solucién para
d=1/4y p=1.

La Figura 4.1 presenta las graficas del factor métrico y su reciproco, donde se evidencia
una singularidad en f,. Por tal razén se ha denominado esta solucién irregular.
Para calcular el potencial, se sustituye go en (3.5) y se tiene
_ 21 _
Va(€) =—6 [cosh 45¢] ™/ — <= [cosh 45¢) ™ F[2if3¢, 2]
+ 6i tanh(488) F[2i5€, 2] .

(4.4)

Ahora bien, se desea expresar este potencial en funcién del campo escalar ¢. Para ello, de
(2.2), se despeja & para 6 = 1/4,

£E= % arg sinh[tan(¢/¢o)], o =3/4 (4.5)
y se sustituye en (4.4) dando lugar a
Va(¢p) = —6|cos 4¢/3|"? — %| cos4¢/3|*2Fi/2 argsinh tan 4¢/3,2]
+6i|cos 4¢/3| tan(4¢/3)F[i/2 argsinhtan 4¢/3, 2], (4.6)

cuya grafica se muestra en la Figura 4.2. De igual forma, se presentan la densidad de
energia y la densidad de presion.

pa(€) = — cosh(4 5E) Y2 (8 cosh(d 5E) +5 F[2i Gt 2P

+6i tanh(4 5E) F[2i BE, 2], (4.7)
P& = —g cosh(4 65)_3/2 (4 cosh(4 5¢) + F[2i BE, 2]2)

+6i tanh(4 8¢) F[2i B¢, 2. (4.8)

Esta solucion representa efectivamente una nueva pared de dominio, pues el campo
escalar interpola entre los vacios del potencial. Notese que, a pesar de la singularidad en
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V2 (¢)

-6 6
6. 25

6.5 6.5
6. 75

7 @ 7 3
7.25

7.5 7.5
7.75

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 4.2: Izquierda: Potencial de autointeraccién , Va(¢). Derecha: Densidad de energfa, pz(£), (linea
continua) y densidad de presién, P»(&), (linea punteada) de la nueva solucién para § =1/4y = 1.

el factor métrico, la densidad de energia es suave para todo el dominio de la funcion.
Esto sugiere que (4.3) representa una regién del espaciotiempo bien comportada y que
la singularidad puede ser removida con una adecuada transformacién de coordenadas;
aunque esto estd fuera del alcance del presente trabajo.

Adicionalmente, la nueva pared estd inmersa en un espaciotiempo AdS con constante
cosmoldgica A = —6 € donde € ~ 1,3. ¥ como se aprecia en la Figura 4.2, mientras que la
solucién original (2.1) tiene constante cosmoldgica nula.

En la siguiente seccion se muestra que la superposicion lineal de g, y g dadas por
(4.1) y (4.2), respectivamente, define otra pared de dominio con interesantes propiedades.

4.1.2. Solucién general

Para completar la integracién de (3.3), se presenta su solucién general

g(€) = ¢ cosh®(BE/S) + ¢, 3 _’52 % |§3§E£§g§; | cosh' (B¢ /8)o ' [1, k,n, cosh?(B¢/5)] .
(4.9)

Para el caso particular § = 1/4,
9(€) = cosh'4(45¢) |e1 — cQ%F[zwg, 2 (4.10)

donde F[2[3¢,2] es la funcién eliptica incompleta de primer orden y se escoge —c;/co #
Imagen{x(§)} = {—€/20,4+¢€/206}, con € ~ 1,3. La Figura 4.3 muestra el factor métrico

f=1/g.

Para obtener el potencial de autointeraccion, la densidad de energia, y la densidad de
presion, se sigue una metodologia analoga a la presentada en las secciones anteriores y su
comportamiento se muestra en las Figuras 4.3y 4.4/ para diferentes valores de c,.

V(6) = | cos 46/3H(8)" s | cos 49/3P H(0) sinh(40/3)
— 6c2| cos 4¢/3|V*

(4.11)

! Para determinar la constante cosmoldgica de esta solucién se tomé limg_, 4o p2(€). Para ello se
utilizé que lime_, 4o 1F[2i B, 2] = %e con € ~ 1,3 para cualquier valor de 5.
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f2(¢) V(9)
200
2 100
1.5 0 ¢
-100
1
-200
0.5 - 300

-400
1 -1 -0.5 0 0.5 1

=5
Figura 4.3: Factor métrico, f2(¢), (izquierda); potencial de autointeraccién, V(¢), (derecha), de la

solucién general para 8 =4, 6 = 1/4, ¢y = 1y co = 1,3,5. El espesor de las lineas aumenta con el
incremento de cs.

pl€) = [eosh 456 Y H(E* — 6 e;H(€) tanh (45¢)
— 6 2 [cosh4p¢]H* |

(4.12)

P() =3 [eosh 45€] /2 H(E)? — 6 e;H(€) tanh (45)
— 6 2 [cosh48e] 2

(4.13)

donde H(§) = 2¢10 — c2iF[2i (€, 2].

o (&) P (&)
200

100

-100
-200
-300

-400
-0.3 -0.2 -0.1 O 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.2 -0.1

Figura 4.4: Densidad de energia, p(€), (izquierda); densidad de presién, P(£), (derecha), de la solucién
general para =4, § =1/4,¢; =1y ¢y = 1,3,5. El espesor de las lineas aumenta con el incremento de
Co.

El mecanismo utilizado ha permitido obtener una nueva pared de dominio, cuya car-
acteristica més significativa es la asimetria tanto en el factor métrico como en el potencial
de autointeraccién y el Tensor Energia-Impulso. Efectivamente, cuando & — +o0, el es-
paciotiempo es asintéticamente AdS con constante cosmolégica —12¢55 (1 + c2€/203), v
cuando & — —oo, el espaciotiempo es asintoticamente dS con constante cosmologica
+12¢55 (1 — c2¢/253). La asimetria de esta solucién depende del pardmetro ¢y, tal que
cuando ¢y = 0, se recupera la solucién simétrica reportada en [6], con g; dada por (4.1).
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Notablemente, a pesar de que la expresiéon de g, (4.2) alberga una singularidad en
& = 0, la solucién general, realizada como la suma de ¢g; y g9, es una funciéon suave y
bien comportada. Adicionalmente, el potencial escalar es diferente en los casos irregular
y general. De tal manera que se han encontrado dos nuevos espaciotiempos pared de do-
minio con expansién dS compatibles con el mismo campo escalar, pero con caracteristicas
fundamentalmente diferentes. Este analisis también es vélido para las soluciones estéaticas
que se generan en la préoxima seccién.

4.2. Nuevas soluciones estaticas

De manera analoga, aplicando el mecanismo (3.4) y (3.5) a la solucién particular
estética reportada en [8, [12], se obtienen dos soluciones nuevas: una estatica irregular con
simetria Zy y la solucion general embebida en un espaciotiempo asimétrico. Ambas se
presentan a continuacién.

4.2.1. Solucién irregular

En la solucién estética reportada en [8, [12], el inverso del factor métrico viene dado
por

g = [1+ (ag)*]"* (4.14)

el cual es solucién a (3.1)). Se halla otra solucién, g, aplicando el mecanismo presentado
en el capitulo anterior y se tiene

g = o€ [1+ (a&)®]"* 2B, [k, n, —(ag)>] (4.15)

donde 5 F7 es la funcién hipergeométrica con [ =1/2s, k =2l, n=1+1.
La Figura 4.5 presenta las graficas del factor métrico y su reciproco, donde se evidencia
la singularidad de f,. Siguiendo la metodologia usual, se halla el potencial escalar, la

22 (&) 92 (€)
40 1.5

30

20 0 3

10

-2 -1 0 1 2 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.5: Izquierda: Factor Métrico, f3(¢). Centro: Reciproco del factor métrico, ga(¢), para a = 1
y 8 = 1. Derecha: Potencial de autointeraccién Va(¢) para o = 1y s = 1,5,9. En esta grifica y en las
sucesivas el espesor de las lineas aumenta con el incremento de s .

densidad de energia y la densidad de presion, cuyas graficas se muestran en las Figuras
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15y 4.6,
Va(0) = — 1202 sin?(¢/ o) o F1[l, k, n; — tan?(¢/ )] — 6a° C082/5(¢/¢0)

- gaQ sin?(26/do) cos™2*(¢/ o) o Fi[l, k, n; — tan?(¢/do)) (4.16)
[1—2s+4tan®(¢/¢o)] ,

pa(€) = — 602 [1 + (a&)*] * + 1202 (a8)® [1 + (a&)*] " 2F, [I, k,n, —(af)*]

—2+41/s , (417)
—3a? (af)* [1 + (a&)zs] (—1 + 25 — 2(a§)25) o ) [l, k,n, —(af)%}

Po(€) = = 60 (1+ (a€)*) 7" [14 (ag) [1+ (14 (a8)®) "2 [1, ko, —(ag>28m2

Se ha hallado una nueva solucién tipo pared de dominio, donde ¢ — +7 ¢y cuando
¢ — +oo correspondientes a los vacios del potencial. Las caracteristicas de esta familia de
soluciones son similares a las presentadas en la Seccién 2.2l Para s = 1, en la Figura 4.6,
se tiene una pared simple con la concentracién de energia usual alrededor del origen [8].
Para s # 1, se tienen paredes dobles con dos interfases para las cuales existe una fuerte
concentracion de energfa, las cuales se agudizan a medida que incrementa s [12].

No obstante, a diferencia de la solucion original, el tensor métrico de la nueva solucién
es discontinuo sobre la hipersuperficie en £ = 0. Sin embargo, la densidad de energia no
presenta singularidades, lo cual sugiere que se tiene una singularidad de coordenadas no
fisica [15]. Adicionalmente, los vacios de esta solucién son AdS con constante cosmoligica
A = —602 [[()['(n)/T(K)]?, mientras que la solucién original tiene A = —6a2.

02 (€) P2 (£)

Figura 4.6: Izquierda: Densidad de energia, po(€&), para a = 1 y s = 1,5,9. Derecha: Densidad de
Presion, P> (€) de la nueva solucién para a« =1y s =1,5,9.

4.2.2. Solucién general

Para el campo escalar (2.7)), la solucién general de (3.3)) estd compuesta por la super-
posicién lineal de ¢; y g2, dadas por (4.14) y (4.15), respectivamente,

1/2s

9(&) = [1+ (a)*] " [er + 2 oy [k, —(a)™] €] | (4.19)

. (4.18)
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donde ¢, tiene unidades de inverso de longitud. En este caso es posible evitar las singu-
laridades en el factor métrico f = 1/g, escogiendo —c¢;/ca # Imagen{x(£)},
_F(l) I'(n) I'(l) I'(n)

al’(k) 7 al'(k) |~

Imagen{x(§)} = (4.20)

donde [ = 1/2s, k = 2l, n = 1 + [. Sustituyendo (4.19) en (3.5) se halla el potencial de
autointeraccion,

V(8) = — 66 cos? (6/n) — 5 sin*(6 ) tan*"*(6/b)K(6)
{16c, tan'/*(¢/do) + cos™5(¢/do) [5 — 25 — (3 + 25) cos(2¢/do)] K(¢)}

donde K(¢) = a + co tan'/*(¢p /o) 2 F1[l, k,n, — tan?(¢/¢o)].

(4.21)

V(o)
5
-2 s

2 0 / N, ®

//»"
1.5 5
1 -10
0.5 -15
0
-10 -5 0 5 10 -3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 4.7: Izquierda: factor métrico f(¢). Derecha: Potencial de autointeraccién V(¢), ambas para
a=1,s=5ycy=1/10,1/5,2/5. En esta figura y en las sucesivas el espesor de las lineas aumenta con
el incremento de cs.

p (<€) P(g)
10 10
5 ,“ 5
0 /\‘\ & 0 3
2 | S 7
NI -spT T
-10 -10
-15 -15
-2 -1 0 -2 -1

Figura 4.8: Izquierda: Densidad de energia p(¢). Derecha: Densidad de Presién P(¢), ambas para o = 1,
s=5yecy=1/10,1/5,2/5.
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A diferencia de la solucion original y la irregular, tanto el factor métrico como el poten-
cial de autointeraccién V' (¢) no poseen simetria de reflexién en la direccién perpendicular
a la pared, como se muestra en la Figura 4.7. En efecto, esta solucién interpola asintotica-
mente entre vacios AdS diferentes, con constantes cosmoldgicas AL cuando & — +o0, tal
que

ciol (k) 4 e,T(1)T(n) 7
(k) ’ I'(k)

AL =6 (4.22)

En la Figura 4.8, se presentan la densidad de energia y la densidad de presién. Se
tiene ahora una configuracién compuesta por dos subparedes, donde existe una notable
diferencia entre la magnitud de la densidad de energia de ambas, como consecuencia de
la asimetria del sistema.



Capitulo 5

Espectro de Fluctuaciones
Gravitacionales

Como ya se ha mencionado, las paredes de dominio son soluciones al acoplamiento
Einstein-Campo Escalar que representan posibles modelos del universo. Para que estos
modelos sean atractivos desde el punto de vista de la cosmologia estandar, es esencial re-
producir en ellos el potencial gravitacional Newtoniano. En el caso de las paredes estaticas,
el potencial se calcula mediante la expresién (1)), y para las dindmicas con expansién dS
[3], mediante

Vi) = @aluP) ™2 (14 [ anls0)me ) L 6

En estas expresiones, se advierte que el potencial se puede determinar siempre que se
conozca el modo cero 1y y los modos masivos v, del espectro de fluctuaciones gravita-
cionales.

En la primera seccién de este capitulo, se realizan perturbaciones al espaciotiempo,
con el fin de conocer la dinamica que rige el espectro de fluctuaciones. En la segunda
seccién, se estudia la localizacién del modo cero sobre las soluciones asimétricas (4.10) y
(4.19). Finalmente, en la tercera, se analiza el espectro gravitacional completo en el limite
de pared delgada de las soluciones dindmicas (2.1) y (4.10).

5.1. Perturbaciones Gravitacionales

En [13] se propone una generalizacién del procedimiento para obtener las ecuaciones
que describen las perturbaciones del espaciotiempo en el vacio presentado en la bibliografia
[14]. Este procedimiento se resume a continuacion.

Sea g. v ¢ las soluciones exactas al sistema Einstein-Campo Escalar formado por
(L.1), (1.2) y (L.3). Ahora suponga que existe una familia uniparamétrica de tensores
métricos Gu(A\) v una familia uniparamétrica de campos escalares () tal que también

21
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sean solucién del sistema Einstein-Campo Escalar dados por !

gab = Gap T >\hab 5 Q; = Qb + )‘SD ) (52)

donde hy, v @ representan la perturbacion de la métrica y el campo escalar, respectiva-
mente. De tal manera que a primer orden se tiene

d d -
_Na = h(l s —_— ‘ — . .
axJab| g~ Mab FINA I (5.3)

Las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar, escritas en la forma de Ricci, para gg
estdn dadas por?

~ ~ o~ ~ N e~ B 1 0~ ~s ~ ~
Rab = Tab - gabT ; Tac - vagbvbgb — Gac |:§gbdvb¢vd¢ + V(¢) (54)

donde T = gabi’ab. Mientras que para el campo escalar perturbado q;, se tiene

e = = dV(9)

ab

VoVpp — ———=0. 5.5

g b9 i (5.5)
Para hallar las ecuaciones que describen la dinamica de la perturbacién h,, a primer

orden, se diferencia (5.4) con respecto a A y se hace A =0,

d - d - 1d . =~
o],y = 5Tl =335 [ 7], - (56)
Se desarrolla cada uno de estos términos, obteniéndose *
1 1
—?:]hac — §VGVC (gbdhbd) + V(avbhc)b + Rl()gc)hbd + nggdhc)b =
D -5 D-5
+ 2V (Ve + Thacgbdvb¢vd¢ - Tgachbdvb¢vd¢ (5.7)
D-5 bd D-3 D—-3 dV
5 Yac ViV —hacv 5 Yac ;¥
g Yacd  VipVad + (¢)+3gd¢<p

donde O es el D’Alambertiano 5-dimensional definido por [0 = ¢**V,V,. Mientras que la

ecuacion de la dinamica del campo viene dada por

d*V

d¢?
Ahora bien, imponiendo las condiciones de traza, sector transverso, y calibre axial

nulo; respectivamente,

1
— h“bVangb — §gabg“l (Vahbd + Vihad — thab) VC¢ -+ gabvavbgo — Y= 0. (58)

G®ha, =0 ; Vohi=0; has = 0, (5.9)

1 El tensor métrico con indices superiores esta dado por §?° = g% — Ah?®, satisfaciendo §q,g*¢ = 65
para perturbaciones a primer orden.

2 Ver demostracién en Apéndice [C.1

3 El tensor de Ricci perturbado Rab se escribe en funcién del tensor de Ricci sin perturbar Rg,. Ver
demostracion en el Apéndice |C.2

4 Ver demostracién en Apéndice [C.3
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y haciendo ¢ =0, ¢ = ¢(§) y D = 5, se tiene

1

2
2|:|hac + R(ac hbd + Rl()gdhc)b = _hacv((b) . (51())

3

La expresién (5.10) representa las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar para la pertur-
bacién gravitacional, y en particular para la métrica dada por (1.4), se reduce a

1 32 f/ o f// )

f Uaw + =5 9 foe f 26 hey =0, (5.11)
donde 4y es el D’Alambertiano 4-dimensional definido por U4y = ¢""V,,, V..

Para resolver (5.11) analiticamente, se propone la separaciéon de variables hg, =

X(t,x,y, 2)We(§) donde x(t,z,y,z) representa una onda plana libre responsable de la
gravitacion sobre la hipersuperfice 4-dimensional de la pared de dominio y cumple con

Dax(t, 2y, 2) =m’x(t,2,y,2) , (5.12)
donde m es una constante. Al sustituir en (5.11) se tiene
/ 2
m2W o (&) + [ag — f7 27 — 252} (&) =0 (5.13)

Adicionalmente se propone que W, (¢) = f1/%9,(€), donde f es el factor métrico y
sustituyendo en (5.13),

9 f/2 f// ) )
= 5 H207 = : 14
B = 35+ 35 00 ) vt (5.14)
La ecuacion (5.14) es una ecuacién de Schrodinger y se puede escribir
B 3 f/2 3 f//
[_852 + Vou] ey = m*Yas(€) Vou = 172 + 27 (5.15)

donde Vg, es el potencial mecdnico cudntico y se define la masa de Sitter como m? =
m? — 232

La solucién de (5.15) estd compuesta por un espectro de soluciones 1y, el cual rep-
resenta las fluctuaciones (u ondas) gravitacionales responsables de la propagacion de la
fuerza de gravedad y estd compuesto por el modo no masivo para m? = 0 y los modos
masivos para m? # 0, siendo m? la masa asociada a la onda gravitacional.

Es importante mencionar que el operador [—852 + Vo M] puede ser factorizado como
el producto de un operador Q y su conjugado QF,

Q'Q ap =M Yu(§) (5.16)
donde
3f 3¢
Qf = {85%—2‘;] Q= [ a§+2ﬂ (5.17)

En consecuencia los autovalores asociados a (5.15) no pueden ser negativos®, m? > 0.
Esto es consistente con la teoria de la relatividad, donde las particulas no pueden viajar
a velocidades mayores que la luz y no se tienen masas imaginarias.

5Ver demostracién en Apéndice D
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5.2. Modo cero del espectro gravitacional

Se puede probar que ¢ ~ f3/2 (subindices ab omitidos) es solucién a (5.15) cuando
m? = 0 . A esta solucién se le denomina Modo Cero o Modo No Masivo del espectro de
fluctuaciones gravitacionales y se denota por .

La importancia de su estudio radica en que, si se logra localizar el modo cero sobre la
pared de dominio, entonces existe la posibilidad de encontrar un potencial gravitacional
Newtoniano asociado al modelo, toda vez que las correcciones al potencial no sean signi-
ficativas [1]. Si por el contrario, no se logra confinar la gravedad sobre la pared, entonces
se sabe de antemano que no es posible reproducir el potencial de Newton conocido y
obtener un modelo adecuado de nuestro universo.

En esta seccion se presenta el modo cero y su localizacion para las soluciones asimétri-
cas (4.10) y (4.19) presentadas en la Seccién [4.1.2 y la Seccién 4.2.2) respectivamente. El
modo no masivo asociado a las paredes regulares simétricas mostradas en el Capitulo 2
ya ha sido analizado ampliamente [7, 8, 12] y no serdan objeto de estudio en este trabajo.

5.2.1. Localizacion del modo cero sobre pared dinamica con ex-
pansion dS asimétrica

El modo cero de la solucién dindmica con expansién dS asimétrica presentada en la
Seccién 4.1.2, para 6 = 1/4, estd dado por

. —3/2
Yo(€) = [cosh!/*(488)(c; — CQ%F[mg, 2)) (5.18)
siendo el potencial mecanico cuantico asociado,
_ 153 2
R T T (519
- %Cosh_l/Q(élﬁf) sinh(88&)H(€) — %(19 — 3cosh 836)H(€)?].

La Figura 5.1/ muestra que el modo cero 1o(&) estd fuertemente localizado sobre el
pozo de potencial de la pared de dominio. Esto es atractivo fenomenologicamente pues,
sobre este modelo, existe la posibilidad de obtener un potencial gravitacional Newtoniano,
siempre que las correcciones al potencial no sean significativas. Obsérvese ademas que

9
lim Vg = 152. (5.20)

|§]—o0

Esto indica que existe una brecha de %ﬂQ entre los modos masivos continuos, m? > %ﬁQ,
y el modo cero confinado al pozo de potencial mecénico cuantico.
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-20
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Figura 5.1: Modo cero gravitacional 1(¢) ~ f3/2 (linea continua) y Potencial mecénico cudntico
Voum (§) (linea discontinua), para 6 =1/4, 8 =4,¢1 =1y ca =5.

5.2.2. Localizacion del modo cero sobre pared estatica asimétri-
ca

El modo cero de la solucion estatica asimétrica presentada en la Seccion 4.2.2] esta dado

por

ho(€) = [14 (a)”] e [e1 + ¢ oFy [L kyn, —(af)] €] e (5.21)

siendo el potencial mecanico cuantico asociado,

3all+(a)¥) T ) o7 251
Vau(©) == Jaggr 15 (@) [+ (@&)™]
=t (5.22)

+(a &)* [1002a€ +« [1 + (« 5)23} B [2 — 45+ 5(045)25]} + o€ ()

s—1

[+ K)o Fill kn, —(08)*] [10c06 + [1+ (@ ] 77 [2— 45 +5(a)*][ } .

En la Figura 5.2 se muestra una grafica del potencial mecanico cudntico Vg y el
modo cero de esta familia de soluciones para s = 1y s # 1. En el primer caso, se tiene
una pared simple donde el modo cero esta localizado; y en el segunda caso, se tiene una
pared doble, donde existe una mayor probabilidad de hallar el modo cero sobre la pared
ubicada cerca al espaciotiempo con menor curvatura asintotica. De hecho, se observa que
la supresion de la funcion de onda del estado base es menos intensa sobre esta regién del
espacio que sobre la regién con mayor curvatura asintética. Notese ademés que en ambos
casos, el potencial Vs no separa el espectro de modos masivos continuos del modo cero
confinado.

5.3. Espectro gravitacional de soluciones dinamicas
en el limite de pared delgada
En capitulos anteriores, ya se ha discutido la relevancia de las paredes dindmicas. Estas

corresponden a universos en expansion con métricas del tipo Friedman-Robertson-Walker.
Especificamente, en esta seccion, se desea estudiar el espectro completo de las soluciones
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U, Vam ¥, Vau
1.5
2
1 AN
N 1
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Figura 5.2: Modo cero gravitacional 1(¢) ~ f3/2 (linea continua) y Potencial mecénico cudntico
Vo (¢) (linea discontinua). A la izquierda para s =1, « = 1, ¢; = 1y ¢ = 2/5 y a la derecha para
s=b,a=1,¢c0 =1y cy=2/5.

dindmicas con expansién dS (2.1) y (4.10) en el limite de pared delgada, dado que no se
tiene ninguna evidencia de dimensiones adicionales.

5.3.1. Solucién particular dindmica con expansién dS

En la Seccién 2.1/ se presento la solucién con expansion dS cuyo factor warp viene
dado por

F(€) = cosh (3¢ /) (5.23)

donde 0 se interpreta como el ancho de la pared. Se desea ahora determinar su limite de
pared delgada [8], esto es cuando § — 0, ©

lim f(¢) = eI (5.24)
y se calcula el potencial mecénico cudntico, sustituyendo (5.24) y sus respectivas derivadas
en la expresion de Vg (5.15), obteniéndose

Vau = 357~ 365(6) (525)

donde 0(&) es la delta de Dirac.

Esta expresion representa un potencial tipo pozo infinito y, bajo esta configuracion, se
puede probar que existe un unico estado confinado, mientras que los demés estados estan
libres [17]. El unico estado confinado corresponde al modo cero del espectro gravitacional,
g ~ e~ 38 €l el cual esta fuertemente localizado sobre la pared de dominio. Asf que en el
limite de pared delgada, se puede pensar que la solucion (5.24) ha heredado las propiedades
de la familia de paredes gruesas original, siendo capaz de confinar la gravedad. Por otra
parte, los estados libres corresponden a los modos masivos del espectro.

6 Ver demostracién en Apéndice [E.1.
7 Ver demostracién en Apéndice [F.1
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Adicionalmente, nétese que se conserva una caracteristica tipica de las paredes con
expansion dS [7], pues existe una brecha de %62 entre el modo cero y el conjunto de
modos masivos, pudiéndose verificar que

lim Vgu = 952, (5.26)
|z|—o00 4
en consecuencia, m? > 432,

Habiendo presentado el modo cero y sus caracteristicas, a continuacién se aborda el
calculo de los modos masivos del espectro, debiéndose resolver la ecuacion de Shrodinger
(5.15) para m? # 0. Para ello, motivado por la discontinuidad en el potencial, se reescribe
la funcién de onda (&) en términos de la funcién Heavyside O(§),

(&) = ¥-0(§) +10(=¢) , (5.27)

donde v~ y 1. son soluciones de (5.15) para & > 0 y £ < 0, respectivamente; y por
continuidad de la funcién de onda, se satisface

a9 _ = v _ =wie)| _ - (5.28)

=0 £=0 N £=0

Sustituyendo (5.25)), (5.27) con su derivada segunda ® en la ecuacién de Schrodinger (5.15),
se tiene

— [02450(€) + 0¢1<O(=€) + (Deti> — D<) 6(6)] = {ﬁfﬂ - %52} [¥-0(8) + w<@<—5(>g "
- 385(€)(©)| _ .

£=0

donde se ha utilizado (5.28). Para que esta expresién sea cierta para todo &, todos los
términos que acompanan a 0(§) deben ser cero. Asi que

0 s (§)]_ + 0 v(©)|_ 38 0(9)]_ =0 (5.30)

£=0

Mas aun, la funcién de onda debe tener simetria de reflexién sobre la coordenada perpen-
dicular a la pared, entonces se cumple

0 v-(6)|_, = —0e v<(©)| _, - (5.31)

£=0

y (5.30)) se reduce a

20005 (6)[_ +38w(9)|_ =0 (5.32)

£=0

Por lo antes expuesto, la ecuacién de Schrodinger (5.15) estd dada por

O st P = s, Y E50 (5.33)

8 La primera derivada de 1) estd dada por d¢tp = d¢ihs O(E) + Oep< O(—E)
La segunda derivada de v est4 dada por 8521/) = 8?1/5 o0& + 8521/)< 0(=¢)

(Vs — <) 0(8).

+
+ (Ogps — Ogp<) 8(§) -
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9 -
—0f Vet P U= Yo,V £<0; (5:34)
y resolviendo, respectivamente, se tiene

Vo = A, cos(k€)+ By sin(k), K —m?— gfﬂ ; (5.35)

e =A_ cos(k§)+ B_ sin(k¢) , (5.36)
donde A1 y By son constantes de integracion y para determinarlas, se tiene

» Por continuidad de la funcién de onda (5.28), A, = A_.
» Exigiendo simetria de reflexién (5.31), By = —B_.
» Imponiendo la condicién (5.32)), Ay = —%kBJr.

Escogiendo arbitrariamente B, = 1, las expresiones (5.35) y (5.36), se reducen a una sola
expresion para todo &,

(o) = —% cos(kl€]) + sin(k[E]) (5.37)

Esta tltima expresién modela el comportamiento de los modos masivos del espectro
gravitacional, los cuales oscilan libremente a lo largo de la coordenada perpendicular a la
pared, como es de esperar.

5.3.2. Solucidén general dindmica con expansiéon dS

En la Seccién 4.1.2] se mostré una familia de soluciones asimétrica, cuyo inverso del
factor warp viene dado por

6 |sinh(B8¢/0)]
B —2B6 sinh(BE/H)

9(&) = cosh’(B¢/9) + a cosh' ~* (B¢ /8)y Fy [1, k,n, cosh?(B€/6)]

(5.38)
donde se ha escogido ¢; = 1 y ¢o = a. Para esta familia, se desea igualmente obtener el
limite de pared delgada por razones fenomenoldgicas. Para ello, se toma el limite cuando
§ — 0, utilizando una identidad que satisface la funcién hipergeométrica o Fj,

oF1 [a,b,¢,2] = (1 — 2) 7% F} [a, c—b,c, ﬁ} , (5.39)
obteniéndose o
lim (&) = €€l + 3 sinh(B¢) ; (5.40)

9 Ver detalles en Apéndice [E.2
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y el potencial mecénico cuantico asociado, estd dado por !

1507 [6 7€ (0(€) — O(=¢)) +a cosh(59)]" 3

4 3 e 1 o sinh(5€) 58 = 34(¢). (5.41)

VQM =

En este caso se tiene un potencial Vs tipo pozo infinito asimétrico y se sabe que existe
unicamente un estado ligado que corresponde al modo cero del espectro gravitacional.
Nuevamente se observa que la solucion es capaz de confinar la onda responsable de la
gravedad, mientras que los modos masivos son estados libres. Ademas, existe una brecha
de ?l (3? entre el modo cero y el conjunto de modos masivos, ya que

) 9
lim Vou = =3, (5.42)
de tal manera m? > 42,

Siguiendo una metodologia andloga a la seccién anterior, se resuelve la ecuacién de

Schrodinger (5.15), reescribiendo la funcién de onda () en términos de la funcién Heavy-
side ©(¢), (5.27), satisfaciéndose las condiciones (5.28) y (5.30). De este modo, se tiene

Vs (&) = Ay [a(z = D))" e™™ 2Ry [a,b—ik/B,c — ik/B; 2]

- _ ' (5.43)
+Byla(z— D)%™ yFy [a,b+ik/3,c+ik/B;2] ,
V(€)= A_[a(z—1)]"e ™ yF [a,b—ik/B,c—ik/F; 2] (5.44)
+B_[a(z=1)]"e™ yFia,b+ik/3,c+ik/3;2] '
donde AL y By son constantes de integracion y
[25—1—04} ©26¢ LY £>0,
a:i b=§, k2:m2—252, 2= ¢ (5.45)
2 2 4 [*2ﬁ+ai| 6—2/657 v éj < O

Para determinar dos de las constantes de integracién se impone la condicion de con-
tinuidad (5.28) y la condicién (5.30). Sin embargo, este procedimiento es matemadtica-
mente complejo debido a la presencia de las funciones hipergeométricas. Para superar
este dificultad, se trata de hallar una aproximacién valida para el problema en estudio.

En particular, obsérvese las correcciones al potencial de Newton dadas por

+00
/ dm | s (0)> me ™ (5.46)
m

donde my = %62. Adviértase que el factor me ™ toma su valor maximo en m = 1/r
y suprime la contribucion de los modos ligeros y los muy masivos, siendo significativa
unicamente la contribucién de los modos cercanos al valor donde ocurre el maximo. En
este sentido, para tomar en cuenta la contribuciéon de estos modos basta con expandir
para valores de m/mg > 1. Esto es, para la notacién empleada, k > 1.

10 Ver detalles en Apéndice [F.2
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Bajo esta perspectiva, considérese la siguiente aproximacién que satisface la funcién
hipergeométrica siempre que v > 1,

oFi[a,b—v,c—v;z]=(1—2)". (5.47)

Si se identifica, v = ik/[3, entonces se puede hacer uso de esta aproximacién en las
ecuaciones (5.43) y (5.44), teniéndose

Vs (€) = Ay ia® e 1 B, a2 (5.48)

e (§) = A a®?e ™ + B_ %t (5.49)
Las cuales se pueden expresar en términos de sencillas funciones trigonométricas

U (€) = (Ay + By)ia®? cos(k€) + (A4 — By) o™ sin(k¢) (5.50)

V(&) = (A_ + B_) a®? cos(ké) + (A_ — B_)ia*sin(k€) . (5.51)

Ahora se estd en posicion de hallar dos de las constantes de integracién, imponiendo las
condiciones (5.28) y (5.30).

Las otras dos constantes se escogen arbitrariamente. En particular, se decide escogerlas
de tal manera que, para estas escalas de energia, sea posible reproducir los resultados de
la seccién anterior con simetria de reflexién (5.37) . Esto se logra reescribiendo Ay y By,
en funcién de otras dos constantes arbitrarias D, de la siguiente manera

1 1
A+ = 504_5/2<]. — ZD+) s B+ = —5 06_5/2(]. +1D+> 3
1 1
A =3 a*(D_+i), B.= 3 a?(=D_ +1) .

(5.52)

En consecuencia, la funcion de onda esta dada por

s (€) = Dy cos(k§) + sin(k§) ,  <(§) = —D_cos(k€) + sin(k§) ,  (5.53)

donde

2K+ 1TRB? D o_ 2k + 17k 3

BT oy R pYrp Tor (5.54)



Conclusiones

Luego de presentar un breve resumen acerca de las paredes de dominio y sus carac-
teristicas fundamentales, se mostré que la dinamica de estas estructuras diferenciales es
descrita por la teoria de Einstein con constante cosmoldgica. De esta manera, se garantiza
que las configuraciones estudiadas, en el limite de pared delgada, corresponden efectiva-
mente a posibles modelos del universo que obedecen la teoria de gravitacién conocida.

Una vez logrado esto, se establecieron los escenarios sobre los cuales se analizaron
los efectos gravitacionales que surgen al introducir asimetrias en el sistema. Estos esce-
narios asimétricos se generaron utilizando un método para hallar nuevas soluciones al
acoplamiento Einstein-Campo Escalar, a partir de soluciones conocidas. Especificamente,
la expresion que proporciona el campo escalar ¢ es una ecuacién diferencial de segundo or-
den en la forma de Sturm-Liouville. En consecuencia, conociendo una solucién particular,
entonces es posible hallar una segunda y construir la solucién general como una super-
posicién lineal de ambas. En los casos estudiados, se encontré que la segunda solucion
presentaba una singularidad en el origen. Sin embargo, al construir la general, se halla
una funcién continua y suave, cuya caracteristica distintiva es la asimetria. En particular,
se generaron dos soluciones asimétricas nuevas: una dindmica con expansion dS y otra
estatica.

Definidos los escenarios a estudiar, se realizaron perturbaciones al espaciotiempo con
el fin de determinar las ecuaciones que rigen el espectro de fluctuaciones gravitacionales,
el cual estd compuesto por el modo cero (o modo no masivo) y los modos masivos. La
importancia de su estudio radica en que, si se logra localizar el modo cero sobre la pared
de dominio, entonces existe la posibilidad de encontrar un potencial gravitacional Newto-
niano asociado al modelo, toda vez que las correcciones al potencial, dadas por los modos
masivos, no sean significativas. Si por el contrario, no se logra confinar la gravedad so-
bre la pared, entonces se sabe de antemano que no es posible reproducir el potencial de
Newton conocido y obtener un modelo adecuado de nuestro universo. Se encontré que las
perturbaciones gravitacionales obedecen una ecuacion diferencial de segundo orden tipo
Schrodinger y es posible localizar el modo cero de las fluctuaciones gravitacionales sobre
los dos escenarios asimétricos estudiados.

Finalmente, se analizo el espectro completo de fluctuaciones sobre las paredes dinami-
cas con expansion dS en el limite de pared delgada, dado que no se tiene ninguna evidencia
de dimensiones adicionales. Se obtuvo que estas configuraciones heredan las propiedades
de las paredes gruesas originales, siendo capaces de confinar el modo cero de la radiacion
gravitacional; mientras que los modos masivos oscilan libremente por todo el espaciotiem-
po H-dimensional.
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Apéndice A

La estructura mas general de la
Meétrica

El tensor métrico (1.4) propuesto en el Capitulo 1l proviene de considerar una métrica
aun mas general, dada por

Jab = f2(§) {_dtadtb + dgadfb} + B2(£a t)dxfzdxé ) (Al)

donde a,b = 0,...,4; ' son las coordenadas espaciales con i = 1,2,3; vy £ es la
coordenada espacial adicional.
Para este tensor métrico se construyen las componentes del tensor de Einstein *

Gi—f?iB —?B’—%JF%QJFB” : (A.2)
G}—% —2g—g+%j+2%ﬂ—§—f+f7ﬂ : (A.3)
G2=G =G, (A.4)

= (Bl D) (4.5)
szﬁ%{f}’%—f}'}. (A6)

Ahora bien, para satisfacer las Ecuaciones de Einstein (1.1), la componente Gf debe
ser igual a cero, ya que el Tensor Energia-Impulso tiene componentes sélo en la diagonal.
Cuando se impone Gf = 0, se obtiene la ecuacion diferencial

[—B' T f?B] 0. (A7)

'Las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada extra, £, y los puntos denotan derivadas
con respecto al tiempo.
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Esta ecuacion se satisface si B(t,£) = f(§)C(t) y sustituyendo en las componentes del
Tensor de Einstein se obtiene

3 C'«Z f//- ¢ 3 f/2 C 2
Gi=plTEt T Géjﬁkﬁ_é_m ’ s
: A.8
1 C CQ f//

Adicionalmente se exige que Tensor de Einstein no dependa del tiempo, ya que el
Tensor Energia-Impulso no depende del tiempo. Para ello se debe cumplir que

— =2 (A.9)
donde [ es una constante mayor o igual a cero y su solucién viene dada por
C(t) = e (A.10)

Sustituyendo (A.10) en (A.8), se obtienen las siguientes expresiones para las compo-
nentes del Tensor de Einstein

G;:i[_”_ﬁz}, Ge 0 [ /2—52] ,

2 — 12| 2
L F L )
- |52 @-a-a
El tensor métrico de este sistema se expresa como
Gap = [2(&) (—dtodty + e*'dalday) + f7(€)dEdE, (A.12)

De esta manera se obtiene la métrica dada por (1.4)



Apéndice B

Soluciones a la Ecuacion de
Sturm-Liouville

Una ecuacion diferencial en la forma de Sturm-Liouville en general se escribe como

d*y(x) dy(z)
dx? + P() dx

+Q(z)y(x) = r(z) . (B.1)
En el caso de (3.3),

9"~ Esﬁ’z + 621 =0, (B.2)
P(z) =r(z) =0y Q(z) = [50” + 5]

Si se conoce una solucién particular de (B.2), i.e. g;, entonces se puede hallar otra
solucion linealmente independiente, g, a través de la expresion

|
(@ =nOVO.  x© - [ GE)
Para demostrar esto, se calcula la primera y segunda derivada de g
, 1, /5 1
= —+ —=dx B.4
9a o g1 [91]2 ( )

1
h=gq —=dx B.5
92 gl/ [91]2 ( )

Se sustituyen en la ecuacién diferencial (B.2) y g2 serd solucién si y sélo si

[gg’ - (%gb” + 62>] /5 ﬁdw =0 (B.6)

La cual se satisface ya que se conoce que ¢, es solucién
" 1 2 2
91— 9 gd) +p° =0 (B.7)
Con esto se ha demostrado que go, definida por (3.4), es solucién de (3.3).
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Ahora se muestra que g; y g» son linealmente independientes. Para ello se calcula el
Wronskiano para estas dos funciones

W(gl,g»—det{gl '
[ /5% o] o [ it -

Como W(g1,g2) # 0 entonces g1 y go son linealmente independientes y la solucién
general a (B.2) viene dada por

g=c1g1+ 292 (B.9)



Apéndice C

Perturbaciones Gravitacionales

C.1. Ecuaciones de Einstein en la forma de Ricci

Considérese las Ecuaciones de campo de Einstein

1
Rap — égabR =T - (C.1)
Multiplicando (C.1) por ¢g?¢ se puede expresar el escalar de Ricci R en funcién del Tensor

Energia-Impulso con indices contraidos T = ¢*T,,

1
9" Ry, — §gd“gabR = g™ Ty , (C.2)
i Ll d
Haciendo b = d,
1
R — §DR:T , (C4)

conde R = g®R,, y D = &, siendo D la dimensionalidad del espaciotiempo. Si D = 5,
entonces

2

R=—-=-T (C.5)
3
y las Ecuaciones de Einstein en la forma de Ricci se escriben como
1
Rab = Tab - ggabT . (06)

C.2. R, en funcion de R,

Se quiere encontrar una expresién que relacione el tensor de Ricci de la métrica per-
turbada Ry, con el tensor de Ricci de la métrica sin perturbar R,
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f

Para ello, considérese la definiciéon del Tensor de Riemman R, wy
R}, wi =V, Viwe — ViV, . (C.7)

El operador derivada actuando sobre una uno-forma Vw, asociado a la métrica sin
perturbar g, estd relacionado con el operador derivada sobre una uno-forma Vw., asociado
a la métrica perturbada g., a través de la expresion

Viwe = Vowe — Clw; (C.8)

donde C’lf; es el simbolo de Christoffel. Desarrollando el lado derecho de (C.7), utilizando
(.8, se tiene

Ribcwf = Va <V~bwc - Cl{cwf> - Vb <V~awc — C'[{cwf> (09)
y el primer término del lado derecho de esta expresiéon es
Va (V~bwc — C,fcwf> = Vcﬁbwc — Vabecwf — O{cvawf (ClO)

mientras que el segundo término se obtiene por analogia.
Ahora bien, sabiendo que

Vol = vMaTch - Ocj:bec - C({Cbe ) (Cl]_)

VI =V, 1+l rd —cir! — ol (C.12)

las cuales son las extensiones de (C.8)), se pueden desarrollar todos los términos de (C.10)
y sustituir en (C.9), obteniéndose

(VaVs = ViVa) w = (Bl — 291G, — 2C,Ch. ) wy (C.13)
donde
Rgbcwf =V, Viw. — ViVawe (C.14)
Vil = % (Vocl-wicl) . ChChi= % (cich -cicl)  (cas)
y se desprende que
Rl,. = Rl —2VCl +2CL.Cl, . (C.16)

Haciendo la contraccién del Tensor de Riemman, se obtiene el Tensor de Ricci
Rac = RZbc - Rac - 2V[aég]c + Qéfg[aég]d (Cl?)

De esta manera se ha logrado hallar una expresion que relaciona el tensor de Ricci
perturbado R, con el tensor de Ricci sin perturbar Rg,.
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C.3. Ecuaciones Einstein-Campo Escalar de h,

El propdsito de esta seccion es ilustrar detalladamente el procedimiento empleado para
hallar las ecuaciones que describen el comportamiento de la perturbacién gravitacional
Pap-

Sea g, v ¢ las soluciones exactas al sistema Einstein-Campo Escalar formado por
(1), (1.2) y (L.3). Ahora suponga que existe una familia uniparamétrica de tensores
métricos Gu(A\) v una familia uniparamétrica de campos escalares () tal que también
sean solucién del sistema Einstein-Campo Escalar dados por *

gab = Jab T )\hab 5 Qg = ¢ + )‘30 ) (C18)

donde hy, v ¢ representan la perturbacion de la métrica y el campo escalar, respectiva-
mente. De tal manera que a primer orden se tiene

d d -~

D Jab|, = Tab, L, = (C.19)

Las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar, escritas en la forma de Ricci, para gg
estdn dadas por?

gabT ) (CQO)

Too = V¥4~ e | 500696+ V(9) (c21)

donde T = gabf’ab. Mientras que para el campo escalar perturbado QNS, se tiene

RAVAES d‘;—? =0. (C.22)

Se desea hallar las ecuaciones que describen la dindamica de la perturbacion hy, a
primer orden. Para ello, diferenciamos (C.20) con respecto a A y hacemos A = 0,

d -~

d -~
ﬁRab

1d
fr —Ta [
N

A=0 3dA

Jab T] o (C.23)

Cada uno de estos términos serd desarrollados a continuacion.

1 El tensor métrico con indices superiores estd dado por §° = g% — Ah, satisfaciendo §4,9%¢ = 0
para perturbaciones a primer orden.

2Ver Apéndice [C.1 para detalles de las Ecuaciones de Einstein escritas en la forma de Ricci en 5
dimensiones.
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C.3.1. Desarrollo de dil)\Rab
A=0

En el Apéndice (C.2) se obtuvo una expresion que relaciona el tensor de Ricci pertur-
bado R, con el tensor de Ricci sin perturbar R,

Roe = Roe — 2V (. + 2C4

cla

Cha - (C.24)

Derivando esta expresion con respecto a A y evaluando en A = 0,

d -~ d

d
P Y

-2 Cc[acb]d} . (C.25)

Rac dd>\ [ =0

Vi,

El primer término del lado derecho es cero porque no depende de A y el tercer término
también se hace cero puesto que

cd

ab — 2 (Vagcb + ngac - chab) ) (026)

1 ~dc

Cab = 2 d (va (gcb + )\hcb) + Vb (gac + Ahac) - vc (gab + /\hab)) ) (027)
y evaluando (C.27) en A = 0 y sabiendo que V. g4, = 0, se tiene que CN';lb|,\:0 = 0. Entonces
(C.25)) se reduce a

d -

d
5 Rac

_ ~b
= [v o VbCacL:o (C.28)

donde el primer término del lado derecho de (C.28) es”

A
d\ TN
1
= _gbd (Vavbhdc + vavchbd - Vavdhbc)
: (C.29)
= égbd (VaVchig)

1
= §Vavc (gbdhbd)

~ d 1. . 5 -
Vacgc V gdc (vagcb + vbgac - vcgab)
A=0 A=0

y el segundo término del lado derecho de (C.28) es

d ~ 1
T |ViCh] = 50 (Vi Vahea + ViV ohaa = Vi Vahao)
d A=0 2 (030)

1
= _§|:|hac + gbdvbv(ah’c)d

3 considerando que V,¢* =0
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donde,
1
O hac = gbdvbvdhac ) Vbv(a,hc)d = 5 (vaahcd + vbvchad> . (C?)l)
Sustituyendo (C.29) y (C.30) en (C.28)), se tiene
ifz| ] —lvv(bdh)+deVh (C.32)
d\ ac|A=0 — 9 ac 9 aVeld bd g bV (allc)d - .
Ahora bien, se desea expresar
bd _ 1o
g vbv(ahc)d = 59 (vaahcd + vbvchad) (033)

en funcién del tensor de Riemman. Para ello, nétese que por induccién, a partir de (C.7),
se conoce que

(VeVa — VoVe) hea = RS

eac

hfd + R hcf (C.34)

ead

Entonces,

gbevevahcd = gbevavehcd +gbeRf

eac

vaahcd = Vavbh’Cd + RZJ:h‘fd + Ra{lhcf

Haciendo b = d,

VVohay = VoVPhe + R by + R by (C.36)
De tal forma que,
3"V @heya = V'V hep = VaVPha + R by + R(%hey s (C.37)

Finalmente, se sustituye en (C.32) y se obtiene el primer término de (C.23)

d 4 _ 1 1 bd b bf bf
T fae| = =50hae = 5VaVe (9" hea) + V@V hep + R hso + Rihey - (C.38)

C.3.2. Desarrollo de i ~ab

El Tensor Energia-Impulso para la métrica perturbada g,estd dado por
5 -1 - -
Toc = VadVip® — Gac [ggbdvb¢vd¢ + V(d))} ) (C.39)

entonces diferenciando con respecto a A y evaluando en A = 0,
d - d . |1 e ~o -
=t vavd] - [gac [—g vbwdqﬁH

41, + L [av(@)] (©a0)

A=0

A=0
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donde el primer término del lado derecho de (C.40) es
d [~ - d - - - d -
- |VadVed| = {v%wcqﬁ + VodVerd

= vagpvc¢ + VQ¢VCQO
= QV(CLQOVC)QZ5 ;

A=0 (C.41)

el segundo término del lado derecho de (C.40) es

1d . 1 1
G ["V10V19)| | = Shact "VodV a6 = S0uh V66 + 90cg " Vi6 Vs 3 (C.42)
2.dA 2 2
y el tercer término del lado derecho de (C.40) es simplemente
d ~ av
acV = ho.V ac—— C.43
- |3V (9)] () + guc g0 (C.43)
Finalmente, sustituyendo (C.41)), (C.42) y (C.43) en (C.40), se obtiene %Tac\,\zo
d - 1 1
—~ T = 2v(a§0vc)qZS - _hacgbdvb¢vd¢ + _gachbdvbgbvdgZS
d\ =0 2 2 (C.44)
av '
- gacgbdvb¢vd¢ - hacv(¢) - gac%@
C.3.3. Desarrollo de —1 [gach} )
=0
Aplicando la regla de la cadena
1d - 17d. - d
~acT'b = -3 _~ach ac v 1
3 [T} 3 [ anJecl + Gae gy b}
O P R
— _3 -hach + gacd/\ |:g de] (C45>
S P — Gach" Ty + g gbdif
3 I aclp ac bd ac d\ bd

Desarrollando cada una de estos términos

1 ~ 1 ~ o 1 1 1
_ghacTIf - _ghacgdebd = - ggbdvb¢vd¢ + éhacngdvb¢vd¢ + ghacDV(gb) (046)

1
39ach de = ggachb VdVap — _gac (h gbd) 9"V Vi — _gac (h gbd) V(¢)(C-47)

d T 2 1 mn
- 3gacg b =— ggacgbdv(bsovd)sb + 5 e (9" hea) 9"V i dV
1 1
— ggathman¢Vn¢ + ggacDanVm80vn¢ (C.48)

1 1 av
+ 5 Yac (gbdhbd) V((b) + _gacD

3 390 5%
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C.3.4. Simplificaciones
Sustituyendo (C.38), (C.44) y (C.45) en (C.23)) y simplificando, se obtiene

1 1
~50hae = 5VaVe (g "hya) + V@V’ hep + Rl hva + Rigihey
D—5 D-5
+ 2V (Ve + Thacg"dwvm — Tgachbdvbcbvdszs (C.49)
5 Yac v v —hacv - 5 Yac ;[
=5 Gac bpVad + 3 (@) + 3 Yoy ¥

Imponiendo las condiciones de traza, sector transverso, y calibre axial nulo; respectiva-
mente,

9hay = Vohi=0;  he=0, (C.50)
y haciendo ¢ =0, ¢ = ¢(§) y D = 5, se tiene

1 2
—50hae + R hoa + Riigheyp = §hacvw) : (C.51)

C.3.5. En particular para hy

En esta seccién se desarrolla (C.51) para la componente ¢t de la perturbacion hgy.
Para la métrica general dada por

gap = f2(&) {—dtaodty + d€,dé, + ¥ daldal} (C.52)
se calcula la traza,
1
9% hap = W [—httewt + hiy + oo + h33} ) (C.53)

y la componente tt del sector transverso viene dado por

1 [0hu oy Ohu Oy Ohy

V. he = T | o © o 9y 02 + B (3hue®™ + hi1 + has + hgg)]
Mientras que el D’Alambertiano 5-dimensional [l(5)hy, o0
PR g = 83 — 7300 2ot et (C55)
a;g;t + a;;f %hgt thtj;e (C.56)
ff 8;; Wy a;g;t et — thtf%e%t : (C.57)
y el D’Alambertiano 4-dimensional Uy,
Oy = 61 — 832y wah“ 2t _ Ot o + Ohu | Fhu O] (C.58)

o 022 o T 02
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Ast que Os)hy se puede escribir en funcién de Uy hy, de la siguiente forma

1 2 fohy  Phy o f”
D(5)htt - P D(4)htt 2htt f2 - f aé_ + 8§2 htt f (059)
Por otra parte, la componente tt asociadas a R’(’gc) hya + R?gdhc)b
1
bd 2 12 20t
R(tt)hbd + R(tdht)b f4 2,6t [ﬂ f (3h +€ + h11 + h22 -+ h33> (CGO)
— [ (2hu€®" + hay + hos + hss) — huf f"€*"] .
Identificando la traza y haciéndola igual a cero g%hg, = 0, se tiene
1 12 "
R(tt)hbd + Rl()gdht)b = F [4.62 - 3"?—2 - J;, :| htt . (Cﬁl)
Sustituyendo (C.61) y V(¢) dado por (1.8) en (C.51), se obtiene
1 62 f/ f//
— |O — == =2 = 28| hy =0 C.62
f2 (4) + o5 852 f 85 f 5 :| tt ( )

Esta expresion describe el comportamiento de la perturbacién gravitacional hy.

C.3.6. Generalizacion

Se puede mostrar que (C.62) posee la misma estructura para todas las componentes
de la perturbacion, de tal manera que se puede generalizar
1 82 f/ a f//
Ow+ =5 — 5= — —28*| by =0 (C.63)
T T
Esta ultima expresién representa las Ecuaciones Einstein-Campo Escalar para todas las
componentes de la perturbacién gravitacional h.



Apéndice D
Autovalores del operador QTQ

Se tiene un vector dado por |Q|v¢), que cumple con la ecuacién de autovalores

Q'Qv) = m|y) ,
cuya norma debe ser mayor o igual a cero,
Q)| = 0.

Por definicion la norma de un vector se puede escribir como

@) (@) =0

y sabiendo que (Q[¢)' = (¥|Q!, entonces

@Q'Qy) > 0.
Luego, utilizando la ecuacién (D.1) se tiene
(Wlm?|y) > 0.
Finalmente,
(YY) = 0

Como (2|1) > 0, se concluye que m? > 0 [17].
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Apéndice E

Limite de pared delgada de
soluciones dinamicas

E.1. Solucion regular

Sea el factor métrico dado por

B¢

f = cosh™( 5 )

(E.1)

donde 0 > 0 se interpreta como el ancho de la pared.
Se desea tomar el limite de pared delgada de este factor métrico. Es decir 6 — 0,

-0

—pe pe
. Y -5 @ o |eT t+ed
i = yeosi™® () =iy | (2
Notando que
(lsl'_r}%f — e %, £>0 (E.3)
lim f = e’ E<0 (E.4)
Entonces el limite de pared delgada de f esta dado por
lim f = e Pl (E.5)

6—0

E.2. Solucién general

En la Seccién 4.1.2] se mostré una familia de soluciones asimétrica, cuyo inverso del
factor warp viene dado por

i6  |sinh(8¢/6)|

T 255 smh(ge/s) O (O6/0:F (L n, coshi(56/9)]

(E.6)

9(€) = 1 cosh’(BE/5) + ¢
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Para esta familia de soluciones se desea igualmente obtener el limite de pared delgada por
razones fenomenoldgicas. Para ello, se toma el limite cuando o — 0

Para calcular este limite se utiliza la siguiente identidad que satisface la funcién hiper-
geométrica o F7,

o F [G,, b, c, Z] = (1 — Z)_a2F1 |:a, Cc— b, C, zi—1:| (E?)
Identificando los pardmetros para el caso particular de estudio
1 3 5
a:lzé—é, b=k=1-9¢, c:nzi—é, z = [cosh (8£/0)]° , (E.8)
y aplicando la identidad y simplificando,
g(&) = e cosh’ (B¢ /)
(_ )5 1—5 - 25—1 1 1 3 9 (E9)
h h Fi|l-—0,-,=-— h .
g cosh(3€/8) sinh(BE/0)"aFy | 5 — 8, 5. 5 — b.coth(3€/0)

Se define z = coth(5¢/4)? y nétese que cuando § — 0, entonces x — 1. Ahora se expande
la funcién hipergeométrica alrededor de = 1 a orden 0,

1 13 3 (=) ['(0)
Fil==6==-6z|~T(2=6)|(1-2) E.10
2 U272 x] (2 )[< x)F(é—é)F(l—é)Jr\/% (E.10)

Luego, expandiendo en series alrededor de § = 0,
113 1 5
o Fy [5,5, 5,4 R o [—(1—2)°+1]. (E.11)

Sustituyendo en (E.10) y simplificando, se obtiene

;%mozqam+%$mwo (B.12)



Apéndice F

Calculo de V), en limite de pared

delgada

F.1. Solucién regular

El potencial mecénico cuantico estd dado por

3f/2 3f//
o=y p Ty
La primera derivada de (E.1),
s dl €] dI&]l  aim o

donde O(¢) es la funcién Heaviside. Mientras que su segunda derivada

f/l — _626_[3'6‘ |:d | 6 |:|2 . 56_’B|£‘d2 | 5 |

T i
{—d € ’r —0() +O(—£) =1
T
2le|
o =200

f!'= =B —2p5(¢) .
Sustituyendo (F.2) y (F.6) en (F.1), se tiene

Vau = 36— 305(6)

donde §(&) es la delta de Dirac.
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F.2. Solucién general

Para hallar el potencial mecdnico cudntico, se reescribe (F.1) en funcién de g(&),

haciendo el cambio f(£) = 1/g(€),

y se calculan la primera y segunda derivada de g,

g =1’ [O(&) — O(—£)] + ca cosh(BE)

§" = 132 4 26¢,16(€) + ¢ sinh(BE) |

obteniéndose,

158% [e1 B P61 (O(€) — O(=¢€)) + ¢y cosh(BE) 3
4 ¢ 3 Pl + ¢y sinh(BE) 2

Vou =
Notese que

9
lim Vour = 0%

|§]—o0

3 —335(€).

(F.8)

(F.11)

(F.12)
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