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SOBRE LA EXISTENCIA DE UNA
SOLUCION POSITIVA PARA UN MODELO
DEL TIPO LOTKA-VOLTERRA



RESUMEN

En este trabajo, se realiza una exposiciéon detallada, de algunos de los re-
sultados presentados por Antonio Tineo en su articulo cientifico titulado

“An Iterative Scheme for the N — Competing Species Problem”.

Consideraremos el sistema competitivo Lotka-Volterra para n especies,
n
j=1

donde a;, b;; : R — R son funciones positivas, continuas y T-periédicas, estudiare-
mos un esquema iterativo desarrollado por Tineo en su articulo, para demostrar
que el sistema anterior tiene una solucién positiva, es decir que existe un estado
de coexistencia.
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Capitulo 1

Introduccion.

La ecologia se ocupa de las interrelaciones que existen entre los organismos
vivos, vegetales o animales, y sus ambientes, y éstos se estudian con la idea de
descubrir los principios que regulan estas relaciones. El objeto principal de la
Ecologia es estudiar la evolucion de las poblaciones, su extinciéon o supervivencia.

Durante los tltimos anos, se vive una situaciéon draméatica en el continente
Africano, especificamente en el Lago Victoria, el mas grande del mundo, y sus
aguas son compartidas por tres paises (Tanzania, Uganda y Kenia). Todo comien-
za en los anos 50, se producen unos acontecimientos claves en el proceso de trans-
formacion de los ecosistemas del lago. Desde el punto de vista de riqueza piscicola,
los cientificos han clasificado mas de 300 especies endémicas de pescados de la fa-
milia de los ciclidos, entre otras, una situacién que representa —o representaba-
una diversidad excepcional a escala planetaria.

A lo largo de miles de anos, los diferentes géneros de especies se espe-
cializaron en diferentes nichos ecologicos del lago, de forma que esta diversidad
resulta vital para mantener el equilibrio natural y la salud de las aguas de lago.
Después de un largo periodo de debate y oposicion, la perca del Nilo fue intro-
ducida al lago Victoria, como pez alimenticio.

Cientos de especies de peces ciclidos, originarios de ese lago, han sido de-
voradas por la perca del nilo. Esto esta asociado al aumento espectacular de la
biomasa de perca a partir de los anos 70 y es el ejemplo mas dramatico de extin-
cion de especies vertebradas del siglo XX.



A finales de los afios 60, estas especies autoctonas suponian un 83 % de la
masa y la perca, un 0,5 %. Quince anos mas tarde, se invirtieron estas cifras .

La destruccion medioambiental del lago Victoria es, tristemente, un buen
ejemplo de un estadio adelantado de degradacion cronica y permite visualizar has-
ta qué punto la introduccion de especies no-autoctonas y la explotacion piscicola
intensiva de un medio natural con finalidades exportadoras puede llegar a alterar
un ecosistema que durante cientos de anos habia alimentado de forma equilibrada
las poblaciones locales. Esta situacion se debe a varios factores, que han afectado
gravemente el ecosistema del lago, pero también sus alrededores: deforestacion,
residuos industriales, agricultura, pero muy especialmente la introduccion de la
perca del Nilo.

Si bien la pérdida de biodiversidad por sobre-explotaciéon pesquera del lago
es en si misma una situacion grave por lo que significa la destruccién de un medio
natural, no podemos olvidar que la situaciéon actual representa un riesgo elevado
de colapso de un sistema de vida y de una fuente de recursos para unos veinticinco
millones de personas .

Ya en el siglo XVIII el tema de la poblaciéon mundial habia empezado a
preocupar a algunos matematicos de la época. Entre los precursores podemos
citar a Leonhard Euler (1707-1783), autor de los primeros estudios de los cen-
sos disponibles para descubrir las tendencias demograficas utilizando modelos
matematicos. Sin embargo, fue a finales del siglo cuando se inicié el gran de-
bate sobre la poblacién mundial, con la obra de Thomas R. Malthus (1766-1834)
Ensayo sobre el principio de la poblacion (1798), en la que el autor recomendaba
por primera vez en la historia la necesidad del control de la natalidad para luchar
contra la progresion demogréfica que amenazaba la propia supervivencia de la
humanidad.

A continuaciéon presentamos como ejemplo, un modelo diferencial de las
Poblaciones, que esta relacionado con la reproducciéon o extincién de ésta. Tal
como estd presentado, este modelo fue descrito por el Dr. Francisco Montes

de Oca, (1996), "Dinamica Poblacional de una Especie."II ENEM. U.C.L.A.,
Barquisimeto-Lara.



Sea P el nimero de habitantes en el instante de tiempo, A el namero de
individuos que nacen en la unidad de tiempo, y B el ntimero de individuos que
mueren en la unidad de tiempo.

Asi podemos afirmar que la velocidad con que varia P en el transcurso del
tiempo se da mediante la férmula:

P'(t)y=A-B
Suponiendo que A y B son proporcionales al nimero de habitantes, tenemos que:

P'(t) = (a — b)P(t)

el cual se conoce como MODELO DE MALTHUS. En este modelo a es denomina-

do coeficiente de crecimiento de la poblacion P y b es el coeficiente de mortalidad.

Suponiendo que en el instante ¢t = t; el tamano de la poblacion es Fy; re-
solviendo la ecuacion diferencial encontramos como solucién

P(t) = Pyelet)tt0)

De aqui se deduce que si a > b, entonces P(t) — oo cuando t — oo, y
esto quiere decir que la poblacion crece ilimitadamente. Por otra parte si a < b,
entonces P(t) — 0 cuando ¢ — oo, es decir, la poblacion tiende a desaparecer.

Sin embargo, como el sistema ecologico es cerrado, significa que tanto el
alimento de la especie, como su habitat, a pesar de ser abundantes no son ilimi-
tados, y por ello debe existir un limite para el crecimiento de la especie.

Durante los afios 20, el matematico italiano Vito Volterra (1860-1940) y el
biologo americano Alfred J. Lotka (1880-1949) desarrollaron el modelo mateméti-
co de la competencia de dos especies con recursos limitados en un medio cerrado,
y que se conoce como modelo de Lotka - Volterra.



En este trabajo consideraremos el sistema Lotka-Volterra para n especies
= wlai(t) = Y by(thu],  1<i<n (1.0.1)

donde a;, b;; : R — R son funciones positivas, continuas y T-periédicas.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales (1.0.1), modelan la competencia de
n especies en un medio cerrado y con recursos limitados, donde wu;(t) representa
el tamano de la poblacién de la especie i en un tiempo t ; ;(t) representa la
velocidad de crecimiento de la poblacion de la especie i en un tiempo t ; a;(t) es
la tasa de crecimiento de la especie i ; b;;(t) con (i # j), representa el grado de
inhibicion de la especie i debido a la presencia de la especie j; y b;;(t) con (i = j),
representa el grado de inhibicién de la especie i sobre si misma.

Desarrollaremos el esquema iterativo:

uyp =0, 1< <n

Uik = Wig[a; — biwig — sz’juj,k—l] , k=1,2,..

JE€J;

para probar la existencia de un estado de coexistencia para (1.0.1).

Esto es, probaremos la existencia de una solucion positiva de (1.0.1).
Aqui y en adelante, consideraremos el conjunto

Jio={1,..,i—1,i+1,..n}

Maés precisamente, sea U; la tnica solucion positiva y T-periddica de la
ecuacion logistica



Asi, tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 1.1

Supongamos que

/T[ai(t) ~S U ldE =0, 1<i<n (1.0.2)

0 JE€J;

entonces el sistema (1.0.1) tiene una solucion T-periddica u° con

u’ = (ud,ul,..,ud), tal que ul>0 para todo .

Este teorema, presentado por Tineo en [§] y demostrado por H. Smith en
[6], es un corolario de un teorema de existencia, relacionados con sistemas com-
petitivos.

Teorema 1.2

Supongamos que  b;;/a; son constantes para todo i,j=1,...n. Si

Zb’ijaj/bjj < ag, 1= 17 ces T (103)

J€J;

entonces existen constantes positivas w2, uJ,...,u2  tales que
u;(t) — v cuando t — oo, para i=1,...,n, y para cualquier solucién

positiva  (uy, us, ..., u,) de (1.0.1).
La demostracion del Teorema 1.2, esta realizada en [4].

En los resultados presentados en este trabajo, incluyendo el Teorema 1.2,
para que sean validos debe suponerse que b;;, a; son funciones continuas y aco-
tadas superior e inferiormente por constantes positivas en R.



Capitulo 2

Preliminares.

En este Capitulo presentaremos algunas definiciones y resultados que seran
necesarios en el desarrollo del presente trabajo. Tales resultados son obtenidos
principalmente de [3],[7],[10].

Definicion 2.1 (Funcién localmente lipschitz)

Se dice que una funciéon F es localmente Lipschitz respecto a la segunda
variable, si para cada (t, z9) en R? existe una vecindad abierta N de este punto
en R? y una constante positiva K tal que

|F(t,x) — F(t,y)| < K|r—y| para todo (t,x),(t,y) en N.

Teorema 2.1

Supongamos que S es un rectangulo definido por:
|z — 2ol <a, ly—yo| <b, (a,0>0),
o bien una franja dada por
|z — 20| < a, |yl <oo, (a>0),

y que f es una funciéon de una variable real definida en S, tal que Jf /0y existe, es
continua en S, y, ademas, cumple la siguiente condicion:

|0f/0y(x,y)| < K, ((z,y) € S), con K >0.

Entonces f satisface en S una condicién de Lipschitz, cuya constante de
Lipschitz es K.
Demostracion: Ver [3]



Teorema 2.2 (Existencia y Unicidad)

Si f(t,x) es continua y satisface una condicion de Lipschitz en
R ={(t,z)/t € [ty — a1,to + az], |x — xo| < b} y M = max|f(t,x)|, entonces el
problema de valor inicial
T = f(t,x)
l’(to) = 2o
tiene una solucion tnica en el intervalo I = [ty—a, top+a| donde a = min{ay,as, b/M}.
Demostracion: Ver [3]

Definicion 2.2 (La funcién de Poincaré)
Sean f:R x RF — RF y

i = f(t,z) (2.0.1)

Dado = € R*, sea u(t,z) solucién de (2.0.1) determinada por la condiciéon
inicial u(0,z) = x.

La funciéon de Poincaré 7 : D, — R* estd definida por 7(z) = u(t,x)
donde
D, = {x € R*/u(t,z) esta definida en [0,T]}.

Definicién 2.3

Sea (X, d) un espacio métrico y F' una familia de funciones. Se dice que F'
es una familia de funciones equicontinuas ¢ : X — R, si para todo ¢ > 0 existe
un § > 0 tal que si d(z,y) < d entonces |p(z) —¢(y)| < € para toda funcién ¢ € F
y todo x,y € X.

Definiciéon 2.4

Sea (X, d) un espacio métrico y F' una familia de funciones. Se dice que F
es una familia de funciones uniformemente acotadas, ¢ : X — R, si existe un
M > 0 tal que |p| < M para toda funcion ¢ € F.



Teorema 2.3 (Arzela)

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si F' es una familia de funciones
equicontinuas ¢ : X — R y uniformemente acotadas, entonces toda sucesion
{¢n} de elementos de F tiene una subsucesion {¢,} uniformemente convergente
en X.

Demostracion: Ver [7]

Teorema 2.4

Supongamos que {f,'(z)} es una sucesién de funciones continuas en I para
todo n € Z*, y supongamos ademas que {f,} converge en un punto zo € I y que
{f.'} converge uniformemente en I hacia una funcion f, entonces

f'=1im f,) vy f' es continua en I,
n—oo

en otras palabras, se puede intercambiar el limite con la derivada.
Demostracion: Ver [7]

Definiciéon 2.5

Un conjunto C se dice que es convexo, si para cada par de puntos de C, el
segmento que los une también estd en C. Si x1 y x5 estan en C, el segmento que
los une puede escribirse como

(1=t +tzy, 0<t<1.

Teorema 2.5 (Punto fijo de Brouwer)

Sea C un conjunto cerrado, acotado y convexo en el espacio euclideo R™. Si
f es una funcién continua y f : C' — C', entonces la funcion f tiene por lo menos
un punto fijo en C.
Demostracioén: Ver [10]



Capitulo 3

La Ecuacion Logistica.

En esta seccion estudiaremos el siguiente sistema unidimensional

T =xF(t,x) (3.0.1)

donde F : R x R — R es una funcién continua tal que es T-peridédica en la
variable t. Para aplicar la teoria conocida para EDO, debemos suponer que F es
localmente Lipschitz respecto a la segunda variable.

Teorema 3.1

Supongamos que:
(a) F(t,z) > F(t,y) si 0<z<uy;
(b) Existe una constante positiva M tal que F(t, M) < 0 para todo t;
(c) Ji F(t,0)dt >0
entonces, la ecuacion (3.0.1) tiene exactamente una solucion T-periddica y posi-
tiva U. De hecho, U(t) < M.

Mas atn, la soluciéon u del problema de valor inicial

T =aF(t x) (3.0.2)

iL’(to) =x9>0

esta definida en [tg, 00) y u(t) —U(t) — 0 cuando t — oc.



Demostracion:

Sea u la solucion del problema de valor inicial (3.0.2), es facil ver que
u(t) > 0 para todo t en el Dom(u). En efecto,
supongamos por reduccién al absurdo que existe un primer ¢; > t; tal que
u(t;)=0. Como la soluciéon nula v = 0 es solucion del problema

& =xF(t,x)

en un entorno de t; y por el teorema de existencia y unicidad, la solucion u del
problema (3.0.2) y la solucion nula deben coincidir en este entorno, y esto es una
contradiccion pues u(tg) > 0 y t; es el primer elemento tal que u(t;)=0.

Por otra parte podemos afirmar que:

u(t) < max{u(ty), M} en [ty,00) N Dom(u) (3.0.3)

Para demostrar esta afirmacion, consideremos 2 casos, los cuales se pueden
apreciar en la figura:

Caso 1:

Sea u(ty) > M >0, de esta forma tenemos que u(ty) = mazx{u(ty), M}
Sea t fijo pero arbitrario, t > ¢y, por la hipotesis (a) tenemos que

F(t,u(ty)) < F(t, M) <0

t b

Figura 3.1: Casos 1y 2
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Supongamos ahora que u(t) > u(ty), luego por (a)
F(t,u(t)) < F(t,u(ty)) <0

y asi obtenemos que #(t) < 0, y esto es una contradicciéon puesto que
u(t) > u(ty) para t > to. Por lo tanto,

u(t) < ulty) = max{u(ty), M}.
Caso 2:

Sea 0 < u(ty) < M , asi nos queda M = maz{u(ty), M }. Supongamos por
reduccion al absurdo que existe un primer t; > t, tal que u(t;)=M. La funciéon
constante u = M y la solucion u(t) de (3.0.2) con u(t;)=M son soluciones del
problema de valor inicial

(x— M) =(x— M)F(t,x — M)

x(t)) =M

en un entorno de t; y por el teorema de existencia y unicidad, la solucion wu del
problema (3.0.2) y la solucioén constante M deben coincidir en este entorno, y esto
es una contradiccion pues 0 < u(tg) < M y t; es el primer elemento tal que

En consecuencia, no es posible que u(t) > M, para algin ¢t > tg, pues de
serlo, como u es continua, existirfa un ¢; con ty < t; < t tal que u(t;) = M y
llegamos a la misma contradiccion.

Por lo tanto hemos demostrado la afirmacién (3.0.3).

Asi u esté acotada en  [tg, 00) N Dom(u), y de aqui u esta definida en

[to, OO)

Para x > 0, sea u(t, ) la solucion de (3.0.1) tal que u(t,z) = x y definimos
la funcion de Poincaré como sigue:

P :[0,00) — [0,00) dada por P(x)=u(T, z).

11



Sea I(z) = fOT F(t,z)dt > 0, sustituyendo x = 0 nos queda por (c)

T
1(0) = / F(t,0)dt > 0.
0
La funcién de Poincaré también es solucion de (3.0.1), por lo tanto
w(T, ) = u(0, x)efoT F(tz)dt _ xefoT F(t,z)dt
Y sabemos que P(z) = u(T,z), P(0)=0, derivando nos queda

P(z) = elo Pt y P(0)= elo F(t0)dt _ 1(0) 5 1, pues I(0)>0.

Por (3.0.3) tenemos que P(M) < M y de aqui P tiene un punto fijo
(0, M] y entonces U(t) := u(t, z) es una solucion T.periodica y positiva de
1

).

Z €
(3.0.

Sean V' y W dos soluciones positivas y T-periodicas de (3.0.1) y definamos
la funcion h = (V/W) — 1. Entonces h es T-periodica y

h=VW7F(t, V) - F(t,W)].
En efecto,
h=VW—-WV)/W?*=(VWF(@t,V)=VWF({t,W))/W?
=VWF,V) - F(t,W)). (3.0.4)

Si V' # W, podemos suponer sin perdida de generalidad que V< W y
por (3.0.4), tenemos que h > 0. En particular, h es no periodica y esto es una
contradiccion, pues h debe ser periédica por la forma como estd definida.
Equivalentemente, afirmamos que z es el tnico punto fijo de P en (0, 00).

Sea u(t) = wu(t,zp) la solucion de (3.0.2). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que t; = 0. Asi tenemos que u(t + T) es también solucién
de (3.0.1), y {u(nT) : n =1,2,...} es una sucesién mondtona y positiva de R. En
particular, u(nT") — ¢, para algiun q > 0.

12



Afirmacién 3.1
qg>0
Demostracion:

Supongamos que g = 0, entonces {u(nT)} es estrictamente decreciente y u(t) — 0
cuando t — oo.

Ahora bien, tomemos un numero fijo ¢ > 0, tal que fOT F(t,e)dt > 0y
elegimos t; > t, tal que u(t) < e para todo t > t;.

Integrando la relacion u/(t)/u(t) = F(t,u(t)) en el intervalo [nT, (n + 1)T]
tenemos que:

nT+T nT+T

F(t,u(t))dtz/ F(t,e)dt

nT

0> In(u(nT +T)/u(nT)) = /T

= fOT F(t,e)dt > 0 para todos ntmeros enteros n > t;/T.

Con esta contradiccion, queda probada la afirmacion.

Por otra parte observemos que
P?(xg) = P o P(x¢) = P(u(T, ) = w(T + T, x0) = u(2T, )
y en forma similar
P"(xg) = Po P Yx¢) = P(u(nT —T,20)) = w(T +nT —T,x0) = u(nT, x).
Veamos ahora que g es un punto fijo de P, en efecto, sabemos que
P™(zo) = u(nT) — q.
Luego, calculamos P(q), teniendo en cuenta la continuidad de P,
P(g) = P(litm u(nT))
= nh_}IgO P(u(nT))
= lim P"* () =g
Asi, q es otro punto fijo de P, con lo cual se tiene que q = z por ser z el

tnico punto fijo de P y entonces u(t) —U(t) — 0 cuando t — 0. Esto completa
la demostracion.

13



Afirmaciéon 3.2

Si F(t, M) = 0, entonces la funcion constante M, es una solucién positiva
y T-periddica de (3.0.1), y asi, la solucién U referida en el teorema 3.1 es la fun-
cion constante M.

Demostracion:

' Es evidente que si M es una funciéon constante, y F'(t, M) = 0, se tiene que
M = MF(t, M), y por lo tanto M es soluciéon positiva y T-periodica de (3.0.1).
Del hecho que U(t) < M y de la unicidad de U dada en el teorema 3.1, concluimos
que U=M.

Proposicion 3.1

Sean F,G : R? — R, funciones continuas y T-periddicas respecto de la
primera variable. Supongamos que (3.0.1) (respectivamente & = xG(t,z)) tiene
una solucion positiva y T-periodica U (respectivamente V).

Si F < Gy G es estrictamente decreciente con respecto a x, entonces U < V.
Demostracion:

Definamos h = (V/U) — 1. Entonces, h es T-periodica y
W =VU NGt V) - F(t,U)] > VUG V) -Gt U).

Supongamos ahora, por reduccién al absurdo, que h(7) < 0 para algin 7. Es
decir V(1) < U(7), y como G es estrictamente decreciente por hipotesis, tenemos
que A'(7) > 0.

Afirmacion: h < 0 en (—o0, 7)
Demostracion de esta afirmacion:

En efecto, en caso contrario debe existir t; <7, tal que h(t;) = 0 por la
continuidad de h. De aqui se deduce que U(t;) = V(t1) y por lo tanto h/(t;) > 0
y esto es una contradiccion, por el hecho que h(r) < 0. Asi hemos probado que
h <0en (—oo,7).

Luego V' < U en este intervalo y por tanto A" > 0 en (—oo,7) y esto
contradice el hecho que h es T-periddica.
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Capitulo 4

Esquema Iterativo para el caso 2x2.

En este capitulo vamos a desarrollar el esquema iterativo para el caso en
que n=2, para lo cual tenemos un sistema competitivo 2x2. Esto nos permitira
visualizar el desarrollo del esquema para el caso general nxn. En lo que sigue,
consideraremos a,b,c,d,e,f, constantes positivas, pero el razonamiento también vale
para el sistema no auténomo en la que estas letras representan funciones positivas,
continuas y T-periodicas.

Consideremos el sistema

{ i1 =mfa— bry — cay (4.0.1)

1:2 = J)Q[d — €T — f[L‘Q]

Una solucion para (4.0.1) es U; = (uq1,u12) = (0,0). Sustituyendo uy; en
x1 en la segunda ecuacion de (4.0.1) y u12 en x5 en la primera ecuacion de (4.0.1)
tenemos un sistema de ecuaciones logisticas de (4.0.1), a saber

{ 1:1 = xl[a — bl’l — Culg] (4 0 2)

Ty = QUQ[d — €U — fﬂUQ]

Una solucion para (4.0.2) es Uy = (ug1, uss). De acuerdo a resultados pre-
sentados en [1], la solucion U, es positiva en el sentido vectorial, es decir:

(0,0):U1<U2 S ug >0 Yy Ugg > 0

Sustituyendo ug; en xq y ugs en xs en el sistema (4.0.1) y en forma analoga
a la primera sustitucion tenemos otro sistema de ecuaciones logisticas de (4.0.1),

{ Jfl = (L’l[CL — bl’l — Cu22] (4 0 3)

Tog = 96’2[d — €U21 — fx2]

15



Una solucion para (4.0.3) es Us = (us1, us2). Haciendo una comparacion de
algunos terminos, tenemos que

a—bxry — cup < a—br; — cup
d—eug — foy < d—euy — frg
Luego, aplicando la proposiciéon 3.1 tenemos la siguiente desigualdad:

(O,O)ZUl < U3 < Ug.

Sustituimos ahora us; y uso en forma analoga a la anterior y obtenemos el
sistema

1:1 :ZL‘l[CL— bl‘l —CU32] (404)

Ty = To[d — euzy — fuo

Una solucién para (4.0.4) es Uy = (u41,u42). Comparando nuevamente al-
gunos terminos, tenemos que

a—br; — cuspy <a—bxry —cusy <a—br;— cup

d—euy — foy < d—eus; — fog < d—euy — fag

Y asi tenemos otra desigualdad la cual se va formando en cierto orden tal
como se aprecia:

(O,O)ZUl < U3 < Uy < Uy

razonando en forma inductiva tenemos dos sucesiones
Usi, = (Uzk,l; Uzk,2)

Usp1 = (U2k+1,1; U2k+1,2)

las cuales son mono6tonas y acotadas, y por criterio de convergencia de sucesiones,
estas resultan ser convergentes puntualmente, es decir

lim Uy, = Wm (ugp1; uar2) = (Ur, Us)
k—oo k—oo

lim Uspy1 = Um (uggr11; uoki12) = (U, Us)
k—o0

k—oo
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Los términos de las sucesiones antes mencionada, satisfacen el sistema (4.0.1)
en el sentido siguiente:

Uk = Usog1][a — buag1 — Clggt1 2]
Ugg2 = Uk a|d — eugr—11 — fuog o]
Uok41,1 = Uok41,1(0 — bliggy1,1 — ClUog 2]

Uo1,2 = Ugky1,2[d — €Uo 1 — flogsi ]

tomando limite y aplicando el Teorema de Arzela-Ascoli nos quedan las
siguientes expresiones:

[71 = Ul(a — bﬁl — QQ)
[72 = Ug(d— egl — fUQ)
Q1 =U;(a—bU; — 0[72)
Qz =Us(a — U, — cUs,)

Observando estas expresiones, tenemos que los pares (U, U,) v (Uy,Us))
son soluciones positivas del sistema (4.0.1).
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Capitulo 5

Esquema Iterativo para el caso
general.

Denotemos por F;(t,x), con 1 <i < n,una funciéon real y continua, defini-
da en R x R", la cual es T-periddica en la variable t y localmente Lipschistz
respecto a la variable x. Asumimos las siguientes hipotesis:

(H1) Fi(t,z) > Fi(t,y) si 0<z<y, z#y, y i=1,..n.

Aqui, z <y denota el orden usual en R".
(H2) Euzisten constantes positivas My, Ms, ..., M, tales que

F;(t,0,..,0, M;,0,...0) <0 paratodoten R y i=1,..,n.

Del Teorema 3.1, nosotros sabemos que el problema
& =xF(t,0,.,0,2,0,...0), z(t+T)==x(t), >0

tiene exactamente una solucioén, la cual se denota por Us.

Teorema 5.1
Supongamos que
T
0

Entonces, existen funciones continuas y T-periddicas

u=(uy,. ., u) vy u=(u,..,u,): R—R"
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con las siguientes propiedades:

(a) w; >u;, >0, para 1<i<n,y

5.0.2
Q; :giF‘i(t7ﬂ17"'7ﬂi—lau7j7ai+17"'aun)' ( )

— _ _
{ U; = ui}?’i(tagl? "'7Qi—17ui7gi+17 7,1_1/71,)

En particular,(u1, us) y (2, 42) son soluciones del sistema (1.0.1) si n = 2.
(b) @ = w si u;(ty) = u;(ty) para algun (i,t)

(¢c) u <wvy v <u, para cada solucion (v,v) de (5.0.2).
En particular, v < u < v, para cada soluciéon T-periddica y positiva

u = (uy,ug, ..., u,) de

'LL,/L = uiFi(t,ul, ..... ,Un) s 1 S 7 S n (503)

y por lo tanto (u,v) es una solucion de (5.0.2).

Demostracion:

En primer lugar definamos u;; = U;, usando el teorema 3.1 y la proposiciéon
3.1, podemos probar, inductivamente, la existencia de dos sucesiones

{ﬂk = (’Ele, ,ank) R — Rn}

{ug = (Wypy ooy Upg) - R — R"}

de funciones positivas y T-periddicas, tales que
L=, Fit,u U 7 lin)
Ui = W t's 7u1k,"'7u171,k77_%k7u1+1,k7"'7unk
—/ _ _
Ui gt1 = ui,k+1Fz‘(t721k, oy Wy gy U k15 Wiy g ...,gmk) (5,(),4)

U < ... <y <u <..<uy

para todo entero k > 1. Note que u;; < U; y entonces (5.0.1) se satisface si reem-
plazamos U; por w,;.
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En particular, nosotros podemos definir funciones positivas y T-periddicas,
u, u:R—R" por
u(t) = klim ug(t), u(t) = ka w(t).

Tales limites existen pues las sucesiones {uy} y {u,} son monétonas y aco-
tadas. En consecuencia, las sucesiones {uy} y {u;} son acotadas uniformemente,
y lo mismo ocurre para las sucesiones{u}} y {v/;}.

Luego, usando el Teorema de Arzela-Ascoli, y por resultados acerca de
limites y derivadas, concluimos que el par de funciones (u,u) es una solucién
de (5.0.2), y esto completa la prueba de la parte (a).

Si u;(to) = ui(to) entonces ;' (ty) = u'(to) y la prueba de la parte (b) se sigue de
la hipotesis (H1).

Para probar (c), afirmamos que 9; es una solucion positiva y T-periodica de
la ecuacion

T = xFi(tayl(t)? ""Qifl(t)v I7Qi+1(t)7 "'7Qn<t))
y sabemos ademas que

& =xF(t,0,..0,2,0,...0), z(t+T)==x(t), >0

tiene exactamente una solucion, la cual se denota por U;. De aqui y por la proposi-
cién 3.1, se tiene que v; < U; pues v; > 0. Por induccion sobre k, conseguimos
que v < U y u, < v para todo k. En efecto, verifiquemos que se cumplen las
desigualdades para k=1.

Sea T = IFZ(t, Ul, '--Ui—la xZ, Ui+17 ceny Un) = {L'.Fi(ﬂll, ..,ﬂi_171,$,ﬁi+171..,ﬂn1) y co-
mo v; < U; v F es decreciente, tenemos que

E(t7 ﬁl(t)a XS] @i—l(t)a x, 6i+1(t)7 L) T}n(t)) 2 E(t; alla () ﬂi—l,h x, ai-i—l,l"a ﬁnl)

luego, de aqui y de la proposicion 3.1, concluimos que v, > u;; vy U3 < uyp < Uy

Supongamos que se cumplen las desigualdades para k,es decir, v < uy y
w;, < v, y probemos que también se cumplen para k+1, veamos.
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Consideremos las ecuaciones siguientes,
T = xE(ta Uik, - a’i*l,ka Z, ﬂiJrl,ka SS) ank)

T = xFi(tﬂglkn o Ui 1k Ty Uit 1 ko >an)
T = xFi<tuyla Ui, x?ﬁi-{-la 7Qn)
€r = IE(t, Uty ey Vim1, Ty Vi1 ooy U'n,)

cuyas soluciones son u;;, , Ui k1 , U; ¥ ¥; respectivamente.

Por la hipotesis inductiva, H1 y la proposicién 3.1, se tiene que v; < U; j41.
Ahora de aqui, y nuevamente por H1 tenemos que

E(ta ﬂ’l,k—‘—l, seey ai—l,k+l7 I, ai—i—l,k—‘—l? sy an,k—i—l) S E(t7 /l_]l) ceey 737:—17 I? Q_}i—l-l; sevy UTL)

y de nuevo por la proposicion 3.1 concluimos que u; ;. ; < v;, y de esta manera se
da por terminada la demostracion.

Afirmacion 5.1

Supongamos que Fi(t,0,...,0,M;,0,...,0) =0 para todo i.

Por afirmacion 3.2, U; = M;, y por induccion, las sucesiones {u}, {u,} en
la prueba del teorema 5.1 son constantes. Por lo tanto, la solucion (u, ) de (5.0.2)
es constante.

Demostracion:

Verifiquemos para k = 1.
Sabemos que 0 < u;; =U; = M; para 1<i<n.
Por otra parte u;; = (uyy, Ugy, -+, Uy )
Definamos la funcion

gi(x) = Fi(t, t11, .oy Ui—1,1, T, Uit 1,15 -y Un1)

por (5.0.1) existe un intervalo (a,b) C [0, 7] tal que g;(0) > 0.
Por otra parte

gz(Mz):E<t;MlayM277Mn) < E(t,O,...,O,Mi,O,...,O) =0
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De aqui tenemos que g;(0) > 0y g;(M;) < 0 para todo t € (a,b). Como g es
una funcion continua, existe w; tal que g;(w;) = 0. De esta forma u,; = w; < M;,
por la afirmacion 3.2.
Luego se cumple que las sucesiones {uy}, {u,} son constantes para k=1.

Supongamos ahora que las SUCGSiOHGS
ak — (ﬂlka ceeny ank)

Up = (Uggy ooy Ung)

son constantes y ademas sabemos por el teorema 5.1 que

U < ...y <y <..<u =M

para todo entero k > 1. Demostremos que ;1 también es constante.En efecto, w1
es solucion de

T, = xiFi<t7Q1k7 “‘7@1‘71,]@7 xiagi+17k7 7an)

Definamos la funciéon
hi(z) = Fi(t, uyy, o Mgk Ty Wiy g ooy Uy,
Observese que
hi(0) = Fi(t, Uypy oo Uy g 1o 05 Uy g gy oo W) > Fi(t, My, ..., 0,..., M,y,)

para todo t € (a,b), pues u;, < M; y ademas h;(0) > 0 por (5.0.1).
Ahora bien,

hl(MZ) — E(t,glk’ ""Q’L‘—l,k7 Mi’gi-f—l,k’ ,an) < E(t7 0, ceey Mi, . e ,0) - 0
Como h es una funcién continua, y razonando en forma anéloga al caso
k=1, se concluye que existe z; tal que g;(z;) = 0. De esta forma u; ;41 = 2; es

constante.
En forma anéloga se demuestra para u, ;.

Asi hemos demostrado que las sucesiones {uy}, {u,} son constantes para
todo k.
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Corolario 5.1

Sea F' = (Fy,...,F,) : R" — R" una funcién localmente lipschitz tal que
FO)>0y F(x)>F(y)si0<z<yyz#uy.

Supongamos ademas que existen constantes positivas M;, con 1 < i < n,

tales que
Fi<M17"';Mi—17O7Mi+17"';Mn) > Oy E(O,...,O,Mi,O,...,O) = 0.
Entonces existe x > 0 en R” tal que F'(z) = 0.

Demostracion:

Sabemos por la afirmacion anterior que
= (Aq, ..., Ap)
u, = (By,...., Bp)
son constantes y A; > B; > 0. Por otra parte B; y A; son soluciones de
w, =w, Fi(t, Ay, oy Ay, g, Airy o A)s Y
u; = w; Fi(t, By, ..., Bi_1, U, Biy1, .., By)
respectivamente. Asi tenemos que
Fi(t, Ay, ..., A1, Bi, Aigq, .. An) = 0 < F(0,..,0)
Fi(t,By,...,Bi_1, Ai, Bit1, ..., By) = 0 < F;(0,..,0).
Luego sumando A; y B, tal como sigue,tenemos lo siguiente:
Fi(t,A1+ By, ..., Ai-1 + Bi_1,A; + Bi, Aix1 + Biv1, ., An + By) = 0 < F;(0,..,0)
para todo i, 1 <17 < n. Por lo tanto,
F(t,A1+ B1,.... A1+ Bi_1,A; + B;i, Aiy1 + Bivq, ..., A + B,) <0 < F(0).
Como F es continua, existe z > 0 en R"™ tal que F(z) = 0.

Supongamos que z < 0, entonces 0 < F(0) < F(z), es una contradiccion
del hecho que F(x) = 0. Por lo tanto x > 0, y asi termina la demostracion.

Dado un punto ¢ = (g1, - - .,¢q,) en R™ denotamos por u(t, ¢) la solucion de
(5.0.3), satisfaciendo la condicién inicial u(0) = q.

23



Proposicion 5.1

Supongamos que se cumple (5.0.1) y sea u,u dadas como en el teorema 5.1.
Sin>3 y u<u y u(0) < g < u(0), con ¢ € R™, entonces

u(t) <u(t,q) <u(t) para todo t>0.

Demostracion:

Denotemos u(t) = u(t, q) y supongamos que existe un ¢y, > 0 tal que
u(t) <u(t) <a(t) para todo 0<t<tyyuty) = uty)
(o también u,(ty) = u,(tp)) para algun i,(ver figura 5.1).

T
: Uitg=Tift) uftd= ity
i : :
' = |
I 1
L T
Figura 5.1: Coinciden en ¢,
Entonces,
Fi(to, uy(to), - - w1 (t0), Uilto), w1 (fo), - - -, up (o)) (5.0.5)
S Fi(to, Ul(to), e ,Un(to))
Fj(to, u1(to), - - -, wj—1(to), u;(to), Ujp1(to), - - -, Un(to)) (5.0.6)

Z Fj(to, Ul(to), C.e ,un(to))

por ser F decreciente,tal como se indica en la hipotesis H1.

Pero como u(t) < u(t) para 0 < t < to, se tiene que u,(ty) = u,(ty) para
todo r # 7, en particular para r = k, tenemos que

g (to) = wi(to) = w,(to)
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y por teorema 5.1, parte b), se tiene que & = u y esto contradice la hipotesis
u < u. Por lo tanto, hemos demostrado que

u(t) <u(t,q) <ua(t) para todo t>0.

Teorema 5.2

Sean Fi(t,x), las funciones componentes de F' dadas anteriormente con
sus respectivas propiedades. Si se cumple (5.0.1), entonces el sistema (5.0.3) tiene
una solucién T-periddica

u = (ud,ul,...,ul), tal que ul>0 para todo .

Demostracion:

Sean u,u dadas como en el teorema 5.1. Asi podemos suponer que n > 3y
u < U.

Definamos el conjunto A como sigue:
A={qeR"/u(0) < g <u(0)},

por la forma como esta definido tenemos que A es un conjunto cerrado, acotado
y convexo en el espacio R™.

Definamos sobre el conjunto A la funciéon de Poincaré
P:A— A

dada por
P(q) = u(T,q)
Sea ¢ € A, entonces por definiciéon u(0) < ¢ < @(0), y por la proposicion 5.1

u(t) <wu(t,q) <u(t) para todo t>0,
en particular para t = T" nos queda
W(T) < (T, q) < a(T),
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pero sabemos que u y wu son T-periddicas y u(7, q) = P(q), por lo tanto
u(0) < Plg) < a(0).

por lo cual tenemos que P(A) C Ay asi P esta bien definida.

Asi tenemos que se cumplen las hipotesis del Teorema de punto fijo
de Brouwer, y por lo tanto podemos afirmar que la funciéon de poincaré P
definida por u(7T, q) = P(q), con ¢ € A tiene un punto fijo en el conjunto

A= {qeR"/u(0) < ¢ < a(0)},

y esté demostrado en [9], que si la funcion de poincaré tiene un punto fijo, digamos
qo € A, entonces la funcion u(t, o) es una solucion T-periodica del sistema (5.0.3).

Considerando que el sistema (5.0.3), modela la competencia de n especies
en un medio cerrado y con recursos limitados, podemos concluir que las n especies
coexisten, es decir, existe una solucion positiva del sistema.
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