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ALGORITMO DE PUNTO PROXIMAL EN OPTIMIZACION SOBRE VA-
RIEDADES DE RIEMANN.

Resumen.

El objetivo de esta monografia es presentar la extension de algunos conceptos y
técnicas de la optimizacion en el espacio Euclideo R™ a las variedades de Riemann,
lo cual es bastante natural bajo ciertas condiciones. Consideraremos el problema
de minimizacién con restricciones y probaremos que si el conjunto de restricciones
es una variedad de Riemann de curvatura seccional no positiva y la funcién ob-
jetivo es convexa en esta variedad, el método de punto proximal es naturalmente
extendido, probando que la sucesion generada esta bien definida y converge a un
minimizador.
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Capitulo 1

Introduccion.

Dado un problema de la forma (L + AM)(f) = 0, donde f es un elemento de
un conjunto X (usualmente un espacio de funciones) y L + AM : X — X es un
operador (usualmente diferenciable) con solucién tnica f) para cada A > 0. Se
espera que cuando A tienda a 0, f) tienda a una solucion del problema L(f) =0
(usualmente esto no se comporta tan bien como se espera). Esta idea se conoce
con el nombre de Regularizacion.

Si X =R"y L =Vf donde f: R" — R es una funciéon convexa, el proble-
ma Vf(x) = 0 o equivalentemente min{f(z) : x € R"} puede ser regularizado
suponiendo que f es acotada inferiormente y tomando g : R" — R estrictamente
convexa y coerciva (es decir limg|—o g(2) = 400) [1] al considerar el problema

min{ f(x) + A\g(z) : z € R"}

que tiene una tnica soluciéon para cada A > 0 cuando se reduce el estudio a con-
juntos compactos.

El algoritmo de punto proximal Euclideo est4 enmarcado en esta situacion, este
genera una sucesion {x*} C R™ en la siguiente forma:

1eR™
M = arg min { () + Mol — 2]},

donde \; es un nimero real que cumple 0 < \; < ), para algin A > 0y |||
es la norma Euclidea. Este algoritmo converge bajo ciertas condiciones, como
lo son: que la sucesién {z*} sea Fejér convergente, que la funcién f sea convexa
y continuamente diferenciable y el conjunto U de minimizadores de f sea no vacio.



La extension de algunos conceptos bésicos y técnicas de la optimizacion en el
espacio Euclideo R™ a las variedades de Riemann, es bastante natural bajo cier-
tas condiciones. En el articulo [7], que esta monografia desarrolla, se considera
el problema de minimizaciéon con restricciones y se prueba que si el conjunto de
restricciones es una variedad de Riemann de curvatura seccional no positiva y
la funcién objetivo es convexa en esta variedad, el método de punto proximal es
naturalmente extendido, probando que la sucesion generada esta bien definida y
converge a un minimizador.

Se desarrollaran y estudiaran los conceptos y teoremas basicos correspondien-
tes a variedades de Riemann y optimizaciéon sobre los cuales se sustenta dicha
metodologia a través de la lectura de bibliografia especializada y anélisis de articu-
los cientificos. Es claro que tal generalizacion del método de punto proximal en
espacios Euclideo, a variedades de Riemann ya es conocida y el objetivo en esta
monografia es el de estudiar en detalle como fue extendido dicho método.

Sin embargo, se encuentran en [4] suficientes ejemplos que muestran que no es
posible establecer la convergencia de algunos métodos bajo ciertas condiciones en
el caso FEuclideo y en su lugar, al considerar una métrica de Riemann conveniente
en sustitucion de la Euclidea, la convergencia se garantiza, por ello se hace evi-
dente la necesidad de generalizar tales métodos a variedades de Riemann.

El método de punto proximal para variedades de Riemann viene dado de la si-
guiente forma [7]:

Sea M una variedad Riemaniana completa y sea f : M — R una funcién con-
vexa.

Consideremos el problema de Optimizacion
min{f(z)}.

El algoritmo de punto proximal en variedades Riemanianas genera, para un
punto fijo pg € M, una sucesion {x;} C M por la iteracion

Ty = arg ;relgg{f () + Mz, (¥)

donde p, : M — R es definida por:

pa(y) = %dQ(%y),

donde d es la distancia Riemaniana y {Ax} es una sucesion de nimeros positivos.



Capitulo 2

Conceptos Basicos.

En este capitulo se desarrollaran algunos conceptos y teoremas sobre geometria
Riemaniana que se requieren para comprender el ambiente sobre el cual se realizara
la extension del método de punto proximal.

Definicion 2.1. Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M y
una familia de aplicaciones biunivocas x, : U, C R™ — M, donde cada U, es un
abierto de R™ en M tal que:

UaZa(Uy) = M.

Para todo par «, B, con x,(U,) Nxg(Us) = W £ 0, los conjuntos z ;' (W) y
xgl(W) son abiertos en R" y las aplicaciones xgl o x, son diferenciables.

Definicion 2.2. Cada par (U,, x,) conp € 24(U,) es llamado una parametrizacion

de M en p.

Definicién 2.3. Sean M} y M5 wvariedades diferenciables. Una aplicacion
¢ My — My es diferenciable en p € My si dada una parametrizacion

y:VCR" — M,
en o(p) existe una parametrizacion
z:UCR"— M,
en p tal que (x(U)) C y(V) es una aplicacion
y lopor:x ' (U)CR"— R™

diferenciable en 7 (p).

@ es diferenciable en un abierto de My si es diferenciable en todos los puntos
de este abierto.



Definicion 2.4. Sea M wuna variedad diferenciable. Una aplicacion diferencia-

ble a : (—e,e) — M es llamada una curva diferenciable en M.  Suponga que

a(0) = p € M, y sea D un conjunto de funciones de M diferenciable en p. Un

vector tangente a una curva o ent =0 es una funcion o/(0) : D — R dada por:
d(f o o)

a'(0)f = Th:o, feD.

Definicion 2.5. Un vector tangente en p es el vector tangente ent = 0 de alguna
curva a : (—€,€) — M con a(0) = p. El conjunto de vectores tangentes a M en
p serd indicado por T,(M).

Proposicion 2.1. Sean M7} y MEJ  wvariedades diferenciables y  sea
v My — My una aplicacion diferenciable. Para  cada p € My y  cada
v € T,(My), escoja una curva diferenciable o : (—e,e) — My con a(0) = p,
'(0) = v. Para f = ¢ o a. La aplicacion dp, : Ty(My) — Ty (Ms) dada por
dpy(v) = ['(0) es una aplicacion lineal que no depende de la escogencia de c.

Demostracién: Ver [5].

Definicién 2.6. La aplicacion lineal dyp, dada por la definicion anterior es lla-
mada diferencial de ¢ en p.

Definicion 2.7. Sean My y My variedades diferenciables. Una  aplicacion
p : My — My es un difeomorfismo si y solo si ella es diferenciable, biunivo-
ca, sobreyectiva y su inversa o1 es diferenciable. © es un difeomorfismo local en
p € M si existen vecindades U de p y 'V de p(p) tales que ¢ : U — V es un
difeomorfismo.

Definicion 2.8. El fibrado tangente de M, se define como:

TM=]JT.M.

reM

Definicion 2.9. Un campo de vectores X en una variedad diferenciable M es
una correspondencia que a cada punto p € M asocia un vector X (p) € T,(M).
En término de aplicaciones, X es una aplicacion de M en el fibrado tangente
TM. Un campo es diferenciable si la aplicacion X : M — TM es diferenciable.
Consideremos una parametrizacion z : U C R* — M™", es posible escribir

n
0
X(p) = a;(p)=—,
(p) ;A@m
donde cada a; : U — R es una funcion en U y {% c1=1,..,n} es la base
asociada a x. Fs claro que X es diferenciable si y sélo si las funciones a; son
diferenciable para alguna (y, por tanto, todas) parametrizacion.



Definicién 2.10. Una métrica Riemaniana (o estructura Riemaniana) en una
variedad diferenciable M es una ley que hace corresponder a cada punto p de M
un producto interno (es decir, una forma bilineal simétrica, definida positiva) (, ),
en el espacio tangente T, M, que varia diferenciablemente en el sentido siguiente:
sea x : U C R* — M un sistema  de coordenadas  locales en p, con
x(T1, T, ..., xy) =q € x(U) y %(q) =dz(0,...,1,...,0), entonces

(2000 5 (@) = (1.

es una funcion diferenciable en U.

Definicion 2.11. Sic: [a,b] — M es una curva continuamente diferenciable en
la variedad de Riemann M, definimos la longitud L(c) como:

Definicion 2.12. La distancia d(z',x) entre dos puntos ' y x en M se define
como:

A/, x) = inf{L()}.

donde ¢ es una curva suave a trozos que conecta a T’ y x.

Definicion 2.13. Una conexion afin V en una variedad diferenciable M es una
aplicacion

V:iX(M)x X(M)— X(M),
que se indica por (X,Y) — VxY, donde X (M) es el conjunto de todos los campos
vectoriales en M y que satisface las siguientes propiedades:

i) VixigyZ = fVxZ +gVyZ

i) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ

i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

donde X,Y,Z € X(M) y f,g € D(M).

Proposicion 2.2. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V.
Entonces existe una unica ley que asocia a un campo vectorial V a lo largo

de la curva diferenciable ¢ : I — M otro campo vectorial % a lo largo de c,

denominado deriwada covariante de V' a lo largo de c, tal que:

a) %(V%—W):%%—%—ZV,

b) G(fV) =%V + 3,



donde Wes un campo vectorial a lo largo de ¢ y f € D(M).
c) Si 'V es inducido por un campo de vectores Y € X (M), es decir,

entonces % =VaY.
dt
Demostracién: Ver [5].

Definicion 2.14. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V.
Un campo vectorial V' a lo largo de una curva ¢ : I — M es llamado paralelo
cuando % =0, para todo tel.

Teorema 2.1. (LEVI-CIVITA)
Sea V la coneccion “Levi-Civita” asociada a (M, (,)).
Dada una variedad Riemaniana M, existe una unica coneccion afin V en M
satisfaciendo las condiciones:
a) V es simétrica.
b) V es compatible con la métrica Riemanniana.

Definicion 2.15. Una curva parametrizada v : I — M es una geodésica enty € 1

5% %(‘ZI—Z) =0 en el punto ty; sty es geodésica en t, para cada tel, decimos que y
es una geodésica. Si [a,b] C Iy~ : I — M es una geodésica, la restriccion de

a [a,b] se llama el segmento geodésico uniendo y(a) con (b).

Definicién 2.16. Un segmento geodésico v : [a,b] — M se llama minimizante
sil(y) < l(c), donde I( ) indica la longitud de una curva y c es cualquier curva
diferenciable por partes uniendo y(a) con ~y(b).

Observacion 2.1. La ecuacion geodésica V' = 0 es una ecuacion diferencial
ordinaria no lineal de seqgundo orden, entonces v = ~,(.,x) es determinada por la
posicion x y la velocidad v en x.

Observacion 2.2. Sea v : I — M una geodésica, entonces

d<d7 d7>7 <Dd7 d7>7
dt‘dt’ dt’  T‘dtdt’dt’
dy

es decir, la longitud del vector tangente =L es constante.

dt

Definicion 2.17. La longitud de arco s de vy, a partir de un origen fijo, digamos
t =ty, esta dado por:

t

S(#) :/|Z—Zldt:c(z€—t0).

to



Por lo tanto, el pardmetro de una geodésica es proporcional a la longitud de arco.
Cuando el pardmetro es la propia longitud de arco, es decir, c = 1, diremos que
v estd normalizada.

Definicion 2.18. Tomemos © € M, el mapeo exponencial exp, : T,M — M
es definido por exp,v = ~,(1,x).

Definicion 2.19. Una variedad Riemaniana M es geodesicamente completa si
para cada p € M, la aplicacion exponencial, exp,, se define para cada v € T,M,
es decir, si las geodésicas y(t) que parten de p estdn definidas para todos los valores
del parametro t € R.

Teorema 2.2. Teorema de HOPF-RINOW'S.

Sea (M, g) una variedad Riemaniana conexa. Entonces, son equivalentes:

a) (M, g) es completa.

b) Vp € M, exp, estd definida en todo T,M.

¢) dp € M tal que exp, estd definida en todo T, M.

d) La familia de compactos de M coincide con la familia de cerrados y acotados.

Ademds, cada una de las afirmaciones anteriores implican que:
e) Para todo q € M existe una geodésica vy que une p con q, con l(y) = d(p, q).

Demostracién: Ver [5].

Observacion 2.3. El Teorema de HOPF-RINOW’S afirma que si este es el caso
entonces para algin par de puntos, digamos z’ y x, en M puede ser conectado por
un (no necesariamente unico) segmento minimal geodésico.

Mads ain, (M, d) es un espacio métrico completo y subconjuntos compactos son
cerrados y acotados.

Definicion 2.20. La curvatura R de una variedad Riemaniana M es una ley que
asocia cada par X,Y € X(M) una aplicacion R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por:

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + v[y’)qZ,
Z € X(M) donde V es la conezion Riemanniana de M.

Definicion 2.21. El tensor curvatura R esta definido por:

R(X,Y) = VyVyZ — VyVxZ — Viyx 2,
donde X, Y y Z son los campo del vector de M y [X,Y] =YX — XY.



Definicion 2.22. Dado un punto p € M y un subespacio bidimensional o C
T,M, el nimero real K(X,Y) = K(0), donde {X,Y} es cualquier base de o, es
llamada la curvatura seccional de o en p.

Observacion 2.4. Entonces la curvatura seccional con respecto a X y Y esta
dado por:

(R(X, Y)Y, X)
XTIV = (X, Y)2)°

K(X,Y) =
donde || X|| = (X, X)2

Definiciéon 2.23. Si K(X,Y) <0 para todo X y Y, entonces M es llamado una
variedad Riemaniana de curvatura no positiva y usamos la notacion K < 0.



Capitulo 3

Topicos sobre Variedades de
Riemann.

Teorema 3.1. Sea M una variedad Riemaniana completa simplemente conexa
de curvatura seccional no positiva. Entonces M es difeomorfica a el espacio Eu-
clideo R™, n = dimM. Mads precisamente, para algin punto xr € M, el mapeo
exponencial exp, : T, M — M es un difeomorfismo.

Demostraciéon: Ver [5].

Definiciéon 3.1. Una variedad Riemanniana completa simplemente conezxa de cur-
vatura seccional no positiva es llamada una VARIEDAD DE HADAMARD.

Definiciéon 3.2. Un TRIANGULO GEODESICO A(xxx3) en una variedad
Riemaniana es el conjunto que consiste de tres puntos distintos xq,xo,x3, los
cuales son llamados los vértices y tres segmentos de geodésicas minimales ;i1
que une Ty a Tiro los cuales son llamados los lados, donde i = 1,2,3 (mod - 3).



10

ISVAVE
V3

Proposicion 3.1. Sean My y My variedades Riemanianas y supongamos que
para todo py € My, po € My, 01 C T, (M), 02 C T,,(Mas), se tiene que
Ks(pa, 02) > Ki(p1,01). Sean pr € My, ps € My y sea i : T, (My) — T,,,(Mb)
una funcion lineal inyectiva que preserva productos internos. Sea r > 0 tal que
expp, | Br(0) es un difeomorfismo y exp,,|B,(0) es no singular. Entonces, para
cualquier curva C' : [0,1] — expy, (B-(0)) C My una curva diferenciable y defina
una curva Cy : [0,1] — exp,,(B,.(0)) C My por:

Co(8S) = expp, oi o exp,, (C(5)),
S € [0,1]. Entonces, L(Cy) > L(Cy).
Demostracién: Ver [5].

Teorema 3.2. Sea M una variedad de Hadamard y A(xix9z3) un tridngulo
geodésico. Denote por ;41 = [0,l;41] — M un segmento geodésico que va de x4
a Tiyo y el conjunto lipy = L(Yi+1), Oiv1 = £(711(0), —i(li)), donde i = 1,2,3,
(mod - 3).

Entonces,

oy + 17y — 2igalisocostipy < I (3.2)

li+16086i+2 + liCOSQi Z ll'JrQ. (33)
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Demostracion.
Veamos que se satisface la ecuacion (3 - 1).

SiYit1, Visz ¥V Y son segmentos geodésicos,
L(Vit1) = lia

L(%‘+2) = liyo
L(%‘) =1,

que forman los lados de A(x;xax3).

_ -1 _ -1 _ -1
Sean o0y, = exp,, (Vit1), O, = €xpg, (YVig2) ¥y 01, = exp,, (v:), curvas en

Tpy(M).
Como ;11 ¥ 7ix2 son geodésicas, que surgen como radios de x3, tenemos que:
liy1 = L(Yi1) = L(0u,,),

liva = L(Viy2) = L(01,,)-

Luego, indicando por oy un segmento de recta en 7T, (M) que une las extremi-
dades de oy, tenemos que:

= B N
SN

L(00)? = I, + 115 — 2ligalisacostiys,

como K <0y T,,(M) tienen curvatura nula, podemos aplicar la Proposicion 3 -1
y obtenemos que:
L(oy) < L(v), (<, si K <0).

Asi, concluimos que:
2 2 2 12 2

< L(%’)Q
<1,
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(<, si K<0)
Para obtener la ecuacion (3 - 2) observemos que:
li = d(z1, 72),

li+2 - d(xla .733),
liv1 = d(z2, 73)

y, por lo tanto, la longitud de cada segmento I; 1, l;12 6 [; es menor que la suma
de los otros dos.

Podemos entonces encontrar en el espacio Euclideo T,,(M) un tridngulo cuyos
lados tenga segmentos ; 1, l;12 y I;. Indicando los angulos opuestos en el tridngulo
por: 0, 05 y 6, respectivamente, obtenemos de la ecuacion (3 - 1) que:

0, < t9/1, 0y < 8/2 Yy 03 < eé, (<, st K < 0)

Como 0] + 0 + 05 = 7, entonces

0140405 <0, +0,+0;=m
:>61+92—|—¢93 <.
La ecuacion (3 - 3) es consecuencia inmediata de (3 - 2).

En efecto,
o+ 120 — 2lialiacostiy < 17,

para ¢ = 1, tenemos:

1101+ By — 2l liocostiys < 1,

= l% + l% - 2[2[300893 S l%, (34)

para i = 2, se tiene:
5., + 155 — 2ol 08039 < I3
241 242 2+1l242€C 242 > g,

= lg + l% — 2[3[160891 < l%, (35)
sumando (3-4) y (3-5) se tiene:
415 — 0P +15+ 17— 15 < 2lyl3c0805 + 23l c080; = 215 < 2lyl3c0803 + 21311 cos6;
= 212 < 2I3(lycos03 + 1 cosb;)
= I3 < lycosbls + licosb,

Asi,
li+1COS(9i+2 + lz‘COSHi Z li+2.



13

Definiciéon 3.3. Sea v : [a,b] — M un segmento geodésico normalizado.
Una variacion diferencial de v esta definida por el mapeo diferencial

a:a,b] x (—g,e) — M,
satisfaciendo a(t,0) = y(t).

El campo vectorial a lo largo de ~ definido por V(t) = (22)(¢,0) es llamado el
campo vectorial variacional de c.

La primera forma variacional de el arco de longitud en o esta dado como sigue:

d

() i= S L)oo = (V)Y (36)

donde cs(t) = a(t, s) con s € (—¢,¢e).

T
Wi




Capitulo 4

Topicos sobre Analisis Convexo.

4.1. Conjuntos Convexos.

Definicion 4.1.1. Sea C un subconjunto de una variedad de Hadamard M. El
subconjunto C de M es llamado convexo si para puntos arbitrarios ©’ y x en C, el
segmento geodésico v que une x' con x esta contenido en C, es decir, si x',x € C
y v es la geodésica tal que ' = v(a) y x = v(b), entonces v((1 — t)a + tb) € C,
para todo t € [0, 1].

Ahora, en lo que sigue, supongamos que C es un subconjunto convexo cerrado

de M.

Proposicion 4.1.1. Sea 2’ € M fijo, entonces existe un punto mds cercano a x

enC.

Demostracion.

En efecto, para 2’ € M fijo, fijamos xq € C y definimos el conjunto,

Ay ={z e M/d(2,x) < d(a',x0)}.

14
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El mapeo x — d(2', x) es continuo.

Y ademas el conjunto CNA,, es compacto, ya que C es un subconjunto compacto,
A, es un conjunto cerrado y acotado, por lo tanto, C N A,, es cerrado y acotado.

Asi, CN A,, es compacto.
Por tanto, existe un y,» € C tal que d(2’,y,) < d(2, x), para todo x € C.

Proposicion 4.1.2. Sea 2’ en M. Si y, en C es tal que d(2',y,) < d(2',x) en-
tonces,

(exp;;/x/, exp;;,@ <0, (4.1)
para todo x € C.

Demostracion.

Si 2’ € C, el resultado es trivial.

Supongamos que z’ ¢ C. Fijemos | = d(2',y,), y seay : [0,]] — M la geodésica
tal que v(0) = 2" y y(I) = yu.

Recordemos que:
La distancia se define como,

d(z', z) = inf{L(c)},

donde ¢ es una curva suave a trozos que conecta a x’ con x, y por definicion de
segmento geodésico minimal se tiene:

d(z,z") = L(7).
Por otra parte, por definicién de mapeo exponencial tenemos:
expy : TyM — M,

y esta dado por exp,v = v,(1, x).

Y por definicién de mapeo exponencial inverso:
-1
exp, M —T,M,

y esta dado por exp;lz’ = +/(0) y explz = +'(1).
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YO =expx y(I)=exp, x

4 70)=x yD=x
y'()=—exp; x
0 !
Asi,
, (exp,tx’)
’Y (l) = - Zixl 71 ?
|exp, 2/

esta normalizado.

Ahora supongamos lo contrario, que existe un punto T € C tal que:

1, 1
(expyz,ac ,expyzlx)> 0.

Considere la variacion « : [0,] X (—¢,e) — M de la geodésica v, definida por:

a(t, s) = expyt(exp, B(s)),

donde,
B:(—el+e)— M,

es la geodésica tal que 5(0) =y v B(1) = =.

De esta manera el campo variacional del vector V (¢) = (92)(¢,0) de « satisface:

V(0)=0 y V() =p(0)= expy_xl/f.
Por otra parte de (3 - 6) se tiene que:

L) 1= - La(t, )l = (0,71

donde ¢s(.) = a(.,$) v s € (—¢,le).

Asi,
d —exp;ta’
! = J— yz/ —1—
L'(y) = %L(Cs)\mo = (W, exp, ,T)< 0,
ya que:
—1,../

_expyl,x 1 -1 Ny L

< ||exp;1,x’|] y €$pya:,$> = —||exp;}I’|| <6xpyxlx , expyx/x>

- - —1.7112
- Hexp;zl,x,l‘ ||€£L’pyzlﬂf ||

<0,



17

como L'(y) <0, entonces L(y) es decreciente.

Por lo tanto, de la desigualdad anterior existe §> 0 tal que L(cs) < L(y) para
cualquier 0 < s < 4, entonces d(z’, 3(s)) < d(2', y,s) para cualquier 0 < s < 9.

Ademas como C es convexa, (s) € C para cualquier 0 < s < J. Entonces
la desigualdad d(z', 5(s)) < d(2,y,) para cualquier 0 < s < §, contradice la
Proposicién 4 - 1 -1 de y,.

Proposicion 4.1.3. Sea x' en M. Eziste solamente un y,» en C tal que:
d(x',y) < d(2',x), para todo x € C.

‘ g% ;

Demostracion.
Si 2’ € C, el resultado es trivial.

Supongamos que ' ¢ C. Asumamos lo contrario, que existe y,» y ¥ en C, con

Yo 7 Y v tal que:
d(.fll'/, yx’) = d(.%'/,%) S d(il?,,x),

para todo x € M.

Ahora considere el tridngulo geodésico A (2, v, 7w) v fije 0,0 y 6’ sus angulos
internos.

Notese que:

6
0

2,
L(exp, @', exp, Yu),

-1 _/ —1
Z(ey:pwx ) exp@yz’)a

0 = Z(exp, yu, exp,, ' Uur).
Ademas, como y,» # 7,7 por la Proposicion 4 - 1 - 2 se tiene que:
6 > 1 . 0> E.
-2 -2
Como d(2',y,) = d(x',7z) y C es un conjunto convexo se observa que 6’ > 0.
Asi, B
0+0+6 >TI,

y esto contradice el Teorema 3 - 2.
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Definicion 4.1.2. El punto unico dado por la Proposicion 4 -1 -3, se llama
proyeccion de x' sobre el convexo C y es denotado por Po(x').

Corolario 4.1.1. Sea 2’ en M. Existe una unica proyeccion Peo(x').
Ademds, de la siguiente desigualdad

(exp;cl(x,)x’, ea:p;cl(x,)x) <0, (4.2)
para todo x € C.

Demostracion.
Si 2’ € C, el resultado es trivial.

Supongamos que z' ¢ C. Fijemos | = d(2', Po(2')) y sea v : [0,]] — M la
geodésica tal que v(0) = 2" y (1) = Po(2').

Recordemos que:
Por definicion de distancia:

d(2',x) = inf{L(c)},

donde ¢ es una curva suave a trozos que conecta a x’ con x, y por definiciéon de
segmento geodésico minimal se tiene:

d(z,2") = L(7).
Por definicién de mapeo exponencial tenemos:
expy : TyM — M,

y esta dado por exp,v = v,(1, x).

Y por definiciéon de mapeo exponencial inverso:
-1
exp,  : M — T, M,

y esta dado por: exp, ' Po(z') = +'(0) y exp;;(z,)x =~'(1).
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Asi,
-1
, —(expp, (')

v () = — :
lexpp, @

esta normalizado.

Ahora supongamos lo contrario, que existe un punto T € C tal que:
(exp;é(x,)x', exp;é(w,)f>> 0.

Considere la variacion « : [0,1] X (—¢,e) — M de la geodésica v, definida por:
a(t,s) = exput(exp,' B(s)),

donde (§: (—¢,l+¢) — M es la geodésica tal que 5(0) = Po(2') v 5(1) ==.

De esta manera el campo variacional del vector V/(t) = (42)(t,0) de «a satisface
V(0) =0y V() = B(0) = expp. ,T.

Entonces de (3 - 6) se tiene que:

d

L'(Y) = —L(Cy)|s—0 = (v,7")]°,
(1) i= 2 L(Co)lomo = (0, 7)1
donde ¢(.) = a(.,s) y se(—¢,le).
Asi,
d _exp;:L la,/./ B
L/ :—L s)|s=0 = —CI’ 1/—<O’
() ds (cs)|s=0 <||€$p}ém/9€’|| €T Py 7)<
ya que:
1 ’
_6!Bppc$/1' 1 - -1 B , o
Texn=t 2" &F 1) = g T\EX 1Ly ET ' L
< ||€{Ep1_géz/x/|| cha? > ||€xppéx/x,|| < ch:l‘ ppc$ >
-1 12
=T . lex T
feap o 1< et
<0,

como L'(y) <0, entonces L(y) es decreciente.

Por lo tanto, de la desigualdad anterior existe §> 0 tal que L(cs) < L(y) para
cualquier 0 < s < 4, entonces d(z’, 5(s)) < d(z', Po(z')) para cualquier 0 < s < 6.

Ademas como C es convexa, ((s) € C para cualquier 0 < s < §. Entonces la
desigualdad d(z’, 5(s)) < d(z', Po(2')) para cualquier 0 < s < §, contradice la
Proposicion 4 -1 -1 de Po(').
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Definicion 4.1.3. Suponga que, la frontera OC de C es no vacio, ' € OC,
s€TpyM ys+#0. El subespacio de Ty M definida por:

Ssa i={v € TpyM/(s,v) =0}, (4.3)

es llamado el soporte de el conjunto C en x’ si (s, expg,lx) <0, para todo x € C.

Lema 4.1.1. Sea T en M tal que T € C. Entonces existe s € TzM tal que:

sup{{—s,exp;'z) : v € C} < 0. (4.4)

Demostracion. )

Tomenos x € C.

Considere el triangulo geodésico A(T, x, po(T)).

Fijemos, 3 = Z(exp; 'po (), expste) vy 0 = Z(e:cpgcl(f)f, exp;;(f)x).

Por (3 - 3) se tiene que:
d(z,z)cosf + d(x, pc(T))cosd > d(T, pc(T)). (4.5)

Ahora consideremos en Ty M el triangulo geodésico A(0, exps 'z, exps 'po(T)).
Sea s 1= exp, 'po(T) y a = £(—s,exp; 'z — s).

Observando la desigualdad (3 - 3), en Tz M se tiene la igualdad siguiente:

|lexpztz||cosB + ||expsta — s||cosa = ||s], (4.6)
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ademaés, d(Z,pc(T)) = Hexp;cl(f)fH y claramente ||s|| = ||exp 'pc(T)]|.

De (4 -5) se tiene:
d(fa lL‘)COSﬁ + d(%?C(f))COSQ > d(fa pC’(E)%

como |lexp; x| = d(T,7) v ||s|| = |lexps' Po(T)| = d(T, Po(T)), entonces,

lexps"ellcoss + d(z, Pe(@))cosh > |s], (47)
luego, de (4-6) y (4-7) se tiene que:

lexpz zllcosB + [lexps 'z — sllcosa = ||s]
lexps ' z[cosB + d(w, Pe(T))cost > |s|l,

entonces,

lexpzwl|cos — ||expz ' w||cos 3 +d(w, Po(T))costd —[lexpz ' w — sllcosa > ||s]| — ]
= d(z, Po(%))cost) — ||exps 'z — s||cosa > 0
= d(z, Po(T))cost) > ||exps 'z — s||cosa.

Notese que:

d(z,pc(T)) = |lexp, 2l

entonces esto implica que:
<_57 el’p;x - S> S <€$p;;(5)fa e'rp;;(j)x>7

por el Corolario 4 -1 -1,

(Do (21T EXP %) < 0,
entonces por esto, y la desigualdad anterior, se tiene que:

<_S7 6[17}9%137 B 8) < <€:L‘pgcl(§)f7 exp;;(f)x> <0,

la cual implica que:
(—s,expzte —s) <0, (4.8)

luego, por propiedades se tiene:

(=s,eapz'a — s) = (—s, exp; v + (=3))

= <_S7 G.Z‘p%ll’) + <_S7 _8>7
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asi,
(=s,exp'e — s) = (—s,exp; 'z + (—s)) = (—s,exp.'x) + (—s, —s),
luego de (4 -8) y (4-9) se obtiene:
0> (—s,expzta) + (—s,—8) = (—s, exp.'a) < (—s, —s),
pero, como:

—S,—S§) = | — S —SCOSO/ZS.S.COSO/
(=s,=s5) =] — sl — 5]

sl = (v/{s,5))* = I(s,5)| = s.5.cosc,

se tiene que:
(=s,—s) = [s]I",

por lo tanto,
(=s, eapz'z) < (=s,—s) = —[ls|* = (=s, expz'z) < —[s]*.

Teorema 4.1.1. Sea 2’ € OC. Existe un subespacio soporte de C en z'.

., z =t Ht_g.:;iﬂ:::
Demostracion.

Considere el tnico fibrado tangente UM := U U, M, donde,
TeEM

UM ={ueT,M;|u| =1}
Tomemos la sucesion {xy} en M tal que 2, € C, para k = 1,2, ...y

lim x, =2’
k— 400

Para cada xj por el Lema 4 -1 -1 existe s; € T,, M, tal que:
<_Sk> el'p;:lf) < 07

para todo = € C.

(4.9)

(4.10)
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Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que:
skl =1,

es decir,
UM = U U, M,
zeM
donde,
UM = {5, € To, M; ||si| = 1},

asi, la sucesion {s;} esta en UM.

Ademas como 1lim 1z, = 2/, se tiene que el subconjunto

k—+o00

de UM es compacto.

Notese que {sx} € B, esto es, existe una subsucesion {sg, } de {sx} y
5 € Ty M tal que:

Por (4 - 10) se tiene:
(—sp, expylz) <0,

entonces,
(—skj,exp;:j@ <0, (4.11)

para todo x € C.
Ahora tomando limite en la desigualdad (4 - 11) obtenemos:
(=5, exp,lz) <0,
para todo x € C, pues lim z,, =5y lim x, =2’
k—-4o00 k——4o0
Por lo tanto, S; .+ esta definido por (4 - 3):
Sy ={v € TyM/(s,v) =0},

donde s = —3, es el subespacio soporte a C en .

4.2. Funciones Convexas.

Definicion 4.2.1. Sea M una variedad de Hadamard. Una funcion f: M — R
es llamada conveza (respectivamente, estrictamente convexa) si la composicion
foy: R — R es conveza (respectivamente, estrictamente conveza) para cualquier
geodésica v de M.
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Proposicion 4.2.1. Todas las funciones convexas son continuas.

Demostracién: Ver [4].

Definicion 4.2.2. FEl epigrafo de una funcion f: M — R se define como:

epi(f) ={(z,r) e M xR/r > f(x)}.

epi(f):{(x,r)eMxR/er(x)}

Definicion 4.2.3. Sea M una variedad de Hadamard y f : M — R una funcion.

a) Si f(yay(t)) < (L—1)f(x) +tf(y), Vo,y € M, Vyuy, Vt € [0,1] entonces la
funcion f es llamada convexa.

Teorema 4.2.1. Sea M una variedad de Hadamard. Una funcion f: M — R
es convexa si y solo si su epigrafo

epi(f) ={(z,r) €e M xR/r = f(x)} (4.12)

es un subconjunto convero en M x R.
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Demostracion:

(=) El epi(f) es el subconjunto de M x R.

epi(f) = {(z,r) e M xXR/r = f(x)}
Supongamos que f es convexa.

Tenemos que probar que el epi(f) es un subconjunto convexo, es decir,
V(x1,71), (x2,72) € epi(f) se verifica:

Ay, r1) + (1= A)(z2,72) € epi(f), VAe[0,1]
como (x1,71), (x2,72) € epi(f) entonces,

(@) = f(a)

(b) T2 Z f(xQ)v
con x1,To € M, ry,1ry € R.
Al ser M de Hadamard, se tiene que:
Yarzs € M,

luego,
(L=Nri+Are > (1= A) f(z1) + Af(z2),por (a) y (b),

asi,

(1= XN)r1 +Are > (1= X) f(x1) + Af(z2) > for(t), por definicion.

Por lo tanto,

(Yay (1), (1L = N)r1 + Ara) € epi(f).

(<) Supongamos que el epi(f) es un subconjunto convexo.
Probemos que f es una funciéon convexa.

Dados z1, 29 € M, los puntos (z1, f(z1)), (z2, f(x2)) pertenecen al epi(f) pues:

f(x1) = f(z1)

f(x2) = f(w2).
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Por ser convexo se verifica:

(Vay(£), (1 = A) f(x) + Af(y)) € epi(f),
asi,
fOry (@) < (L= f(z) + Af(y).
Por lo tanto, f es convexa.
Definicion 4.2.4. Sea M una variedad de Hadamard, sea f: M — R una fun-

cion convexa. Tomemos x' € M, el vector s € Ty M es llamado el subgradiente

de fax' e M si

f(x) > f(2') + (s,exp, ' x), (4.13)
para todo x € M.

Definicion 4.2.5. El conjunto de todos los subgradientes de f a x' es llamado el
subdiferencial de f a @' y es denotado por Of(x').

Teorema 4.2.2. Sea M una variedad de Hadamard y sea f : M — R conveza.
Entonces, para cualquier ' € M, existe s € Ty M tal que

f(z) > f(@) + (s,exp)lz), (4.14)

para todo x € M. En otras palabras, el subdiferencial Of(x') de f a x' € M es no
vacio.

Demostracion.

Como f es convexa entonces por definicion f es continua, y por el Teorema 4-2-1
el epi(f) de f es un subconjunto convexo cerrado de M x R.

Mas &un, la frontera de el epi(f) de f es,
Oepi(f) = {(z, f(x)) : v € M}.
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El mapeo exponencial en M x R a (2/, f(2")) es definido por:
exp(;cl,’f(m,))(x,r) = (expla,r — f(a')).
Entonces, por el Teorema 4-1-1, podemos tomar un subespacio soporte no trivial

S sy o epi(f) en (2, f(z)).
Es decir, el borde de el epi(f) de f es no vacio,

(2, f(2")) € O(epi(f)),
(S, Oz) S T(I/J(z/))./\/l 7é 0.
El subespacio de T(, ¢(.))M se define por:
S, @t = {v € T p@yM/{(s,a),v) =0,

es llamado el soporte al epi(f) en (2/, f(2)) si,

<<37 Oé), e'xp(_xl/,f(z’))(xa T)) S Oa

para todo (z,r) € epi(f).

\\.‘f‘/ -1
M XDy iy (X7) =V
Entonces,

((5,0), 2D 5ay(@,7)) <0 = ((s,0), (expyla,r — f(2)) <O
= (s, exp;/l@ +a(r— f(2") <0,

(s,capy'a) + a(r — f(')) = ((s,0), (eapyae,r — f@))<0,  (415)

para todo (x,r) € epi(f). Sea T = expysy sea T > f(T).
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Tomamos z =Ty r =T en (4 - 15) obtenemos:

(s.expy'z) +a(r — f(2) = (s, exp,'T) + a(T — f(a'))
= (s,exp,lexpys) + a(F — f(2))
= (s,5) + a(T — f(2')),
como ||s|| = 1/(s, s}, entonces [|s]|*> = (s, s).
Asi,
(s,eapya) +a(r — f(2') = (s,8) + (T — f(«) = |s|* + a(F — f(2")), (4.16)

luego, como por (4 - 15):
(s,expy'm) +alr — f(2) = ((s, ), (eapy'w,r — f(2)))< 0,
se tiene de (4 - 16) que:
Is]l* + a@ = f(2')) < 0= ||s|* < a(f(2') 7). (4.17)

Asi se tiene que a # 0, (ya que si @ = 0, se tendria de (4-17) que s = 0 y eso no
es posible ya que por definicién de subespacio soporte s # 0) pues el subespacio
soporte es no trivial.

Sin pérdida de generalidad, tomemos o = —1, entonces tomando r = f(x) y
a = —1en (4-15) se tiene que:

(s, exp'w) +alr — f(2) < 0= (s, expyla) + (=1)(r - f(2)) <0
= (s, expy'a) + (f(2') = f(z)) < 0.
Por lo tanto,
(s,exp ) + f(2') < f(z) = f(z) > f(2)+(s,exp,'z),
para todo = € M.

Definicion 4.2.6. Sea M una variedad de Hadamard. Para cualquier ' € M
podemos definir el mapeo exponencial inverso exp;/l M — T M el cual es
C*; como d(z',x) = ||exp, x|, entonces el mapeo py : M — R es definido por:

par () = %dQ(x, ') (4.18)

es C™ también.

Proposicion 4.2.2. Sea M una variedad de Hadamard. Sea x' € M, entonces
el mapeo p,r, definido en (4 - 18), es estrictamente convezo y su gradiente a T es

/

gradp, (z) = —exp, 'z’
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Demostracién: Ver [1].

Proposicion 4.2.3. xy es un minimizador de f si y solo si 0 € Of(xo).

Demostracion:

ry es minimizador de f <& 3FV,, tal que f(x)> f(xg), Vr eV,

< f(x) > f(zo) + (0, expy,x)
& 0€ 8f(1’0)



Capitulo 5

Regularizacion.

Definicion 5.1. Sea M una variedad de Hadamard y sea f : M — R es
una funcion convexa. Para X > 0, la reqularizacion ~MOREAU-YOSIDA
fa: M — R de f es definida por

Sa(z) = inf {f(y) + Ap2(y)}, (5.1)

yeM
donde p, esta dado en (4 -18).

Definicion 5.2. Una funcion h : M — R es llamado 1-coerciva en v € M si

i W)
d(z,y)—+oo d(x, 1)

Definicion 5.3. Si h: M — R es una funcion 1-coerciva en x € M, entonces
el conjunto minimizante de h es no vacio.

Lema 5.1. 5t f : M — R es convero y A > 0, entonces la  funcion
(f +Apz) : M — R es I-coerciva en x € M.

Demostracion.

Como f es convexo, por el Teorema 4-2 -2, se tiene que existe s € T, M tal que:

(f +202)y) _ fy) )\pz( Y)

d(z,y) d(x y) d(, y)
f(z) expy 'y pz(y)
ERTRREE IR
@) ey, A
) Ty TR

va que p,(y) = 3d*(z,y).

30
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Aplicando limite en ambos lados, se obtiene que:

) (f +Xp2) () , f(x) exp, 'y, A
lim PR > lim s z + =d(x,y),
d@y)—+oo  d(z,y) T day)—+oo d(x,y) ) (@)

entonces,

i A ()

= +o0.
d(z,y)— o0 d(l’, y)

Lema 5.2. §i f : M — R es convexo entonces, para cualquier x € M y X > 0
existe un unico punto, denotado por Py(x), tal que

F(Pa(z)) + Apa(Pa(z)) = fa(). (5-3)

caracterizada por

)\(emp;(x)x) € 0f(P\(x)). (5.4)
Demostracion.

Por la Proposicién 4-2-1, tenemos que p, es estrictamente convexa, y asi f + Ap,
es estrictamente convexa.

Por lo tanto, tiene a lo mas un inico punto minimo (por ser f convexay f+ Ap,
es estrictamente convexa).

Por otra parte, por el Lema 5 -1, f + Ap, es 1-coerciva, entonces tiene por lo
menos un minimo.

Asi, f + Ap, tiene un tnico minimo, y de la desigualdad

falz) = yigAfA{f () + Ap2(¥)},

se tiene que como f + A\p, tiene un tnico punto minimo, digamos P, (x), entonces:

(@) = f(PA(z)) + Apz(Pa(2)),
esto implica que:
0 € I(f + Apz)(Pa(x)),

Por otra parte,

S + Ap2)(y) = 0f (y) + A0(p2)(y)

y como, p, es C™ y el subdiferencial es el conjunto de todos los subgradiente, y
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el subgradiente es unitario, por ser p, diferenciable, se tiene entonces, que por la

Proposicion 4 - 2 - 2, gradp,(x) = —exp, '’

Asi,

A(f + Ap2)(y) = Of (y) + AI(p2) ()
= 0f (y) + {—Aexp, 'z}

es decir, (5 -4) es una caracterizacion de Py (z).
Luego, como 0 € O(f + Apz)(P(x)), se tiene que:

Of (Pa()) + {—Aexpp) 2} = 0,
entonces,
of (Pa(z)) = )\(exp;i(z)x).
Asi,
Neap! o) € OF (Po())



Capitulo 6

Algoritmo de Punto Proximal sobre
Variedades de Riemann.

Sea M una variedad de Hadamard. Sea f: M — R una funcién convexa.
El algoritmo de punto proximal genera, para un punto de partida pg € M, una
sucesion {zx} C M por la iteracion

Tpp1 = Pa(ar) = arg ;Ien’Mn{f(y) + Akpa, (Y) ) (6.1)

donde p,, es definido en (4 - 18) y {Ax} es una sucesion de nimeros positivos.

En el caso particular en que M = R" se tiene que p,, (y) = ||zx — y||. En este
caso, la iteracion (6 - 1) se reduce a

Tt = arg min{f(y) + Auflex =y}

Teorema 6.1. Sea f : M — R una funcion convexa, donde M es una va-
riedad de Hadamard. La sucesion {xy} generada por (6 - 1) esta bién definida, y
caracterizada por

)\k(e:pp,;klﬂxk) € 0f (1) (6.2)
Demostracion.

Por la Proposicion 4 - 2 - 1, tenemos que p,, es estrictamente convexa, y asi
f+Aepz, es estrictamente convexa. Esto es, tiene a lo mas un tinico punto minimo.

Por otra parte, por el Lema 5 -1, f + Agp,, es l-coerciva entonces tiene por lo
menos un minimo.

Asi, f + Ap, tiene un tnico minimo, y de la desigualdad

(@) = it (F(9) + Apa(0)},

33
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se tiene que como f + Ap,, tiene un tnico punto minimo, digamos x4 se obtiene:

@) = f(@rg1) + Moy (Trg1),

esto implica que:
0 € O(f + Apz ) (Tht1)-

Por otra parte,

O(f + Aepw)(@hi1) = O(f)(Thr1) + MO (pa, ) (Tr1)

y como, p, es C™ y el subdiferencial es el conjunto de todos los subgradiente, y
el subgradiente es unitario, por ser p, diferenciable, se tiene entonces, que por la
Proposicion 4 - 2 - 2, gradp,(x) = —exp, '’

Asi,

O(f + Aepo)(@hs1) = O(f) (@rs1) + AP, ) (Tht1)
= Of (xhy1) + {—Mwexp, w1} (Trt1),

es decir, (6 -2) es una caracterizacion de xy 1.
Entonces, como 0 € O(f + Aps, )(r41), se tiene que:
Of (xri1) + {=Arexpy,. wx}(Trsr) =0,

asi,
Melexpy,, wx) € Of (Thya).
Luego,

Mo(expy,, x) € Of (Thi1).



Capitulo 7

Convergencia del Algoritmo de
Punto Proximal.

Probaremos que la secuencia dada por (6 - 1) converge, si

S() = oo,

o
k=0 ~F
y el conjunto minimizador
0* # 0.

Definiciéon 7.1. Sea (M, d) un espacio métrico completo. La sucesion {xy} C M
es llamada Fejér convergente al conjunto no vacio U C M cuando

d(Ik+17 y) S d(l‘k, y>7 (7].)
para todo yeU y k > 0.

Lema 7.1. Sea (M,d) un espacio métrico completo. Si {xp} C M es Fejér
convergente a un conjunto no vacio U C M, entonces {x1} es acotada. Mds ain,
si un punto clausura x de {xy} pertenece a U, entonces lim xj = x.

k— 400
Demostracion.

Tomemos uel. Notese que de (7-1) se tiene:
d(Tgy1,u) < d(zp, u)

Luego,
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para k= 07 d('rla 'LL) S d(x(h U)

para k= 1’ d(l’g, U) S d(fEhU)

para k= 2a d(.ﬁE3, U’) < d(CEQ,U)

para k =n — 1, d(zp,u) < d(Tp_1,u)
asi,

d(zg,u) < d(xo,u), Vk.

Por lo tanto, la sucesion {z}} esta contenida en una vecindad de centro u y radio
d(xg,u), asi, esta es acotada.

Ahora sea {x,;} una subsucesion de {w;} tal que:

lim xp, =x, por teorema.
k—4oc0 7

Como z € U, por (7-1), la sucesion de nimeros positivos {d(zg,x)} es decre-
ciente, y como {d(zy, )} es acotada entonces tiene una subsucesion {d(zy,, )},
convergente.

Ademés como {d(zy, )} es decreciente, entonces la subsucesion {d(zy;, )} con-
verge a 0.

Esto es, que si {d(zy, )} es convergente entonces,

kkrfoo d(zy,z) =0,

y esto implica que:
lim =z, = .
k—+o0

Lema 7.2. Sea M wuna variedad de Hadamard y sea f : M — R una funcion
conveza. Si la sucesion {xy} es generada por (6-1), entonces la siguiente desigual-

dad

P (zi1, ) < & (g, ) — d*(Tp, Tpgr) + )\%(f(ﬂ?) — f(zr11)), (7.2)

para todo x € M.

Demostracién.
Tomemos x € M. Consideremos el tridngulo geodésico A(xgzyi17).

Sea 0 = Z(G:Up;lea:k, exp;jﬂx), por el Teorema 3 - 2 tenemos:

d2(xk,:vk+1) + dQ(ka,x) — 2d(zp, Tpa1)d (21, x)cosl < d2(xk,x),
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ademaés,

(emp;klﬂxk, exp;klﬂx) = Hexp;klﬂxkﬂ ||exp;k1+1x||0030,
y como, d(wk, Tpr1) = |lexpy), 2l v d(@irr, x) = [lexp,, 2|, se tiene:
(exp;k1+1mk, exp;lex) = d(xy, Tpy1)d(Tps1, T)C0OSO,
de modo que:

d*(zg, Tpy1) + d*(Tpp1, ) — 2d(2h, Tpgr)d(2hs1, 7)cosO < d*(xp, )
:>d2(l'k, xk-i—l) + d2($k+1, I) - 2<€Ip;k1+1xk7 6.1Up;k1+1.75> < d2(‘rk7 ZL'),
de esta desigualdad, despejamos d?(zgi1, ) :
d* (21, 7) < d*(zp, ) — d*(2p, Thopr) + 2<€$P;k1+l$k, 6901?;,3“90%

y por el teorema 6 - 1, se tiene:

)\k(ea:p;k1+1xk) € 0f(xpy1),

esto es,

Of (Tg11)

Ak(eajp;lirlxk) = af(xk-i-l) = exp;klﬂxk - Ak 7

luego,

d*(zpy1,2) < d* (2, 7) — d*(2h, Tpoy1) + 2(exp;kl+1a:k, exp;k1+l$)

of(x) 0f(wk+1)>
A Ak

o (g, ) < AP, 1) — By i) + %@f(x), Of (2411)),

= d*(wpy1,7) < d*(zp, ) — d*(2p, Tppr) + 2(

y de la definiciéon de Of(xp41) se tiene que:

2

d*(wpi1, 1) < & (ap, 0) — (T, 2p40) + )\—k(f(l‘) — [(@ks1))-

Teorema 7.1. Sea {x}} una sucesion generada por (6 - 1). Si la sucesion { A}

1y _ . _ s . .
es tal que Y (5-) = +00, entonces kirﬂoof(xk) = f*, donde f* = xlélj\f/l f(z). Si,

ademds, el conjunto minimizador U* es no vacio, entonces

lim z, = =z,
k— 400

yx, € U
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Demostracion.
Si zy, ¢ U™, sustituyendo x por xj en el Lema 7 - 2 tenemos que:

P, ) < (g, ) — d2<xk,xk+1>+%(f(x)—ﬂxm»

o (g h) < (g ) — A, Tn) + %(fm) )
2
)\k(f(xk) - f($k+1))

=0 2 (f(w) — Flan))
k

= 0 < flar) — f(@rgr)
= fzr1) < flow),

=0 < dQ(Ik,Ik)

entonces la sucesion {f(xy)} es estrictamente decreciente.
Ahora probemos que:

lim  f(ay) = f*.

k—+400

Asumamos lo contrario, que:

lim  f(xg) > f7,

k—400

entonces existe un x € M y ¢ > 0 tal que:

flx) < f(zw) =0, (7.3)
para todo k.
Por el Lema 7 - 2 se tiene que:
2

d2($k+1> z) < d? (zr, ) — d2(l’k,xk+1) + )\—k(f(@ — f(Tr41))

y de la desigualdad (7 - 3):
2
d*(wpi1,7) < & (ap, 0) — (@, Tpp1) + /\—k(f(l‘k) — 0 — flaks1)),

entonces,

9 9 9 20 2

d*(zk41, ) < d*(zk, x) — & (@R, Tpr1) — N /\—k(f(xk) = [(@41))
20
= d*(vpy1,7) < (g, ) — =, Vk



39

y esta desigualdad implica que:

26
d*(zpy1,2) < d* (g, ) — SVing d*(zpy1,2) — d* (2, 1) < ——
k k

para todo k.

Aplicando sumatoria en ambos lados de la desigualdad anterior, se tiene:

k=0 k=0
ast,
L e L Pl n) - Plaoa) < (a0 2)
LN T 20 ’ IS g e
para todo 7, lo cual contradice la ecuacion,
i )\i = 400.
k=0 ¥

Si el conjunto U* es no vacio, dado T € U*, entonces nuevamente por el Lema
7 -2 se tiene que:

2

d*(wpi1, 1) < &y, 0) — (T, 2h40) + )\—k(f(f) — [(@k11)),

sustituyendo x por xp y zr1 por T, se tiene:
2
d*(2py1, 1) < d* (2, ) — d*(2p, Tpgr) + —

(f(e) = fann)
o (g p) < (g ) — A, Tn) + %(fm) )
2

= d*(T,x1) < (g, 7)) — d* (24, T) + /\_k(f(xk) - f(@))



40

Asi,

para todo k.

Por esta desigualdad y sustituyendo x por T en (7 - 2) obtenemos:

d2($k>$k+1) + d2($k+1,$) — 2d(zp, Tpy1)d(Thi1, v)c0os0 < dQ(l“ka-’f)
= d2(xk, Tpe1) + d2(xk+1,f) — 2d(zp, Tpo1)d(xp 41, T)cosl < d2(xk,f)
= d2($k+1,f) < dQ(Z’k,f),

asi, la sucesion {zy} es Fejér convergente en U*.

Por el Lema 7 - 1 tenemos que la sucesion {x;} es acotada, y como M es una
variedad completa, esta tiene una subsucesion convergente.

Sea {z, } una subsucesion de {x;} tal que:

Iim =z, ==,
k—+o00 7

ademas f es continua y

k—+4o00

de esto se sigue:
A flag) = .,
esto implica que z, € U*.
Asi, el punto clausura z, de {z}} pertenece a U*.

Y nuevamente por el Lema 7 -1 se tiene:

lim z;, = z,.
k—+400
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