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Resumen

Sea H C CP un espacio de Hilbert funcional analitico.

Si ¢ : D — D esuna funcion analitica tal que fo¢ € H paratodo f € H, entonces
la relacion de composicion H > — f o ¢, define un operador lineal de H en H,
denotado por Cy, y conocido como operador de composicién con simbolo ¢.

Una de las dltimas tendencias en investigacion en el ambito de la teoria de operadores
en espacios de Hilbert Funcionales Analiticos (HFA) es el conocido problema de los
nicleos reproductivos; esto es,

[ Hasta qué punto dependen ciertas propiedades claves de operadores que actian en
un espacio HFA, H, de su comportamiento sobre los nicleos reproductivos de H?.

En este trabajo, exhibimos y discutimos ejemplos y resultados fundamentales relacio-
nados al papel que juegan los nicleos reproductivos en el comportamiento de algunos
Operadores de Composicion que actuan en espacios HFA. El marco principal en el cual
desarrollamos nuestro trabajo, es el del espacio de Hardy H*(D).

111



Introducciéon

Denotaremos mediante H(ID) al espacio de todas las funciones analiticas en el
disco unitario, D, dotado con la topologia de la convergencia uniforme en subconjuntos
compactos de D.

Sea H un subespacio de Banach de H(D).

Si @ : D — D es una funciéon analitica tal que fo¢ € H para todo f € H,
entonces ¢ induce un operador lineal Cy : H — H, definido como

Co(f) == foo.

A Cj se le denomina operador de composicién con simbolo ¢.

Un espacio de Hilbert, H C CP, se dice un Espacio de Hilbert Funcional, si
para todo y € D, el funcional de evaluacién puntual:

5y(f) = f(y)

es acotado en H. Como consecuencia, el teorema de representacion de Riesz implica
que para cada y € DD, existe un unico elemento K, € H, tal que

Un tal K, es llamado nucleo reproductivo. En particular, si los vectores de H son
funciones analiticas sobre una regién 2 C D, el espacio H es llamado Espacio de
Hilbert Funcional Analitico (HFA).

La Teoria de Nucleos Reproductivos ha sido extensamente estudiada desde la
aparicién del célebre articulo de N. Aronszajn, [1], Theory of Reproducing Kernels. Es
notable, aunque quiza no sorprendente, el hecho de que el estudio de algunos propie-
dades de ciertos operadores que actian en espacios de Hilbert funcionales analiticos se
simplifica notablemente debido, precisamente, a la presencia de estos niicleos reproduc-
tivos. Este trabajo estd inspirado en recientes articulos de investigacién (por ejemplo:
[17] (2004), [27] (2003) y [6] (2001)), en los que exponen interesantes evidencias de las
estrechas relaciones que existen entre cierta clase de simbolos de operadores de compo-
sicién y los nticleos reproductivos del espacio de Hardy H2(]D))); a saber, estimaciones
de la norma de operadores de composicion; asi como, propiedades ciclicas y analiticas
de estos.

Una de las tltimas tendencias en investigacion en el ambito de la teoria de opera-
dores es el conocido problema de los nicleos reproductivos:
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* ¢(Hasta que punto dependen, las propiedades de un operador lineal
que actia en un espacio de Hilbert Funcional Analitico, de las propie-
dades analiticas y espaciales de la familia de nuicleos reproductivos del
espacio.? *

Como sugiere el titulo en este trabajo, en el mismo, exhibimos y discutimos ejemplos
y resultados fundamentales relacionados al papel que juegan los nicleos reproductivos
en el comportamiento de Operadores de Composicién que actian en espacios HFA. El
marco principal en el cual desarrollamos nuestro trabajo, corresponde al del espacio de
Hardy H?(ID). A tal efecto, nuestro trabajo cubre los siguientes objetivos generales:

» Introduccién a la teoria general de los Nicleos Reproductivos.

» Estudio de algunas propiedades de Operadores de Composicion en Espacios de
Hardy.

= Descripcion de como las propiedades analiticas de los Nicleos Reproductivos en
el espacio H?(D) determina el comportamiento de ciertos Operadores de Com-
posicion.

Con el objeto de hacer nuestra exposicién suficientemente autocontenida, en el
Capitulo 1 resenamos algunos de los principales resultados de la teoria de funciones
de una variable compleja. Asi mismo, presentamos una visién panoramica de los fun-
damentos de la teoria general de operadores en espacios de Banach, en espacios de
Hilbert y los conceptos basicos de la teoria de espacios HP.

En el Capitulo 2 describimos el espacio H*(D). Un ejemplo importante de espacio
de Hilbert Funcional analitico, en el cual desarrollaremos la mayor parte de nuestro
trabajo.

El término espacio de Hilbert con nicleo reproductivo es sinénimo de los
espacio de Hilbert funcional. En el Capitulo 3, estudiamos concepto, propiedades y
caracteristicas de los nucleos reproductivos en espacios de Hilbert funcionales.

El Capitulo 4, constituye la parte central de nuestro trabajo. En el, estudiaremos
los operadores de composicion en espacios HFA, mostrando, en particular, resultados
recientes que ilustran la estrecha relacion que existe entre los ntucleos reproductivos del
espacio H? y ciertas propiedades de operadores de composicién Cy : H* — H?. Especi-
ficamente, estudiaremos propiedades tales como: accion del del adjunto, invertibilidad,
normalidad y normas de operadores de composicién en H2.
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En el Capitulo 5, revisaremos algunas instancias que evidencian la relacién entre
los niicleos reproductivos de los espacios H*(D) y HZ(D), y ciertos aspectos dindmicos
de operadores de composicién subnormales.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funciones Analiticas

En este trabajo consideraremos funciones a valores complejos, que estan definidas
en subconjuntos del plano complejo. La topologia de C es la topologia usual dada por
el valor absoluto. Con el objeto de hacer esta exposiciéon autocontenida, presentamos a
continuacion un resumen de las principales definiciones y resultados relacionados con
la Teoria de Funciones de una Variable Compleja.

» [Discos en C].

Sir > 0y a es un nimero complejo, denotaremos mediante D(a;r) al disco
abierto de centro a y radio r. Es decir:

D(a;r)={z:|z—a|] <1}

Al disco abierto de centro 0 y radio 1 lo denotaremos simplemente como D), y lo
llamaremos disco unitario.

D(a;r) = {z:|z —a| <r} es la adherencia de D(a;r), y
D'(a,r) ={z:0 < |z — a|] < r} es el disco perforado con centro a y radio r.

Un subconjunto abierto y conexo diferente de vacio en el plano complejo se de-
nomina region.

La letra € denotard, en lo sucesivo, un subconjunto abierto del plano complejo.

La compactificacién, via proyecciéon estereografica, del plano complejo la deno-
taremos mediante C.

/1]



» [Funciones Holomorfas]

Supongamos que f es una funciéon compleja definida en 2, diremos que f es
diferenciable en z; € ) si

I f(z) = f(=0)

im ————~=

220 Z— 20

existe. En este caso denotamos dicho limite por f'(zg). Si f'(zp) existe para todo
zp € Q, diremos que f es holomorfa (o analitica en (2.)

La clase de todas las funciones holomorfas en 2, que denotararemos median-
te H(2), es un espacio vectorial sobre C, si las operaciones lineales se definen
puntualmente.

/1]

L cerrado, sea €2 el comple-

» [Teorema del Indice] Sea 7 : [a,b] — C un camino
mento de y([a,b]) en C, y definamos

Ind

= o C (z € Q).

Entonces, Ind, es una funcién a valores enteros la cual es constante sobre cada
componente conexa de ; en particular, Ind,(z) =0 si z estd en la componente
no acotada de 2.

/1]

» [Teorema Fundamental del Célculo en C] Supongamos que F' € H(2) y
que F’ es continua en ). Entonces

/ F(2)dz = 0

para todo camino cerrado v en €.

/1]

1'Un camino (o contorno) es una curva rectificable en el plano, continuamente diferenciable a trozos.
Como es usual en la literatura, en ocaciones, no haremos distincién entre una curva ~ y su imagen

([a, b]).



» [Teorema de Cauchy]? Sean: ) C C, un conjunto abierto y convexo, p € ), f
una funcién continua en €2, tal que f € H(2 — {p}). Entonces existe F' € H({2)
tal que F’' = f. Por lo tanto

/7 f(z)dz =0

para todo camino cerrado vy C ).
/1]

» [Férmula Integral de Cauchy| Supongamos que 7 es un camino cerrado en
un conjunto abierto y convexo 0,y f € H(Q).Siz € Qy z ¢ ~v([a,b]), entonces

f(2)-Ind,(2) : = 2%”/ Cf(—cl dcg. (1.1)

/1]

» [Teorema del Valor Medio de Gauss| El caso en que Ind,(a) = 1 es de
particular interés: Si f € H(D(a,r)), entonces

2T
fla) = % /0 fla+re?)dd.

/1]

» [Analiticidad] Si Q C C es abierto, entonces toda f € H(Q) puede represen-
tarse mediante series de potencias en (); precisando: Si a € ) entonces existe
r > 0 tal que

f(z)= Z cn(z=a)", ¥V z€ D(a,r);

n=0

en particular, toda funcén f € H(Q2) es infinitamente diferenciable.

Reciprocamente, si f puede representarse mediante series de potencias en (2,
entonces f € H(2) y f’ también se representa mediante series de potencias
en ).

2Esta versién de cldsico teorema es suficiente para nuestros propositos.



De hecho si .
chz—a z € D(a,r),

n=0

entonces

Znn—l (n—k+1)c,(z—a)" ", 2e&D(a,r). (1.2)
n=*k

En consecuencia, (1.1) implica que
kl'ey = f*(a) (k=0,1,2,...),

de modo que para cada a € 2 existe una unica sucesién {c,} para la que se
verifica (1.1).

/1]

[Integrales de Tipo Cauchy]| Sea p una medida compleja (finita) sobre un
espacio medible X, ¢ una funciéon compleja medible sobre X, 2 un conjunto
abierto en el plano que no intersecta p(X) y

B du(¢) s
=[G (&)

Entonces f € H((2).
/]

[Ceros de Funciones Analiticas y Unicidad | Supongamos que 2 es una
regién, f € H(Q), y pongamos

Z(f) ={a€Q: f(a) =0}.

Entonces, o bien Z(f) =Q, o Z(f) no tiene puntos limites en Q. Si Z(f) # €2,
entonces a cada a € Z(f) le corresponde un tnico entero positivo m = m(a) tal
que

f(z) = (z = a)"g(2) (z € Q)

donde g € H(Q) y g(a) # 0; ademds, Z(f) es a lo sumo numerable. Como
consecuencia, se tiene el siguiente teorema de unicidad para funciones holo-
morfas:



Si f, g son funciones holomorfas en una region 2 y si f(z) = g(z) para todo z de
algin conjunto que posea un punto limite en ), entonces f(z) = g(2) para todo
z €.

e
[Versiéon Cuadratica del TVM]|
Sif(z)=>"ycn(z—a)", z€D(a;r); y si 0<r <R, entonces

s

S Jealtrn = %/ F(a+ re®) 2 do. (1.3)

—Tr

/]

[Teorema de Morera| Si f es una funcién continua en un dominio € y

Lf(z)dz =0

para todo contorno cerrado 7 en 2, entonces f € H(D).
/1]

[Teorema de Liouville] Supongamos que f € H(C) y que existen constantes
reales A, B, R € (0,00) y N € NU{0}, tales que

1f(2)] < Alz|Y + B paratodo z tal que |z| > R.

Entonces f es un polinomio de grado menor o igual que N.
/1]

[Teorema del Mdédulo Maximo|

e [Versién 1] Supongamos que () es una regién, que f € H() y que
D(a;r) C Q. Entonces

f@] < mix [fla+re”), (14)

La igualdad se obtiene en (1.3) si y sélo si f es constante.



e [Versidn 2] Si f es una funcién analitica en una regién  y a es un punto
de Q tal que | f(a)| > | f(z)| para todo z € Q, entonces f debe ser una
Q2 funcién constante.

/]

» [Sucesiones de Funciones Holomorfas | Una sucesién {f;} de funciones de-
finidas en un conjunto abierto {2 C C se dice que converge a f, uniformemente
sobre subconjuntos compactos de (2, si para todo compacto K C Qy
para todo € > 0, existe un N = N(K,¢) tal que | fj(2) — f(2)| < € para toda
€K, si j>N.

La nocién de convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos, provee el es-
cenario mas natural para el tratamiento de limites de sucesiones de funciones
holomorfas. La siguiente proposicion pone claramente de manifiesto esta afirma-
cién:
Proposicién:

00 .
Supongamos que {f;}32; CH() y que f; — f uniformemente sobre
subconjuntos compactos de (). Entonces

fen@ y fV — ™

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (.

» [Lema de Schwarz| Supongamos que f es analitica en D, y que satisface:

a. | f(z)| <1 para todo z en D,

b. f(0) = 0.
Entonces | f/(0)| <1y |f(2)] < |z]| para toda z € D. Ademas si | f/(0)]| = 1
6si |f(z)| = |z| para algin z # 0, entonces existe una constante ¢, |c| = 1, tal

que f(z) = cz para todo z € D.
/11

» [Transformaciones de Mg&bius| Una transformacién fraccional lineal es
una funcion racional de la forma
az+b

S(z) = ot d donde ad — be # 0.

6



Es facil ver que sic #0, S: C\{d/c} — C\ {a/c} es una aplicacién biyectiva,

con inversa dada por
dz—b

S7Hz) = ——. 1.5

() —cz+a (15)

Para propésitos mas generales es conveniente, sin embargo, considerar una trans-

formacion fraccional lineal como una aplicacién biyectiva de (C sobre C. Al con-

junto de todas las transformaciones fraccionales lineales S : C— (C lo denotare-

mos por Lin[C|. Lin[C] es un grupo respecto a la operacién de composicién y la

relacion ; ,
az + a
— 1.6
cz+d ( c d > (16)

establece un isomorfismo de grupos entre Lin[C] y GL(2,C).?3

Dado w €D y 6 € R, una aplicacién fraccional lineal de la forma

CD(Wg)(z) = e’ zeD,

1—wz’
se llama una transformacién de Mdébius. En virtud de (1.4) la inversa de 7,
viene dada por

L) = i+eww _ e 2HY
Wz + et? 1+72

P .0) = Pv-0)(2),

donde v := €% w.

Por otra parte, usando (1.6), se verifica inmediatamente que la composicién de dos
transformaciones de Mobius es también una transformacion de Mobius. Ademas,
la relacion

(1= [0 = |w)
1 [@ue(2))* = T

(1.7)

muestra que P, aplica D sobre D y JD sobre JD. En consecuencia, el
conjunto

{(I)(w’g) :D—D: web, HER}
es un grupo con respecto a la operacién de composicion de funciones.

/1]

3Grupo de matrices invertibles de orden n x n con entradas en C, con la operacién de grupo dada
por la multiplicacin de matrices.




» [Automorfismos del Disco Unitario|] Denotaremos mediante Aut(D) al gru-
po de automorfismos analiticos del disco unitario. La siguiente proposicién carac-
teriza completamente al conjunto Aut(DD).

feAut(D) < 3 (w,0) € CxR tal que f= D).

/1]

» [Funciones Armonicas| Sea € un abierto del disco D, y u : 2 — R. Diremos
que u es arménica en Q si u es de clase C? y cumple:

u  O%*u

A= e T

0

Es bien conocido el hecho de que tanto la parte real como la parte
imaginaria de una funcién analitica son funciones arménicas.

/1]

» [Funciones Subarmdnicas| Una funcién f : D — R continua, se dice subarmoéni-

ca sii para cada 2o € D, existe un nimero positivo ¢ tal que el disco D(zg,79) C
Dy

27
f(20) < % /0 f(z0 +re®)do

para toda r € (0,r).

e

A continuacién, y a manera de ejemplo, presentamos una clase importante de
funciones subarmonicas:

Si feH(D) y p>0; entonces la funcién |f(2)|P es subarménica en D.
En efecto. Si zp € D con f(z9) # 0, entonces cualquier rama de la funcién

(f(2))? es analitica en una vecindad de zo; de este modo

1
o

(f(20))" /0 ' (f( 2o+ re®))Pdo

para todo r suficientemente pequeno. De manera que



2

| f(z0)|P < | f (20 + 7€) [Pdb

2r Jo

para todo r suficientemente pequeno. Obviamente esto también se cumple para
f(z0) = 0. Luego, |f(2)|P es subarménica en D.

/1]

1.2. Operadores en Espacios de Banach

= Un espacio de Banach X es un espacio vectorial complejo en el cual esta defi-
nida una funcién || || : X — [0, 00) que satisface las siguientes propiedades:
L flz+yllll < [[=ll + Iyl para todo z y y en X;
2. ||ax|| = |a|||x] paratodo a € C;
3. [Jx]|=0 siy solosiz=0;
4

. si {x,} es una sucesiéon de Cauchy en X; esto es, ||z, — x,, || — 0 cuando
n,m — oo, entonces existe un vector x € X tal que ||z, — x || — 0 cuando

n — oo.
La funcién || || se dice una norma en X.
La cantidad d(x,y) := || — y/||, define una métrica en X. La topologia inducida

por la métrica d es llamada topologia de la norma en X. La condicién (4) dice
que d es completa. Un espacio vectorial que satisface (1),(2) y (3) se denomina
espacio normado.

La propiedad 1 de || || , llamada desigualdad triangual es equivalente

Yo,y € X | lzfl =yl < flz =yl

En consecuencias, si { z, } C X satisface

lim ||z, — 2| =0 = lim ||z, | =]
— 00 n—oo

e



» Una transformacién (u operador) lineal 7: X — Y, con X, Y espacios norma-
dos, se dice acotada si existe una constante C' > 0 tal que ||T(x)|| < C|z]|
para todo x € X. El siguiente resultado es bien conocido:

Una transformacion lineal es acotada st y solo ella es continua.

Si X e Y son espacios de Banach, denotaremos mediante £(X,Y") al conjunto
{T: X - Y :T eslineal y continua}.

.S1 Y = X escribiremos simplemete £(X).

L(X,Y) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

(AT)(x) = AT(x),
(Th + T3)(z) = Ti(z) + Ta(z);

méas aun, £(X,Y) resulta ser un espacio de Banach respecto a la norma

1T = ff{C:|T@)] < Clla]}
(@
p{ E 7“)}

= sup{ [[T(2)] : [l«]| = 1},

Diremos que dos espacios de Banach son equivalentes si existe una aplicacion
lineal, continua y biyectiva entre ellos.

/1]

» A una transformacién lineal 7' : X — C se le denomina funcional lineal.

Dado un espacio normado X, definimos X* como el espacio de todos los fun-
cionales lineales acotados en X. X™* es un espacio de Banach complejo con la
norma

I/

x+ =sup{ [ f(z) | flzfl <1} = sup{[f(z)]: =[] =1}

A X*, dotado con la norma || - || x+ se le denomina espacio dual de X.

/1]

10



= Uno de los resultados fundamentales en la teoria de los espacios de Banach es el
Teorema de la aplicacién abierta:

Sean X y Y espacios de Banach. Si 7': X — Y es un operador acota-
do y sobreyectivo, entonces 7' envia conjuntos abiertos en X a con-
juntos abiertos en Y.

Una instancia importante del teorema de la aplicacion abierta es la siguiente:

Si T es un operador lineal acotado y biyectivo de un espacio de Banach X sobre
un espacio de Banach Y, entonces la inversa de T, T : Y — X, es tambien
acotada.

En particular, si X es un espacio vectorial dotado de dos normas completas || ||;
v || ||z tales que ||z|l; < C'z||2 para alguna constante C' > 0 y para todo
x € X, entonces existe otra constante C’ > 0 tal que ||z[]; < C' |||, para todo
x € X. En este caso decimos que ||z||; es equivalente a ||z||o.

/1]

= Otro resultado fundamental sobre operadores lineales que actuan en espacios de
Banach es el Teorema del grafico cerrado:

Supongamos que 7' un operador lineal de un espacio de Banach X en
un espacio de Banach Y, y que el conjunto {(z,7(z)):x € X} es ce-
rrado en X X Y; entonces T es acotado.

/1]

» Un subconjunto A de £(X,Y) se dice acotado puntualmente , si para todo z € X
el subconjunto {T'(x) : T' € A} de Y es acotado en norma.

Principio de acotaciéon uniforme. Sea X un espacio de Banach, y sea
Y un espacio normado. Entonces un subconjunto de L(X,Y) es acota-
do en norma si y solo si es acotado puntualmente.

Corolario Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado, y sea { T, } una
sucesion en L£(X,Y). Si lim,, . T, (z) = T(z) para cada € X, entonces T es
un operador acotado.

/1]

= Ademds de la topologia inducida por la norma en un espacio de Banach X,
éste también suele dotarse de otra topologia que resulta muy util, llamada la

11



topologia débil. La topologia débil sobre X puede definirse describiendo todas
sus redes convergentes:

Una red { z, } converge debilmente en X si para toda F € X*, la red de nimeros
complejos {F(x4)} converge.

De esta definicion resulta claro que toda red que converge en norma es también
débilmente convergente.

/1]

En X* adicionalmente a la topologia de la norma y a la topologia débil, podemos
definir otra topologia llamada la topologia débil-estrella (débil—sx):

Una red {F,} es débil—x convergente en X* si para cada x € X, la red de
nimeros complejos {F,(z)} converge.

/1]

Uno de los resultados més importantes acerca de la topologia débil—x es el Teo-
rema de Banach-Alaoglu, el cual establece:

La bola unitaria cerrada del espacio de Banach X* es compacta en la
topologia débil—x.

/1]

Supongamos que X es un espacio de Banach y que Xj es un subespacio cerrado
de X. Entonces, podemos definir una relacién de equivalencia en X como sigue:

r~y siysolosi x—y € X,

Sea X/ Xy :={x+ X : v € X}, el espacio cociente inducido por esta relacion
de equivalencia. Entonces X/ X resulta también un espacio vectorial complejo si
se definen las operaciones lineales como:

{z+ X} +{y+Xo} = {z+y+Xo}Va,yeX
Mr+Xo} = {M+Xo} Vo € X, AeC.

Ademads, X /X, se convierte en un espacio de Banach con la siguiente norma
cociente :
o+ Xol| = iyl : 2 —y € X},

Note que ||z + Xo|| tiene también la siguiente 1til interpretacion geométrica:
|z + Xo|| = dist(z, Xo) := inf{||Jz —y|| : vy € Xo}.

12



= Si X y Y son ambos espacios de Banach y 7' : X — Y es un operador lineal
acotado, entonces el ntcleo de T

Ker(T) :=T7'{0}

es un subespacio cerrado de X. Si, ademas, T es sobreyectiva, entonces puede
probarse, usando el teorema de la aplicacién abierta, que

Y = X/Ker(T)

/]

= Supongamos que X y Y son espacios de Banach y T : X — Y es un operador
lineal acotado. Entonces T' induce un operador lineal T : X* — Y™ definido
como:

T*(F)(x) := F(T(x)) re X, FeY™

T* es un operador acotado y se cumple [|[T%| = ||T||.

Al operador T* se le denomina operador adjunto del operador 7'

/1]

Sea (£2,du) un espacio de medida o-finita, 1 < p < 400, G:QxQ —C
una funcién continua, y sea T el operador definido por

Tf(z) = / G, y) () duly).

Si este operador aplica LP(Q), dp) — LP(§2,du), v resulta continuo, entonces el
operador T* € L(L%(),du)) estda dado por

T* f(x) = / Gl 9 (9)duly).

e

13



1.2.1. Convergencia de Sucesiones de Operadores y Funciona-
les

Recordemos en primer lugar que una sucesién {z,}, en un espacio normado X
puede converger de dos maneras
» Converge fuertemente (o converge en norma) si existe un z € X tal que

lim ||z, —z| = 0.

n—oo
» Converge debilmente a x € X, si para todo f € X*,

lim f(z,) = f(x)

n—oo

w ’ . ’7 -
En este caso, denotaremos x,, — x. El elemento = es llamado limite débil de la
sucesion.

/1]

Para una sucesién de operadores {7, } € L(X,Y) , existen tres tipos fundamentales de
convergencia :

1. Convergencia en norma en £(X,Y),
2. Convergencia en norma de 7, (z) en Y,

3. Convergencia débil de T),(z) en Y.

= Concretamente: Sean X,Y espacios normados. Una sucesion de operadores
{T, } pertenecientes a L(X,Y), se dice que:

1. Converge a un operador T, uniformemente, si {7, } converge a T en la
norma de £(X,Y); es decir, ||T,, — T|| — 0.

2. Converge fuertemente a T', si T,(z) converge a T'(z) en la norma de Y,
para todo x € X, es decir ||T,,(z) — T'(z)|| — 0 para todo x € X

3. Converge débilmentea a T, si T,,(x) converge débilmente en Y para todo
x € X, es decir |f(T,(z)) — f(T(x))] — 0 para todo z € X y para todo
feX

/1]

14



» Convergencia de sucesiones de funcionales. Sea { f,} una sucesién de
funcionales lineales acotados en un espacio normado X. Entonces:

1. Convergencia fuerte de { f,, } significa que existe un f € X* tal que

| fo — fll = 0 (Notacion: f, i, 1)

2. Convergencia débil—x de { f,, } significa que existe f € X* tal que

fulx) — f(x) paratodo x € X (Notacion: f, — f).

1.3. Espacios de Banach Funcionales Analiticos

Sea X un conjunto no vacio, F=C 6 R, y H C F¥ un espacio de Banach*. Diremos
que H es un Espacio de Banach Funcional, si para todo y € X, el funcional de
evaluacion puntual en y es acotado . Es decir, si

Vy e X, el operador 4, :H — IF, definido por

es acotado. Si X es una region en el plano complejo y las funciones de H son analiticas
sobre el conjunto X, H se dice Espacio de Banach Funcional Analitico.

Puesto que nuestro interés estara centrado en espacios de Banach funcionales cuyos ele-
mentos son funciones analiticas, describimos a continuacion una clase muy importante
de tales espacios..

4Usaremos la notacién AP para denotar al conjunto de todas las funciones de B en A.
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1.3.1. Espacios de Hardy H?(D)

Si f € C(D),> usaremos la notacién f, para designar la funcién f, : 9D — C
definida por f.(¢?) := f(re?). Si f € H(D), 0 <p<oo y r € [0,1), denotemos
mediante M,(f,r) la media integral

2 1/p
My (fr) = {50 [ 10e) i} = o

Definimos el espacio de Hardy H?(ID) como el espacio vectorial de todas las funciones
f € H(D) tales que

sup My(f,r) < o0
0<r<1

Para con p > 1, HP(D) = H? es un espacio de Banach® (ver [28]), con norma:

I Fllwe = sup My(f.r). (18)

Denotamos por H* al espacio de las funciones analiticas y acotadas en ID con la norma:

[ flloe :=sup{|f(2)[ : z € D}.

Propiedades de los Espacios H?(D)

do
1. Usando el hecho de que la medida o5 e finita, y la desigualdad de Jensen (]28]),
T

tenemos la siguiente contencién espacial

H> ¢ HP ¢ H'.

Para todo p > 1.

®Como es usual C(£2) denota el conjunto de todas las funciones continuas en Q C C
6La prueba de este hecho para el caso p = 2 serd desarrollada en el capitulo 2.
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2. Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una funcién f € H™,
que tenga como ceros prescritos los de una sucesién {«,}, es que dicha sucesién
satisfaga la condicién

Z 1 —an]) < oc. (1.9)

Esta condicién se conoce con el nombre de Condicién de Blaschke. Ver [28].
En concreto, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.1.

Sea a = {a,} C D una sucesién que satisface la condicion de Blaschke
(1.9). Sea m := Card (a~'{0}). Entonces el producto infinito

= [ St Ao (1.10)

|n|¢o|a”| 1—oznz

converge en . La funcién B(z) estd en H*(D) y los ceros de B(z) son
precisamente los puntos «,,, cada uno con multiplicidad igual a el niimero
de veces que el mismo aparece en la sucesién {a, }.
Ademss | B(z)| <1 y |B(e?)| =1 en c.t.p.

La funcién definida en (1.10) se denomina producto de Blas-
chke asociado a la sucesién { «,}.

/1]

Teorema 1.2.

Si feHP, p > 1, entonces el limite

G —hm f(re®) (1.11)
existe en c.t.p. de JD. f* define una funcién en LP[0,27]| y
1 27 0 0
! _ * 2 _ K P —
tin o [ 1) = seenan = o.
En particular
15 e = i I o lzmiomy = 1 £ v

/1]
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Observacién 1.3.

Supongamos que f € H?, p > 1, y que f no es identicamente igual a cero.
Sea B el producto de Blaschke formado con los ceros de f. Pongamos g = é.
Entonces g € HP[13] y || g |lu» = || f [|ae.” Como ¢ no tienes ceros en D y
D es simplemente conexo, existe una ¢ € H(D) tal que exp(p) = g ([28]).
Pongamos h = exp(pyp/2). Entonces h € H(D), y |h|* = |g|P, por lo que
h € H?. De hecho, | hl5 = |glP.

Por lo tanto, f tiene una factorizacién de la forma
f=B-hr,

donde h € H?. y h no tiene ceros en . Esto hace posible, en muchos casos,
aplicar resultados de H? a funciones de cualquier HP.

/1]

Observacion 1.4.

Dado f € L'9(D), la extensién arménica de f a D, denotada por f(z),
estd definida como

» 1 27
f(z):= %/ f(0)P.(0)db, Vz e D, (1.12)
0
donde
1— |z e + 2
(9) |1 —Ze®?|? ee“’—z

es el nucleo de Poisson de D. Por ser la parte real de una funcién analitica,
P.(0) es arménica en z para cualquier § € [0,27]. En consecuencias f(z)

2m (i 2 %/ i /i 2 . s i
Ngllte =35 Jy " 19% () [P0 = 5= [77 [B*(e)Plg™(e?)Pdo = 5= ;7 [B*g* () [Pd0 = || £ |G-
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es arménica en . Ademads, si f(n) son los coeficientes de Fourier de f,

entonces
1 2 R —+00 R 400 R
o Jy SOV = T =3 Fm"+ D f-m=

De manera que para f € LP(9D), la extensién f(2) es analitica en D si y
solo si sus coeficientes de Fourier, f(n), son iguales a cero, para todo entero
negativo

Reciprocamente, si f es una funcién analitica en D tal que

w (5 | 7 fre) Pag) < oo (1.13)
0

0<r<1 27

entonces el limite radial

F(6) =l f(re”)
e
existe en c.t.p; los coeficientes de Fourier de f* satisfacen: f (n) = 0 para
todo entero negativo n; y la extension armonica de f* a ID es precisamente
f(z). Esta extensiéon arménica, establece una correspondencia 1 — 1 entre
las funciones f € LPO(D) tales que f (n) = 0 para todo entero negativo, y
el espacio de funciones analiticas que cumplen (1.13)

Por tanto )

1 ~ .
P ‘= sup — re'?) |Pdo.
”f||LP(6D) 0<rf<’1 o J, |f(re®) |

/1]

Usaremos la formula de Cauchy para demostrar que H?(D), p > 1, es un espacio
de Banach funcional.
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Sea w € D. La formula de Cauchy (1.1) muestra que si |w| < r < 1 y I', esel
circulo de radio 7 con centro en el origen, entonces, para cualquier f en H?(D),

flw) = R i dc

271 FTC—U)

2w 0
= L/ —f(re ) rie df
0

2mi re? — w
1 [ " r
= — ) ———db
27 J, f(re®) r— we="®
de lo cual resulta, aplicando la desigualdad de Holder,
@) < W5l |
w , —
- Plr —we—i® .
[0,27] s 2 . i0 1 1
donde f, € C%*™ es la funcién definida como: f,.(0) := f(re’) y — + — = 1. Como
p q
;.9 converge uniformemente a la funcion acotada (1 —we="*)~! cuando r — 1
r— we"

v I frllee@my < || f |lae, €l funcional evaluacién en w es continuo. Asi H?(D) es un
espacio de

Banach funcional.

b
Lema 1.5. Supongamos que f(z) = % es una funcion no constante en H?(D);
cz
entonces
2 _ abe
jdI* = |cf?

/]

1.4. Espacios de Hilbert

» Sea H un espacio vectorial sobre K ( donde K es R o C). Un producto interno
en H es una funcién (.,.) : X x X — K tal que

1. (z,y) = (y,x). para todo x,y € H
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2. (z4y,z) =(z,2)+ (y,z) para todo x,y, z € H.

3. (Az,y) = A(x,y) para todo =,y € H, para todo A € K.
4. (z,xz) > 0 para todo x € H.

5. (x,x) =0siysolosiz=0

Una propiedad fundamental de un espacio con producto interno, H, es la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz, la cual establece

[(z.y)1* < (@,2)(y,y)
para toda x,y € H, obteniéndose la igualdad si y solo si uno de los dos vectores
(z 6 y) es multiplo escalar del otro.

Si H es un espacio con producto interno, la formula ||z|| = y/(x,z) define una
norma en H (llamada la norma inducida por el producto interno). Si ‘H con la
norma definida anteriormente es un espacio de Banach, entonces diremos que H
es un espacio de Hilbert.

En adelante ‘H denotara un espacio de Hilbert
/11

Sean x,y vectores en H. Se dice que z,y son vectores ortogonales cuando

(z,y)=0.

Esto suele abreviarse con la expresiéon = L y.

Sea A un sub-conjunto no vacio de H, entonces el complemento ortogonal A+ de
A es el conjunto de todos los vectores que son ortogonales a todo vector de A.
Esto es,

At ={rcH:x Ly VycA}

Un subespacio vectorial M de H es denso si y solo si el cero es el inico vector
ortogonal a M.

/1]

Proposiciéon 1.6. Sea {e;}ic; una familia ortonormal de vectores en H. Las
stquientes condiciones son equivalentes:

a. La familia {e;}icr es una base ortonormal.
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b. Six L e; para cada i € I, entonces x = 0.

c. Para cada vecto x tal que (x,e;) # 0 para a la mds una cantinad numerable
de indicesi € I , x =) (x,e;)e; donde la serie converge en norma.
il
d. Para cada par de vectores x,y, se tiene que (x,e;) #0 y (y,e;) # 0 para,
a lo sumo, una cantidad numerable de indices, y

<:L‘,y> :Z<x’6i><yvei>'

i€l

e. Para cada vector x,

Izl = | (2 )]

el

/1]

[Teorema de Representacién de Riez].

f es un funcional lineal continuo sobre H si y solo si existe un (tnico) vector
y € H tal que f(z)= (x,y) para todo z € H.

/1]

[Adjuntos]. Por el teorema de representacién de Riesz, si T es un operador en
'H, entonces el operador adjunto 7™ de T es también un operador acotado en H,
y estan relacionado por la ecuacién

(Tx,y) = (x, T"y) Va,y €H,

la cual es usada algunas veces como definicién del adjunto de un operador lineal
acotado en espacio de Hilbert. Ademas, el operador adjunto de T™ es T.

[Clases de Operadores |.

Un operador T que pertenece a L(H) se dice positivo, y escribiremos T > 0 sii
(T'r,z) > 0 paratodo z € H.

Un operador T € L(H) se dice:

a Normal, siT*T =TT".
b Autoadjunto, si T =T".
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¢ Subnormal, siexiste un espacio de Hilbert K que contiene a ’H y un operador
normal N € L(K) tal que N|y =T.

d Hiponormal, si 77T > TT*.

e Unitario si U'U =UU" = Iy.

Es claro que todo operador normal es subnormal y no es dificil verificar que todo
operador subnormal es hiponormal (ver por ejemplo [17]).

e

Dos operadores TS € L(H) se dicen unitariamente equivalentes sii existe
un operador unitario U € L(H) tal que

T=U"SU

Note que un operador unitario, U € L(H), es una isometria sobre H. En conse-
cuencia, la equivalencia unitaria de operadores preserva las propiedades métricas.

Operadores Compactos.
Denotaremos a la bola unitaria de un espacio normado X mediante By.

Sean X,Y espacios de Banach. Un Operador 7' : X — Y, se dice Com-
pacto si T(Bx) es un subconjunto compacto de Y.

Proposicion 1.7. Sean X,Y espacios normados, T : X — Y un operador lineal

compacto y supongamos que T, — x.Entonces {T(x,)} converge fuertemente
enY.

Demostracién. Escribiremos y, = T(z,,) vy y = T(x). Veamos, en primer lugar
que y,, — y. Luego mostraremos que ¥, A Y.

Sea g un funcional lineal acotado en Y. Definamos ahora un funcional en X, de
la manera siguiente

f(2):=9(T(z)) (z€X)

Por hipétesis T' es compacto, por tanto acotado. De aqui

[F ) = 19T < llgllITEN < gl T =[]

En consecuencia f es lineal y acotado.
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Como z,, — x, resulta f(z,) — f(x), lo que a su vez implica g(y,) — g(z).
Como g es arbitraria concluimos que

Y — Y.

Probemos ahora que v, i, Y.

Supongamos que la afirmacién no es cierta. Entonces {y,} tiene una subsucesién
{ynk} tal que
1Y =yl =

para algin n > 0.

Como z, — =, {z,,} es acotada y puesto que T compacto, {T(z,,)} debe

- . ~ ~ o~
contener una subsucesién convergente, digamos {y; }. Supongamos y; — 7.

Entonces, necesariamente g = y, y por lo tanto

19: = yll — 0.

Pero ||g; — y|| > n > 0, lo cual es una contradiccién. De aqui que y, A, y. N

» [Propiedades de los operadores compactos] Sea H un espacio de Hilbert.

e T € L(H) es compacto si y s6lo si T* es compacto.

e Un operador T en ‘H es compacto , si, y s6lo si existe una sucesién {7,,} de
operadores de rango finito® tal que, || T;, — T|| — 0.

e Un operador T en H es compacto si y sélo si || Tx,|| — 0 siempre que
Zn — 0 en M.

e SiT € L(H) es compacto y S € L(H) entonces T'S y ST también son
operadores compactos.

e SiT, S € L(H) son compacto, entonces 7'+ S es compacto.

8Un operador T en L(H) es llamado operador de rango finito, si el rango de T es finito dimensional
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/]

» Si X es un espacio de Banach denotaremos por K(X) el conjunto de todos
los operadores compactos en L£(X). El espacio cociente L(H)/IC(H) es llamado
Algebra de Calkin. La norma esencial de un operador 7" € L(H) se define

como
[T le :=f{|| T — K| : K € K(H)};

esto es, || T'||e es la norma de la clase de T en el dlgebra de Calkin.

La norma esencial representa la distancia entre 1"y el espacio de todos los opera-
dores compactos K € L(H); en particular || T ||c = 0 si y solo si T" es compacto.

/1]
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Capitulo 2

El Espacio H(D)

Recordemos que el espacio de Hardy H?(ID) (H?, por simplicidad) se define como
2 )
H?(D) := {f :D — C, analitica : sup / |f(re)|?do < oo}.
0<r<1 Jo

Este conjunto es diferente de vacio, pues contiene a los polinomios.

Mostraremos que H?(D) es en realidad un espacio de Hilbert, con producto interno:
2m
, i ———7~ do
(frg) =T [ f(re”) glre?) .

r—1 0 T

Recordemos que si f € H(D), la notacién f,, designard a la funcién f. € C%? definida
mediante

f-(0) = f(reie).

Supongamos que f € H?(D). Entonces f es una funcién analitica en D, con expansién
en serie de potencias de la forma

f(z) = i fk)2F, ¥ z e D
k=0

Luego

1La dualidad de f (k) como coeficiente de MacLauring y coeficiente de Fourier de f fue explicada
en la seccién 1.3.1. Observacion 2.
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2m —db
1515 = [ £OF@

k=0 m=0
o1 00 00
_ / Z Z f(k) f(m) Tker i(k—m)0 db
0 k=0 m=0 2m
= Y 1 fk) Prt,

toda la serie involucrada converge absolutamente. De esto podemos concluir que la
funcién r +— || f,||2 es creciente en (0, 1). En consecuencia, el supremo en 1.8 puede ser
reemplazado por lim,_; . Asi

115 =ty 31 £ 5% = 321 FbP

De manera similar para f, g € H*(D) obtenemos

(f,9) =Y F(k)g(k),

Es fécil constatar que (, ) define un producto interno, y que || f||Z. = (f,f) para
cualquier f € H?(D).

Nos proponemos, a continuacién, mostrar que H?(ID) es un espacio de Hilbert fun-
cional analitico; esto es, que H?(ID) es completo y que los funcionales de evaluacion

puntual sobre H?(D) son acotados. Esta ultima afirmacién es consecuencia de la si-
guiente proposicion.

Proposicién 2.1. Supongamos que f € H*(D) y que A\ € D. Entonces
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[l

A — 2.1
E e 2.)
‘s : . ., 1
Demostracién. Para un X fijo en D, consideremos la funcién K, (z) = 5 donde
— Az
|z] < 1. Notemos que K)(z) = Z;j:oxmzm, de esta manera K, € H(D), y
2 _ 1

La clave de la afirmacién (2.1), estd en que para cualquier f € H?(D),

Q) = {f. Ky).
En efecto, para r € (0, 1),

2 f( ze)md_@ _ /‘ﬂ i rn 1n9 i)\m m ,—imo ﬁ
i re A(re o ), 2 2 r'e 5
— i )\n 2n
= f(?).
f es analitica en D, de manera que
2 de
(f 1) =i [ fre?) Ralre®) 5 = lim f(02) = £V,
0 =

luego

/]
VI

La funcién Ky, X € D, se denomina Nucleo de Cauchy?; maés adelante explica-
remos porque a una funcion tal como K se le denomina niicleo reproductivo.

= [ KO < AR =

2La demostracién de la proposicién anterior se puede obtener también usando la férmula de Cauchy
para funciones en H(D). La demostracién que damos la consideramos mas adecuada para nuestros
propositos.
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Proposicién 2.2. Supongamos que {f,} es una sucesion de Cauchy en H?*(D), y
A € D. Entonces la sucesion {f,(\)} converge uniformemente en subconjuntos com-
pactos de .

Demostracion.

Si R es un subconjunto compacto de D, entonces ¢ = sup{|\| : A € R} < 1.

Por lema 2.1, |f,(A) — fin(N)| < M Ademas,

V1=2¢2
7 1 g
lim sup | fu(A) — f(N)| < —2n717111iloo | fn — full = 0.

n,M—00 \e R 1—-c

Supongamos que {f,} es una sucesién de Cauchy en H?*(D). Definimos la
funcién f:D — C mediante f(z):=lim, . fu(2). Mostraremos que f
€ H*(D), y que

Tim (| — full = 0.
En efecto,

Puesto que la sucesién {f,} converge uniformemente a la funcién f, en subconjun-
tos compactos de D, f € H(D).

Por otra parte tenemos que, para todo r < 1, dado e > 0, existe un N € N tal
que para todo n,m > N : || (fun — f)r |22 <€ luego,

nlirgo || (fn - fm)T||L2 = || (f - fm)r|lL2 = M, (f - fm7r) = nh;HOIOMQ (fn - fmvr) <e

de donde resulta

[ fell2 < e+ [l fon Il 2

En consecuencia, (tomando sup ) f € H*(D) y ||f — fml — 0.
0<r<1 m—oo

Resumiendo, tenemos
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Teorema 2.3. H*(D) es un espacio de Hilbert funcional analitico.

El espacio H*(D) puede verse también como
“+oo
H%(D) := {f € HD) : Y o < oo}.
=0

Consideremos ahora el conjunto formado por las funciones en H*(D) definidas como:
en(z) = 2" paran >0
Teorema 2.4. El conjunto {e,} forma una base ortonormal de H*(D)

Demostracién. Sean # m. y z € D, Entonces

27 —d@
(2", 2™ = / emfegimd —
0

2

27
— ein@ efime ﬁ
0 2m

2
T do
—_ / ezG(n—m) hadl
0 2m

1 ei@(n—m) 2m
~ 2mi(n—m) 0

1 ez27r€(n7m) 1 1
T 2ri(n—m) 2mi(n—m)
11 11
 2mi(n—m) 27mi(n —m)
= 0.
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Ademas,

21
- o———dl
||Zn||2 — <Zn,2n> — emeeme

2T
2T Gﬁ

in@ef'in

S—

0 2m
2

: do
6zt9(n—n) ot

I
S~

0 2m

2m
_ / Jioo) 49
0 2m
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Capitulo 3

Espacios HFA y Ntcleos
Reproductivos

En lo que que sigie F = C 6 R, E es un conjunto no vacio y H C FF es
un espacio de Hilbert. La norma de un elemento en H sera denotado por |[|f], y el
producto interior mediante ( f1, f2), con fi, fo en H.

Definicién 3.1. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que H es un espacio de
Hilbert funcional, si para todo y € E, los funcionales de evaluacién puntual son
acotados en H; es decir si Vy € E, el funcional lineal d, : H — F, definido por

es continuo.

En este caso para cada y € FE, el teorema de representacién de Riesz, garantiza la
existencia de un tnico elemento, K, € ‘H tal que

<f7 Ky> = f(y)7

para todo f € H.
Este elemento K, es llamado nicleo reproductivo del punto y de H.

Definicién 3.2. Si ‘H es un espacio de Hilbert funcional, la funcién

K:HxH:—C,
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definida por
K(z,y) = K,(x),

se denomina ntucleo reproductivo de H.

Observemos que:

K(z,y) = K,(v) = (K, K ).

El término, espacio de Hilbert con nucleo reproductivo, es, por lo tanto, sinénimo
de espacio de Hilbert funcional. Si los elementos de un espacio de Hilbert funcional,
‘H son funciones analiticas en un subconjunto abierto de C, entonces diremos que H
es un espacio de Hilbert funcional analitico (HFA).

3.1. Propiedades Basicas de los Nicleos Reproduc-
tivos

Teorema 3.3. El espacio de Hilbert funcional 'H, admite a lo sumo un unico nicleo
reproductivo.

Demostracion. Supongamos que K y K son ntcleos reproductivos de H. Entonces

||Ky - KyHQ =

Lo que implica que K = K.

Teorema 3.4. Si K es el nicleo reproductivo de un espacio de Hilbert funcional H,
entonces para todo par x,y en E se tiene,

a) K(z,z)> 0 VzeFE.
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b) K(z,y) = K(y,).
c) |K(z,y)|* < K(z,7) K(y,y)

Demostracién.
a. Si z € E entonces

0< | Kol|? = (Koo Ko) = K(2,2).

b.Vx,ye F

K(J:?y) = <Ky’Km> = <Km7Ky> = K(y,l‘).

c. Por la desigualdad de Cauchy- Shwartz
K (2, y)]* = [( Ky, Ko )| < K |1° || K2 |* = Ky, y) K(,2).
[ |

Teorema 3.5. Sea H un espacio de Hilbert funcional, con nicleo reproductivo K.
Entonces el espacio generado por K(E) ={K, /x € E} es denso en H.

Demostracion. Sea f € H

f LspanK(E) < (f k,) =0 VyeFE
< fly) =0 Yy e E.

Asi, f =0, y por tanto el espacio generado por K(F) es denso en H.
[ |
Una cualidad muy particular de los espacios HFA, que a menudo resulta detemi-
nante en las aplicaciones, es que no necesitamos disponer de toda la familia de nucleos
reproductivos para generar el espacio H . La demostracién del teorema anterior y el
teorema de unicidad para funciones analiticas implican la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. Sea H C H(Q2) un espacio HFA, con familia de nicleos reproduc-
tiwos {Kytwea. St {w,} es una sucesion convergente en ), entonces

Span(K,, ) = H.
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Demostracioén.
La demostracién es similar a la de la proposicién anterior, reemplazando K (F) por
K (w,) e invocando el teorema de unicidad para funciones analiticas.

Teorema 3.7. Sea 'H un espacio de Hilbert funcional con nicleo reproductivo K, y
{f,}n>1 una sucecion de Cauchy (respecto a la norma) en H, y f limite de dicha
sucesion, entonces,

fly) = lim £ (y)

n—oo

para toda y € E.

Demostracion. Sea y € F

[ (o = DW= {Fa = L k)| < [ = fI 1Ryl = 0.

Teorema 3.8. Sea H un espacio de Hilbert funcional, con nicleo reproductivo K.
Si{e; : j € J} es una base ortonormal de H (J un conjunto de indices), entonces el
niucleo reproductivo K, estd dado por:

K@.y) =3 e(u)e, (@)

donde la serie converge puntualmente.

Demostracion. Si y € E, entonces:

(Ky,e5) = (ej, Ky) = ¢;(y).

Asi

Ky =) (Kye)e; =Y ei(y)e;.

jeJ jed

Puesto que esta suma converge en norma, ella converge puntualmente y

'Por la teorfa de sumas conmutativas en espacios de Banach (ver[4]), ésta es una suma de una
cantidad numerable de términos.
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Observacién 3.9.

En el capitulo anterior demostramos que el conjunto {e,} es una base
de H?(D), por lo tanto el niicleo reproductivo de H?*(D), viene dado como

Ky(z) = K(z,w) = Zen 2)en(w) Z !

1—wz

Esto justifica el comentario que hicimos al concluir la demostracién
de la proposicién (2.1).

3.2. Caracterizacion de los Nucleos Reproductivos

En esta seccion exhibiremos condiciones necesarias y suficientes para que una fun-
cién K(z,y) sea un nicleo reproductivo para algin espacio de Hilbert funcional.

Recordemos primero algunas nociones de la teoria de matrices.

Una matriz compleja A :(am)nxn se dice positiva (A > 0) si, y s6lo si, para toda
n—upla (aq, ag, ...,a,) € C" se cumple

n
Z EZ'OCJ' a; j Z 0. (31)
ij=1
Es claro que si (, ) denota el producto interno usual en C", entonces A > 0 siy
solosi (Az,x) >0 Va € C". De hecho, la suma en (3.1) es igual a (Ax,z) para el
vector x cuya i-esima componente es el nimero «;.

No es dificil verificar que A > 0, si y solo si A = A* y todo autovalor? \ de A
satisface A > 0. Por esta razén, algunas autores prefieren referirse a una tal matriz
semi-definida positiva o no negativa.

2Recuérdese que A € C se dice autovalor de un operador T' € L(H) si T(v) = Mv para algin

v # 0.
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En el caso que A = A* y que todo autovalor A\ de A satisfaga A > 0, entonces
diremos que A es estrictamente positiva (A > O) 3

Definicién 3.10. Sea F un conjuntoy K : E x E — C una funcién de dos variables.
K se dice una funcién nucleo (K > O) siempre que, para todo n y para toda
escogencia de n puntos distintos, { x1, ...z, } C E, la matriz (K(:cl-, a:j)) > 0.

Proposicién 3.11. Sea 'H en espacio de Hilbert funcional con nicleo reproductivo K.
Entonces K es una funcion nicleo.

Demostracion. Si &;,&,,...&,, son escalares en C y vy, ¥o,..., ¥, son elementos de
n

H , entonces, para la funcién = — > ;K (x,y;) de H se tiene,
j=1

0< D GE,IP = O §K,. ) &K,)
j=1 Jj=1 i=1

= ) && (K, Ky,)

ij=1
n
= > L& Ky y)
ij=1
[ |
Generalmente, un nicleo reproductivo satisface K (y;,y;) > 0 puesto que, en caso
contrario, debe existir algun vector (&,&s,...,&,), diferente de 0 tal que

1D &Kl =o0.
j=1

Por lo tanto Vf € H tenemos Y. & f(y;) = (£, > §iK,,) = 0. Asi, en este caso, existe
j=1 j=1

una ecuacion de dependencia lineal entre los valores de todas las funciones en H para
algin conjunto finito de puntos {y1,99,...,yn} C E.

3Note que si A es una matriz, la afirmacién A > 0 es equivalente a A > 0y A es invertible.
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Teorema (E.G. Moore-N. Aronzajn)

Sea E un conjuntoy K : F x E — F una funciéon. Si K es una funcién nicleo,
entonces existe un unico espacio de Hilbert funcional H, tal que K es el ntcleo repro-
ductivo de H.

Demostracién. Sea Hj el espacio generado por el conjunto {K, : x € E}. Definimos
un producto interno en Hy de la siguiente manera:

Consideremos f = > a;K,, y g= > 3;K, , entonces,
icJ jeT

(f.g) = Zaiﬁ_jff(tj,m

donde J es un sunconjunto de indices finito.
Sea f € Hy, entonces, si y € E, tenemos,

(fKy) = O a; Ky, K,)
jeJ

= Zaj<Kyj7Ky>
jeJ

= > o K(y.y)
jeJ

= f(y).

Sea Hjy la completacién de Hy con la norma inducida por (, ). Bastard probar que
Hjc es tnico.

Supongamos que H es otro espacio de Hilbert que admite a K como nticleo re-
productivo.

Entonces Hy C Hy, pues los elementos de de Hy son combinaciones lineales de
las funciones K, pertenecientes a H .

Para ver que

H =Hg y <7>H:<7>HIC'

observemos que para cualquier z,y € E

<Ky7K1’>H = K(:B7y) = <Ky7Kx>H;¢
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. En consecuencia, por linealidad, para todo f,g € H

<f7g>H: <fvg>7’(}€

.Como H y Hx son completaciones de Hj, se sigue de la unicidad de la completacion
que H = Hg.
]

Definicién 3.12. Dada una funcion nicleo K : E x E — C, entonces Hy denota el
unico espacio de Hilbert funcional con nicleo reproductivo K.

Proposicion 3.13. Sea E un conjunto arbitario, f: E — C una funcién diferente
de cero y pongamos K(z,y) == f(x)f(y). Entonces K es positiva, Hx es el espacio
generado de f y || f|=1.

Demostracion.
Notemos que K, se puede escribir de la forma, K, = f(y)f. De acd

Z fzf] yl7y_] = Z fzfj Yo )

i,7=1 2,7=1

= > &&§(Fw)f. fw)f)

ij=1

= > G&Fw) fw) ()

ij—l

= Z &6 F ;) Fwa) If117

2,7=1

- (Z&f(w)) (ijf(yj)) LF1?

= !Z&f(yi)!QHfHQ >0
=1

Por lo tanto K es positiva.
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Ahora bien, por ser K, = f(y)f, W es el espacio de dimensién uno generado por
f, v ya que los espacios de dimensién uno son completos se tiene que Hy es justamente
el espacio generado por f.

Finalmente, calculemos la norma de f.
Fijemos un punto cualquiera y tal que f(y) # 0. Entonces,

PP = 1F I = K ? = (K, Ky) = K(y,9) = [f@)F = [IFI° =1,
Asi,

2

Z & & K (yiy) =

3,j=1

Z&f(yz-)
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Capitulo 4

Operadores de Composicion

Sea X un conjunto arbitrario no vacio.
Supéngase que, Vx € X, F, es un espacio vectorial sobre el cuerpo F (F =R ¢ C).
Entonces, el producto cartesiano
I

zeX
es un espacio vectorial, cuando definimos las operaciones lineales puntualmente.
Cada elemento de [] F, se conoce como una seccidn (o corte transversal) y a la

reX
familia [] F, se le llama un fibrado vectorial sobre X.
reX
Ejemplo 1

Si F, =C, Vz € X, entonces
[[E: = {f:x~cC}

zeX

/1]

Sea L(X') un subespacio vectorial topolégico de [] Fi.
rzeX

Si ¢ X +— X es una aplicacién tal que
(foy) € H F, paratoda f € L(X),
reX
entonces la correspondencia

J— fop
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define una transformacién lineal de L(X) a [][ F, llamada Operador de Composi-
zeX
cion con simbolo ¢, y denotada como C,.

Al parecer, una de las primeras referencias a Operadores de Composicion data de
1871, cuando, Schroeder [32] estudié el siguiente problema espectral:

Dada una funcién ¢, hallar funciones f y escalares a tales que

(fop)(z) =af(z)

Vz en un dominio apropiado

En las dltimas décadas, la teoria de operadores de composicién tomo nuevo impulso
a raiz de la publicacion del articulo “Composition Operators” de E. A. Nordgren
[24] en 1968; asi como la publicacién de la tesis doctoral “Composition operators
on HP”(University of Toledo, 1969), de H. J. Schwartz [29].

Nos interesan, en particular, los casos en que C, : L(X) — L(X); en especial, el
caso en que

= X es un dominio de C o C",
= p: X — X es una funcién holomorfa y

» L(X) es un espacio vectorial topoldgico cuyos elementos son funciones holomorfas
definidas en X.

En lo que sigue, H C F? denotars un espacio de Hilbert Funcional.

Proposicion 4.1. Cualquier operador de composicion de H en H, es acotado.

Demostracién. Aplicaremos el teorema del grafico cerrado. Supongamos que {f,} es
una sucecion de funciones en H que converge en norma a un elemento f; supongamos
también que {Cy(f,)} converge a algin elemento g. Como cada funcién de evaluacién
es acotada, las funciones f, convergen puntualmente a f; en consecuencia Cy/(f,) =
fn o converge puntualmente a Cy(f) = f o). Por unicidad de limite tenemos

Cy(f) =g u
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Mientras que es facil describir un operador de composicién Cy, con frecuencia es
dificil representar el adjunto, C; explicitamente. Este ,sin embargo tiene una propiedad
particularmente util.

Teorema 4.2. Sea H un espacio de Hilbert Funcional y A un operador sobre H. En-
tonces A es un operador de composicion si y solo si el conjunto K(D) = {K,/z € D}
es invariante bajo A*. En este caso 1 es determinado por A*K, = Ky(,).

Demostracion.
Supongamos que A es un operador de composicion, digamos A = Cy, para algin .
Sea K, € K(D) entonces Vf € 'H

([, AK:) = (Af, Kz)
= (Cu(f), K2)

oY) (x)
= [((2))
<f7 K¢($)>

= (fou, Ky)
(f

Asi A*K, = Ky (. Por lo tanto K (D) es invariante bajo A*
Consideremos ahora K (D) invariante bajo A*. A*K, = Ky(y).
Sea fe H,x e F

A(f (@) = (Af, Ke) = (f, AKz) = ([, Ky@) = f(@(2) = (f 0 9)(2)

Asi existe ¢ : D — D tal que fo ¢ = Af para todo f € H. Por lo tanto A es un
operador de composicion.

|
Gran parte de las investigaciones sobre operadores de composicién estan dedicados

a caracterizar aquellos operadores de composicion que son autoadjuntos, normales,
subnormales, etc.
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En lo que sigue, analizaremos las condiciones que deben cumplirse para que el
adjunto de un operador de composicion sea también un operador de composicién, asi
como las implicaciones de este hecho.

Teorema 4.3. Sea H un espacio de Hilbet funcional, cuyo nicleo reproductivo se
puede escribir en la forma K, (z) = u(zw), donde u es una funcion 1 —1 en D, y
sea Cp 1 H — H un operador de composicion. Entonces el operador adjunto, CJ, es
tambien un operador de composicion si y solo si p(z) = az, donde 0 < |a|] < 1. Si este
es el caso el simbolo para el adjunto es (z) = az.

Demostracion. Supongamos que C; = Cy, para alguna ¢ € H(D, D). Entonces

Por propiedades de espacios de Hilbert funcionales se tiene,

Kyw)(2) =

para todo z,w € D. Ademés ¢ (w)z = wy(z) para todo z,w € D.

z
Fijemos un valor de w. Entonces la funcién L, analitica en D\{0}, debe ser cons-

z
tante alli, y en consecuencia, podemos extenderla analiticamente a todo ID, con lo que
necesariamente, p(z) = az. Por lema de Schawarz se obtiene |a| < 1. La igualdad
1 = az es immediata.

Reciprocamente. Pongamos ¢ (w) :=a(w). w € D.

Mostraremos que C§ = C). Para ello serd suficiente verificar que la igualdad se satis-
face al evaluar los operadores sobre los nticleos reproductivos: en efecto,
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Fijemos w € D. Entonces,

VzelD:
C’;Kw(z)

Luego, C7 es un operador de composicion.

Teorema 4.4.

Cy hiponormal

En efecto:

= ¢(0) = 0. (4.1)

Evidentemente, Cy(eg) = eg. Luego, ey es un autovector de C),. La hiponorma-
lidad de Cy implica entonces que ey es también un autovector de C7, (ya que
Ker(7T') C Ker(7T™)). En consecuencia

Kyo) = Cy(Ko) = Cjeo) = €0 = Ko.

Como la correspondencia D 3 w — K, es inyectiva, concluimos que t(0) = 0.

Teorema 4.5. C, es normal si y sélo si ¢(z) = az donde |a| < 1.

Demostracién. Si C, es normal entonces, por 4.1, ¢(0) = 0; en consecuencia, la
serie de Fourier de ¢ en H? es de la forma ¢ = Y > | a,e,. Luego, por la identidad

de Parseval:

ICGen |1”

)
E O 617677,
)

E :’61790
n=0
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Pero ¢(0) = 0, asi que (e, ¢") = 0 para n > 2. Por lo tanto,
ICer]l* =l a]”.
Por otro lado,

1Cole) I = Nl =D lanl”
n=1

De manera que siendo C7C, — C,C7 = 0, debe tenerse

oo
=3 fan
n=1

En consecuencia, a, =0 para n > 2 y ¢(z) =ay 2.

Reciprocamente, si ¢(2) = az, entonces por teorema (4.3), C7; es un operador de
composicién, es decir , C7; = €y, donde ¥(2) = az. Entonces, sea f € H?(D)

CoCyf(2) = Co(f 0 ¥)(2) = Culf(¥(2)))

Lo cual implica que C, conmuta con su adjunto. Por tanto C,, es normal.
[ |
Los siguientes resultados nos sirven para caracterizar operador de composicién in-
vertibles en espacios H*(D).
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Definicién 4.6. Un operador A € H?(D), se dice casi-multiplicativo si
A(fi-f2) = Afi.Afe,

siempre que f1, fo y fi.fo € H*(D).

Teorema 4.7. Un operador A diferente de cero en L(H*(D)), es un operador de com-
posicion si y solo si Ae, = (Aey)"” paran =0,1,2, ...

Demostracion. La necesidad es inmediata. Para probar la suficienciaa pongamos
@ = Aley).

Entonces
™[] < [[Aen|| < [|A]] Vn=0,1,2,...

lo cual implica que |p| < 1 en c.t.p. sobre dD. En efecto, en caso contrario, podemos
hallar un conjunto E C 9D, con medidad de Lebesgue m(E) > 0 y € > 0, tal que
|o*|| > 1+ €. Asi

1 o * [/ 4 n x [/ 1 n n
||90"||2=—/0 o ()2 dez/Ew (@) df > (14 " m(E) — oo

2 n— o0

una contradiccion.
Por el Principio del Médulo Maximo se concluye: o bien ¢ : D — D 6 ¢ es una
constante de médulo 1. Supongamos que ¢ = e'“. Entonces, para cada n

Alen) = €""eg
lo cual es imposible. Por lo tanto ¢ € H(D,D) y A= C,,.

Corolario 4.8. Si A es un operador diferente de cero en L(H?*(D)), entonces A es un
operador de composicion si y solo si A es casi-multiplicativo.

Demostracién. Supongamos que A es un operador diferente de cero en H*(D) y que
A es casi-multiplicativo. Entonces

Ae,, = Aley.eq) = Ae,. Aeg

de aqui podemos decir que Aeg # 0. Pues de lo contrario A serfa el operador nulo.
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Por otro lado Aeg = Aeg.Aeg, asi que, Aey = ey. Ademas

AGQ = Ael.Ael = (A€1)2

Continuando de esta forma tenemos que para todo n > 2

Ae, = Aej.Ae,_1 = Aey.(Ae))" ! = (Aey)".

En consecuencias , por teorema 4.7, A es un operador de composicion.

Reciprocamente. Supongamos que A es un operador de composiciéon. A = Cy, para
algin ¢ : D — D, entonces

A(fi-f2) = Cyp(fi-fo) = (fr-f2) o (¥) = Cy(f1).Cy(fa) = Afr.Afo.

Por tanto A es casi multiplicativo.
[ ]

Teorema 4.9. Cy es invertible en H2(D), si y solo si 1 es un automorfismo (analitico)
del disco.

Demostracién. [=]:

Supongamos que Cy es invertible, es decir, existe un operador A € H?*(D), tal que
ACy, = CyA=1.

Mostraremos, en primer lugar, que A es casi-multiplicativo:
Sean fi, f» € H?(D) tales que fi - fo € H?*(D). Como C), es sobreyectiva, existen

g1, g2 € H?(D) tales que Cyg1 = f1 vy Cypga = f2. Luego

ngl g = ngl : C¢92 = fi- fo.

Invocado de nuevo la sobreyectividad de Cy,, tenemos que existe h € H*(D) tal
que Cyh = f1- fo. Ahora bien, las funciones g; - g2, h son analiticas en D, y coinciden
el el abierto ¥(ID). Por el principio de unicidad para funciones analiticas concluimos
que g¢;-g2 =h en D. En consecuencia, g; - go € H*(D) y ademds
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Afi-fo = ACyg1- ACygo
= ACyg1- 92
= 9192
= Afl ’ Af2~

Luego, A es casi-multiplicativo y por corolorio 4.8, exite un 6 tal que A = Cy. A es la
inversa de Cy, asi que ,

CoCyp =CyCy=1=1,,
de este modo ¥ = 0 = e;. Esto implica que que ¥ es un automorfismo del disco y

§ =t

[« ]. Reciprocamente, por ser ¢ un automorfismo del disco, existe ¢~! y es analitica
en D. Luego,

CyCyi(f) = Cy(fo™)=fo oy =,
de igual manera CyCy-1 = I. Por lo tanto, Cy, es invertible y Clzl =Cy_,.

4.1. Norma de un operador de Composicion

Sea H un espacio de Hilbert y T : ‘H — H un operador lineal acotado. Recordemos
que la norma de T esta definida por

TN = sup{ TN : f €M, [IfII =1}
= sup{ [T*(N)]l - f € H, If]| = 1}.

Calcular el valor exacto de la norma de un operador de composicién en un espacio
de Hilbert funcional analitico, es un trabajo dificil; por ejemplo, en el espacio de Hardy
H?(D), la norma de un operador de composicién ha sido calculada sélo en ciertos casos
especiales; sin embargo, es posible estimar adecuadamente la misma.
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Teorema 4.10. Pricipio de Subordinacion de Littlewood Sea ¢ : D — D analiti-
ca tal que ©(0) = 0. Si f € H?, entonces

ICoN < I II-

Teorema 4.11. Sea ¢ : D — D un automorfismo. Entonces para toda f € H*(D)

L0 ) L [p(0)] 2
(o) < newt < (P55 ) 11

Mds aun, estas desigualdades son optimas y

(1 [0)]
"C¢"‘(1—|w<o>|) '

Demostraciéon. Como ¢ es un automorfismo de D, ¥ es una transformacion fraccional

lineal de la forma 2t u
=)\
V@ = A

donde [A| =1y |u] < 1.
Sea f un polinomio complejo. Entonces f es acotada en D y por lo tanto, f o €
H>(D) y su norma en H? es

do

2
_ 0
I1f ol —/O NN

Como v es un homeomorfismo suave sobre el circulo unitario, podemos cambiar varia-
bles en el circulo:

i0
it i0 e’ +u
e’ = v(e) 1+ uet?
o) ‘
i0 1y it 1 €' —Au
(e 1 — luett

de lo cual, al diferenciar y simplificar, se obtiene

et — Nul?e’

edh = ——
(1 — Aue)?
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Finalmente, tomando mdédulo tenemos

o 1—|ul? dt

2 1= huet|2 27

2m [ meo 1—|ul? at

10 277 ity |2 1 -

| e = e e
Observemos ahora que

L—Jul? L—|ul? 1—Jul?
(T4 fuD? = 1= Aueit|2 = (1= |uf)?’

luego
2 - 1 —|ul? do 2 - 1—|ul?2 dt
/0 |f<e”>|2(# < / eyl dt

1+ |u])22r
2m o L—|ul? db
i 2—_
[ 1sen 0 [u)?2n

IN

y como |u| = [¢(0)|, se concluye que

(LW)WWH < flcu < (

1+ w(0)] )
5 1(0) ) 171

1—[4(0)]

Puesto que los polinomios son densos en H?(ID), estas desigualdades son vélidas
para todo f en H*(D).

Para mostrar que la desigualdad de la derecha es 6ptima, recordemos que V w € D :
Cy(kw) = ky(w). Pongamos u = se’ y sea {r, } una sucesién de niimeros reales positivos

que converge, de manera creciente, a 1. Para cada n € N, definamos w, = r,e®.
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Entonces

Iy 1
Cx|I? > lim 22
v n—oo || Ky, ||?
l, 1_|u}n|2
g 1m—
n—oo 1 — [th(wy)]?
(L4 u])?
T 12
14 [w)
1 —[4(0)]

Esto prueba que la desigualdad de la derecha es 6ptima y que

(1 [0)]
”C‘””‘(l—wwn) '

Para mostrar que la desigualdad de la izquierda también es 6ptima consideremos

una sucesion {g, } tal que lim ||Cy g,|| = [|C} ' v definamos f, := C, ! g,.. Entonces
, L— () "
lim ||Cy o] = 1im |[g,, :<— 7l
ICo £l = timllall = (g ) 11
|

Corolario 4.12. Sea v : D — D una funcién analitica, entonces en H*(D) tenemos

L\ L+ [(0) )"
(r=wor) < 1o < (@) 42

Demostracion. Sea 5(0)
—z
oz) = L2
1—1(0)z
De manera que v es un automorfismo del disco. Definamos g := ¢o1); observemos

que ¥o(0) = 0 y ¢ = ¢! o4y, por tanto Cy = Cy,Cy-1. Ademds ¢! = ¢ y
| f ool < |If|l por el teorema 4.10. Por lo tanto ||Cy, || < 1.

Luego
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1 0
ICull < ICu I Comtll < ( 0 )D

— [4(0)

Por otro lado
ICull =11C5 1l = sup {IC3FI £ =1}
0<r<1
en particular, para el nicleo reproductivo normalizado kg, tenemos

1

Oull > 1C* (k)| = ||k AT a2
ICll ZNCE Rl = v | =\ [ T 002

|
Las estimaciones 4.2, muestran que si ¢(0) = 0 entonces || Cy || = 1,. La desigualdad

inferior es 6ptima cuando ) es una constante, y la desigualdad superior cuando v es
una funcion interior.

Lema 4.13. Sea h un elemento de H; entonces ||T'(h)|| = ||T] ||| si y sdlo si
(T*T)(h) = [ TII* R

Demostracién. Supongamos que (7% T')(h) = ||T||? h; entonces
IT(R)|1* =(T(h),T(h)) = (T*T(h),h) = (I TII*h,h) = ||IT|* |l

Reciprocamente, supongamos || T'(h)|| = || T|| ||||; entonces

T [1R)1* = N TB)* = (T(h), T(h)) = (T*T(h),h)

< [T T)R)IHA

< 7 ln

De aqui. (T*T)(h) es un multiplo escalar de h; puesto que ||(T*T)(h)|| = ||T*|h|
y T*T es un operador positivo

(T T)(h) = |IT||* h.
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Siempre que ||T'(h)|| = ||T||||h]| para h # 0, decimos que el operador T" alcanza
su norma en un elemento de h.

Proposicion 4.14. Supongamos que ¢ : D — D es una aplicacion analitica con
P(0) # 0. Si el operador Cj : H*(D) — H*(D) alcanza su norma en una funcion
nicleo, entonces v debe tener la forma ¥(z) = az + b.

Demostracién. Supongamos que Cj : H*(D) — H*(D) alcanza su norma en una
funcién nicleo k,, por proposicion 4.13 tenemos

I Ko = (Cy C1)(Kw) = Cy(Kpw)) = Kyw) 0 9.

Luego 1 1
C* 2 = — !
ICl (I—wz) (1 —w)y(z))

para todo z € D. Por lo tanto

1 — (w)(2)

J— :C7
1 —wz

para alguna constante c. si ¥)(w) = 0, entonces w = 0 lo cual contradice la hipdtesis.
Por lo tanto
1_ _
P(z) = iy N P
(w) ¥(w)

4.2. Normas de Operadores de Composiciéon y Nicleos
reproductivos

La norma de un operador de composicién inducido por una funcién interior fue
calculada por E. A. Nordgren en 1968, [24]. C. Cowen en 1988, [9], dedujo una fémula
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para el operador de composicon Cy, cuando ¥(z) = sz +t, donde |s|+|t] < 1. C.
Cowen mostro que, en este caso:

9 1/2
ol - ( > S (43
el L[s]2=[t]2+ /(1= s>+ [t]?)2 — 4]t ] )

La dificultad para calcular la norma de un operador de composicion, radica en el
hecho de que debe considerarse la accion de Cy, o de Cy sobre todas las funciones f €
H?(D), de norma 1; por tal razdn, se acostumbra considerar la accién de Cy, o C%, sobre
subconjuntos convenientes de la esfera unitaria de H?(D) que permitan facilitar los
calculos. Uno de tales conjuntos es la coleccion de nticleos reproductivos normalizados.
Esto vincula el problema del calculo de la norma de un operador de composicién con
el célebre Problema de los Nicleos Reproductivos (en Inglés: Reprocuding Kernel
Thesis):

.Hasta que punto dependen, las propiedades de un operador lineal
que actiia en un espacio de Hilbert Funcional Analitico, de las propie-
dades analiticas y espaciales de la familia de nuicleos reproductivos del
espacio. ?

Sea 1) : D — D una funcién analitica. Definimos:

Sy = sup{||Cypky| :weD}
Sy = sup{ || Clkyl|l:weD}

Es claro que ||Cyl| > Sy v [|Cjl] > Sj. Estas cantidades son relativamente faciles
de calcular, y mnos permiten pensar en que podemos determinar || Cy|| para ciertas
funciénes ¢ € H(D, D), calculando unicamente Sy oSy

Evidentemente, serd preferible trabajar con .S; debido a que es posible aplicar la pro-
piedad del teorema 4.2.

Diremos que Cy, tiene la propiedad del niicleo supremo si || Cyl| = Sj.

Es 1til recordar que para un operador T' € H, si || T||. < || T|| entonces T alcanza
su norma en un elemento de H [21]; pues, con frecuencia resulta mas facil calcular
|Cylle en lugar de || Cy ||, v en la mayoria de los casos donde conocemos la norma
exactamente se cumple que

1Tl =171
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= Supongamos que ¥ : D — D es una funcién analitica. ;Cuando la norma
del operador de composicién Cy es igual a S, o a Sj7.

Esta interrogante fue propuesta por C. Cowen y B. MacCluer en el anio 1996, en su
famoso listado de problemas abiertos. Ver [14].

El nticleo reproductivo del punto w € D en H?*(D) es

Por lo tanto

1
1 —fw]?

() = Dl _VIZ [0

[ Kow(2) || =

1K, ~ 1-ws

Teorema 4.15. Supongamos que ¢ : D — D es una funcion interior; entonces
1 Cy |l = Sy

Si 9 es una funcioén interior con ¢ (0) = 0, entonces Cy es una isometria; es decir
| Cuf Il =fll Vf€H*D) [24]. Este caso es inmediato.

Supongamos entonces que ¥ (0) # 0
Sea 1) una funcién interior y tomemos 3 = ¥(0). La funcién

06—z

T(’Z) = m7

es un automorfismo del disco D, con 77! = 7. Asf para f € H*(D),

[ Cuf Il =1 (CyCRCf || = || C- 1,
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hemos usamos el hecho de CyC; = C7y es una isometria. De esta manera

sup [|Cy(kw) || = sup [|C-(kw)]-
weD welD

empleando el lema 1.5 tenemos

Gkl = kg o7l
1
= e
|82 +1+2Re —ﬁl(w__ﬂ))
— (1 up) =27
P~ o
B \6|2+1+2Re( 1_wﬁ )
- e

1
Cuando w — ﬂ dentro del disco D, la dltima igualdad se aproxima a 7 + :g: ,

I&f

con lo que

, 1+|w<o>|) ’
Cyll = Sy = Cykwll} > 1 Cobull =\ T=500
1Coll 2 S0 = sup{ [Cukia I} 2 i | Cuk (1—\¢<0>\

como ¢ es una funcién interior

(1))
1€l = (1— |w<o>|)

De manera que [|Cy|| = Sy,

Proposicién 4.16. Sea C,, un operador de composicion en el espacio H*(D). Entonces

Sy < Sy
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Demostraciéon. Sea w € D. Entonces:

ICEw | [ Kyl
(e 1wl

L= [(w)]?
VT TP /T 9P
1= [(w )\2
= V1= w2 /1= o) || Kywll?

1CGkw || =

= V1= [wP V1= W) (Kyw), Kyw)l

= V1= |wP V1= [(w)P (K, CpKy)]

V1=[wP /1= J(w)[ Cwme Ko)l

V1= [wP /1= (W) |Cy Ky | Ko |l
V1= [(w) [ [|Cy Ky

|Cpkyw)ll-

IN

Tomando supremo a ambos lados tenemos
Sy < Sy
[ |

Lema 4.17. En H*(D) los nicleos reproductivos normalizados {k,} convergen a cero
debilmente cuando |w| — 17.

Demostracion. -
Sea p un polinomio complejo. Pongamos M = sup{|p(z)| : z € D}. Entonces

K, 1 B Tl o(w):
<p,kw>—<p, HKwH>7 HKwH<p’Kw>7 1 — w|? p(w);

consecuentemente,
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0< lm  [(pky)| < | l|1’rri_]\/[\/1—]w]2:0.

lw|—1

Consideremos ahora f € H?*(DD). Entonces existe una sucesion de polinomios {p,}
tal que lim ||p, — f]| = 0. Luego, dado € > 0 existe N tal que ||p, — f|| < ¢ para todo
n—oo

n > N. En consecuencia, para todo w € D:

[(fskw) = (Pns ku)| < NIf = pull - [[Full < & para todo n > N.

Fijemos no > N. Entonces, existe 6 > 0 tal que 1 — |w| < ¢ implica |(pp,, kw)| < €.
Luego, si 1 —|w| < 0,

| F k) S ICF = Prgskw ) |+ | {Pngs k)| < 22
[ |
Teorema 4.18. Supongamos que Cy, es un operador de composicén compacto en H*(D)

y que ¥(0) # 0. Entonces ||Cy|l = S si y sdlo si (z) = sz +t para constantes
complejas s y t, las cuales satisfacen | s|+ |t| <1

Demostracién. Supongamos que Cy es compacto, ¢(0) #0 y [|[Cyl| = S,
Como k,, converge a cero débilmente cuando |w| — 17 y Cy es compacto

Jim | ok = 0
w|—1~

de manera que S} es igual || Cjkg || para algin # € D. Luego

1Cull = [Ciksll
V1= V1= [v(B)]?(CyKye), Ks)l
V1= B2 V1= (B |ICoKyl || K5l

V1= |y |2HCwKw(ﬂ)
= [[Cypkyall
1Cyll;

IN

IN
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en consecuencia, cada desigualdad en la cadena precedente es una igualdad. En parti-
cular [(CyKyp), Kg)| = [|Cp Ky || Kg |- Por lo tanto CyKy s = ¢ Kg para alguna
constante ¢ diferente de cero. Esto es

Kypyop = cKpg
Kyp((2)) = cKs(2)
1 1
= ¢

1-9(3) ¥(z) 1 - Bz
1-08z = c(1- ?ﬂ(ﬁ)w_(z))
e = -5+ )

como [[Cykyqll = Cull >

1
——— v ¥(0) # 0 debe ser ¥(3) # 0. En
V1= $(0)]?
consecuencia ¥ (z) = sz + t para algunas constantes s y ¢ en C.
Como ¢ : D — D, tenemos |[¢(2)| = |sz + t| < 1. Supongamos ¢ # 0, pongamos
s/t = |s/t|e? y definamos la sucesién

Ly i
Zn = (1 — E)e .
Entonces lim z, = ¢ y ademds |z, = 1— 1 < 1, de manera que |¢(z,)] =
| sz, +t| < 1. Tomando limite se obtiene
[p(e™™)] < 1.
Pero
[¥(e™)] = [se™ + ¢
S, . .
Pe ™) = | |¥‘e“9 te™ + t|
—i S
0| = (]3] + 1]
(™) = Is| + |t

de aqui | s|+|t| < 1. La compacidad de Cy, obliga a que |s|+ |t] < 1.
En efecto: s s
supongamos que |s| 4 |t| = 1, n :|¥ ‘ew y consideremos nuevamente la sucesion
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zn =(1— 2)e™. Entonces

1
() [P = [sz+t? = 142 (]5](1=2) +1)°.

En consecuencia

1 2
1_(1__>
* n
lCok., P = =
POMHH——)
n
2
)
n
(-
1—(1 - 21
n
n?—(n—1)>
2= (n=]s

de lo cual, tomando limite, se obtiene

. 1
ICk= I —

5]

lo cual es una contradiccion.

Supongamos ahora que ¥(z) = sz + t donde |s| + |t|] < 1. Debemos probar que
1Cy| = S5,
C. Cowen demostré en [8] que

9 1/2
ol =( )
L [s2=[t]2+ /(1= Ts]2+[t]2)2 - 4]¢]

Sea

0 s=0
g = 1-|s]2—[t|2—/(1—|s]2—|t]2)2 — 4] 5| 2[t]2 gilarg(t)—arg(s)) ¢ £0

2[s]|t|

llamemos q = (1 — |s|? —[t]?)? — 4]t|*| s|2. Observemos que
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g =(1=(sl=1t)h*) (1=(s[+][t])?)

de modo que g es positiva (|s|—|t] < |[s+¢t] < [s[+][t] < 1).

Luego, dado s # 0

2|5t

|5|:<1—|s|2—|t|2—\/§):1_(’

2| s|t]

s|2+[t)12) +aq

Usando el hecho que |s]?+ [t]? < 1 —2|s]|?|t|?, tenemos que 8 € D.

Por lo tanto,

1CylI?

y en consecuencia

(AVARAY,

Sy
I Cyks II?

1— |6
1—[sB+ 1t

. — >
= (s + 1D + va
2t

2
1—
(1 —Isl? + [t + \/5)

1—|s|®+t|* + /q
1—|s[2—[t|*+ /g
2
1+ [s[2—[t[*+ /g

1CylI?,

1Cyll = 5y,

De la demostracion del teorema anterior se deduce el siguiente resultado.
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Corolario 4.19. Supongamos que Sj, = || Cy ||, que ¥(0) # 0, y que ¥ no tiene la
forma ¥ (z) = sz +t para algunas constantes s,t. Entonces

Sy, = limsup || C}, (k) |-

lw|—1~

Proposicién 4.20. Supongamos que S;, = || Cy ||, que ¥(0) # 0, y que 1 no tiene la
forma ¥(z) = sz +t para algunas constantes s,t, entonces

ICs I = 11 C lle;

donde || Cy ||e, denota la norma esencial de C.

Demostracién. Sea ) un operador compacto en H*(D) y sea {w;} una sucesicién
en el disco con |w; | — 1. Entonces @Q*k,, — 0 en H?*(ID), asi

1Cs—Q° || > lm [[(C) — Q")ku, |
J—o0

= lim || C)ku, — Qky, |
J—00

= lim || G, ||

Para cualquier operador compacto @,

I1Cy = QI = limsup || CF (kw) |-

lw]—1~

En consecuencia.

1Cylle = mi{||Cy — QI : @ compacto} > lmsup || CF (kw) ||

lw|—1~

Finalmente, Por el corolario 4.19 tenemos

1Cp | = [[Cylle = limsup [| CF (k) [| = S = [[Cy |

lw|—=1~
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|
El hecho de que || Cy || = || Cy |le, no garantiza el que Sy, sea igual a | Cy ||. Por
ejemplo, la funcién interior (no univalente)

o(2) = (12—_2;)2

satisface || Cy || = || Cy ||e, [30]; sin embargo Sy, < || Cy ||, [1].

Teorema 4.21. Supongamos que i es una funcion interior que no es un automorfismo
del disco unitario D y que 1(0) # 0. Entonces

|Cyll > S5
Demostracién. Sea
() =2
T(Z) =
1 —(0)z

entonces 7 es un automorfismo del disco D que asigna ¥ (0) = 0. Observemos que 7o)
es una aplicacion del disco en el disco, que fija el valor cero. Puesto que ¥ no es un
automorfismo del disco, 7 0 ?) no es una rotacion.

En efecto. Supongamos que 7 o ¢ es una rotacion, entonces

(Tot)(z) =€z VO
de manera que
YO =)

T(W(z) = 00)

aplicando 77! por la izquierda tenemos
U(z) = (171(e"2))

Por ser composicion de automorfismo, ¢ es un automorfismo, lo cual es una contradic-
cion . Por tanto 7 o ¢ no es una rotacion.

| (ToY)(2) | <1 y (709)(0)=0, aplicando lema de Schwarz

o 1=l wE)P

I
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Luego

1 < liminf
|z]—1— 1— |Z|2 |z|—1—

FHWMPJMMC—MMmDC+Mwm»

1— |z 1+ |z]

Por hipétesis ¢ es una funcién interior, asi que

oy (LYY,

|z]—1— 1 + |Z‘

Luego

1 < liminf
|2|—1- 1— |z 2| =1~

1wwwwzmﬁwawmg
=2

Por lema 7.33 de [9], el valor comin en realidad excede a 1. En consecuencias existe
una constante C' > 1y unr con 0 < r < 1 tal que paratodo z € A= {z:r < |z| < 1},

1—[7(y(2)”
1—1z|

C <

Por 1.7

(1= [P [$(O)P)

1—|7(¥(2))* = 11— (=) 9(0) |2

Por lo tanto para todo z € A, tenemos

(1= 1()[*) A = [%(0)]?)

C )
CSERICEOE
luego
oL (1) L2l
L—lo(z) 2 \C /) 1=[4(0)]
Si 1 es interior, E. A. Nordgren probé en [24] que
1+ [¢(0)]
Cyll* =
ol = 1101
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de manera que al ser C' > 1 tenemos

timsup || € ki || < 1Cl (4.4)

[w|—1~

Por hipétesis 1 es interior y no fija el origen, luego, no tiene la forma v (z) = sz + ¢
para constantes s y t. Por el corolario 4.19 y la ecuacion 4.4 se concluye

1Cull > 5.
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Capitulo 5

Nicleos Reproductivos y Simbolos
de Operadores de Composicion

Basado en un resultado de C. C. Cowen ([9]), en [17] se muestra que si 9 es
una auto-aplicacién fraccional lineal de D, entonces Cy : H* — H? es un operador
subnormal no trivial si, y sélo si, Cy es unitariamente equivalente a un operador de
composicién Cy con simbolo ¢ de la forma

z

¢E¢a:: QZ—+1—|—Q (G>0).

Un hecho fundamental para establecer la subnormalidad de Cy, lo constituye el
que, en general

Cy hiponormal = #(0) = 0. (5.1)

Como Cy(eg) = ey paratodo ¢ € H(D, D), bastard pués considerar la la restriccion
C 2, donde HZ(D) es el complemento ortogonal de las funciones constantes en
ba | H2(D) 0
0

H?. Esto es

H3(D) = {f € H2: £(0) = O}.
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Se verifica inmediatamente que HZ(D) es un espacio HFA, para el cual el conjunto
{z,2%,...,} es una base ortonormal. Consecuentemente, los nicleos reproductivos de
HZ(D) estan dados por

wz

K(z,w) = Ky(2) = Zz"u_)” =Ty
n=0

Notese que las funciones K, son, de hecho, aplicaciones fraccionales lineales con la
propiedad K, (0) = 0. En particular, si restringimos w al intervalo (0,1) C R tenemos
que los nucleos reproductivos “pesados”

1—w
w ::—Kw
Pu(2) "

pertenecen a H(DD, D), y en consecuencia, pueden fungir como simbolos de operadores
de composicién en L(H3).

Por otra parte,

o 1 = )2 1
()= — 2 2 UTmed® e 5.2
%a(2) az+1+a al—i—(—lia)z q T (5:2)

En [17] se demuestra que para todo A > 0, es posible definir potencias fraccionales
de ¢, ; a saber,

z

Y= AT ap st ey )

Pongamos K* := ¢?. Entonces, en virtud de (5.2) tenemos

e g—
1—S>\

K 1—s bl
(2)

donde sy := (1 +a)*.

Asi, tenemos que existe una familia {K*} o C HZ, de nticleos reproductivos “pe-
sados”, que satisface las siguientes propiedades

a. K* ¢ H(D, D).
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b. K* o K" = K*# (para todo A > 0)

o

. Span{K*}ys0 = H2 (Teorema 3.5).

d. C’;;EKA: L K4.((1-sy)/sy) (Teorema 4.2).

1—s)
e. El sistema (Cy,, {K*}150) posce la “propiedad de shift unilateral”

C%I?)\ — ML

Veamos que en realidad, la subnormalidad de Cy, en HZ depende fundamentalmen-
te de las propiedades espaciales de la familia {l? A1, més que de sus propiedades analiti-
cas. En efecto, por el criterio de Bram-Halmos (ver por ejemplo [17]), Cy € L(HZ) es
subnormal si y s6lo si para cualquier coleccién finita fy, fo, ..., fn € HZ

Y (CLf;, Cof) = 0.

,J

Ahora, si f; = "y, K, entonces
ik

(€S 0 K, €S ag B = (3 a K+, Sy, Kat)
Jk N lna— Jk in (53)
— Jk in K e i ,K . ' ’
Z (1_8)\jk+i> (I—SAin+j)< (1A::’1+ ) <1*Aﬁ)>

Jksin

esta ultima suma es positiva ( ver (3.11)). Por lo tanto, la subnormalidad de Cy, es
consecuencia directa de la positividad de los ntcleos reproductivos.

De este modo, aunque nuestro estudio de n-uplas de operadores de composicién
hiponormal (subnormal) con simbolo fraccional lineal, nos conduce a considerar semi-
grupos generados por operadores de composiciéon de la forma Cy,, este tipo de semi-
grupo , nos brinda la posibilidad de expresar {C$a} A>0, como una familia de ntcleos
reproductivos, que determinan las propiedades‘de C,.

Ahora describiremos otros espacios de Hilbert funcional que estan estrechamente
relacionados con los espacios de Hardy H?. Nuestra principal referencia es [11].
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Definicién 5.1. Un espacio de Hilbert H C A(D) se dice espacio de Hardy con peso
si {1,2z,2% ...} constituye un conjunto ortogonal completo de vectores diferentes de
cero en H con [|1||=1.

Sea 'H un espacio de Hardy con peso y sea [(j) := |[2/]|. De esta manera para
o0 ‘ e 1
cualquier f =" a;27 € H tenemos ||f|| =( > |aj|2ﬁ(j)2)2. La sucesién {3(j)}32, es
=0 =0

llamada sucesion de pesos de H, y H es denotado por H?(3). Claramente, el espacio
de Hardy clédsico es un espacio de Hardy con peso, con sucesion de pesos ((j) = 1.

El Espacio de Bergman, denotado A?(D), es el espacio de Hardy con peso con
sucesion de pesos

B(j)=(j+1)77 (all j > 0).

Este espacio también puede ser visto como
dA(z
a(8) = (e a0): [P < o

donde dA(z) es la medida de drea de Lebesgue en el disco unitario. La norma de

A 2
un elemento f € A%(D), esta dado por ||f]| = (fD |f(2)]? d_(z)> . A%(D) es un
™
espacio de Hilbert funcional con nicleo reproductivo
1

El Espacio de Dirichlet, denotado D, es el espacio

Di={feam: [P L <

con norma dada por ||f|| = |f(0)|+ (fD |f(2)? %(2)) ’ . D es equivalente (ver [11])

al espacio de Hardy con peso H?(3) con sucesién peso

BG)=(G+1)2 (j>0).

La pregunta.
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. Que aplicaciénes fraccionales lineales, inducen operadores de compasicion
hipornormales (subnormales) no triviales en A?(D) ?

hasta donde sabemos, permanece sin respuesta.

Nétese que si w € D, entonces en A?(D)

(1 —wz)*
(I—w2p —w)

Ky,oKy(z) =
no es un nucleo reproductivo.

JHasta qué grado las propiedades de un operador de composicion hiponormal, con
sfmbolo fraccional lineal, dependen de la estructura intrinseca de H2?

La situacion parece bastante excepcional; En efecto, el hecho que el operador mul-
tiplicacién M, ( una versién analitica del shift unilateral en ¢%(C)) es una isometria de
H? sobre HZ no es cierto en otros espacios de Hardy con peso, ni los ntcleos repro-
ductivos de aquellos espacios se comportan bien bajo iteracion. Por otra parte, C. C.
Cowen, [10], probé que la subnormalidad del adjunto de un operador de composicién
en H? se transfiere automaticamente al espacio de Bergman. En conclusién, estimamos
se necesita mas estudio para entender propiamente este fenémeno.

* Kk Kk ko
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