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INTRODUCCION

El Teorema de la Corona, comenzé como la conjetura de la Corona que decia:

i es D ={] z|< 1} w* denso en fR (el conjunto de ideales maximales en
Hy)?

Esta cojetura fue hecha por el matematico japonés Kakutani a principios de
la decada de los 40 del siglo pasado. Lennart Carleson resolvié el problema en
1962 en el sentido positivo (es decir, que D es denso en el mencionado conjun-
to), su demostracion estuvo basada en una serie de intricadas construcciones
geométricas de caracter combinatorial cuyos detalles estan alejados de ser
faciles de manejar, muy distintos a la prueba dada por T. Wolff en 1979, que
serd la que trabajaremos.

., De qué trata el teorema en palabras sencillas?, veamos:

Podemos situar el disco unitario complejo,D, dentro R; uno supondria que
este conjunto es demasiado ”grande” respecto al disco (ver figura), pero el
teorema de la Corona nos dice que D en realidad es denso en R o dicho
de otra manera, puesto que R es compacto en la topologia w*, R es una
compactificacion de D.

D

El disco es una superficie de Riemann abierta, existen otras de tales super-
ficies que ”satisfacen” el teorema de la Corona, B. Cole mostré que no
toda superficie de Riemann abierta satisface el teorema.

Ahora para demostrar el teorema necesitaremos algunos conceptos y teo-
remas relacionados con los espacios Hp, medidas de Carleson y el espacio
BMO.

Una vez demostrado el teorema, veremos algunas generalizaciones del mismo
y por ultimo algunos resultados mas recientes relacionados con el teorema.
En el primer capitulo resumiremos algunos conceptos y teoremas funda-
mentales del analisis funcional, para ello se supondra del lector conocimien-
tos basicos de topologia, dlgebra, teoria de la medida asi como del anélisis

11



matematico y complejo, también se supondra del lector un conocimiento
bésico sobre formas diferenciables. En el segundo capitulo estudiaremos las
medidas de Carleson y el espacio BMO hasta dar con una relacion entre am-
bos conceptos, finalizaremos el capitulo con el Teorema de Wolff, teorema
fundamental para nuestro trabajo. En el capitulo tres entraremos de lleno al
teorema asi como algunas de sus generalizaciones.
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Capitulo 1
PRELIMINARES

1.1. CONCEPTOS BASICOS

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio topologico y sea f: A C X — R una
funcién. Decimos que [ es semicontinua superiormente (inferiormente)
si para todo a € Ay A> f(a) (A< f(a)), ezxiste una vecindad U de a con
A> f(z) (A< f(x)) para todo x en U.

Observacién 1.1.1 Una funcion semicontinua (superiormente o inferior-
mente) es Lebesgue medible.

Un conjunto dirigido A es un conjunto parcialmente ordenado(>) tal que
Vo, € A, existe v € Acon vy > ayy > (. Unared en un conjunto X es
una funcién (o — \,) de un conjunto dirigido a X. Si los A, yacen en un
espacio topoldgico X, entonces la red se dice convergente a A si para toda
vecindad U de X existe ay en A con A, € U para a > «y. Una sucesion en
un espacio topoldgico es asi una red de los naturales al espacio.

Definicién 1.1.2 Una red {fo}o € A en un espacio topolégico X se dice red
de Cauchy si para todo € > 0, existe oy € A tal que a1,y > ag implica

que H Jar = Jfas H< €.

Daeﬁnamos1 5 9
5.~ 2730 )
0 — 1 0 0
7= 27305 )



, 0? 0? 0?
ASl A—@ a—y2_4838§

A A se le conoce como operador lapla-

ciano

Diremos que f : 2 — C con () abierto, es diferenciable en un punto a si

0f (a)
0z

= 0, denotamos la derivada en a como f(a). En tal caso

)= 20

Si f es diferenciable en un punto a y lo es en toda una vecindad de a, decimos
que f es analitica en a. Por otro lado diremos que f es analitica en un
conjunto A si lo es en todo punto de A.

Teorema 1.1.1 Sea {f,} una sucesion de funciones analiticas en A y f una
funcion continua definida en A. Si f,, — f (convergencia uniforme), entonces
f es analitica en A y ademds f* — f* (convergencia uniforme) para k entero
positivo.

Teorema 1.1.2 (Integracion bajo el signo integral) Sea (X, A, 1) un espacio
de medida Banach y sea Y un espacio métrico.
Sea k: X XY - R yseau:Y — R dada por

u(y) = /X Kz, y)du(a)

Supongamosla bien definida (por ejemplo que para cada y k(x,y) € L1(X)).

Supongamos ademds que a—(z, y) existe c.s., para caday €Y, y que es una
Y

funcién continua en yo. Supongamos por dltimo que existe g € L1(X) tal que

c.s se cumpla con

ok
i <
| ay(x,y) <gz),yeY

Entonces u es diferenciable en yo y se cumple que

u'(yo) = /X g—];(x, Yo)dp(z)

Observaciéon 1.1.2 Recordemos que si X es un localmente compacto y
una medida borel reqular sobre X, entonces para todo boreliano A se cumple
que

u(A) = sup{u(K): K C A}



Definicién 1.1.3 Sea X un espacio de Hausdorff vy €2 su o-dlgebra de
Borel. Sea (X,Q, 1) un espacio medible. A p se le llama medida Radon si

s Cada punto de X tiene una vecindad de medida finita (localmente fini-
ta)

s Para cada conjunto de Borel B se cumple que
w(B) = sup{u(K) : K es compacto y K C B}

Sea (X, A, i) un espacio medible y sea p un niimero real positivo. Llamaremos
L, al conjunto de funciones de X a C tales que | f |” es medible. Tal L, es
un espacio vectorial complejo (real) bajo las operaciones usuales de suma y
multiplicacién por escalar; més ain es un espacio Banach si p > 1 con la
norma || f ||,= ([ | f [P du)/? y el producto usual de funciones. Por otro
lado L., serd el conjunto de todas las funciones medibles que estan acotadas
casi siempre (c.s.). Este conjunto es también espacio vectorial complejo con
las operaciones ya mencionadas y es Banach bajo la norma

1 flleo = inf{M : pfa:| f(z) [> M} = 0}

y el producto usual de funciones.
Si A C C, el conjunto de funciones continuas de A a C serda denotado por
C(4)

Dos resultados muy importantes del algebra para nosotros serén los siguientes

Teorema 1.1.3 Si R es un anillo conmutativo con unidad, entonces, un
ideal M serd mazimal si y sélo si R/M es un cuerpo. Por otro lado si R es
un anillo conmutativo con identidad, todo ideal propio estd contenido en un
1deal mazimal

R/M ={[z] :y € [z]siz —ye M}

Ahora repasemos formas del teorema de Green, asi como resultados basicos

de las funciones arménicas.

Sea C' una curva en C parametrizada por R : [a,b] — C. Si R'(t) # 0,

definimos como vector unitario tangente de C' en P, denotado por T'(¢) a
R'(t)

0= Tmm



Por otro lado definimos el vector unitario normal de C en P denotado
por n(t) a

T
[17(t) ]

En ocasiones, en vez de un parametro ¢ conviene usar como parametro el
numero de unidades de la longitud de arco s desde un punto arbitrario P

n(t) =

. S
a P en C' de manera que s aumente si t aumenta, en tal caso o > 0y se

cumple que || R'(t) ||= d—j

Teorema 1.1.4 (Teorema de Green) Sea D un dominio con frontera suave
y sean u,v funciones C* en D. Entonces

ou ov
vAu — uA\v)dzdy = / (v— — u—) ds
/D ( )dxdy o “on

0

Un dato importante es que of =Vfn, donde V :=(— 0 —)
Ox’ Oy

es el operador
on
gradiente.

Otra forma del teorema de Green que utilizaremos es la que sigue:

Teorema 1.1.5 Sean M,N : R C R? — R, C! y con frontera suave. En-
tonces

Md:B—I—Ndy:/ (8_N_8_M) dxdy
OR r \ O dy

Una funcién v : A C R? — R se dice arménica si Au =0

Si A es un dominio simplemente conexo, entonces u es la parte real (compleja)
de una funcién analitica con dominio A. De igual manera si f es analitica en
A, entonces tanto su parte real como su imaginaria son funciones arménicas.

Teorema 1.1.6 (Teorema del valor medio de Gauss) Sea f analitica en un
dominio simplemente conexo. Consideremos un circulo cualquiera en dicho
dominio. Entonces

1 2T )
f(z0) = 5= f(zo 4 re)do

2mi Jo



Si u es continua en D y arménica en D, entonces

1
o7

u(2) Aﬂgwm@w

it 1 s
ef — 2

donde P,(0) es Re ( ) . A tal P, se le conoce como ntcleo de Poisson.

2

1
Reciprocamente si u(z) = 5= Jo P.(0)f(0)df para f € L1(0D), entonces u
m

es armonica en D. A esta funcién u se le conoce como integral de Poisson
de f.

Denotemos por ‘H al semiplano superior. La transformacién 7 : D — H
definida por

1+z
T(z)—zl_z

transforma conformemente D en H y en este caso los ntucleos de Poisson

toman la forma 1 )
P, = —Im(
T

)

t—=z
se muestra sin mucha complicacion que

Cz
1+

P.(t) <

donde ¢, es una constante que depende de z. Esto implica que P, € L,(R)
para 1 < g < ooy que para f € L,(R)

es armoénica en H. A u(z) también se le llama integral de Poisson de f.
Un célculo rutinario nos muestra que

/B@ﬁzl

Lema 1.1.1 Siv(z) es subarmdnica en D, esto es Au >0 en D, entonces

m(r) = - J/z&rew)dﬁ

T or

es una funcion creciente



Para terminar con la seccion, estudiremos funciones especiales que son nece-
sarias para empezar a estudiar en profundidad tipos de crecimiento de las
funciones analiticas.

L . . 1Yy o
Una funcién ¢ : R — R es localmente integrable (p € [},.) si | ¢ | es
integrable sobre cualquier compacto.

1
Para tal funcién definimos M f(x) := SqueImfI | f(t) | dt, lamada

la funcion Maximal de Hardy-Littlewood de f. Mas adelante veremos
condiciones para las cuales esta funcion es finita c.s.; mencionamos sin de-
mostracion (para esto ver [6]) que si f € L; entonces M f es semicontinua
inferiormente.

A continuacién veremos que M f mayoriza a otra funcion relacionada con la
misma f.

Definamos el cono en ‘H con vertice ¢ y dngulo 2tan™'(«) como

Lot) ={(z,y):|z—t|<ay,0 <y < oo}

Teorema 1.1.7 Para u armonica en el semiplano superior H se cumple que

sup | u(z,y) |rom< AM f(t)

con t en los reales y A dependiendo sdlo de o (u es la integral de Poisson de

f).

Demostracion
Lo haremos primero para t = 0.

Sabemos que | u(z) |< (%) /

Y
g S0l a

(x—1t)?+y



Ahora al integrar por parte se tendré que | u(z) | es menor o igual a

g [ o]t [ (g 10140

que a su vez menor o igual a
ret 0] (o)
La primera expresién es 0 (L’ Hopital) la segunda es menor o igual a
2y ||t
(=12 +y?) (= —1)+y?)
debido a las identidades

a
<
(a+b)* ~ a+1b’
2cd - '
(2 +d?)? ~ 24d¥

Como [ P,(t)dt = 1, concluimos que
| u(z) [<(2+

Pero para z € I',(0) se tendra

rsu(lf) | u(z,y) [<(2+a)Mf(0)

ca,b>0

a#b

; M £(0)

Sea t € R. Si definimos v*(s) = u*(t — s), entonces

vi(s) = sup |u(z—ty)|= sup [v(2)]

z€la(s) z€la(s)
Luego

u (t) = v*(0)

< A,Mwv(0)

1

= sup—

oer | 1|

1

= A, sup—
tel
= A Mu(t



O

Por supuesto en la demostracién se supuso que M f(0) es finita pues en caso
contrario no habria nada que probar.

Este teorema vale para integrales de Poisson en 0D reemplazando al cono
por la region

| e — 2|

La(e) = {z: T

<a<l,|z|<1}
Definiciéon 1.1.4 Sea o > 0 y u armonica en 'H. Para t € R, definimos la
Juncién mazimal no tangencial de u como u*(t) = supr, ) | u(2) |

Notemos que el valor de u* va a depender del parametro «, asi por el teorema
anterior u*(t) esta mayorizada por Mu(t). Ahora daremos unos lemas sin de-
mostracion que nos seran utiles para probar el importante teorema maximal
de Hardy-Littlewood. Para la demostracion de los mismos el lector puede
consultar [6]

Lema 1.1.2 ( Cubrimiento de tipo Vitali ) Sea j1 una medida de Borel posi-
tiva sobre R y sea {1y, ..., I,,} una familia de intervalos de R. Existe entonces
una subfamilia {Jy, ..., J,,} disjunta tal que

m 1 n
2 #0025 1)
i=1 j=1
Lema 1.1.3 (Calderdn-Zygmund) Sea I un intervalo acotado, u € Li(I) con

a>— [ |u|dt
1))

Entonces existe una una sucesion {I;} de intervalos disjuntos abiertos de I
tales que

lul<aen—UL, ¢

1
O‘<\I_j|f1j | u | dt <2«

1
Zjl‘ljl |§af1 ‘u|dt



Lema 1.1.4 (Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz)

Sean (X, 1), (Y,v) espacios medibles, y sea 1 < p; < co. Supongamos T una
funcion de Ly(X, p) + Ly, (X, 1) al espacio de las funciones v—medibles tal
que

a. | T(f+9) W) [<ITfy) [+ Tg(y) |
b. v({y:| Tf(y) > M) < (Bo/M) | [ [l1, f € Ly

c. v({y:[Tf(y) > A[) < ((Bi/N) | Fllp)™. f €Ly
(cuando py = oo se supone que || Tf ||< A1 || [ ||o0)

Entonces para 1 < p < py, || Tf |[,< Ay || f ||p, donde A, depende de
BOaBlap>p1

Teorema 1.1.8 (Teorema mazimal de Hardy-Littlewood)
Si f e Li(R), 1 <p< oo, entonces M f(t) es finita c.s. Mds ain

a) Sif e Li(R), entonces | {t e R: M f(t) > A} [< (2/A) || f |1 para A >0

b) Si f € L,(R), 1 <p < o0, entonces
M(t) € LyR) y || Mf ll,< A®) | £ Il con A(p) constante que
depende solo de p

Demostracion
a) Sea f € Ly y sea A > 0. Como M f es semicontinua inferiormente el
conjunto
Ex={t: Mf(t) > \}
es abierto y por tanto medible.
Usaremos la regularidad de la medida de Lebesgue, para acotar la medida de
E.
Sea entonces K compacto en E). Para cada t € F), existe un intervalo abierto

I tal que
!
— flds>\
1),

Ahora por los primeros dos lema y la compacidad de K existird una familia
de intervalos abiertos disjuntos {1, ..., I,,} que cubren a K y que

- 1
(K123 L [ 11>
i=1 J J
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De esta manera

Kl<2Y <2y 5 [ Irtas<s [1r1ds
i=1 i=1 I

Haciendo tender K a E) tenemos (a).
b) Se tiene directamente al verificar las hipdtesis del teorema de Marcinkiewicz.

O

Mas adelante cuando digamos que a ~ b, querra decir que existen
constantes no nulas digamos c;, c; tales que

ca<b<cea

1.2. ALGEBRAS DE BANACH

Un espacio vectorial normado completo V' (con la métrica inducida por
esta norma) se dice espacio de Banach (bajo dicha métrica). Nos referire-
mos a la topologia inducida por la métrica d como la topologia de X. Asi en
un espacio Banach cada red de Cauhy es convergente.

Definicién 1.2.1 Sea {f,}o = A C X, con X Banach. § = {FF C A :
F es finito}. Si definimos Fy < Fy para Fy C Fy entonces § es un conjunto
dirigido. VF € §, sea gp = Y cp fa- Si{gr}rez converge a g € X, entonces
diremos que Y ., foa = g converge a g.

Teorema 1.2.1 (Teorema de la convergencia monotona) Sea pn una medida
reqular de borel sobre un espacio X de Hausdorff compacto. Si {fo}acr €S
una red creciente de funciones continuas en L1(X). Entonces

f=lim f, € Ly(X)
[e%
si y solo sisup, || fa [1< 00 y en este caso se cumple que

1 || £~ fu [i=0
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Teorema 1.2.2 X es Banach si y solo si para toda serie Y .4 || fo |l
convergente se cumple que Y .4 foa converge en X

Definicién 1.2.2 Un dlgebra es un espacio vectorial V sobre un campo F
jgunto con una funcion bilineal x : VXV — V llamada multiplicacion la cual
es asociativa.

A veces se omite la condicién de asociatividad pero como las dlgebras mas im-
portantes son asociativas muchos autores piden la asociatividad en la defini-
cién. Un algebra A sera, conmutativa si la multiplicacién es conmutativa y
con unidad si existe e € A (que serd tnico en caso de existir y es comunmente
denotado por 1) tal que para todo = € A se cumple que ex = xe = e. Si un
espacio vectorial normado es dlgebra y ademas si || vw [|<|| v |||| w || para
todo v,w € V, entonces se dice que es un algebra normada si ademas el
espacio es Banach, el dlgebra se dice Algebra de Banach.
Dado un algebra de Banach, es posible que la norma de la identidad no sea
1, que seria lo ideal, pero se puede redefinir la norma para que esto ocurra
y lo mejor es que el espacio seguira siendo un espacio Banach, a saber con
12 llae= supyeqx— o T

! 1y |l
Un algebra de division es un algebra donde cada elemento distinto de cero
es invertible.

Teorema 1.2.3 Sea A dlgebra de Banach y R un ideal cerrado de A. En-
tonces A/ R es también dlgebra de Banach con la operacion de producto
[a][b] = [ab]

Definicién 1.2.3 Sean X,Y espacios vectoriales sobre el campo F. Un op-
erador lineal (transformacion lineal) es una funcion T de X a 'Y tal que
para todo x,y € X y todo a € F se cumple que T'(ax 4+ y) = oT'(x) + T'(y).
S1Y = F el operador se dice funcional lineal.

Una transformacion lineal entre los espacios normados X,Y es acotada si
existe una constante M tal que || T'(x) ||< M || z || para todo z € X.

Teorema 1.2.4 Las siguientes condiciones son equivalentes para una trans-
formacion T entre espacios normados

1. T es continua.
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2. T es continua en un punto.
3. T es acotada.

Dado X espacio normado denotamos por X* al conjunto de funcionales lin-
eales continuos, X* resulta un espacio Banach bajo las operaciones usuales
de suma de funciones y multiplicacion por escalar y es llamado espacio du-

al de X. Asi mismo (X*)* es el doble dual de X denotado por X**.
St X es Banach y 'Y es cerrado en X. Definimos como anulador de Y a

Y+ = {2* € X*/2*(y) = 0 para todo y € Y}
que es un subespacio cerrado de X*.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial nor-
mado complejo, S un subespacio de X, y p, una funcion de X a R tal que

= p(x+y) < px)+ply)
= p(ax) =| a| p(z)

Sea f un funcional lineal sobre S tal que | f(s) |< p(s) en S. Entonces existe
un funcional lineal F' en X que extiende a f y que | F(z) |< p(x) en X.

Una consecuencia del teorema de Hanh-Banach es la siguiente:
Teorema 1.2.6 Sea Y subespacio de X normado. Sea x € X y sea

inf — =d>0
f ||z —y|

Entonces existe z* € X*, de norma 1, tal que z*(z) =d y 2* € Y.

Este teorema nos da luz sobre el hecho de que (X/Y) = Y1. De aqui el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.7 Sea Y subespacio cerrado de X con X Banach. Entonces
para v € X se cumple que

mf{|| o —y [y € Y} =sup{| k(z) [: k € Y, [| K [|< 1}

Definiciéon 1.2.4 Sea T : D — Y lineal con D subespacio de un espacio X.
Entonces T se dice cerrado si su grdfico, graf(T), es cerrado en X X Y.

13



De manera equivalente, T es cerrada si y sélo si para {z,,} en D convergente
axen X yT(x,) convergente a y en Y se cumple que z € Dy T'(x) = y.

Teorema 1.2.8 (Teorema del grifico cerrado) Un operador lineal cerrado T
de un Banach X en un Banach'Y es continuo

Definicién 1.2.5 La funcion natural (6 candnica) J de X a X** esta
definida por J(z)(z*) = x*(z), x € X*. Si el rango de J es igual a X*,
entonces a X se le dice espacio reflexivo.

La topologia débil de X es la topologia en X que tiene como elementos
bésicos (los elementos de una base ) a los conjuntos de la forma

{ZL’ :| f,(l’) - fz(ifo) |< €1 =1, ’n}

donde g € X, e >0y f; € X™.

Esta claro que X* tiene una topologia débil, pero a nosotros nos intere-
sard otra topologia en X*; a saber, la topologia débil * | pues en esta
topologia la bola unitaria cerrada es compacta (Teorema de Banach-Alaoglu
ver [4]). Esta topologia es aquella cuyos elementos béasicos vienen dados por

{feX* ] flxi) = folzy) [<e,i=1,...,n}

donde z1,,x, € X , e >0y fo € X*. Es de notar que la topologia débil y la
débil* coinciden en X* si X es reflexivo.

Proposicién 1.2.1 Sea X un espacio de Banach. Entonces una red @qqca
en X* converge a ¢ en X* con la topologia débil" si y sdlo silimaea o) =
o(f) para toda f en X

Definicién 1.2.6 Sea A un dlgebra de Banach. Un funcional lineal ¢ en
A* se dice multiplicativo si o(fg) = o(f)e(g) v (1) = 1. Al conjunto de
todos los funcionales lineales multiplicativos lo denotaremos por M 4 y cuando
este sobreentendido X, lo denotaremos simplemente por M.

Proposicién 1.2.2 Sea A dlgebra de Banach y sea f € A con || 1—f ||< 1.

1
Entonces [ es invertible y || f7 ||< ————
1= 1= f1|

14



Una de las caracteristicas de los funcionales lineales multiplicativos es que
son acotados, mas ain de norma 1, veamos esto.

Sea A dlgebra de Banach y sea ¢ € M4 = M.

Para todo f € M es claro que ¢(f — ¢(f),1) = 0, por lo tanto podemos
escribir todo g en A de la forma A + f con f = g — p(g9),1 € Ker(y) y
A= —p(g) € C asi

| p(9) |
Il |l = sup

a0 |l g1l
B | p(A+ f) |
= sup

reker@nzo || A+ f
S £

feker(@ao || A+ f |

1

sup _
serer@azo || 1+ 4 ||

Si|l+ / ||< 1 para alguna f y A con las caracteristicas vistas, entonces b

es invertible por la proposiciéon 1.2.2; luego

Por lo tanto || 1+§ ||> 1 para toda f € Ker(¢) y A € C— {0}, de donde
se tiene que || ¢ [[< 1y como (1) =1y || 1]||=1 se tiene que || ¢ ||=1

Proposicién 1.2.3 Dado X un espacio Haussdorf compacto (y por tanto
C(X) es dlgebra de Banach). Si dotamos a C(X) de la topologia w*, entonces
M = Mc¢(xy es homeomorfo a X. Ademds para toda dlgebra de Banach A se
tiene que M4 es w* compacto de A*.

Definicién 1.2.7 Sea A dlgebra de Banach y f € A. Definimos

1. El espectro de f como o4(f) = {\ € C: f— A.1 no es invertible en
A}

2. El resolvente de f como pa(f) =C — o4(f)

3. El radio espectral de f como yA(f) =sup{| A |: A€ oa(f)} (el cual
siempre existe y es menor que || f|)
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A weces sdlo se escribe a(f), p(f),v(f).

Un resultado conocido del andlisis funcional es que para toda f, o(f) es no
vacio y compacto.

Teorema 1.2.9 (Gelfand-Mazur) Si A es un dlgebra de division de Banach,
entonces eziste un isomorfismo isométrico (inico) de A sobre C

Demostracion

Sea f € Ay sea A\; € o(f). Entonces f — As no es invertible, ahora como A
es algebra de divisién debe ser f — Ay = 0 méds atn notemos que o(f) tendra
un unico elemento para cada f.

Definamos ¥ : A — C dada por U(f) = As. No es dificil ver que ¥
cumplira las condiciones deseadas.

O

Teorema 1.2.10 Si A es dlgebra de Banach, entonces M estd en correspon-
dencia inyectiva con el conjunto de ideales mazximales de A.

Demostracion
Sea ¢ # 0 funcional lineal multiplicativo en M y sea R = Ker(y) (que es un
ideal propio). Supongamos que B es un ideal que contiene a R propiamente,

sea asi f € B — R.
f S f

1:(1—L)—|——pero(1——)ERy—GB,esdecir,1€B,

o(f)"  e(f) o(f) o(f)

por tanto B = A, asi R es maximal.

De esta manera hemos relacionado un elemento en M con un ideal propio
maximal de A.

Supongamos ahora un ideal propio maximal m en A. m no contiene elementos
invertibles (pues tendria una unidad y por tanto seria igual a A) T es ideal
propio y no contiene por tanto al 1, pues de contener al 1 existiria f en m
con || 1 — f ||]< 1y por la proposicién 1.2.2 f seria invertible; como m es
maximal debe ser m = m, es decir, m es un ideal maximal cerrado, por tanto
A/m es campo; luego por el teorema anterior A/m ~ C.

Sea Il : A — A/m la proyeccién natural y sea ¥ : A/m — C un isomorfismo.
Entonces ¢ = Woll es un funcional lineal multiplicativo con nicleo (Kernel)
igual a m. Tenemos asi una correspondencia ¢ < Ker(p), veamos que es
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inyectiva.
Supongamos Ker(p;) = Ker(ps) = m. Entonces tenemos

a2(f —p2(f)) = e1(f —¢a(f) =0
asi f — 902(f), f— 901(f) € m y por tanto

f=@a(f) = (f—¢1(f)) = —p2t 1 EM

obtenemos asi que

e1(p1(f) — p2(f)) = p1(f) — wa(f) =0

Como f es arbitraria concluimos que ¢; = ¢s.
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Capitulo 2

FUNCIONES DE
OSCILACION MEDIA
ACOTADA (BMO) Y
MEDIDAS DE CARLESON

2.1. ESPACIOS H,

Comenzaremos hablando de los productos de Blaschke sin pretender hacer
un estudio riguroso, para esto el lector puede consultar [4] y [6].

Definicién 2.1.1 Si {z,} es una sucesion de nimeros conplejos y si

lim sz (1)
existe, decimos que (i) es el producto infinito de los z, y lo denotamos

como .
z = H Ze
k=1
Teorema 2.1.1 Sea {z,} una sucesion de puntos en D tal que

> 1=z ]) <00
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y sea m el numero de z, iguales a 0. Entonces el producto de Blaschke

. mH —Zn 2 — Zn
| 20 |1 -

zn7#0

es una funcion analitica en el disco, y ademdas | B(z) |< 1. Mds ain los ceros
de B son precisamente los z, y la multiplicidad de estos ceros es el numero
de veces que aparece z, es el sucesion.

Si f es analitica en el disco, no identicamente nula y tal que log | f | tiene
mayorante armonica mayorante entonces se cumple que

Y (-2 <oo

para {z,} los ceros de f (ver [10]).

Definicién 2.1.2 Sip > 1, llamamos H,(D) = H,, al conjunto de funciones
F' analiticas en D tales que

1 ,
o1 5 [y | F(re?) 12 d0)7 =] £ [l < o0

Esto ultimo define una norma, mds aun estos son espacios completos.
Definimos Hy, := H (D) como

Hy :={F € C(D): F es analitica y acotada }
Con la norma del supremo este es un espacio completo.

Definicién 2.1.3 Definimos H,(dt) = H,(H), donde H es el semiplano su-
perior, a

{f:H— C: f es analitica y (supyf | f(z+1dy) |P dx)/P =|| f || £,y < 00}
Y Hyo(dt) a{f:H — C: f es analitica y (supy, | f(z) |< oo}

Estos también son espacios completos cuando p > 1.

Teorema 2.1.2 (F. Riesz) Sea 0 < p < oo y sea f € H, no identicamente
nula con ceros {z,}. Sea B el producto de Blaschke con ceros {z,}. Entonces

g= 5 € H, y ademds
g [, = fllm,

. Notemos que esta g es libre de ceros
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Demostracién
Sean B, productos finitos de Blaschke con ceros zi,...,z, y sea g, = 5
Ahora por el lema 1.1.1, se tiene !

o 40 | f(Re®) [P db | f(Re™) [P df
0y |p L < LR S R YA 0 7

Esto ultimo y ya que | g, | crece a | ¢ | (un simple célulo) nos da que g € H, y
con || g ||, <|| f ||#,, esto dltimo es una igualdad si notamos que | f |<| g |

O

Observaciéon 2.1.1 Sea f € Hy entonces f = BF con F en Hy libre de
ceros y B en Hy,. Como F es libre de ceros, entonces g = F € Hy, asi
(B—-2)F N (B+2)F

2 2
con fi, f libre de ceros y tales que f; = g2, g; € Hy

Sea C' = C(T = 0D) = {f continua en [—m,7|; f(—m) = f(m)}. Sea ahora
Ao = C N Hy el conjunto de funciones que tienen extension analitica a D
(notemos que Ay C C).

Definamos Hy = zH, = {f € Hy; f_wﬂ f(e?)df = 0}.

Y sea M(0D) = {p : u es medida Radon en 0D} con la norma

p= [ ante)

—Tr

f=h+f=

Este es el dual de C, pero lo que més nos interesara es que Ay = H{, asf por
el teorema 1.2.7

1 2w
sup{| %/ Fkdf |: k € Hy, || k||< 1} =inf{|| b ||o: b € Ao}
0
Teorema 2.1.3 Sea f € Loo. Definimos la distancia de f a Hy como
dist(f. o) = faf 117~ |

y la distancia de f a Ag como

dist(f, Ao) = infaea, || f =9 llso

Entonces se cumple que:
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1
1. dist(f, Hy) = sup{%ﬂ [Ffdd|: F e H), || F|h1<1}
2. dist(f, Hy) = dist(f, Ao) =|| f — Ao ||eo

3. Eziste g € H, || g ||1, con
1= all= [ Feg(e"ap

Terminamos la seccion con el analogo del teorema 1.1.7 en espacios H,.

Teorema 2.1.4 Sea 0 < p < 0o y sea f € Hy(dt). Entonces para o > 0 la
funcion maximal no tangencial

fr(8) = sup | f(z)]

z€la (t)

estd en L, y ademds || f* |[P< Ao || f ||}, donde A, es una constante que
depende solo de «.

2.2. MEDIDAS DE CARLESON

Definicién 2.2.1 Una medida p definida en D se dice una medida de
Carleson si existe una constante N tal que para todo sector

S =S(h,0y)={re? :1—h<r<1,]60—60|<h}

se cumple que u(S) < Nh donde N es una constante. A la mds pequena N
que satisface la condicion anterior se le llama norma de Carleson de la
medida | y se denota por N(u).
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En la definicién se toma h en (0, 1]. Cuando h = 1 entonces p(D) < N, esto
es, las medidas de Carleson en el disco son finitas.

Definicién 2.2.2 Una medida p definida en el semiplano superior abierto
se dice medida de Carleson si existe una constante N tal que para todo
rectangulo

Q = (o, 20+ h) x (0,h)
se cumple que u(Q) < Nh donde N es una constante. A la mds pequena N
de la condicion anterior se le llama norma de Carleson de la medida
Wy se denota por N(u).

Para un ejemplo de medida de Carleson (mds atn la construccién de una) el
lector puede consultar [6]

Lema 2.2.1 Sea u armonica y a > 0. Entonces para todo A > 0 se cumple
que {t : u*(t) > A} es un conjunto abierto. Esto es, u* es semicontinua
inferiormente.

Demostraciéon

Demostremos que {t : u*(t) < A} = A es cerrado. Sea {t,} en A convergente
a t, supongamos por un momento que t no estd en A, asi que existe 2/ =
x+iy € Ly(t) con | u(Z) |> Ay |z —1t|=ay—e€ (e >0). Para este ¢ > 0
existe N tal que |ty —t |< €, luego

|tN—SL"§|tN—t|+‘t—SL"<Oéy
lo que nos lleva a que A <| u(2’) |< u*(t,) < A, una clara contradiccién.

O

Teorema 2.2.1 o es medida de Carleson si y solo si existe A constante tal
que para A > 0 y u armonica en 'H se cumple que

o{z:Ju(z) [>A}) <A|{t:u"(t) > \}|

Demostracién
(=)
{t : u*(t) > A} es abierto y por tanto igual a | J I;, donde los I; son intervalos
abiertos disjuntos. Sea c(/;) el centro de I;y sea T} el tridngulo is6sceles con
base I; y altura | I; | /2, esto es,

Ti={z=x+uwy:[oe—cly) | +ay <| ;| /2}

Y sea @); el cuadrado con base I;.
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Los T} son disjuntos, y ademéds {z :| u(z) |> A} C U7}, como | u(z) |> A se
tendra que u*(t) > A en el intervalo {| z—t |< ay} que estard en un intervalo
I; y un simple calculo nos da que z € 7). Luego

o({z:lu(z) [>A}) < Y o(Ty)
< > (@)
< N> |1
= N(o) [ {t:u"(t) > A} |

(<)

Sea I = (xg,x0 + h), f(z) = 4\17(z) (que tiene norma igual a 4\h) y u la
integral de Poisson de f. Entonces | u(z) |[> A en Q = I x (0,h) (célculo
tedioso), asi por la hipétesis y el teorema maximal de Hardy-Littlewood
tenemos que

o(Q) o({l u(z) [> A})
At u(t) > A} |
AB | f [h

Ch

VAN VAN VAN VAN
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Teorema 2.2.2 (Carleson) Sea o medida en H. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes

1. o es medida de Carleson

2. Paral <p <ooyf e L, ue L(H), donde u es la integral de
Poisson de f.

3. Paral <p<oo, f€L,yu laintegral de Poisson de f se cumple que

JlulPdo<clp) [|fIFdt

4. Para toda f € Li(R) y A > 0 se cumple que:

a(z:u(z)>)\)§§f|f\dt

Demostracion

Si 1 se cumple, entonces por el lema anterior y el teorema maximal de Hardy-
Littlewood, se tiene 3 y 4. Claramente 3 implica 2.

Supongamos que 2 se cumple para algin p. Definamos 7" : L, — L, dada por
T(f) = u (u integral de Poisson de f), bien definida por la hipdtesis. Si T es
cerrada, por el teorema del grafico cerrado serd continua y se tendria asi 3.
Veamos entonces que 1" es cerrada. Sean {z,} (en L,)y {T'(x,)} tales que

z, — x,T(x,) =y
Como L, es Banach, entonces x € D. Ahora
ly=T@)|l, = [ly="T(n)+T(x.) =T(2) [l
< [ly=T(n) [l +(/ | @a(t) = 2(t) | P(t) | dt)'7?
1y = T(a) llp +(I 20 = @ [l Px [1g)"?

Haciendo tender n al infinito, se tiene que T'(x) = y y por tanto T" es cerrado.
Supongamos que 3 se cumple o que 4 se cumple para algin 1 < p < co. Sea
I = (zg,x0+ h), f(t) = 4X;(t) y sea u la integral de Poison de f. Entonces
| f|l,=4hY? (aqui 1 < p < o), y u(z) > 1 en Q = I x (0, h); procediendo
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de forma parecida que en el lema anterior con f = 4X7 se tiene 1.
Bien sea porque se cumpla 3 6 4 se tendra que

o(Q) < o({lu(z)[>1})
< Al fI}
< Cyh

lo que implica que o es medida de Carleson.

O

Teorema 2.2.3 Sea 0 medida en H. Entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes:

a. o es medida de Carleson

b. Para 0 <p<ooy f € H,

J 1P do < AllF I,

c. Para algin p con 1 <p < oo, se cumple que para toda f € L,(0) f € H,

Esbozo de la demostracién(ver [6])

a = b igual que en el teorema anterior al utilizar el teorema 2.1.4 y el
equivalente al teorema 2.2.1

Directamente b = ¢. Si ¢ se cumple para algin p, ¢ se cumplira por el teorema
del gréfico cerrado (inclusive se se cumple con p < 1)

b = a se tendra igual que el teorema anterior al tomar

f(2) = (=LY (Q = (w0, 0 + y0) x (0,10))

(2 — Zp)

y notando que | f(z) |[P> en Q.

DY

Veamos ahora el equivalente del teorema para el disco.

Teorema 2.2.4 Sea o medida en D. Entonces o es medida de Carleson si
y solo si para 0 <p < ooy f € H, se cumple que

J 1P do < AllF I,
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2.3. FUNCIONES DE OSCILACION MEDIA

ACOTADA

1
Sea ¢ € [} .. Definimos ¢; = A [; ¢(t)dt como el valor medio de

pen I.Si
1
sup 7 [ 1ol = r [t =] o 1< o0
I ‘ ‘ I

para [ intervalo acotado, decimos que ¢ € BMO, esto es, que ¢ es de os-
cilacion media acotada.

Nos conseguimos con el problema de que las funciones constantes tienen ”"nor-
ma” 0, asi que para empezar si queremos ver a BMO como espacio vectorial
normado debemos solucionar esto, y lo haremos al considerar a los elementos

de BMO como
{le] =] @ [[«< 00}

donde [¢] := {p + a: a € R}. De esta manera podemos ver a BMO como
un subconjunto de I}, : {constantes}.
BMO es un espacio de Banach con la norma || . ||..

Si ¢ € BMO y I,J son intervalos acotados con I € Jy | J|< 2|1 |un
simple célculo nos da que

lor —os <2 |l (*)

Por otro lado, un simple cdlculo nos da que || ¢ |[+< 2 || ¢ ||oo, €StO es,
las funciones acotadas son BMO (mds aun un calculo mas cuidadoso no da

[ (1< ¢ [loo)

Lema 2.3.1 St ¢ € BMO y si I,J son intervalos acotados con I C J y
| J|>2| 1], entonces

| or— s IS 2k || @]«

Demostracién
Sea {I,} una coleccién de intervalos tales que

I=Lc..cl,=J

con | Iyyq |< 2| Iy |, luego por desigualdad triangular y * tenemos el lema
demostrado.
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Teorema 2.3.1 Sea ¢ € [}

loc*
/ K%

donde p(z) es la integral de Poisson de ¢. En tal caso se cumple que existen
constantes c1,cy tales que 1 || p ||«< A < co || ¢ ||+, esto lo escribiremos
como A =|| ¢ ||+

Entonces p € BMO si y solo si

sup [0 = pl2) | Plt)d = A < oc

Demostracién
(<)
Sea I un intervalo acotado con centro x y longitud 2y y sea z = x + iy. Si
tel ) ¥
t
Py =— >y 1K)
(x—t)+y> 20> [I| [

Si ¢t no esta en [ la desigualdad es evidente. Ahora

o [ 1ot —erldr < - (/Iw @Iﬁ+ﬂlﬂ@—¢ﬂﬁ)

que a su vez es menor o igual a

w [ 1o o) | P+ [ [1e@as— o [ etoasar

y esta lo es a

1
TA+ m TAdt < 27A
Asi al tomar supremo se tiene que || ¢ |[.< 271A
(=)
Sea z=xz+iy € Hysealp={t:|t—x|<y}ysean I = {t:|t—x |< 2y}
para k entero no negativo. Notemos que | I, |= 2¥*1y =2 | I,_; |. Como ya

vimos para t € I se tiene que P,(t) < Srn = W mas aun por induccién se
my )
demuestra que para t € I — I} se tiene
C
P.(t) < 22(k+1)y
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Ast [ | p(t) — @1, | P.(t)dt es menor o igual a

[ Tetenlany g |

I—1Ip—1 I —Ip—1
Y esto tltimo es menor o igual a

C

¥
=] ren - s%|dt+22“ ol dt+Z el g

Pero como las series involucradas son convergentes concluimos que la expre-
sién es menor o igual a || ¢ ||« B, B constante. En conclusién

/I@(t)—s% | P(t)dt <|| ¢ ||. B

Si tomamos z = 7 y aplicamos una de las desigualdades triangulares ten-

dremos que
/ ¢ | dt < oo
1+¢2

/ () — olz) | Pu(t)dt / | o(t) = pr, | Po(t)dt + / | on, — o(2) | Pu(t)dt
Bl ol + | on— o) |

Bllell+len [ Pt~ [ePo)]
28| ¢ |l

INIA A

IN

Al tomar supremo obtenemos la segunda desigualdad.
O

Existe un espacio BMO en el circulo T' = dD; a saber, diremos que ¢ € Ly (T)
estd en BMO(T) si

L[l do
su = << 00
w7 [ S v

e
donde | I |= [, 5 ©8 la longitud de arco de un arco en T'y
T

1 do
wzzm/lw%

P | dt_'_z 92k / Solk_gpl() ‘ dt



— s un mapeo conforme que transforma BMO(T') en BMO(R)
w

Ahora z = il

y lanorma de un ¢ € BMO(R) es equivalente a la norma de poz € BMO(T)

Teorema 2.3.2 (Teorema de John-Nirenberg) Sea ¢ € BMO y sea I un
intervalo. Entonces para todo A > 0 se cumple que

[ {teI:]e)
|

—er|> A Clo—dMligll-
I -

donde c,d son constantes que no dependen ni de p ni .

Esbozo de la demostraciéon

Supongamos que || ¢ ||.= 1, el caso general se sigue al aplicarlo a ¢/ || © ||+
El lema 1.1.3 aplicado a I, u =| ¢ — ¢; | y @ = 3/2 nos da {I;, };,=1, tales
que:

lpo—wr|<3/2en I —JI cs
‘9013-1_901|§2Oz:3

y X I i< 1T

Inductivamente podemos encontrar {/;,  };, , conlos I;

Jl..n C [jlu.n—l y tales
que

o —@r|<3nenl—-UlL , cs

Y 2 g [ i G
De estas dos cosas tenemos que para 3n < A < 3n+ 3 conn > 1

2

[{tel:lo) —er > A IS | L, I< CUR RS eI

donde d = (1/6)In(3/2). Por otro lado para 0 < A < 3

[{te I pt) —pr >N} [ Cem™ | ]

con C' = €3 d como antes.
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Los detalles completos de la demostraciéon son similares a los del teorema
2.3.1.

A continuacion un lema que sera pieza clave en la demostracién de el teorema
fundamental de la seccién.

Corolario 2.3.1 Sea ¢ € 1} .. Entonces ¢ € BMO si y sélo si

loc*

2
[oit < e [ 160 = o(2) P PO = B <
H

donde p(z) es la integral de Poisson de ¢. En tal caso se cumple que existen
constantes cy, ¢y tales que c1 || ¢ [[x\< VB < ¢y || @ ||+

Demostraciéon
(<)
Por la desigualdad de Holder se tiene que

| ¢ | / dt | o |? / dt
dt = < dt <
14 ¢2 |¢‘1+¢2— 1+ ¢2 14 ¢2 o0

De manera similar se obtiene que

sy/“ﬁ%w@ﬁﬂwﬁ<w

Luego por el teorema 2.3.1 ¢ € BMO y con || ¢ |[,< c2vVB

(=)

Aca s6lo ajustaremos un poco la demostracién del teorema de 2.3.1 a nuestra
hipdtesis. Sea z = x+iy € Hysea Iy ={t:|t—x |<y} ysean [} = {t :| t —
x |< 2%y} para k entero no negativo. Notemos que | I, |= 281y =2 | I, |.
Como ya vimos para t € [y P,(t) < — = —.

2ty oy
Por induccién se demuestra que para t € I, — I se tiene que

C

Por el lema 2.3.1
lo—vn ’<2lo—on P42l —or, P<2|o—¢r, |7 +2ak% || ¢ ||?

Procediendo como en la demostracién del teorema 2.3.1 tendremos que esto
tltimo es menor o igual a d || ¢ ||? lo cual nos llevaracomo en el teorema
antes senalado, a las dos desigualdades buscadas.
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Lema 2.3.2 (Littlewood-Paley) Si g(e®) € Li(T) y si g(0 fg
entonces

1
—/ | Vo(2) |2109<| d:cdy——/m ) _ g(0) |2 do
D

™

g(z) es la integral de Poisson de u.

Demostracion
Supongamos ¢g(0) = 0 el caso general se sigue tomando f = g — ¢(0).
2| Vg(z2) ?= A(] g(2) |?). Ahora para r < 1 apliquemos el teorema de Green

con u(z) =| g(2) >y v(z) = log(m) (que es armoénica) y obtenemos

A(u)vdxdy = lim A(u)vdxdy
|z|<r =0 e<|z|<r
= lim [A(u)v — ul(v)|dzdy
e—0 e<|z|<r
ou ov
= lim v— —u— | ds
=0 J|21= ( on 877)
ou ov
— lim v— —u— | ds
€0 Je=|z| ( on 877)

Veamos quien es la primera expresion de la derecha.
Primero que nada la primera expresion es

.
/ lo (T)a“ 1 g(2) 2 % ds
|z|=r g r 8 gz 87]

R(0) = re' parametriza la curva, luego parametrizando por longitud de arco,

()P,

al calcular se tiene (ver comentarios a final de la seccién 1,3) f‘z‘_r L
= r

Y

pero como ds = rdf nos quedara

/ | g(re®®) * df (+)
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Estudiemos ahora la segunda expresién, al realizar los célculos (ahora con
R(0) = ee?) encontramos que es igual a

~tim LM (M +iog(D)V | o(2) .n) s

Veamos que esta expresion es igual a 0. Como V | g(z) |* esta acotado (por

lo menos en | z |[< 1/2) y n tiene norma 1, la expresién en valor absoluto es

menor o igual a
2
lim/ <M + log(i)M) ds
e—0 e=|z| € €

que a su vez menor o igual a

lim (\ glee™) |? +elog(f)M> df
€

0 ez

la primera da cero pues ¢(0) = 0 y la segunda da cero por simple computo.
De esto y () concluimos que

/ | Vg(z) |? log(—|)dxdy =(1/2) / | g(re’®) |* do

haciendo tender r a 1 tendremos por el teorema de la convergencia monétona
que

1 .
[ 19a6:) P tog(—pydedy = (1/2) [ | gle) 2 a
D
1
Al multiplicar por - tenemos probado el lema.

O

Corolario 2.3.2 Sean u,v armdnicas en {z :| z |< R} para R > 1 con
u(0) = 0 entonces

/ " (@) u(e®)do = 2 / log(——)Vu.Vuds

. | 2|

Demostracién
Es una consecuencia del lema anterior al tomar w = uv y recordando que

A(uv) = (Au)v + (Av)u + 2Vu.Vo = 2Vu.Vo
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Lema 2.3.3 Si g(e”) € Ly(T), entonces
=19 P (=12 Padedy < [ e =90 a9

como siempre u(z) es la integral de Poisson de g.

Demostracién
Recordemos que para z en D se cumple que 1— | z [*< 2l0g(ﬁ) asi que
2
9 1
IVg (1= | 2z |*)dzdy < < IVg z) | 2l09(ﬁ)dzdy

entonces por el lema anterior se tiene que
1 1 i
—/ | Vg(2) | (1= | 2 [*)dzdy < —/ | g(e”) — g(0) |* dudy
T™Jp T™Jb

Ahora supongamos L [ | Vg(2) |* (1— | z |?)dzdy = K < oo.

‘ -

Para | z |> 1/4 se tiene log(—) < C(1— | z |*) de donde se sigue que

N

1 1 C
—/ | Vg(z) |? log(—)dady < — | Vg(z) |* (1= | z [*)dady
Ja<|z|<1 | 2 |

1/4<|z|<1

< 2 vae Pa- Py

Es facil comprobar que si | z [< 1/4y | £ — 2z |< 1/4 entonces | £ |< 1/2
v 3/4 < 1— | £ |?, por otro lado | Vg(2) |*>= 2| ¢'(2) |*> 0, es decir, es
subarmonica, juntando todo esto tenemos que

16

| Vg(z) P < — | Vg(é) |* d¢dn(& = ¢ + in)
le—g|<1/4
B
< = | Vg(&) 7 (1= | £ [*)d¢dn
|[z—€]<1/4
B
< — | Vg(&) I? (1— | £ ]*)d¢dn
€]<1/2
< BK
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Asi

1 1 1

! / | Vg(2) 2 log(—)dady < 22 log(——
|2]<1/4 | 2 |

|z]<1/4 | |

Ydxdy = Cs

Entonces al usar el lema anterior y (1), (2) tenemos que

1 .
o / | Vy(2) P (1= | z |*)dzdy > _/ [ 9(e”) = g(0) [* dwdy
m D D

lo que concluye la prueba

O

Observaciéon 2.3.1 Las demostraciones de los ultimos dos lemas se pueden
usar para mostrar que para g € L1(T) se tiene

2 1vae p ELERE 2 By < L [ o) =gt P 0100

|1_ZOZ|2

para g € Ly(T)

Lema 2.3.4 Una medida A\ en D es medida de Carleson si y solo si

.2
sup Gl E2 d\(z) = M < o0

zo€D | 1 — 207 |2

En este caso se cumple que M ~ N(\)

Demostracion
(=)
Sea f(t) = 7'1_‘Z2t| y f(2) su integral de Poisson. f estd en Hy. Entonces

por el teorema 2.2.4 se tiene que
1— | 2 |?
[ 1w Pa) = [ 1)
I |1—Zw |
< ON( >2w/ | £(o) Pt
0

— ON(p)2n / - P.(t)dt
— CN() (+)
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Al tomar supremo se tiene lo querido
(<)
Si z = 0 nos da que pu(D) < M < oo, asi que la medida es finita. Entonces
para h > 1/4, tenemos
p(S(h,z)) < (D) < M < 4Mh

h
Sea ahora h < 1/4y z € 0D, y sea zp = (1 — 5),2) Entonces como S(h, z)
es compacto se cumple que
A=12)0=]=]")
I
en S(h, z). De esto se tiene que
_ 2
1 | 20 | > C _ 2€
|1—Zw|? — 1—| 2 | h

Se sigue que

QCu(S(h,z))S/ -l () < 1= | 2 |?
S

du(w) < M
: oo TT-Zw P p TT=zu porw) <

De esto ultimo y * concluimos que p es medida de Carleson.

Anélogamente en el semiplano superior

Lema 2.3.5 Una medida \ en H es medida de Carleson si y sélo si

sup/ 5dN(z) = M < o0
z0€H ‘Z_ZO|

En este caso se cumple que M ~ N(\)

Teorema 2.3.3 Sea ¢ € Li(T) y d\, =| Ve(z) |? log(| |)d:cdy, donde

©(2) es la integral de Poisson de ¢. Entonces p € BMO(T) si y solo si d\,
es medida de Carleson. En este caso existen constantes ci,co con

allelfs N(dr) < e |l ell2
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Mas aun las constantes antes senaladas son universales.

Demostracién
Por el corolario 2.3.1 y la observacién 2.3.1 sabemos que ¢ € BMO(T) si y
so6lo si

B 201 _ 2
sup/|Vg0(z)|2(1 E2wit |ZO|)dxdy:M<oo

z0€D | 1 _Z_OZ |2

Y en tal caso y M =|| ¢? ||. Por el lema anterior, esto tltimo de cumple si y

sélo si
dpy, = Vo(2) |* (1— | z [*)dzdy

es medida de Carleson y en tal caso N(u,) =|| ¢? ||. Asi demostraremos el
teorema al demostrar que p, y A, son equivalentes.

1

Recordemos que en D, se cumple que 1— | z |*< 2log(ﬁ), lo que nos da
z

fo < 2Ap (2)
Por otro lado, para | z |[> 1/4 tenemos que
9 1
Cl=1z]) = log(m)
Esto nos dice que
Ap(S) < Cpg(S) ()

para sectores S con h < 3/4.
Ahora si vemos la demostracién del lema anterior, en cierto momento se
llegé probar que

Ao({l 2 [<1/4)) < App({] 2 |<1/2})

Entonces

Ao(D) < Al 2 [S 1/4DA(] 2 [> 1/4})
Apgl{] 2 1< 1/21) + CN ()
Ape(D) + CON ()

O,N(:Ucp)

VAN VAN VAR VAN
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Como N(\,) es la norma de Carleson de A, tenemos que
N()\gp) S CZN(IUSD)

Asi de * y esto ultimo concluimos que N(A,) < C1N(p,), que junto con (7)
nos da el lema. Si vemos con cuidado nos daremos cuenta que las constantes
son universales.

O

2.4. ECUACION NO HOMOGENEA DE CAUCHY-
RIEMANN

Sea g C' y analitica acotada en D. Trataremos de resolver la ecuacién no
homogénea de Cauchy-Riemann

of _
oz 7

Definamos f como

L[ g(¢) :
S dédn(¢ =
1o)== | Ldgan(c =+ in
Veamos que esta bien definida.

Para z fijo, sea w = z — ( = u + iv, entonces

f(z) = l/D Mdudv

T w
Sea K la cota de g. Entonces

1 K
| f(2) |I€ = | ——dudv <
TJp [w|

La integral de la derecha se puede ver que es finita facilmente usando coor-
denadas polares. Ahora bien la idea es ver que f es solucién de la ecuacion

of

— = g en D. Volvamos a fijar z en D. Derivando bajo el signo integral

0z
D

tenemos
s w
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1
pues — es analitica. O lo que es igual
w

3f(2) = lim 29tz —w)

—g(z —w)o dudv
T B (SO o)

gl

Reorganizando (recordemos quien es J) tenemos

3f(2) = lim i/ 9wy 0 9E=w) g,

p=0 27 J <1 Ou w ov w

Aplicando el teorema de Green (el segundo) tenemos que

Ef(z):—lfmi/:| M(du+idv)+i/|:1 9C =) (4 + i)

w s w

La integral de la derecha es cero pues integramos sobre una funcién analitica.
Por otro lado, w = pe? v dw = pie® asi

= . 9(z —w) :
9f(z) = —lim— IE= ) Gy +id
fz) = ~lim o / k)
_ 1/ 1 /27r ( z@)de
1 21
= 5 i g(z)dbo
= g(2)

Esta claro que la solucion a la ecuacion no es tnica, por ejemplo b = f + h
con h € Ag sera solucién también ya que dh = 0. Lo que nos interesara es
buscar cual b tiene menor norma, pero por el teorema 2.1.3 tenemos

ob

mf{|]| b ||oo: 7

1 2w
— G(2)} = sup{]| %/0 Fkdf | k € HY || k [h< 1}

2.5. TEOREMA DE WOLFF

Teorema 2.5.1 (Wolff) Supongamos G acotada y C* en D y supongamos
que | G |? log(‘—i‘)dxdy y | % | log(ﬁ)dxdy son medidas de Carleson. En-

, » ., ob , —
tonces existe una solucion de la ecuacion % G(z) continua en D y C* en
Z
D con | b |< CiV/By + CyBsy, con Cy,Cy constantes universales y By, By
las normas de Carleson de las medidas respectivamente.
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Demostracion
La existencia de la solucion ya fue demostrada lo que haremos es buscar una
solucion con la cota del teorema. Recordemos que

ob

mf{|| b ||co: bE

1 2
=G} =sull 5= [ Frao ke 1 kb= 1)

F continua en D (por ser G acotada), ademds consideremos k € H} suave
en 0D. Por el corolario 2.3.2 y el teorema de Green tenemos

% F(ek(e?)d) = —/ log(| |)d:L'dy
0 OF ok OF
= 4——+414 l dxd
Ugaz 828‘>0g(| Jdady
iy / () S tog (1 )dady
m |z |
2 , 1
+ —/k(z)G(z)log(—)dxdy
m | 2|
= L+
De la hipédtesis tenemos que
| [ [ OBy || k |1< CoBy (*)
ki ko
De la observaciéon 2.1.1, tenemos que podemos escribir £ = B + = 5 con k;

en H, libre de ceros y por tanto igual a gj con g; € Hy y de norma menor
que 3. Ahora

12 [ KIGE g dndy =1 2 [ 0(:)g) (G EMon(

dxdy
|Z|) |

luego por la desigualdad de Holder tenemos

\/ = [1ger m(é—‘)dxdy\/ - [ 1) P Gl 2 togl oy

Por el lema 2.3.3 la primera expresion es

\/ /\g i) — g;(0) |2 do




que es a su vez menor o igual a v/2 || g; ||o. Por otro lado por la hipétesis la
segunda expresion es menor o igual a Cv/By || g; ||2- En resumen

I, < Civ/ By

De esto ultimo y * tenemos la cota deseada
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Capitulo 3
TEOREMA DE LA CORONA

3.1. TEOREMA DE LA CORONA

Sea Ho, = {F € C(D)/F es analitica y acotada } (subespacio de C'(D)),
normado con || . ||ec= sup{| f(2) |; 2 € D}; méds ain es dlgebra de Banach
(producto usual) conmutativa con unidad sobre C. De la teoria previa ten-
emos que M = Mpy_ es w* compacto en HX (proposicién 1.2.3 ).

Por otro lado para toda f € H, existe m ideal maximal de H., tal que
Ker(f) = m (teorema 1.2.10). Denotemos por PR al conjunto de todos los
ideales maximales en H,, y dotemoslo de la topologia w*.

Sea z en D. Definamos ¥, : H,, — C como V. (f) = f(2). Un simple cdlculo
nos muestra que W, € M, asi que existe m, € R tal que Ker(V,) = m, por
el teorema 1.2.10 (m, esta formado por las funciones en H,., que se anulan
en z). z — m, nos identifica al disco unitario dentro de R. Lo interesante es
que D o digamos un B, es denso en R, eso es lo que dice el Teorema de la
Corona, que mostraremos a continuacion.

Teorema 3.1.1 (Teorema de la Corona)

Sean f1,..., fn € Ho y supongamos que || fr ||< 1 para k = 1,...,n y que
para algin 6 > 0 se tiene que supy, | fr(z) |> § para todo z € D. Eziste un
numero M dependiendo solo de 0 yn tal que g1 f1 + ... + gnfn =1 en D para
algunas funciones g, € Hoo con || gi ||oc< M

Demostracion
Resolveremos el teorema suponiendo que las f; son analiticas en una vecindad
de D. Una vez hecho esto, para las f; analiticas en D tomamos una sucesion
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{r;} decreciente Convergentre a 1y aplicamos el teorema a fi(r;z).
De esta manera existiran g,’ en Ay que en particular cumplirdn en D con

Y flr)g () = 1

Entonces al definir g (2) = lim; ., g,’ () en D, vemos que se tiene el teorema
incluso con las cotas deseadas (pues las cotas de las g,’ no dependen de ;).

Sean ¢;(z) = A para j = 1,....,n en una vecindad de D. Aunque

Yol fr(2)
Jfior+ o+ fapn =1

recordemos que f; no es necesariamente analitica.
Sig; = p;(2) + > i, aji(2) fx(z) para ciertas a;;, con ag; = —aji, entonces

figr + .+ fagn =1

Asi que demostraremos el teorema si logramos encontrar a,; que puedan
hacer analiticas a las g; (y con la cota buscada).

§up0ngamos que ag; = by; — bj,. Para que las g, sean analiticas debe ser
dgi. = 0; supongamos por un momento que

i, _ vk
0z ¥i 0z
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Ahora bien

By Ope) | (D) 91,2
3 = e (MR v )
— 8@52(2) + g (%’( )a(pgz(z) — r( )8%%(,2)) fi(2)
SR 10 e (Z awgf)fk<z>)—a¢g§)< gok<z>fk<z>)
k=1 k=1
_ 0p;(2) ~ Dipi(2) dp;(2)
= e (X azmz))— i
= oY 228 50

Asi que sélo debemos ver que la ecuacion

e _ , O
oz oz
tenga solucion. Estudiemos esto.
n , 1
Como > 20—, | f; > méx(] f; [*) > &%, tendremos que 7 2

(esto nos dice que las ¢; son acotadas)

1

22:1 ‘ fj ‘2

Ahora llamemos G a wj% para los proximos célculos tengamos en cuenta
Z

que

T,
0z

= E’-(abuso de notacién), == =0

0z
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que el modulo de un niimero es igual al de su conjugado y que el modulo de
las f; es menor o igual a 1 siempre.

8%: f_é _ ﬁZfsz/
oz YA (AP

o A
= S STAE T TA PR
A
S SIAE TS 5 PP
1+n
< 2 515 pe
§Z|fl|A6,n

| aﬁpk |2
0z

IN

Z|fl Aén
< 2') 1P (Asn)
= Z | 71, |2 By.s

1
Por el teorema 2.3.3 d\; =| f] |? log(ﬁ
z

cada | € {1,...,n} (f; esta acotada asi que estd en BMO) asi de lo anterior

d)‘jk :| ij \2 lOQ(m

Veamos ahora que d\* =

Jdxdy es medida de Carleson para

)dxdy lo serd también.

0G 1

(ﬁ)dxdy es medida de Carleson tam-

bién. Como utilizaremos la misma técnica, haremos los calculos mas directos.

of; _ 0f;

Para los proximos céalculos tengamos en cuenta que — = — = 0 y que

0z 0z
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ofl
0z
oGy, 380j380k+ Py,

B2 92 0z | 70202
(—EZEﬁ)( i _ﬁmﬁ)
(

=0

DAL)AL A P)?

B (ZREGA) (S AP RS + 200 A (AR
SIAP\ CTAPP (=LA P
Ahora
G ji 2| fi

SR
e I = (Z|f|2)3<|fk|+2|le2)

RS AP A2 A
ST ((Z'fl>(z'ﬁ'>+ SIFIB: )

< Q1 D2ans + Q1 DPbus
< (Z | fi 1))bns

Como antes tedremos que d\* =|

0G 1

| log(‘ ‘)da:dy es medida de Carleson,

lo que quiere decir que por el teorema 2.5.1, nuestra ecuacion tiene solucion.
Veamos que la constante M es universal, esto es depende sélo de n y §. Por
el teorema 2.3.3 se tiene que para todo [ € {1,...,n}

N(dn) < C| fi|[F< 40
C' contante universal. Asi para todo j, k € {1,...,n} se cumple que

N(dAj) < 4nCBy s y N(dN*) < 4nCB,,
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De esta manera || by, ||< K, 5. Entonces

gl < Mo 1+ 1ag Ml el
k

1
S + > by 11+ 11 g 1)
k

O

En general una superficie de Riemann abierta X se dice que satisface el
Teorema de la Corona si para toda coleccién de funciones analiticas acotadas
fi, ., fn en X tales que para algiin § > 0 se cumple que

< filP At fa P2

entonces existen ¢y, ..., g, analiticas acotadas en X tales que

El siguiente teorema nos dice que esto es equivalente a que R — I'(X) es
vacio, donde R es el conjunto de ideales maximales de Hoo(X) y I' es la
identificacién de comienzo de la seccién. (Entre otras superficies de Riemann
que satisfacen el teorema estan las acotadas y algunas clases de dominios
planares.)

Teorema 3.1.2 Las siquientes proposiciones son equivalentes:
1. St m € R entonces existe una red {z,} con | zo |[< 1 y 2o — m en R

2. Si f1, ..., [n € Hoo; supongamos ademdas que || fr ||[< 1 parak=1,...,n
y que para algin 6 > 0 se tiene que supy | fr(z) |> 6 para todo z € D.
Entonces
afi+ .-+ gufn=1en D para algunas funciones g, € H
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Demostracion

(1=2)

Supongamos (2) falso. Sea I = {g1f1 + ... + gnfn € Heo/ g1, ---9n € Hoo}, que
es ideal propio pues 1 no pertenece a I por nuestra suposicion. Como H,
tiene identidad, el teorema 1.1.3 nos dice que I esta contenido en un ideal
maximal digamos m, para este m existe L € M con Ker(L) = m, (ademés
fr(m) = L(fx)) ahora como I C m se tiene que

LO.fi + ...+ 1.fe + ... +0.f,) = 0= L(fx) = fe(m) para todo k
Pero por (1) existe una red {z,} con | z, |< 1y z, — m en R, asi
fr(za) = fe(m) =0
veamos porque esto produce una contradiccion.
Para 0 > 0, existe 7, tal que o > ; implica | fr(z4) |< g Sea entonces

J
v = max{7,} por tanto para o > 7y se tiene | fi(24) |< 5 para todo k.

. )
AST 0 < sup | filza) 1€ 5 (—e).

(2=1)
Supongamos (1) falso, esto es, existe m € R y una vecindad de m V tal que
V N D = (). Por definicién de la topologia w*

V=V (hi,....hy,0) = {z € R:| hp(2) — hp(m) |< 6}

Sean fj, = hy, — hx(m) € Ho, asi para todo z en el disco unitario, se cumple
que | fr(z) |> d para alguna k pues en caso contrario z € V. Entonces por
(2) existen g1, ...,92 € Hy con fi1g1 + ... + fug, = 1, asi que

lo que contradice el que fy(m) = 0 para todo k. Concluimos que (1) se
cumple.

O

3.2. OTROS TEOREMAS DE LA CORONA

La idea ahora es estudiar generalizaciones del teorema o el teorema en
otros contextos. Si nos fijamos bien bajo las hipdtesis del teorema se probd que
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1€ J(f1,..., fn)(el ideal generado por fi, ..., f,), la pregunta légica que sigue
es: dadas f; como en la hipdtesis y ¢ € Huo, con | g(2) |< méax;(| fi(2) |)
entonces (g € J(f1,..., fn)?. La respuesta es negativa, un contraejemplo fue
dado por Rao en 1967 utilizando productos de Blaschke. Pero afirmativa para
g> v bajo ciertas restricciones para g%

Si By, By son dos productos de Blaschke con ceros distintos pero con

0=1uf(| Bi(2) | + | Ba(2) |)

entonces | B1 By |< (| B? |,| B3 |) pero By By no se puede escribir de la forma
9B} + g2 B3

Teorema 3.2.1 Supongamos g, f1, fo € Hs con
19 lloos Il fi lloo< 1y g(2) < méx(] fi [, | fo])

b 2(F £I _ £If
Entonces g* = g1 fi+g2f2 para ciertas g; € Hyo siy s6lo si — = g (hf:— fif>)

7z (AP

tiene solucion acotada unica en D.

bClawe

es medida de Carleson en D con norma de Carleson a lo mds K || f ||+, K
constante universal.

Lema 3.2.1 Si f € Hs, con f(e?) € BMO, entonces

Ydxdy

Teorema 3.2.2 Sean f; como en el Teorema de la Corona y sea ademds
g € Hy, con

| 9(2) I<] f1(2) [+ 4 | fu(2) |
Entonces existen g; € Ho tales que ¢ = g1 f1 + ... + Gnfn.

Demostracion Como en el fondo la demostracion es parecida a la del Teo-

rema de la Corona sélo daremos un esbozo de la demostracién. Al igual que

en el teorema podemos suponer g, f1, ..., f, son analiticas en una vecindad de

D.

Sean ¢; como en el Teorema de la Corona.

Definamos ; = gp; para j = 1,...,n. Estas 1; tienen médulo menor que 1

y son C® en D.

Si conseguimos bj, que hagan analiticas a g; = ¢*; + > p_(bjr — bij) fi

resolveremos el probleranba. Una condicién que garantiza que tales funciones
ik

e — g3ij = Hjj,. Se verifica que
Z

sean analiticas es que
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| Hp P< Cs 3201 ST 1P

1
Asf que | Hjj, |2 log | ‘dmdy es medida de Carleson. Por otro lado
og | z
O0Hy, 0Gy,
—__J* -3 2 /G_ 37k
0z 9gGmt9 0z

v o L IS AT~ ) |
GGkl S TS TR A PP
(/1S 1FD+ (g | ST

S INADTOINADE)

_ Ol RN+ (ST

S TS IAP AP

_ S PR P IT P
: SSINABIOEIRE)

_ Dusld PAEsS TP

: IRIEE

BT A b

|| | fi

G ;
y claramente | 93% < FE. s> | fi|?

H.
0 5 ik logﬁd:cdy es también medida de Carleson
z z

por el lema anterior y el teorema 2.3.3; asi existen soluciones b;;, de la ecuacion
mencionada y por tanto tenemos el teorema.

En conclusion tenemos que

O

A continuacion enunciaremos dos teoremas de la Corona que se encuentra en
la literatura reciente. El primero es una buena extensién del Teorema de la
Corona y el segundo es el teorema en otro contexto.

Se han elegido de manera que se puedan entender sin utilizar teorias mas
alla de la trabajadas hasta ahora. Antes de cada teorema se dardn una serie
de definiciones y notaciones para entenderlo mejor.
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3.2.1. TEOREMA DE LA CORONA H, EN POLIEDROS
ANALITICOS

Definicién 3.2.1 Un dominio acotado {2 C C" es un poliedro analitico
de n funciones si

Q={reC":| fi(z)|<Li=1,..n}

Donde las funciones son analiticas en alguna vecindad de 2. Diremos que €2
es no-degenerado si

Ofi Ao N £0
en {| fi, |= ... =| fi, I= 1}

Teorema 3.2.3 (Teorema de la Corona de Jorgen Boo) Sea Q un poliedro
analitico no-degenerado. Supongamos que f; € Hy (), 1 < i < 'm, satisfacen
que 0 <6 <Y | fi | para algin 6. Para cualquier h € Hy(Q), 1 < p < oo,
existen g; € Hy(Q), 1 <i < m, tales que

h =%l figi

Para la demostracién ver [2]

3.2.2. EL TEOREMA DE LA CORONA EN @,

Definicién 3.2.2 Para p € (0,1) decimos que una medida de Borel positiva
i en D es una p-medida de Carleson si y solo si se cumple que

ap [ L2l i <o

weD

Definicién 3.2.3 Definiremos como Q,, para p € (0,1) como el conjunto de
funciones f € Hy (D) tales que p es p-medida de Carleson, donde

du(2) =| f'(2) | (1~ | 2 [)dA(2)
A la medida de Lebesgue en D

(), es un espacio de Banach con la norma

| f 1= £(0) | +\//D | F'(2) 2 (1= | 2 [)PdA(2) < o0
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Donde A es la medida de Lebesgue en D

Los multiplicadores de un espacio Banach X denotado por M(X) es el
conjunto

{feX:fge X Vge X}

Teorema 3.2.4 (Teorema de la Corona en @, de Jie Xiao) Sea p € (0,1) y
sean fi,..., fn € Qp. Entonces el Teorema de la Corona es soluble en @), sty
solo si f1, ..., fn € M(Q,) y satisfacen la condicion

mf Y | fi(2) >0
i=1

zeD 4

Para la demostracién ver [13].
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