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“SUPERVIVENCIA Y EXTINCION EN UN
MODELO POBLACIONAL DE DOS ESPECIES
EN COMPETENCIA”

RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo es presentar en forma detallada los resulta-
dos obtenidos por Shair Ahmad [1] en su articulo “ON THE NONAUTONOMOUS
VOLTERRA-LOTKA COMPETITION EQUATIONS”.

Consideraremos el sistema

{ u(t) = u®)a(t) = b(t)u(t) — c(t)o(t)]
V(t) = v@)d(t) —e()ult) — f(t)v(?)]

donde a(t),..., f(t) son funciones continuas y acotadas superior e inferiormente por

constantes positivas. demostraremos que cuando se satisfacen las desigualdades

arfr > cudy y budy < apep

entonces la solucién col(u(t),v(t)) con condiciones iniciales positivas tiene el siguiente
comportamiento: una de las especies se extingue <tliglo v(t) = 0) y la otra especie tiende
a u*(t) es decir tli)rglo u(t)—u*(t) = 0, donde u* es la inica solucién acotada de la ecuacién
logistica u/(t) = u(t)[a(t) — b(t)u(t)].

El propésito fundamental es dar una demostracion diferente a la realizada por Rafael
Restrepo [3] en su trabajo titulado “EXTINCION Y SOBREVIVENCIA EN UN SIS-
TEMA LOTKA-VOLTERRA”.

Este trabajo fue presentado en la V Jornada de Investigacion y Postgrado del De-
canato de Ciencias y Tecnologia de la UCLA. Realizado del 11 al 13 de julio del 2007.
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CApriTULO 1
INTRODUCCION

En este trabajo citaremos el sistema Lotka-Volterra, el cual debe su nombre a dos
ilustres personajes.
El primero Alfred James Lotka Matematico estadounidense nacido en Lemberg en el
ano de 1880 y muri6 en Nueva York en 1949. Especializado en estadistica, se le conside-
ra el fundador de la demografia matematica. Estudié la evolucion de las poblaciones y
definié los conceptos de poblacién estable, poblacién estacionaria y tasa de crecimiento

natural. Su obra més importante se titula Teoria analitica de las asociaciones bioldgicas.

El segundo Vito Volterra Fisico matematico italiano nacido en Ancona en 1860 y muere
en Roma en el ano 1940. Catedratico de la Universidad de Roma desde 1900, senador y
presidente de la Academia de Lincei, durante la I Guerra Mundial se alist6 en el cuerpo
de Ingenieros, donde se interesé por la artilleria aire-tierra, asegurandose haber sido
el primero que disparé desde una aeronave. Su oposicién al fascismo y el pretexto de
su origen judio le ocasionaron la expulsion de su catedra y de las sociedades cientifi-
cas italianas, si bien en 1936 el papa le recibié en la Pontificia Academia de Ciencias.
Exiliado a Francia hasta 1939, impartié cursos en distintos paises, entre ellos Espana.
Volterra desarrollé la solucién de ecuaciones integrales de limites variables que lleva
su nombre, y en 1926, sobre un problema de poblaciones de peces, disené la ecuacion
logistica que serviria de base a Alfred J. Lotka (1880-1949) para desarrollar la ley de
crecimiento de dos poblaciones competitivas (por ejemplo, depredadores y presas), ex-
presada como sistema de doble ecuacién diferencial (ecuaciones de Lotka-Volterra). Sus

Obras matematicas (Roma, 1954-62) se publicaron en 5 volumenes.
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En este trabajo haremos en primer lugar un estudio detallado sobre la ecuacion
logistica
u'(t) = u(t)a — bu(t)],
demostrando algunos teoremas y proposiciones que describiran las soluciones de dicha

ecuacion.

Seguidamente extenderemos el estudio sobre el sistema Lotka-Volterra

{ W(t) = u(t)[a—bu(t) — co(t)],

(1.1)
v'(t) = w(t)[d —eu(t) - fo(t)],

donde a, ..., f son constantes positivas.

El sistema (1.1) postula lo siguiente:

= Cada una de las especies, en ausencia de la otra, tiene un crecimiento determinado

por una ecuacién logistica.

= Cada especie compite por un recurso compartido y por lo tanto infiere con el
crecimiento de la otra. Asi, la presencia de cada especie influye de manera negativa

en la tasa de crecimiento de la otra.
Mas especificamente una interpretacion de las constantes a, ..., f es la siguiente:
= a y d representan la razon de crecimiento de las especies v y v respectivamente.

= by e representan la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie

tiene sobre su propia tasa de crecimiento.

= ¢y f representan la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie

tiene sobre la otra.

En el capitulo 4 probaremos la existencia y unicidad de puntos de equilibrio positivos
de la solucién del sistema (1.1), su monotonia, su convergencia hacia algin punto de
equilibrio, entre otros resultados, los cuales se encuentran en el texto: “ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS” de Antonio Tineo y Jesus Rivero [6].

Para finalizar en el capitulo 5 generalizaremos el sistema (1.1) cambiando las con-

stantes a, ..., f por funciones a(t),..., f(t) que sean continuas y acotadas superior e
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inferiormente por constantes positivas. Esto fue considerado por Shair Ahmad [1] en
su articulo “ON THE NONAUTONOMOUS VOLTERRA-LOTKA COMPETITION
EQUATIONS” en el cual se demuestra que bajo ciertas condiciones una de las especies
se extingue y la otra se estabiliza a medida que pasa el tiempo a la solucion de una

ecuacion logistica.



CAPITULO 2
PRELIMINARES

En este capitulo presentaremos algunas definiciones y resultados que seran necesarios
en el desarrollo del presente trabajo. Tales resultados son obtenidos principalmente de

2], [4], [5] ¥ [6] y sus pruebas pueden ser vistas alli.

Definicién 2.1. Sea n > 1 un entero. Una ecuacion diferencial ordinaria de

orden n es una expresion de la forma

y™ =F(t,y,y,...,.y"), (2.1)

donde F': W — RP es una funcién continua definida en un abierto W de R x R? x - - - x
RP = R x R". Cuando p = 1 se dice que (2.1) es una ecuacién escalar, mientras que

si ' no depende de la variable t se dice que (2.1) es un sistema auténomo.

Definicién 2.2. Una solucion de (2.1) es una funcién v : I — R? de clase C™ definida

en un intervalo abierto I de R tal que para todo t € I:
(1) (t,v(t),...,0" ) e W.

(2) v™(t) = F(t,v(t),..., 0™ (1)).

Definicién 2.3. Sea (to, v, - - - ,y(()"_l)) € W. La expresion

y(n) = F(t’ y? tet ’y(nil));
(n—1)

Y (2.2)
?/(to) = Yo, ---»Y (tO) = %Yo )

es llamada un problema a wvalores iniciales (algunas veces denotado PVI). Una

solucion de (2.2) es una funcién v : I — RP tal que:

(3) v es solucién de (2.1);to € I;  v(to) = yo, ..., v D(ty) = y(()n_l)
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Definicién 2.4. Diremos que F es localmente Lipschitziana en x, si dado (tg, ) €

W, existe un rectangulo R centrado en (o, o) y una constante L > 0 tal que
|1F(t,x) = F(t,y)ll < Lllz —yll, V(tz), (ty)eR (2.3)

Teorema 2.1 (Unicidad). Supongamos que F' es localmente Lipschitziana en x y sean

u:l —R" v:J— R" soluciones de

= F(t,x), (2.4)
que coinciden en algun punto. Entonces u =v en I N J.
Demostracion. Ver [6] capitulo 4 pagina 69.

Teorema 2.2 (Existencia). Supongamos que F' es localmente Lipschitziana en x. Sea
(to,x0) € W y sea R = [to — 6,1y + 0] x B(zg,7) un rectingulo en W tal que el problema
a valores iniciales

¥ =F(tx); x(t) = xo, (2.5)
es satisfecha para algun L > 0. Entonces el problema (2.5) posee una solucion definida
en (to — o, tg — a) donde o = méx{d,r/M} y M > max{||F(t,z)| : (t,z) € R}

Demostracion. Ver [6] capitulo 4 pagina 70.

Teorema 2.3. Sea u : (o, ) — R" una solucion de (2.4) tal que B < o0o. Suponga-
mos también que existe una sucesion (t,) en («, ) convergiendo a (3, tal que (u(ty,))
converge a un punto x, de R™. Si (3, xz,) € W entonces u es prolongable a derecha; es

decir, (2.4) posee una solucion w : I — R™ tal que (o, 8] C I.

Demostracion. Ver [6] capitulo 4 pagina 72.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Seau : (o, ) — R"™ una solucidn de la ecuacion diferencial x' = F(t, x)
y supongamos que existe ty € (a,3) y un conjunto K C W tal que (t,u(t)) € K si
t € [to, 3). Entonces u es prolongable a derecha.

Demostracion. Ver [6] capitulo 4 pagina 72.
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Teorema 2.4 (Teorema del Valor Medio de Lagrange). Sea f una funcion tal que:

1. f es continua en el intervalo cerrado |a, b

2. [ es diferenciable en el intervalo abierto (a,b)

Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) — f(a)

flle) = Ho =

Demostracion. Ver [4] capitulo 5 pagina 289.
Teorema 2.5 (Teorema del Valor Intermedio). Si f es una funcion continua en un

intervalo cerrado [a,b] y k es un nimero que estd estrictamente entre f(a) y f(b), es

decir
fla) <k < f(b) 6 f(b) <k < [fla)
Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que
fle) =k
Demostracion. Ver [4] capitulo 2 pagina 116.

Teorema 2.6. Toda sucesion acotada de numeros reales posee una subsucesion conver-

gente.

Demostracion. Ver [2] capitulo 4 pagina 96.

Teorema 2.7. Si lim z,, = a entonces toda subsucesion de (x,) converge al limite a.
n—oo

Demostracion. Ver [2] capitulo 4 pagina 85.

Teorema 2.8. Sea f, : Q) = E, n=0,1,... una sucesion de funciones sobre el abierto
Q de R x E tal que f, converge a fo uniformemente sobre cada compacto de €). Sea

(tn, zn) una sucesion de puntos de Q0 que convergen a (tg, zo). Suponga que
o= fult,x), z(t,) =z, n=01,...

tiene una solucion mazimal @, sobre el intervalo mazimo I, = (w_(n),wy(n)). Sea
[a,b] C Iy = (w—(0),w(0)). Entonces existe ng = ng(a,b) tal que para n > ngy, I, D

[a,b] y onlla,b] — wolla, b] uniformemente.

Demostracion. Ver [5] capitulo 1 pagina 35.



CapriTULO 3
MODELO LOGIiSTICO

Consideremos la ecuacién diferencial 2’ = x[a — bz] donde a, b son constantes, b > 0.
Esta ecuacion modela la evolucién temporal del nimero de individuos de una especie
x(t), la cual tiene un crecimiento limitado en el sentido que al sobrepasar el nimero de

individuos una cantidad determinada, la tasa de crecimiento 2'(¢) se hace negativa.

Observacion 3.1. Si w es una solucién de la ecuacion logistica y w(ty) = 0 para algun

ty, entonces w = 0.

Demostracion. Para cada t en el dominio de la soluciéon, hagamos

Q(t) = a — bw(t). Observe que w es solucién de ' = Q(t)w(t) y viene dada por
w(t) = w(tg)eftto Qs gt e dom(w)

esto se obtiene aplicando el método de separacién de variables. Pero como w(ty) = 0 se

sigue que w =0 0

De la observacién anterior se tiene que si w(ty) > 0 para algin ty, entonces w(t) > 0

para todo t en el dominio de la solucién.

Proposicién 3.1. Siw es una solucion de la ecuacion logistica tal que w(ty) = xo y si

a es positivo, entonces

azroe™
w(t + to) = 0

3.1
a — bxrg + brge™ (3.1)

Demostracion. Basta con aplicar el método de separacion de variables y darse cuenta

que

o aw(r) — bw(7)” a to

/t dw(T) In(w(r)) — In(—a + bw(r)) |

luego agrupando de manera conveniente y recordando que w(ty) = xq se tiene lo que se

quiere. ]
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Como consecuencia inmediata de la proposicion anterior se tiene el siguiente coro-

lario.

Corolario 3.1.

1. w(t) — a/bsit — oo

2. w(t) esta acotada en [ty, 00)

3. 0 <zg <a/b= w esta definida en todo R
4. w(t) — 0 cuando t — —o0

Demostracion.

1. Basta multiplicar y dividir por e~ en (3.1) y luego tomar limite cuando ¢ — oo,

para obtener el resultado.

2. Como th’m w(t) = % & Ve > 0,3t >0tq t >t = |w(t)—a/bl <e, esto es
—e+a/b<w(t) <e+a/by como w es continua en [ty, ;] entonces w alcanza un

méximo y un minimo alli, digamos M, asi basta tomar M = max{M;,e+a/b} > 0

3. Como 0 < zg < a/b=0<bryg<a= a—bryg>0. Ahora bien,
t >ty = at > atg = e > e¥0 = he® > e = q—bxg+be™ > a—Dbxy+be?® > 0

por tanto de (3.1), concluimos que w esta definida para todo R.
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4. De (3.1) es claro que w(t) — 0 cuando t — —oo.
0

Proposicién 3.2. Seau : I — (0,00) una funcién de clase C' definida en un intervalo
abierto I, tal que u' < ula — bu]. Si w(ty) > u(ty) para algin ty en I, entonces w > u

en I N [ty, 00)

Demostracion. Se desea probar que w(ty) > u(ty) = w(t) > u(t), Vt € I N [ty,0),
para ello supongamos que 3t; € I N [ty,00) con t; > to tal que w(t) > u(t) para todo
t € [to,t1) y w(ty) = u(ty). Ahora bien, Vt € [tg, t2) se tiene

wity)

uity)

e

w(t) >u(t) = w(t)—w(ty) > u(t) —u(t)
w(t) —w(t) _ u(t) —u(t)

= <
t— tl t— tl
S g ) —w(ty) < lfm u(t) = ulh)
t—t] t— 1 t—ty t—1
= w. () <u_(t)
= w'(ty) < u'(h) < ulty)[a — bu(ty)]
= w'(t) <w(ty)a — bw(t)]
= w'(t1) <w'(ty)

lo cual es una contradiccién.
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10

Graficamente ocurre lo siguiente:

Wit —————
m

A —Wﬂ—

10



CaApriTULO 4

MODELO COMPETITIVO CON
COEFICIENTES CONSTANTES

En este capitulo estudiaremos el sistema

{ ¥ = zxla—br— cyl

4.1
Yy = yld—ex— fyl b

donde a, b, c,d,e y f son nimeros reales positivos. Este sistema modela la interaccién
que se produce entre dos especies biolégicas cuya poblacién (o densidad de poblacion)

en el tiempo ¢ es expresada por z(t) y y(t). El modelo postula lo siguiente:

= Cada una de las poblaciones en ausencia de la otra, tiene un crecimiento deter-

minado por una ecuacion logistica.

= Cada poblaciéon compite por un recurso compartido y por lo tanto infiere en el

crecimiento de la otra especie de manera negativa.
El dominio de una solucién maximal (u,v) de (4.1) serd denotado por dom(u,v).

Definicién 4.1. Un Punto de Equilibrio o Critico es un punto z, € U tal que
f(zy) =0, donde 2’ = f(z).

Nota 1. En nuestro caso los tinicos puntos de equilibrio del sistema (4.1) en la frontera

d
del primer cuadrante del plano zy son: (0,0), <%, O) y <O, ?) .

Observacién 4.1. Sea (x4,y,) el tnico punto critico de (4.1), entonces (x4,y,) es

. . . f(a d d a
positivo, si, y solo si | — — — —-—=1]1>0
b e f c

11
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Demostracion. (=) Consideremos el sistema

{ ¥ = xfa—br—cyl,
y = yld—ex— fyl,
y hagamos f(x,y) = x[a —bx — cy| y g(x,y) = y[d — ex — fy], como (z,,y,) es el Gnico

punto critico de (4.1), entonces por la regla de Cramer se tiene que el sistema

br, +cy., = a,
exy + fy., = d,
tiene solucion unica y viene dada por

_af —cd bd — ea

0<x, = 0<y, =
. bf — ec Y Y

d
Ast af —ecd > 0 y por lo tanto (? — E) < 0y como bd — ea > 0 se tiene que
c

a d
(— — —) < 0, de lo anterior se sigue que:

b e
d «a a d
(?_E)<3_E>>O'

—cd bd —
af —¢ Y Y = % con bf — ec # 0, esto implica que
bf —ec bf —ec

T (bf —ec)=af —cd 'y y(bf —ec)=bd— ea,

(<) Sabemos que x, =

Por lo tanto
2,9, (bf — ec)® = afbd — a*fe — d*cb + cdae > 0 (por hipbtesis)

Asi, x,y, > 0. Supongamos que x, < 0y y, < 0, esto implica de la ecuacion bx,+cy, = a

que a es negativo lo cual es una contradiccién, por lo tanto x, > 0y y, > 0. O]
Proposicién 4.1. Sity € dom(u,v), entonces (u,v) esta definida y acotado en [to, o0)

Demostracion. Si v > 0 entonces u' < ula — bul.

Sea w una solucién de la ecuacién logistica @’ = x[a — bx] tal que w(ty) > u(ty). Por
la proposicién anterior (3.2) se tiene que u < w en J := dom(u,v) N [ty, 00), asi u esta
acotada en J, de manera andloga se prueba que v también esta acotada en J. Luego,
como por el teorema (2.1) la solucién (u,v) es prolongable a derecha se puede concluir

que (u,v) esta definida en [tg, 00) O

12
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(a9 N

Teorema 4.1. Si (u,v) no es constante y u'(ty)v'(tg) < 0 para algin t,, entonces

w'v' < 0 sobre (ty,00)

Demostracion. Supongamos primero que u/(tg)v'(ty) < 0, sin perdida de generalidad
podemos suponer que v'(tg) < 0 < u/(tg), se quiere probar que v/ < 0 < v’ en (tg, ).

Supongamos por reduccion al absurdo que, existe t; > ¢y tal que

u'(t) >0>0'(t) Vte (to,t1) y u(t1)v'(t1)=0. (4.2)

Estudiemos el caso cuando v’

(t1) = 0, el otro es andlogo. Como (u,v) no es constante,
entonces u/(t1) # 0y por (4.2) «'(¢;) > 0. De igual forma se tiene que v” > 0. Por otra
parte de (4.1) se tiene que v”(t;) = —ew/(t1)v(t1) < 0, lo cual es una contradiccion.
Supongamos ahora que u/(t)v'(tg) = 0. Sin perdida de generalidad consideremos que
V'(tg) = 0 y razonando como antes tenemos que u'(ty) # 0y v"(tg) = —eu/(to)v(to).
Nos ocuparemos solo del caso u/(ty) > 0, en este caso v”(ty) < 0 y por tanto v’ < 0 en
(to,t1) para algun t; > ty. Como u'(ty) > 0 podemos disminuir el tamano de ¢; si fuera
necesario hasta tener que v’ > 0 en (tg,t;). Luego «/(7)v'(7) < 0 para todo 7 € (o, 1)

y por el primer caso se sigue que v'v' < 0 en [T, 00). ]

Corolario 4.1. Sean f,g : R? — R de clase C* con derivadas parciales negativas
y sea (u,v) una solucidn positiva del sistema ' = xf(z,y); v = yg(z,y) tal que

U (to)v' (to) < 0 para algin to, entonces u'v' < 0 en dom(u,v) N [ty, 00).

13



CAPITULO 4. Modelo Competitivo con coeficientes constantes 14

Demostracion. Como u y v son soluciones positivas y f y ¢ tienen derivadas parciales

negativas, entonces

0 = W(to)v'(to) = wulto)v(to)f(ulto), v(to))g(ulto),v(to))

0 = flu(to),v(to))g(u(to), v(to))

0 > flulto),v(to))g(ulto), v(to))

por lo tanto u'(tg) = u(ty)f(u(to),v(ts)) # 0, esto es, u'(ty) # 0 y esto implica que

u(to) no es constante y por la continuidad de u se sigue que esta no es constante en un

~— ~—

entorno de ty. Andlogamente para v. Luego, por el Teorema (4.1) se tiene que u'v’ < 0
sobre dom(u,v) N [ty, 00). O

Corolario 4.2. Si (u,v) no es constante, entonces u'v' > 0 ¢ existe tog > 0 tal que

"' <0 en (ty,0).

Demostracion. Supongamos que existe o > 0 tal que u'(¢9)v'(to) < 0. Asi (u,v) no es
constante y u'(t9)v'(ty) < 0 para algin t, > 0, entonces por el teorema (4.1) se tiene

que u'v" < 0 sobre (g, 00). O

Teorema 4.2. Si (u,v) es una solucion positiva de (4.1), entonces (u(t),v(t)) —
(0,%0) cuando t — oo para algin punto critico (xg,yo) de (4.1) en el primer cuad-

rante de R?.

Demostracion. Si (u,v) es constante no hay nada que probar.

Si (u, v) no es constante, entonces por el corolario (4.2) se tiene que u y v son monétonas
en un intervalo de la forma [tg, 00). Luego, por la proposicién (4.1) estas son acotadas,
por lo tanto u(t) — xo y v(t) — yo cuando t — oo para algin par de puntos zg y yo.
Veamos ahora que xg v yp son puntos criticos, en efecto

Dado n € N fijo, como u(t) es continua en [n,n + 1] y diferenciable en (n,n + 1)
entonces por el Teorema 2.4 existe 0,, € (n,n + 1) tal que v/(0,) = u(n +1) —u(n) y
lim «/(0,) = hm ( (n+1) —u(n)) = 0. Este argumento también vale para v(t). Asi

(O> hm( ) 11m< u(@n),v(en))>:

0) nox n=oe \ g(u(Bn), v(0n)
Tim f(u(@n),0(00) | FClim u(6,), i o(6,)) _<f<xo,yo>>
Tim g(u(6),0(0,) |\ g(lim u(6,), lim v(6,) |\ g(xo, p0)
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Teorema 4.3. Sea (u,v) una solucion positiva de (4.1), entonces

limu(t) >0 o limw(t) >0

t—00 t—o00
Demostracion. Supongamos que th u(t) <0y th v(t) <0, como (u,v) es positiva,
—00 —00
entonces u(t) — 0y v(t) — 0 cuando ¢ — oo, entonces existe to > 0 tal que

a—bu(t) — cu(t) > g,

sobre (tg, 00), ya que th l[a—bu(t)—cv(t)] = a entonces para cualquier € > 0, particular
para € = g, existe tp > 0 tal que si t > ¢y, se tiene que |a — bu(t) — cv(t) — a|] < €, esto

es, —¢ < —bu(t) — cv(t) < € es decir,

—g < —bu(t) — cv(t) <

Y

N

y al sumar a se tiene que

g < a—bu(t) — cv(t)

multiplicando por u(t) se sigue que

u(t)a

W' (t) = u(t)|a — bu(t) — cv(t)] > 5

sobre (g, 00)

Ahora bien, como

N2
|8
2N
V
g\“
— N
Y
\]

lim Inwu(t) > tlim <ln u(to) + (t — to)—> =00

t—o00

lim Inu(t) = oo

t—o00

lim u(t) = oo

t—o00

Ll

esto es una contradiccion, ya que de la proposicion (4.1) se tiene que u(t) es acotada. [

15
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Teorema 4.4.

(a) Si — > —, entonces lim u(t) > 0

t—o00

ole

|

(b) Si — > —, entonces lim v(t) >0

t—o00

SESE
SRS

1 ae
Demostracion. Hagamos k = 5 (d — —) >0
Fijemos tg € dom(u,v) y sea w una solucién de la ecuacién logistica tal que
w(ty) > u(ty), por la proposicién (3.2) se tiene que u < w en (g, 00)

Afirmacion: u(t) < % + — en [t,00), para algin t; > t.
e

a
en efecto, como th’m w(t) = 7 entonces para cualquier ¢ > 0, en particular para
—00
a
e = — > 0 se tiene que, existe t; > tg tal que si t > t;, entonces ’w(t) — Z‘ < € esto es,
e

a a a a k
—e < w(t) — ; <ces decir, 5 €< w(t) < 7 + ¢, por lo tanto u(t) < w(t) < 7 + —.
e

De aca se tiene que

V() > fu(t) [; - fu(t)]

en (t,00), esto ya que

V(1) = v(B)]d — eu(t) — fo(t)] > v(t) [d - % - fv(t)}

esto implica que

(1) > v(O)lk — Fol)] = fot) [; - v<t>]

Sea ahora z(t) una solucién positiva de la ecuacién

k
10 = ) | = (0]
tal que z(t1) < v(t1), por la proposiciéon (3.2) se tiene que z < v en [t;,00) y como
k

lim z(t) = — entonces
t—oo f

k

R ’ < ’

0= =l = fiy o)

esto quiere decir que th’m v(t) > 0. O

16



CAPITULO 5

MODELO COMPETITIVO CON
COEFICIENTES VARIABLES

En este capitulo estudiaremos el sistema

{ W(t) = u(t)[a(t) = b(t)u(t) — c(t)v(t)] (5.1)
v'(t) = v)[d(t) — e(t)ult) — f(H)v(t)]
bajo la siguiente suposicién:!

arfr > cudy y budy < ager (5.2)
Lema 5.1. Supongamos que a(t), ..., f(t) son funciones continuas y acotadas por enci-

ma y por debajo por constantes positivas sobre (—oo, 00), entonces el primer cuadrante
del plano u,v es invariante bajo el sistema (5.1), es decir si (u(t),v(t)) denota una
solucion de (5.1), entonces se cumple lo siguiente: Si u(ty) > 0 y v(ty) > 0, entonces

u(t) >0 yv(t) >0 para todo t > 1.
Demostracion. Existen cuatro posibles casos.
(i) u(to) =v(ty) =0

(i1) u(to) =0y v(ty) >0

(i11) u(to) >0y v(ty) =0

(iv) u(ty) >0y v(ty) >0

Caso (i) Es claro que col(u(t),v(t)) = col(0,0) es una solucién del sistema (5.1) con las

condiciones iniciales u(ty) = 0y v(ty) = 0, asi por el Teorema de existencia y unicidad

! Dada una funcién h(t), hz, denotard inf{h(t) : —oo < t < oo}, y has denotard
sup{h(t) : —oo < t < oo}

17



CAPITULO 5. Modelo Competitivo con coeficientes variables 18

(Teoremas 2.2 y 2.1) u(t) = 0 y v(t) = 0 para todo t > t,.

Caso (ii) Si u(ty) = 0y v(ty) > 0 entonces el sistema (5.1) se convierte en

{u’(to) =0
V'(to) = w(to)ld(to) — f(to)v(to)]

cuya solucion tiene la forma col(u(t), v(t)) = col(0,w(t)), donde w(t) es la solucién de
la ecuacién logistica w'(t) = w(t)[d(t) — f(t)w(t)] con w(ty) = v(ty) > 0, asi por la
observacién (3.1) v(t) > 0 para todo t > tg, por lo tanto u(t) = 0 y v(t) > 0 para todo
t > to. En otras palabras la érbita permanece en la parte positiva del eje v, es decir en
el primer cuadrante.
Caso (iii) Similar al caso anterior.
Caso (iv) Se desea probar que si u(tg) > 0y v(tp) > 0, entonces u(t) > 0y v(t) > 0
para todo t > ty. Supongamos lo contrario, es decir que existe t; > to tal que u(t) > 0
y v(t) > 0 para todo t € [to,t1) y u(t1) =0 o v(t1) = 0, (¢; es el primer tiempo con esa
propiedad).
Ahora si u(t;) = 0, entonces por el teorema de existencia y unicidad, existe § > 0
)

col(u(t),v(t)) = col(0, z(t)), donde z(t) es la solucién del problema con valor inicial

tal que u(t) = 0 pata todo t € (t; — 0,11 + 0) es decir para t > t; — 0 se tiene que

Asi tenemos que ¢ no es el primer tiempo con la propiedad de que u(t;) = 0, esto es
una contradiccién, por lo tanto lo supuesto es falso y en consecuencia u(t) > 0 para

todo t > tg. De manera similar se prueba que v(t) > 0 para todo ¢t > t. ]

Lema 5.2. Si las funciones a(t), ..., f(t) son continuas y acotadas por encima y por
debajo por constantes positivas en (—00,00), entonces las soluciones de (5.1) con las

condiciones iniciales positivas en ty, son acotadas en el intervalo [to, 00).

Demostracion. Sea col(u(t),v(t)) una solucién del sistema (5.1) con u(tg) > 0y v(ty) >

0, por el lema (5.1) u(t) > 0y v(t) > 0 para todo t > t,. Falta probar que estan acotadas
d
superiormente. Hagamos M; > méx{C;—M,u(to) >0y My > méx{f—M,v(to)} > 0,

L L
como M; > u(ty), entonces por la continuidad de u existe un entorno de ty de la forma

18



CAPITULO 5. Modelo Competitivo con coeficientes variables 19

i [ | kY 5
I W I /!
£ -4 4 h+ &

[to, to + €) para algin & > 0 donde M; > u(t) para todo t € [to, to + €).
Afirmacion: u(t) < M, para todo t € [tg, 00).
En efecto: Supongamos lo contrario, es decir que existe t; > to tal que u(t) < M; para

todo t € [to,t1) v u(ty) = M, luego

u'(t;) = lim
( 1) t—t; t— tl t—ty t— tl -

es decir u/(t1) > 0, por otro lado tenemos que

W(t) = ult)a(ts) — b(t)u(tr) — c(t)v(t)]
Mifa(ty) = b(t1) My — c(t1)v(th)]
Mifa(ty) — b(t1) Mi]

Milay — bp M)

IA

VAN

— Mb, {“—M - Ml] <0
br,

por lo tanto 0 < u/(t;) < 0, esto es una contradiccién y en consecuencia u(t) < M; para
todo t € [tg, 00).
Andlogamente se prueba que v(t) < M para todo t € [tg, 00). O

Lema 5.3. Supongamos que la funcion f: (a,00) — R es diferenciable y acotada en

(v, 00), entonces existen sucesiones (1,) /" oo y (0,) / oo tales que

lim f(7,) = tlirg sup f(t) = ?7 lim f/(Tn) =0

lim f(6,) = lim fnf f(t) = f,  Tim f(6,) = 0

19



CAPITULO 5. Modelo Competitivo con coeficientes variables 20

Demostracién. Siempre se cumple que f = th inf f(t) < th’m sup f(t) = f. Hagamos
un estudio por casos. Supongamos primero que f = f, en este caso th’m f(t) existe y
th’m fit)=f= f, tomemos ahora una sucesién (¢,) en (o, 0o) tal que

lim tn+1 — tn =0
n—00

Ahora bien, por el Teorema del valor medio de Lagrange (Teorema 2.4) existe una

sucesion (1,,) tal que 7, € (tn,tni1) v

ftni1) = f(tn)

tn+1 - tn

fi(ma) =

Y

1
Ademas, como f es acotada y dado que lim ¢, —t, = 0o, entonces lim —— =0
N—00 n—0o0 tpi1 — Ty

y asi lim f'(7,) = 0, por lo tanto lim f(7,) = th fity=f= fy lim f(r,) = 0. En

este caso las sucesiones (7,,) v (6,,) coinciden.

Si f < f, entonces para cada \ € (f, f), existen t1,t, y t3 tales que o < ¢ <ty < t3
y satisfacen que f(t1) = A, f(t2) > Ay f(t3) = A
En efecto: recordemos primero que si A < xll_{go sup f(z) = A1'4n>f0 5;1]\1)4 f(z), entonces existe
M >0y existe un 2o > M tal que f(zo) > A. En nuestro caso si A > f entonces existe
zg > M >0 (M > «) tal que f(xy) < A. Ahora veamos lim sup f(z) = inf sup f(x),

T—00 20>0 y>g
luego si A < f entonces existe x; > xy > 0 tal que f(z;) > Ay por el Teo;erila del
Valor Intermedio (Teorema 2.5) existe x5 € (xg, ;1) tal que f(z3) = A. miremos ahora
xh_)rglo inf f(z) = :1u>% xlllsflf(x), ahora si A > f entonces existe x3 > z; > 0 tal que
f(z3) < A nuevamente por el Teorema del Valor Intermedio existe x4 € (z1,x3) tal
que f(xy) = A. Hagamos t; = z9, to = 1 y t3 = x4 asi existe t; < ty < t3 tales que
ft) =X, fta) > Ay f(ts) = A
Ahora como f es continua y f(ta) > A = f(t1) = f(t3), entonces existe 7 € (t1,13)

de tal manera que f(71) es un maximo de f y como f es diferenciable se tiene que

20
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f'(m1) = 0. Ahora consideremos una sucesién creciente (A,),>1, tal que f=1lm M\ y
_ n—oo
f < An < f, por lo anterior existen sucesiones crecientes (t,) y (7,) tales que 7, > t,, /

00, f(7n) > f(tn) = An. Luego,

f=lim A\, = lim f(¢,) = lm inf f(¢,)

n—oo n—oo n—oo
lim inf f(7,)
n—oo
lim sup f(7,)
n—oo

f

VAN VA

IA

esto es una sucesion creciente (7,,) tal que lim f(7,) = fy lim f'(7,) = 0.
Para encontrar la sucesién (6,) basta con hacer el mismo anélisis anterior pero para

() = —f(t) =

Lema 5.4. Sea col(u(t),v(t)) una solucién de (5.1) tal que u(to) > 0 y v(ty) > 0.

Siu(t) > e en [ty,00) para algin € > 0, entonces lim v(t) = 0.

t—o0
Demostracion. Por el lema (5.2) u(t) y v(t) son acotadas para todo t > tg y como
u(to) > 0y v(ty) > 0 entonces u(t) > 0y wv(t) > 0 paratodot > ty. Sean u = tlggo inf u(t)
yU= tlg?o supv(t), como v(t) > 0 para todo t > t, entonces, v > v = tlir?o info(t) >0,
es decir 0 < v < v. Basta con probar que v =0yaque 0 <v<v=0=v=v=0de

acd que, th’m v(t) = 0.

21
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Probemos que ¥ = 0, para ello supongamos lo contrario, es decir que? 7 > 0.
Como u(t) y v(t) son funciones acotadas y diferenciables para todo t > t(, entonces por

el lema (5.3) existen sucesiones (7,) y (6,) tales que

lim 7, = oo, lim 6,, = o¢
n—oo n—oo

lim /(7,) =0, lim v'(6,) =0
n—oo n—oo

lim u(7,) = u, lim v(0,) =0
n—oo n—oo

Como u(#,,) es una sucesién acotada, entonces por el Teorema 2.6 u(6,,) posee una sub-
sucesién convergente digamos u(6,, ) tal que ka u(0y, ) = 61,y por el mismo argumento
—00
v(7,) posee una subsucesién convergente digamos v(7,, ) tal que kh'rn v(7y,, ) = 0o, ahora
— 00

como lim u(7,) = u, entonces toda subsucesion de ella converge al mismo limite (por el

n—oo

Teorema 2.7), es decir kh’m u(7y, ) = u, de igual forma ka v(0,,) =1, klim U (7,) =0

y lim v'(6,,) = 0. Luego, de la definicién de limite superior e inferior se tiene que

k—oo

u<bth <uyv<0, <v. Asi
u(m) = u(m)la(ma) = b(r)u(ma) — c(m) ()]
W(r) = u(ma)lar — byu(r,) — cav(7y)]
tomando limite cuando n — oo se tiene que
0> ular — byu — cpbs] = ular, — byu — cpv],

como u > ¢ > 0, entonces 0 > ay, — byyu — cpv y ast ap, < byu + cpv.

Por otro lado
V() = 0(0)[d(0n) — e(On)u(0n) = f(On)v(6n)]
V'(0,) < v(0n)[dy — epu(6n) — frv(0,)]
tomando limite cuando n — oo resulta
0 <oldy — epbh — frv] < vldy — epu — fL7),
y como v > 0, entonces dy; — eru+ frv > 0, es decir dy, > epu + fLv, asi tenemos que
a;, < byu-+cyv (5.3)

dM > esz_L—l—fLﬁ (54)

2 Como v(t) representa poblacién, esta no puede ser negativa.
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Ahora bien multiplicando (5.3) por fr y (5.4) por —cy; se tiene

arfr < bufru+ frem® (5.5)

—CMdm S —CMGLQ—fLCMﬁ (56)

sumando ahora (5.5) y (5.6) se tiene que

arfr —emdy < u(bamfr — caer)

1
O equivalentemente multiplicando y dividiendo por — tenemos

fr
Iz (CLL - CA?LZM)

(CLL — CAZZM) < u (bM — C]\;EL>

IN

u(bar fr — cver)

Pero
ey d a —cypd
aL_MM:LfL MAM
Jr IL
yva que ar, fr, — cydpyr > 0y como u > € > 0 entonces
cue
by — 2L >0
Jr

o bien by fr, — cprer, > 0. Por otro lado, si multiplicamos (5.3) por —ey y (5.4) por by,

se tiene que

—erar, Z —eLng - eLcMﬂ (57)

bMdM > €LbMQ_L+beL@ (58)

ahora sumando (5.7) y (5.8) se tiene que by dy — epar > (b fr — epcar) pero
brydy —erar, < 0 por (5.2), asi v[bas fr. —ercar] <0,y como by fr — carer, > 0, entonces
v < 0 esto contradice el hecho de que ¥ > 0, en consecuencia lo supuesto es falso y por

lo tanto © = 0. Esto prueba que 1th’rn v(t) = 0. O

d
Lema 5.5. Sea k y ¢ numeros tales que k > —M, e>0wyap—bye—cyk >0.5
L
col(u(t),v(t)) es solucion de (5.1) tal que u(ty) =€ y v(tg) = k, entonces lim v(t) =0

t—o00
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Demostracion. Tenemos que:

u'(to) = u(to)]a(te) — blto)u(to) — c(to)(to)]
ela(to) — b(to)e — c(to)k]
[

elap, — bye — epk] >0

v

V'(to) = V(to)[d(to) — e(to)u(to) — f(to)v(to)]
= k’ d(to) — €(t0)€ — f(to)k]
dy — ere — ka]

dM — €r¢ — dM]

IN
>

k

A

[
[
[
[

kl—ere] = —kere <0

En consecuencia, u'(tg) > 0y v'(tp) < 0. Observe que u(t) > ¢ y v(t) < k para
t > to y suficientemente cerca, en efecto, como u'(tg) > 0, entonces u'(¢) > 0 para todo
t € (ty — d1,to + 1), para algin 0, > 0, es decir u(t) es estrictamente creciente sobre
(to — O1,t9 + 61) y como u(ty) = €, entonces para t > t, se tiene que u(t) > u(ty) = ¢,
por lo tanto @(t) > e sobre (ty — 01, %o + d1).

Analogamente, v'(ty) < 0, entonces v'(t) < 0 para todo t € (tyg — d2,tp + 62), para
algin 2 > 0, es decir v(¢) es estrictamente decreciente sobre (tg — da, %y + d2) y como
v(ty) = k, entonces para t > t, se tiene que v(t) < v(ty) = k, por lo tanto v(t) < k
sobre (tg — 02, to + O2).

Afirmacion: u(t) > ey v(t) < k para todo t > t.

En efecto, supongamos lo contrario, es decir que existe ¢ > to tal que u(t) > ey v(t) < k

para todo t € (to, ) y
(a) u(t) =¢
(b) v(t) =k

Supongamos primero que (a) vale, de acd se tiene que @'(f) < 0, en efecto,

_ u(t) —u(t u(t) —
F) = 1 2D U0 D —E
t—t t—1 t—t t—t
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Pero, por otro lado,

0> @) = @(B)a(f) - bDa(k) - @i
a(f) - b(D)e — (DB (D)

[
[(IL — bME — CM’U(t)]
[

(AVARI
QTG

V

elap — bye —cpk] >0

lo cual es una contradiccion.
Ahora si (b) vale se cumple que ¥'(f) > 0, ya que
_ v(t) —o(t v(t) —o(t
T = T 2D =00 e, PO =)
-t~ t— -t

Pero, por otro lado, tenemos que

0<?(t) = D)[d{) — e()u(t) — f(D)D(?))]

lo cual es una contradiccién. Y en consecuencia u(t) > € para todo t > ty y por el lema

(5.4) se tiene que th v(t) =0. O

Lema 5.6. Eziste una unica solucion u*(t) de la ecuacion logistica

u'(t) = u(t)[a(t) — b(t)u(t)] (5.9)

tal que § < u*(t) < A para todo t € R, donde § y A son nimeros cualesquiera que

cumplen0<5<— M A

by 7 bp
Demostracion. Para cada entero n, sea u,(t) la solucién de (5.9) satisfaciendo que

u,(—n) = A, entonces

up(—=n) = tn(=n)[a(=n) = b(=n)un(—n)]
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Ahora como u,(—n) < 0, entonces para t + n pequeno y positivo se tiene que

d <up(t) < A.
En efecto:
i (=n) = lfm Wl =) e ) — 4
n t=—n  t—(—n) tm—n  t+n
hagamos el cambio de variable s =t +n, s — 0 cuando t — —n
, Up(s —n) — A

=1<0

s—0 S
por lo tanto, para todo € > 0 existe p > 0 tal que |s — 0] = |s| < p, entonces

un(s—sn)—A_l <es —e+l< u"(s_sn)_A

<e+l (5.10)

para € > 0 lo suficientemente pequeno se tiene que ¢ +1 < 0 ya que [ < 0, asi

Up(s —n)— A
( ) <e+l<0=u,(s—n) <A
s
y como t = s — n entonces u,(t) < A siempre que |t + n| = |s| < p es decir para t +n

pequeno y positivo.

De la ecuacién (5.10) también se tiene que
A+s(—e+1) <up(s—n) <A+ s(e+1)
ahora para s lo suficientemente pequeno se cumple que

d<A+s(—e+1) <up(s—n)

A +ri—g+1)

es decir § < u,(s —n)y como t = s —n entonces 0 < u,(t) siempre que s =t + n sea

lo suficientemente pequeno y positivo.

Afirmacion: esta desigualdad vale para todo t > —n, pues si suponemos lo contrario,
es decir que existe un nimero ¢t > —n tal que 0 < u,(t) < A para todo t € (—n,t) y

ocurre uno de los siguientes casos:
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(1) un(t) =6
(ii) up(?) = A

(No pueden ocurrir los dos casos de manera simultanea ya que se contradice el hecho
de que § < A)
En el primer caso tenemos que () < 0, ya que
_ Un (1) — u,(t L up(t) =9
ul, () = lim ()—_() = lim L_ <0
t—t t—1 t—t t—t

Pero, por otro lado, se tiene que

un () = un(®)]a(t) — b(t)ua(?)]
— Sla(t) — b(®)0]
> (5[CLL — bMA] >0

esto es una contradiccion.
En el segundo caso tenemos que () > 0, ya que
_ n(t) — un(t L u(t) — A
u,(t) = lim M = lim L >0
t—t t—1t t—t t—t

Pero, por otro lado, se tiene que

U () = un(®)]a(t) — b(t)un(?)]
= Ala(f) = b(t)A]
< A[CLM — bLA] <0

esto es una contradiccién. Esto prueba que § < w,(t) < A para todo ¢ > —n, en
particular, § < u,(0) < A vale para todo entero positivo n. Por lo tanto, existe una
subsucesion {uy,, (0)}r>1 de {u,(0)} tal que u,, (0) — up cuando k — oo y ademés
d < wup < A. Ahora sea u*(t) solucién de la ecuacién logistica (5.9) tal que u*(0) = o,
entonces como cada uy,, (t) satisface (5.9) y uy,, (0) — ug cuando k — oo, se sigue que

Up, — w*(t) uniformemente con respecto a t sobre sub intervalos compactos de R, (esto

k
lo asegura el Teorema 2.8).

Como para cada nimero t1, § < Uy, (t1) < A si —ny < t1, tenemos que 6 < u*(t;) < A.
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Ahora para probar la unicidad, supongamos que (5.9) tiene dos soluciones u; y us
satisfaciendo 0 < wuy(t) < Ay 6 < us(t) < A para todo t € R, como tenemos una
ecuacion diferencial de primer orden, podemos suponer por unicidad que

d < uy(t) < ug(t) < A. Ahora

d d oup(t)  us(t)
g7 Inwy(t) — g7 Inus(t) = ) wad
_ w(@)a(t) = b@)ur(t)]  ua(t)[at) — b(t)us(t)]
uy (t) us(t)

— alt) — b(t)ur(t) — alt) + b(t)us()
= b(t)[ua(t) —ui(t)] >0 yaque § <uy <ug <A

pero

4 [m (ZEM = () ~ (o)
d d

= —Inui(t) — —Inus(t) >0
g () = gy e ()
esto muestra que
d t
— |In () >0
us (1) . . , )
y por tanto W es estrictamente creciente, asi para t < 0 se tiene que
U2

d [m (ul(t)ﬂ = b(t)[ua(t) — ur ()] > brua(t) {1 _ “1_(15)} > b6 [1 ~w(0)

dt uy(t) us(t)
para t < 0, ahora integrando de T" a 0, 7' < 0, obtenemos

" (Z—ESD - (%) -/ bE) ) — (1)

/TO b6 [1 - Z;Em dt >0

"(am) = (o)

v

Por lo tanto,
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tomando limite cuando T' — —oo se tiene que

i n (3567) ==

por consiguiente, como ¢ < u;(t) < ug(t) < A, concluimos que

T
T L
pero
U9 (t) (75 (t) A
lo cual resulta en una contradiccion, por lo tanto la solucién es unica. O

d
Lema 5.7. Sean k,e,d niumeros tales que k > —M, 0<e<d< Z—L yarp—bye—cyk >
M

L
0. Sicol(u(t),v(t)) es una solucion de (5.1) tal que col(u(ty), v(ty)) = col(e, k), entonces
th'm u*(t) —u(t) = 0, donde u*(t) es como en el lema (5.6).

Demostracion. Como mostramos en el lema (5.5), u(t) > € para todo t > t;, ademds
u(t) es acotada superiormente para todo t > ¢, (por el lema (5.2)).

Sea w(t) = 0] y w(t) = @) para t > 1y, asi tenemos

w'(t) = —a(t)w(t) + b(t) + c(t)d(t)w(t)

w*' (t) = —a(t)w*(t) + b(t)
y por lo tanto
w'(t) —w*'(t) = —a(t)[w(t) — w*(t)] + c(t)v(t)w(t) (5.11)
Consideremos las dos tnicas posibilidades:
(1) Existe t; > t, tal que (w — w*)'(t) # 0 para todo ¢t > t;

(11) Existe una sucesién de nimeros {s,},>1 en [ty,00) tal que paran > 1, s, < Sp11,

w—w*)(s,) =0y lim s, = co.
( )(n) yn_won

29
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Si (1) vale, entonces tlim (w(t) —w*(t)) existe, si tlim (w(t) —w*(t)) = 0, entonces como
u(t) y u*(t) son acotadas y u*(t) — u(t) = uw*(t)u(t)[w(t) — w*(t)], se sigue que

lim w*(t) — u(t) =0

t—o0
Si (i) vale y tlir?o(w(t) — w*(t)) # 0, entonces como a(t) > ar, > 0 y haciendo uso del
lema (5.5), tlirglo v(t) = 0, ahora (5.11) implica que existe un nimero « > 0y ty > t; tal
que |(w —w*)'(t)| > « para todo t > t,, esto contradice el hecho de que w(t) — w*(t)
sea acotada sobre [tg, 00), asi se tiene que si (i) vale, entonces }H?o(u(t) —u*(t)) =0.

Si (i1) vale, entonces para cada n > 1 sea 7, € [S,, Sp41] tal que

lw(r,) — w*(m,)| = max{|w(t) — w*(t)] : s, <t < Spy1} (5.12)
como (w — w*)'(s,) = 0 para n > 1, se sigue que (w — w*)(7,,) = 0 para n > 1, por lo
tanto de (5.11) se tiene que

(1) V(7 )w(72)
a(Tn)

w(7,) — w(7) =
como a(t) > ar, w(t) y c(t) son acotadas y th’m v(t) = 0, se sigue que

lim (w(r,) — w*(7,)) =0 (5.13)

n—o0

como s, — oo cuando n — 0o, se tiene que (5.12) y (5.13) que

lim w(t) —w*(t) =0

t—o00

por lo tanto, si (i) vale se tiene que

lim (u*(t) — u(t)) =0

t—o0

como esos son los dos uUnicos casos, entonces el lema queda demostrado. O

Lema 5.8. Sea k1 > A, donde A es un nimero como en el lema (5.6). Siu(t) es una
solucion de (5.9) satisfaciendo u(ty) = ki, entonces th u(t) —u*(t) =0.

Demostracion. Como u(ty) > u*(ty), se sigue que u(t) > u*(t) para todo t € (—o0, 00).

Sea w*(t) = 0 y w(t) = T entonces

w* = —a(t)w*(t) + b(t)
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@(t) = —a(t)@(t) + b(t)

() —w (1) = e o P i) — w' (to)]

para t > ty pero
t
—/ a(s)ds < —ar(t —to)
to

para t > ty, por lo tanto,
lim w(t) —w*(t) =0

t—o0
y asi
i 0,
t—oo  w*(t)u(t)
y como u(t) > u*(t) > 0, entonces lim u(t) — u*(t) =0 O

t—00
Lema 5.9. Sean k y ki nimeros definidos como antes. Si col(u(t),v(t)) es una solucion
de (5.1) tal que 0 < u(ty) < k1 y 0 < wv(ty) < k, entonces th u(t) —u(t) =0y
lim v(t) = 0.

t—oo

Demostracion. Podemos suponer que ¢ en el lema (5.5) satisface las desigualdades

0<e< ab—]‘L/I < A < ki, e <ulty) y ap — bye — ek > 0, recordemos ademds que
col(u(t),v(t)) es solucién de (5.1) y cumple que u(ty) = € y v(tp) = k. Notemos que
col(u(t),0) es también una solucién de (5.1), donde wu(t) es la solucién del lema (5.8)

satisfaciendo la condicién inicial @(ty) = k1. como
u(to) <wu(to) <ulte) y v(to) > v(to) > v(to)
se tiene por el lema (5.2) que
u(t) <u(t) <u(t) y o) >ov(t)>0(t)

para todo t > to, donde v(t) denota la segunda componente de la solucién col(u(t),0).

Comov =0y th v(t) = 0, se sigue que

Ifm v(t) =0

t—o00
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Ahora bien
u(t) —u*(t) <u(t) —ur(t) <u(t) —u(t)
y como
tlirgo u(t) —u*(t) = 0 por el Lema 5.7 y
tlirgo u(t) —u*(t) = 0 por el Lema 5.8
entonces

lim u(t) —u*(t) =0

t—o0

[]

Con todo lo desarrollado previamente, ya estamos en capacidad de demostrar el

Teorema Principal de nuestro trabajo.

Teorema 5.1. Supongamos que a(t),b(t), ..., f(t) son funciones continuas, acotadas
superior e inferiormente por constantes positivas y satisfacen la desigualdad (5.2). Si
col(u(t),v(t)) es cualquier solucion del sistema (5.1) tal que u(ty) >0 y v(to) > 0 para
algin ty en R, entonces lim v(t) =0 y tlirgo u(t) —u*(t) =0, donde u*(t) es la solucion

t—oo

de la ecuacion logistica descrita en el lema (5.6).
Demostracion. En vista del lema 5.9, es suficiente con probar que existe un nimero

t1 > to, tal que 0 < u(ty) < k1 y 0 < v(t1) < k. Supongamos por absurdo que u(t) > k;

a
para t > tg, (recordemos que k; > A > b—M), entonces
L

W) = u@)at) = b(t)u(t) — c(t)v(t)]
u(t)[a(t) — b(t)ky] < 0

<
por lo tanto,
W o8 = btk < ang — by <0
a(t) — ay —
ut) = 1 M — OLR1
pero esto implica que th’m Inu(t) = —oo y por tanto tlim u(t) = 0, lo cual es una

contradiccién. Esto prueba que existe ¢, > o tal que u(ty) < k.
Andlogamente, existe un nimero ¢, > ¢, tal que v(fy) < k. Basta con tomar

t; = max{t;, t2} y aplicar el Lema 5.9 y asf el teorema queda demostrado. O
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