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RESUMEN

En este trabajo se estudia la dinamica del giréscopo o girdstato transverso. El
giréscopo es un trompo (llamado “carrier” o caja) con un punto fijado a un sistema en
reposo, que contiene un “rotor” el cual gira en su interior. El girdstato transverso es
aquel en el que eje del rotor gira ortogonalmente al eje de principal de rotacion de la
caja que contiene el punto que hemos fijado.

Se estudia la dinamica del girostato transverso para el caso de libre de gravedad.
Para ello se realiza un andlisis de los puntos fijos en el espacio fase de sus ecuaciones
de movimiento y se encuentra una solucion exacta, la cual generaliza la clasica solucién
de Poinsot para el trompo, demostrando que en el caso libre de gravedad el giréstato
transverso es un sistema completamente integrable, determinado completamente por
las condiciones iniciales.

También se estudia la dindmica del girostato transversal en presencia de la gravedad
de manera numérica mediante la ayuda de MAPLE. Usando una aproximacién pertur-
bativa de las ecuaciones de movimiento, e integrando numéricamente dichas ecuaciones
se muestran Orbitas con bifurcaciones que da lugar una dinamica no integrable. Esta se

manifiesta por la aparicion de un regimen cadtico en las secciones de Poincaré.
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INTRODUCCION

El estudio de los sistemas giroscépicos es un problema con mas de cien anos de
historia [7], que sin embargo, atin no ha sido resuelto completamente. Su importancia
subyace en su aplicacion en los sistemas de navegacion inercial, como submarinos, aero-
planos, y recientemente en naves espaciales y satélites. En general los problemas reales
son no integrables ya que involucran términos no lineales.

Los problemas de la mecanica pueden ser atacados de diversas maneras: numéricas,
perturbativas, variacionales, etc. Los girdscopos o girdéstatos son trompos con un rotor
adicional y en general se consideran perturbaciones al antiguo problema del Trompo,
que fue originalmente estudiado por Euler y Lagrange hace mas de 200 anos. El trompo
es un sistema integrable para el caso simétrico (trompo de Lagrange) tanto en el caso con
gravedad como sin ella. Sin embargo, el caso del trompo asimétrico [4] no es integrable
en presencia de gravedad. La extensién de estos resultados al caso de los giréscopos fue
realizada recientemente [6] utilizando un teorema general para sistemas con 2 grados
de libertad, que fue obtenido de un reconocido trabajo [1].

El giréscopo es un trompo (llamado “carrier” o caja) con un punto fijado a un
sistema en reposo, que contiene un “rotor” el cual gira en su interior. El giréstato
transverso (g.t.) es aquel en el que eje del rotor gira ortogonalmente al eje de principal
de rotacién de la caja que contiene el punto que se ha fijado.

En un trabajo de investigacién previo realizado por el tutor [9], se estudiaron dos
casos: el giréstato transverso en ausencia de gravedad o libre y el girdstato transverso
con gravedad o masivo. En el primer caso se encontré una dinamica integrable no
trivial [5] debido al rompimiento o deformacién topolégica de los Toros® de KAM?
que se produce cuando la velocidad del rotor interno es suficientemente grande, esto
se caracteriza por cambios en el ntimero y tipo de puntos fijos separando el regimen
dindmico en tres casos integrables. En el segundo caso, el g.t. masivo, se considera que el

término gravitacional es una perturbaciéon no lineal del caso libre. La accién del término

2 Variables angulares de accién son invariantes para los sistemas no perturbados.
3 Teorema de Kolmogorov, Arnold y Moser
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Figura 1: El Giréstato Transversal

perturbativo gravitacional permite a las trayectorias cruzar la érbita homoclinica que
separa los modos de oscilacion del sistema, produciendo soluciones con bifurcaciones.
También en ese trabajo se demostrd, utilizando el teorema de Melnikov [1], que estas
bifurcaciones son sensibles con respecto a pequenos cambios en las condiciones iniciales

lo que da lugar a la aparicion de un regimen cadtico.

El propésito principal de este trabajo es estudiar la dindmica del giroscopo o girésta-
to transverso tanto en el caso libre de la gravedad como en presencia de ella, usando
para ello la integracion numérica y graficacion de las secciones de Poincaré en lugar del

método de Melnikov.

En el capitulo 1 se resume la teoria clasica del Trompo para el caso libre de gravedad.
Se revisa lo concerniente al planteamiento de las ecuaciones en el sistema comovil del
cuerpo y sus momentos principales de inercia respecto a dicho sistema no inercial o
rotante. Se construye la clasica solucion de Poinsot y se estudia su cinematica basandose

en las cantidades conservadas y el andlisis de sus 6 puntos fijos.

En el capitulo 2 se resume la dindmica cldsica para el caso del trompo simétrico
en presencia de gravedad (trompo de Lagrange). Se revisa el planteamiento de las

ecuaciones en el sistema de dangulos de Euler. Mediante la eliminacién de las cantidades
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conservadas se reduce el sistema al de una particula en un potencial efectivo, cuyas
soluciones pueden escribirse en término de cuadraturas para 6, el angulo de inclinacién
del eje principal del trompo con respecto a la vertical. El analisis de puntos fijos muestra
la existencia de una 6rbita homoclinica que separa dos regimenes dinamicos diferentes,
la nutacién u oscilacién en torno al punto (dngulo) de equilibrio y la gironutacién o
rotacion completa de 6 en torno al punto de apoyo del trompo.

En el capitulo 3 se estudia la dindamica del girdstato transverso para el caso de
libre de gravedad. Para ello se realiza un anélisis de los puntos fijos, obteniendose que
su numero y ubicacion varia dependiendo del valor de la perturbacion que produce el
rotor sobre el sistema. Se identifican 3 casos: a) Perturbacién pequena con 6 puntos
fijos (4 elipticos y 2 hiperbdlicos) que constituye una versién deformada del Trompo de
Poinsot. b) Perturbacién no pequena con 4 puntos fijos (3 elipticos y 1 hiperbdlico).
¢) Perturbacién grande con 2 puntos fijos (elipticos). En el primer caso hay 4 drbitas
heteroclinicas que separan las rotaciones en torno a los 4 centros elipticos en regiones
bien diferenciadas del movimiento, en el segundo caso hay 2 6rbitas homoclinicas que
separan las rotaciones en torno a los 3 centros elipticos, mientras que en el tercer caso
no hay puntos hiperbdlicos y el movimiento es dominado por la rotacién del rotor
interno. Siguiendo [9] se integran las ecuaciones de movimiento de manera analitica,
demostrando que para todo valor de la perturbacién (introducida por el rotor) existe
una solucién exacta, por lo cual el g.t. libre de gravedad es un sistema completamente
integrable.

En el capitulo 4 se obtienen el Lagrangiano, el Hamiltoniano y las ecuaciones de
movimiento para el caso del girdstato transverso, sometido a la accion de la gravedad.
Usando una aproximacién perturbativa de las ecuaciones de movimiento, e integrando
numéricamente, dichas ecuaciones, con la ayuda de MAPLE, se obtienen secuencias de
las secciones de Poincaré en funcién de la energia para distintos valores del pardametro
perturbativo. Debido a que el sistema presenta orbitas con bifurcaciones, da lugar a
una dindmica no integrable. Esta se manifiesta por la aparicién de un régimen cadtico
en las secciones de poincaré.

Finalmente se presenta una discusion de alcances y limitaciones y las conclusiones.
Los resultados graficos y numéricos de los capitulos 3 y 4 son originales y complementan

los resultados de [9].






CApriTULO 1
DINAMICA DEL TROMPO LIBRE.

El giréstato transversal es un sistema formado por dos cuerpos rigidos, el primero de
ellos es un trompo simple, llamado “caja”, como se muestra en la Figura 1 con momentos
de inercia I, Iy y I3 con respecto a sus ejes principales de simetria identificados como
x, y, z centrados en el centro de masa (coincidentemente), y con un punto del eje z fijo
(o anclado) en el origen del sistema X, Y, Z, el cual es un esquema de referencia fijo.
El segundo cuerpo rigido (c.r.) es el “rotor” y tiene dos puntos unidos al primer c.r.,
de manera que puede rotar solamente alrededor del eje definido por esos dos puntos. Se
considera el caso donde ese eje de rotacion coincide con el eje principal de simetria y y
es ortogonal al eje de rotacién z de la caja.

El Lagrangiano para los cuerpos rigidos libres es simplemente su energia cinética

con respecto al eje principal de simetria fijo sobre el cuerpo

Ly = %wTIw = %[Ilwf + Lws + Lwi). (1.1)
A pesar de su simple apariencia no es facil de resolver, debido al hecho de que los vectores
velocidad angular wy, wa ¥ wz no son formas exactas de tal modo que los angulos de giro
alrededor de los ejes simétricos principales x, y, z no son coordenadas de un vector que
preserve su norma bajo trasnformaciones de SO(3), el grupo de rotaciones ortogonales
en tres dimensiones. De hecho, wy, ws v ws no cumplen con las reglas de adicién de
vectores. El Lagrangiano (1.1) estd inicamente en funcién de las velocidades angulares

0; = w; vy asi se definen los momentos angulares como

0Ly 0Ly
B 092 B 80}2"

Se considera I; > Iy > I3. Con el formalismo lagrangiano se hace uso de la ecuacion de

m; = Iiw,- donde ¢ = ]_, 2, 3. (12)

Euler-Lagrange para hallar las ecuaciones de movimiento del sistema que se esta estu-
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diando

de esta forma

dmi
dt

Por otra parte, el cambio en un tiempo dt de las componentes de un vector general

= 0. (1.3)

A visto por un observador en el sistema de ejes en el cuerpo difiere del cambio corres-
pondiente visto por un observador en el sistema del espacio. Se puede escribir que la

unica diferencia entre éstos es el efecto de rotacion de los ejes del cuerpo

(dA)espacio - (dA)cuerpo _I' (dA)rotacio’n~

Ahora si se toma un vector fijo en un cuerpo, cuando el cuerpo rota, por supuesto no
hay cambios en las componentes de este vector, visto por un observador en el cuerpo.
Dado que el vector esta fijado en el sistema del cuerpo, éste rota en sentido antihorario

y el cambio en el vector cuando es observado desde el espacio viene dado por:

(dA)rotacio’n = dQ2 x A.

Por lo tanto,

(dA>espacio == (dA>cuerpo + A2 x A. (14)

Luego, la tasa de cambio del vector A visto por los dos observadorers se obtiene divi-

diendo los términos de la ecuacién (1.4) por el elemento diferencial de tiempo dt:

dA dA
bl — [ == A 1.
< dt )espacio < dt )cuerpo e 7 ( 5>

aqui, w es el vector velocidad angular instantanea del cuerpo definida por la relacion
wdt = d€2 y permanece a lo largo del eje de rotacién infinitesimal. En magnitud, w
mide la tasa de rotacion instantanea del cuerpo.

Entonces, para este caso
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dm dm
2= 1.
dt ( dt )up e (16)

y considerando (1.3) se tiene que

dm
E = w X m.
Asi, la ecuaciones de movimiento son:

dml . meo ms
T = Waolng — W3My = I—2m3 - I—3m2’
dm2 ms my
at = W3y — wWsmy = [—gml - I—lm?,,
dmg . mq mo
W wW1mo — Won1 = [—1m2 — I—2m1.

Estas ecuaciones también se obtienen con la definicion de corchetes de Poisson-Lie
[4], pues como se sabe, los angulos 6y, 65, y 65 no forman un espacio vectorial, por lo
cual no pueden ser usados para hallar las ecuaciones de Hamilton de forma usual. El
sistema de referencia escogido sobre el trompo es rotante y no constituye un sistema
de referencia inercial. Para obtener las ecuaciones de movimiento correctas es necesario

introducir la derivada temporal como

dA

—I{AaH}Iﬁ'jk(

0A oH

8mi 8mj
donde A = A(m;) es una funcién de los momentos canénicos m; (i=1,2,3) y H es el

Hamiltoniano del sistema, el cual se define utilizando la trasnformacion de Legendre

Luego, para este caso:
1
Htl = §[Ilw%+f2w§+lgw§] (19)
1[m? m3 m3
= —|—+ =+ —=—|. 1.10
2 {11 LV AREYA (1.10)
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Es facil ver que (1.5) y (1.7) son equivalentes, por ejemplo, para

dimy
dt

{mla Htl}

11
my, = —m;
17 2 Z:1 ]Z 1

Eljkka

J

moimnsg ms3ime
€123 7 + €132 7
2 3
mainsg msms
I, I3
Ismams — Iomsme

Is1y ’

dmy :
g se tiene

asi, calculando los corchertes de Poisson-Lie para mq, msq, y ms, se obtienen las ecua-

ciones de movimiento:

dm1 dond 13 — [2
— = aymsm onde a; =

0t 1Mames, 1 L,
d I — I
% = asmsmq, donde Ay = 111 L 3
d I, — T
% = azmims, donde as = 212 T !

<0, (1.11)
>0, (1.12)
<0. (1.13)

Las soluciones para estas ecuaciones son muy bien conocidas [3], y consisten de rota-

ciones elipticas de los momentos totales m = (my, mg, m3) sobre S?(1), la esfera con

radio [ = \/m? + m% 4+ m2 centrada en el origen del espacio fase, llamada construc-

cién de Poinsot. Estas érbitas elipticas dan vueltas alrededor de los cuatro puntos fijos

estables (conocidos como nodos o centros) (+/,0,0), (0,0,=£l), o se centran en ellos.

Mientras que las 6rbitas restantes pasan por los puntos hiperbdlicos (0, £[,0), dividi-

endo la esfera en cuatro regiones debido a la trayectoria de dos circulos mayores sobre

ella (un circulo ecuatorial y otro meridional).
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La o6rbita heteroclinica esta explicitamente dada por [6] [4]:

mhet = 4l a—asech( I/ ajast), (1.14)
—a3

miet = 4] aa sec h(—ly/ajast), (1.15)
—a3

mhet = +ltan h(—Il\/aast). (1.16)

Esta descripcion se puede observar en la Figura 1.1; se tocard este punto mas ade-

lante.

RARRRARRR:
NI

Figura 1.1: Puntos fijos sobre la esfera de Poinsot.

Se puede ver que, en efecto, (£[,0,0) son centros elipticos. Para ello se toma
(my, mg, mg) = (I, 0, €3), donde €3 es una constante positiva, luego se sustituyen

estos valores en las ecuaciones (1.12) y (1.13):

dm
d—t2 = CLQEgl > 0,
dm3
s,
dt

Asi, se tiene un vector velocidad anclado en (I, 0, e3) paralelo al eje my con sentido
positivo (ver Fifura (1.2)). Si se escogiese m; = —I, se obtendria un vector anclado en

(=1, 0, €3) paralelo al eje my con sentido negativo. Ahora, se escoge (my, mo, ms) =
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(I, €2, 0) (€2 > 0 constante) y se sustituye nuevamente estos valores en las ecuaciones
(1.12) y (1.13):

de

a

dm

d—t3 = ase3l <O.

En este caso se tiene un vector velocidad anclado en (I, e, 0) paralelo al eje mg
con sentido negativo y si escogiese m; = —I[, se encontraria un vector anclado en
(=1, €, 0) paralelo al eje mg con sentido positivo. Asi, se puede notar movimientos
elipticos cercanos a (+l, 0, 0), cuyo centro es ese mismo punto. Procediendo de forma

similar se puede probar que (0, 0, +[) son centros.

ms

Figura 1.2: Clasificacion de un punto fijo del trompo de Poinsot.

Y para (0, £I, 0), se toma (my, ms, m3) = (e, [, 0) y nuevamente sustituyendo

estos valores en las ecuaciones (1.11) y (1.13):

dm1
T
dt ’
dm
d—t3 = azel <O.

Aqui, el vector velocidad anclado en (e1, [, 0) es paralelo al eje mg con sentido

negativo y para (my, ma, ms) = (0, [, €3) las ecuciones (1.11) y (1.13) tienen la forma:
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dm

d—tz = a1€3l<0,
dm3

L)

dt

Entonces, bajo los argumentos antes mencionados, (0, +I, 0) son puntos hiperbélicos.






CAPITULO 2
EL TROMPO MASIVO.

Se considera el movimiento de un trompo simétrico respecto a los ejes = e y, el cual
se encuentra en un campo gravitacional, donde un punto del eje de simetria (z) del
cuerpo permanece fijo en el origen del sistema de referencia espacial. Asi que se puede
hacer uso de los angulos de Euler: 6 que representa la inclinacién del eje z respecto al
eje vertical Z, ¢ mide la acimutal del trompo respecto a Z, mientras que 1 es el angulo
de rotacién del trompo respecto a su propio eje z (ver Figura (2.1)). La distancia del
centro de gravedad (localizado en el eje de simetria z) al punto fijo se denota por zy. La

tasa de cambio de los tres angulos dan las caracteristicas del movimiento del trompo

¢ : rotacion del trompo alrededor del eje z,
¢: precesién del trompo alrededor del eje Z,

0 : nutacion u oscilacién del eje z relativo a la vertical espacial Z.

Para el trompo masivo se toma Iy = I, = I, con [ # I3, y la energia cinética viene
dada como

1
Tim = §[Ilw% + Lw; + L3,

donde las velocidades angulares se expresan como

wi = ¢senfsent) + 0 cosy, (2.1)
wy = ¢sendcosty — Osen, (2.2)
wy = 1)+ ¢cosb, (2.3)

respecto a los ejes principales de simetria x, y, z. De esta forma, la energia cinética se

puede expresar como

13
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Figura 2.1: Angulos de Euler especificando la orientacién del trompo masivo.

1 . . 1 s
Ty = G1(0% + &7 sen” 0) + S I (4 + G cos 6)*. (2:4)

Por otra parte, el potencial gravitacional del trompo viene dado por:

U= Mgz, cosb. (2.5)

Este potencial es axisimétrico y no preserva las invarianzas del caso del trompo libre.

El Lagrangiano en este caso se define como

Sustituyendo (2.4) y (2.5) en (2.6) nos da

Ly, = %](92 + ¢?sen? 0) + %]3(’9[) + ¢ cos0)? — Mgz, cos 0. (2.7)

Note que ¢ y 1 no aparecen explicitamente en el Lagrangiano, es decir, son coordenadas
ciclicas, por tanto, aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange sin vinculos, los momentos

canonicos py, y Py son constantes (se conservan) y vienen expresados como
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aLtm

by = aw = ]3(¢ + (éCOS 9) = [3&)3 = ICL, (28)
0Ly 9 9 .
Ps = 9 = (I'sen” 0 + I3 cos” 0)¢p + I3 cos§ = Ib. (2.9)
Y en cuanto al momento py, su expresion es
0Ly, .
= — = 10. 2.10
Po Y] ( )

Las dos constantes de movimiento, py y pg, se han expresado en términos de las dos
nuevas constantes a y b; y dado que el sistema que se esta estudiando es conservativo, la
energia total F del sistema es una constante en el tiempo igual a la suma de la energia

cinética con la energia potencial:

E=T,+U= %I(é2 + ¢*sen?h) + %]3(¢ + dos ) + Mgz, cos . (2.11)

Ahora, con el propdsito de obtener una expresién para ¢, observe que de la ecuacion

(2.8), ¥ esta dada en términos de ¢
Istp = Ia — I3¢ cos b, (2.12)

y este resultado se sustituye en (2.9) para eliminar :

Ipsen? 0 + Iacosf = Ib. (2.13)
Asi, ) ;
- — acos
= 2.14
¢ sen? 6 (2.14)

Luego, si 6 fuese conocido como funcién del tiempo, (2.14) podria integrarse con el
propdsito de obtener la dependencia del tiempo de ¢. Sustituyendo (2.14) en (2.12) se

encuentra una expresion para

_ 2.1
I sen?f ' (2.15)

la cual se puede integrar si se conoce 6. Por otro lado, note que de (2.8) w3 = (I/I3)a
es otra constante. Por lo tanto,

1
E—§@@:E’ (2.16)



El Trompo Masivo. 16

es otra constante de movimiento y haciendo uso de (2.14), la ecuacién de energia se
puede escribir como
1_(b—acosf)?

1 .
E = §Ie2+—1

1.
M = —I6° : 2.1
5 —y + Mgz, cos 0 5 0% + Uers(6) (2.17)

Esta ecuacion tiene la forma equivalente a problemas de dimension 1 en la variable 6,

con el potencial efectivo U.ss(#) dado por:

Ueps(0) = %f (

b—acosf

2
p— ) + Mgz, cos@. (2.18)

Con E’ se puede hallar la dependencia del tiempo del angulo 6. Esto permite determinar
la dependencia del tiempo de ¢ y ¥ por medio de la integracién de las ecuaciones (2.14)

y (2.15). Entonces, de la ecuacién (2.17) resulta

Ao 2 3
0= 5 [~ vston]
luego,
0(t) 1
t = / - df. (2.19)
b [H(E = Uess(0))]”

Esta integral puede invertirse para obtener (t), que a su vez puede sustituirse en (2.14)
y (2.15), lo cual nos dara ¢(t) y 9(¢).

Por otro lado, observe que el movimiento de 6 es simétrico con respecto al eje de
simetria z fijado en el trompo, es decir, el estudio sobre los dominios de valores para
0: 0<O<my—m <80 <0 es similar, por lo que se hara un estudio sobre el primer
dominio mencionado. Aqui 6 posee un movimiento limitado, comprendido entre los dos
valores 01 y 05 de 6, que son las raices de la ecuacion (2.18). En la Figura (2.2) se puede
ver que para todo valor de E’ (por ejemplo, el representado por E]) el movimiento
estd limitado por 6, y 65, que corresponden a los puntos de inversion del problema de
fuerzas centrales. Ademas, cuando E' = E)), = U,,;», 6 adquiere el valor tnico 6, siendo
el movimiento una precesion estacionaria bajo un angulo e inclinacion constante; esta
situacion es similar a la aparicién de dérbitas concéntricas en el problema de fuerzas

centrales. El valor de 6, puede obtenerse derivando U,f¢(#) e igualando a cero. Es decir
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OUeys¢ _ —costh (pp — Dy COS 00)* + Dy sen? 0y (py — Dy €0s )
90 |y—s, B I'sen3 6,
— Mgz,senfy = 0. (2.20)

Uers(0)

RRRRRRNRRRERRRRRRRRRRNRRRE £y

-2 -1 0 1 2 0 91 90 92 0

ql

Figura 2.2: Funcién energia potencial efectiva para el movimiento de § = ¢l en el
trompo masivo. A la derecha se muestra en detalle la grafica de la misma funcién cerca
del punto de equilibrio 6.

Es comtun definir las siguientes constantes

2E—13CU32’
a = —
[ b
oM
g = =92 (2.21)
I
_ Dy
a = ],
Py
b = 22
I

En términos de estas constantes, la ecuacién de energia (2.11) se puede escribir como

. _ 2
a=0? (b= acos6)” + [ cosb. (2.22)

sen? 0

Haciendo el cambio de variable u = cos#, se reescribe la ecuacién anterior como
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= (1 —u?)(a— Bu) — (b— au)? (2.23)

la cual se puede reducir a una cuadratura:

(2.24)

u(t) du
t - I
/u(O) \/(1 —u?)(a — fu) + (b — au)2

la cual se resuelve en términos de las funciones elipticas de Jacobi [3] [10].

De hecho no se necesita resolver explicitamente la integral eliptica mostrada arriba,
mucho de lo que se entiende de las dinamicas se obtienen del analisis de puntos fijos
cualitativos de la ecuacién (2.23). Es conveniente designarle al la parte derecha de la

ecuacion (2.23) una funcién f(u) la cual es un polinomio de tercer grado:

f(u) = Bu® + (a + a®)u* + (2ab — B)u + (o — b?). (2.25)

Las rafces de este polinomio nos indica los dngulos en los cuales § cambia de signo.
Conociendo estos angulos se dard una pequena informacién cualitativa. Existen tres
raices y tres posibles combinaciones de soluciones. Puede haber una raiz y un par de
raices complejas conjugadas; pueden haber tres raices, de las cuales dos son iguales; y
pueden haber tres raices todas distintas. Estas posibilidades dependen del signo y de
las magnitudes de las cuatro constantes en (2.21). También existe la condicién de que
la solucién u debe satisfacer —1 < u < 1. En la Figura (2.3) se muestra un bosquejo de
tal situacién, considerano u > 0, que corresponde al caso en que el trompo esta puesto
sobre una superficie horizontal.

También se tiene que los puntos de equilibrios se obtienen de i = 0, el cual es un

polinomio de segundo grado, asi existen dos raices [3]:

(0% +p3) £/ (03— p2)? + 4M gz,
2(pypps + Mygz,I)

con lo cual existen dos puntos fijos en (cosf = ur, pg = 0). De acd se tiene que uno de

Ut = y po =0, (2.26)

los dos puntos fijos es hiperbélico, mientras que el otro es un centro eliptico [2].

Debido a la simetria del Lagrangiano (2.7) y las ecuaciones de movimiento (2.14),

(2.15) y (2.17) con respecto al cambio de signo de 6 (§ — —#6), en la Figura (2.4)



19 El Trompo Masivo.

Figura 2.3: Gréfico de la funcién f(u) mostrando las raices en las cuales 6 cambia de

signo.
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Figura 2.4: Campo de vectores tangentes a las trayectorias del Trompo de Lagrange
obtenido usando ql =0, pl=py, J =L =1, 11 =1 =3,13=1y Mgz = 1.

solamente hay un centro eliptico en lugar de los dos que parece haber en la figura. El
lado izquierdo (6 < 0) de la figura fisicamente es indistinguible del lado derecho (6 > 0)
y constituye s6lo una imagen espejo. Claramente se evidencia una érbita homoclinica
que se inicia en el punto hiperbdlico y termina en él (el lado izquierdo es su imagen
especular), esta drbita separa el espacio de fase en dos regiones dindmicas diferentes. El
interior de la homoclinica y su region exterior. En el interior de la érbita homoclinica

encontramos orbitas elipticas entorno a un centro, el punto de equilibrio o punto fijo
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eliptico. Como en el caso del oscilador arménico, estas trayectorias elipticas correspon-
den al vaiven u oscilacion del angulo 6 con respecto al punto de equilibrio 6y, este
movimiento del trompo es conocido con el nombre de nutacién tal como fue explicado
anteriormente. Sin embargo, en el exterior de la érbita homoclinica encontramos orbitas
que giran en torno a dicha érbita, con # tomanto valores positivos o negativos. Este
movimiento es una especie de precesion vertical que llamaremos “gironutacion”. En
resumen, el movimiento del trompo masivo esta conformado por la rotacién del trompo
sobre si mismo determinado por (2.15), la precesién del trompo en torno al eje vertical
determinado por la ecuacién (2.14) y el movimiento del eje del trompo con respecto al
eje vertical que puede ser nutacion o gironutacion y viene determinada por la inversion

de la ecuacion (2.19) que permite obtener 6(t).



CapriTUuLO 3
EL GIROSTATO TRANSVERSAL LIBRE

La energia cinética es la suma de las energias cinéticas rotacionales de la caja y del

rotor con respecto al eje principal de simetria fijo sobre el cuerpo de la caja (ver Figura

(1)):

1 1
T = §wTIcajaw + §WTIrotorw~

Recuerde que el eje principal z de la caja coincide con el del rotor (2eqja = Zrotor) ¥ que
el eje y de la caja (Yeaja) €s paralelo a Yyotor, v similarmente Teqjq || rotor. Entonces
se denota por z, a la distancia de desplazaminto que tiene X, tor X ¥, o CON respecto
al origen del sistema de referencia de la caja. Obsérve que, como el rotor gira con la
caja pero adicionalmente gira sobre si mismo, las velocidades angulares en la direccion
y deben sumarse, asi la velocidad angular del rotor es h, mas ws, la velocidad angular

de la caja en esa direccion. De esta manera la energia cinética se expresa como:

1
T :§[A1w% + Byws + Cwj3]
1
+ 5[(A’2 +m22)w? + (B + mz2)(wg + hy)? + Chwi] (3.1)

2

2 se consideran como en el teorema de

donde los factores con supraindice prima y mz

Steiner [3], y asi se escribe el Lagrangiano como:

1
Lgl = i[flw% -+ IQ(WQ -+ h)2 + Igwg], (32)

donde I} = Ay + Ay +mz2, Iy = B+ By+mz2, =C,+Ch yh= %hy, y un
factor constante ha sido excluido.
Este coincide con el aspecto de la energia cinética del trompo libre, el cual puede

ser encontrado en cualquier texto [3], excepto que el segundo término que podrian ser

21
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conciderado como un término perturbativo cuando h es pequeno.

También en este caso el Lagrangiano (3.2) es tinicamente funcién de las velocidades

angulares 6; = w;. Si se define los

como en (1.8), se tiene

momentos angulares como en (1.2) y el Hamiltoniano

1

5[1}@0% + Ly(wy + h)? + Lw3) (3.3)
1 2 hl,)? 2

Lmyy fmathb) | g (3.4)
2 [1 [2 [3

Como en el estudio del trompo libre, se expresan las ecuaciones de movimiento tal como

se obtuvieron las ecuaciones (1.1

1), (1.12) y (1.13):

m1 = ai1Mmeoms + hmg, (35
77"@ = ag(mgml), (36)
mg = a3(m1m2> - hml, (37)
donde
 L-h
ay = [3[2 < O,
. L—1I
as = 1,1[3 > O,
 L-h
as = [2[1 < 0.

Lo cual estéd en correspondencia con el resultado (1.11), (1.12) y (1.13) para el tiempo

cuando h = 0. Si se divide (3.5)

dm1

dm2
dm3

y (3.7) por la ecuacién (3.6) queda:

aq mo h 1

- o (m) 2 (;) , (3.8)
GEED e

dm2

Estas ecuaciones se pueden integ

rar [9], resultando que
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2 2
m? a; (m3 hmy K

Mmoo G (my e B 3.10
2 (45} < 2 + aq 2 )’ ( )

my o _oag(my  hmg K (3.11)
2 (45} 2 as 2 ’ ’

donde K7 y K, son constantes de integracion. Asi, se puede resolver m; y ms como
una funcién de mo. El momento angular ms se puede obtener convirtiendo (3.6) en una

cuadratura

1 /m2 dx
v a1as Jo \/(Kl e — %xﬂ(KQ — %+ %xﬁ

Esta integral se resuelve en términos polinomiales en ms y la integral eliptica incompleta

¢ (3.12)

F' del primer tipo, lo que prueba que el sistema es integrable y es una soluciéon exacta
al sistema formal.

Con la finalidad de recobrar la dependencia completa se debe especificar los valores
de Ky y K. Estos valores se pueden obtener de la sustitucién de (3.10) y (3.11) en las

constantes conservadas de movimiento.

P = mi+m;+m3, (3.13)
E = l[ﬁ M+m_§
2 ]1 [2 [3

Como este sistema ha sido integrado completamente por (3.12) debe existir una tercera

! (3.14)

constante de movimiento, que no se tomara en cuenta.
Al igual que antes, mucho de lo que se conoce viene del estudio cualtitativo de las
soluciones, en lugar de la expresién complicada de la integral (3.12). Este sistema tiene

seis puntos fijos, como el trompo libre, y éstos estan localizados en:

(0, 1, 0), (3.15)

2
0,+£,i 12—(3) , (3.16)
ai

2
+ 12—(—) +—.0]. (3.17)
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Cuando h = 0 estos puntos fijos corresponden al caso del trompo libre y se siguen
manteniendo mientras h sea lo suficientemente pequeno para que la raices presentes
en (3.16) y (3.17) sean reales. Es decir, para valores de h bajo la condicién antes
mencionada, el espacio fase de movimiento de las soluciones para el girdstato transversal
libre puede verse como una versiéon “deformada” del trompo libre pero esencialmente
con las mismas dindmicas cualitativas (ver Figura(3.1)). En este caso se obtiene que las
variables angulares de accion y por tanto los toros de KAM son preservados y hay una
orbita heteroclinica que une los dos puntos hiperbélicos que separa claramente las cuatro
regiones de rotacién que puede ser interpretada como un 4-Toro (S* x St x St x S1)

tal como en el caso libre de Poinsot.

Figura 3.1: Orbitas en el Espacio Fase del Girdstato Transversal con |h] <lay.

Sin embargo, esto cambia enormemente cuando |h| > la; (suponga a; < az o
la1| < |as|), ya que los puntos fijos (3.16) comenzardn a tomar valores imaginarios,
reduciendose la cantidad de los mismos a cuatro. La Figura (3.2) muestra una idea de
este comportamiento. En este caso el 4-Toro de KAM se pierde y la dindmica sufre un
brusco cambio. Hay una érbita homoclinica que separa tres regiones de rotacion que

podria ser interpretado como un 3-Toro (S! x S' x S1).
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Figura 3.2: Orbitas en el Espacio Fase del Giréstato Transversal con |h| > la;.

Finalmente, cuando h es tal que |h| > lag existirdn solamente dos puntos fijos,

(0,£1,0), los cuales son puntos hiperbélicos cuando h = 0, pero a medida que h crezca
se convierte en puntos elipticos (ver Figura (3.3)). En este caso el valor de h es tan

grande que el momento total tiende a alinearse en la direccion de ws.

Figura 3.3: Orbitas en el Espacio Fase del Giréstato Transversal con |h| > las.

El espacio de fases puede ser identificado con un cilindro: S! x R. La expresién

explicita de los homeomorfismos no ha sido establecida atin y va mas all& de los objetivos
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de este trabajo por lo que se requiere un estudio profundo de la dinamica topoldgica

del giréstato masivo en el futuro.



CAPITULO 4
EL GIROSTATO TRANSVERSAL MASIVO

Primero se hard una definicion del Lagrangiano de este sistema, tal como se hizo en

(2.6), considerando al término de la energia potencial como en (2.5).

1
Lym = 5[[@% + ]2w§ + Igwg] + hlwy — Mgz, cos,

donde las velocidades angulares wy, wy, ws se expresan como en (2.1), (2.2) y (2.3),
respectivamente, en términos de angulos de Euler. Similarmente Iy = I, = I, con
I # I3. Obsérve que la ecuaciéon del Lagrangiano del giréstato transversal masivo, Lgy,,
difiere de la ecuacion correspondiente a la del trompo masivo en el término hlws. Y
este término junto al del potencial gravitatorio, U = Mgz, cos#, se consideran como

un nuevo potencial U’(f,ws). Luego, otra forma de expresar el Lagrangiano Ly, es

1. . 1. . .
L, :51(92 + ¢?sen’ ) + 513(1/) + ¢ cosh)?
+ hI(¢sen costp — Bsentp) — Mgz, cosb. (4.1)

Se calculan los momentos canénico como se hizo con el trompo masivo:

OL g o

= — = I3(¢) + ¢ cosb), 4.2
Dy 20 s(W+ ¢ ) (4.2)
Py = ag;m = (I'sen®0 + I3cos* )¢ + I31) cos 6 + bl sen fcosy), (4.3)
e = % =10 — Ihsen1). (4.4)

Ahora, para este sistema, se expondra su correspondiente Hamiltoniano H,,, generado

por la transformacién de Legendre:

27
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Para ello se sustituye el Lagrangiano Lg,, y las ecuaciones de los momentos canénicos
Py, Ps Y Do, dadas por (4.2) (4.3) y (4.4), respectivamente, en (4.5) y mediante

algunas operaciones algebraicas se simplifica la expresién del Hamiltoniano Hg,, como

1 . 1 . 1 . i
Hy, = 5]6’2 + 5]@52 sen? 6 + 5[3('(/1 + ¢cosB)? + Mgz cos 6.
Por otra parte, de la ecuacién (4.2) se puede ver que
L) = Dy — &I cosb

y este resultado se sustituye en (4.3) para eliminar :

po = ®Isen @ 4 py cos O + hlsen 6 cosp,

de esta forma

Pg — Py cos 0 — hl sen 6 cos )

P 4.
¢ Isen? 0 (4.6)
Ademéds, de la ecuacion (4.4) se puede observar que 6 viene dada como
=" 4 hsen . (4.7)

1
Entonces, si se sustituye (4.6) y (4.7) en la ltima expresién que se habia obtenido del

Hamiltoniano H,,, y despues de bésicas operaciones algebraicas, nos queda que

1 - 0\> 1 1
Hyp =— (w) + 2+—pi+Mgzocose

21 sen 6 Zpe 215
_h((p¢—pwcosé’)cosgb—pgsené’sen@b)’ (48)
sen 6

donde un factor constante ha sido excluido. Note que ¢ no aparece explicitamente en
este Hamiltoniano, por lo tanto es una coordenada ciclica la cual indica que el momento
canonico p, es constante, asi, se puede igualar al valor real L. Por otro lado, se observa
que el Hamiltoniano para el giréstato transversal masivo Hg,, tiene la forma de un
sistema perturbativo, donde esta perturbacién es lineal en los momentos canénicos y
no en las variables del espacio. Entonces, considerando A > 0 como el parametro de

perturbacion, se escribe
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Hgm == H(] + hHl, (49)
donde
1 (L —pycost 1 9o 1
Hy=— | ——— — — Mgz, cos 0, 4.1
Y] < sen 6 ) - o1 - 213p¢ Mgz, cos (4.10)

el cual es el Hamiltoniano de orden cero y este coincide con el Hamiltoniano del trompo
masivo (cuando I; = I5). Junto a esto, p, = J también es un valor constante cuando

Hg,, es de orden cero. Y H;, viene dado como

le((L—p¢cosﬁ)cos¢—pgsenﬁsenw). (411)
sen 6
Ademas, se reescribird al término potencial como
1 (L— Jcosf\> 1
)= —|— —J? 4+ Mgz, cosé. 4.12
Vi(0) 21( 7 ) +2I3J+ g%, COS (4.12)

Las ecuaciones de Hamilton para H,, proveen interesante informacién para el es-
tudio del girdstato transversal. Para 0 < 6 < 7, existen dos puntos fijos, el primero es
un punto fijo estable y alrededor de éste hay movimientos elipticos (que corresponde a
la nutacién del giréstato a lo largo de ¢) y el segundo punto fijo inestable (hiperbdlico)
con una trayectoria cerrada que se conecta a si mismo, esta es una orbita homoclinica;
la misma separa dos regiones del espacio, la regién que esta adentro de la 6rbita, donde
hay orbitas elipticas y la region que esta afuera de la trayectoria homoclinica, donde

hay movimientos hiperbdlicos. La érbita homoclinica estda dada por:

cos(f) = 1 — ysec h*(v/ 1), (4.13)
donde v = 2 — % y B = 2%%. Para las soluciones fisicas reales se debe tener
1
0 <7 <2,y la energia
E = Mgz, + J?/2Is, (4.14)

con 0 < J =L < y/Mgz,I. En la siguiente ilustracién se muestra cémo la oérbita

homoclinica divide al espacio face en dos regiones.
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Figura 4.1: Secciéon del espacio de fases del Girdstato Transversal a orden cero mostran-
do una érbita Homoclinica que separa dos regiones, la interna (nutacién) y la externa
(gironutacién). Debido que 8 = —6, los dos centros elipticos en realidad son uno mismo.
Se ha considerado ql(t)=0(t) y pl(t)=pe(t).

Ahora se hard un andlisis numérico del efecto de la perturbacién (4.11) sobre el
movimiento del giréstato. Como se pudo ver en el caso libre tal término simple tendra un
efecto extraordinario sobre las dindmicas, representando un sistema cadtico y por tanto

no integrable.

Es conveniente reescribir H,, como:

1 /L — Jcos 2 1 1
Hyn(q,p) == (7q1) + —pi + =—p5 + Mgz, cosqu

21 sen g1 2" 23
o ((L—Jcosql) COS @2 — p1senq; SGHCD) ’ (4.15)
Sen g

donde se utiliza la notacién ¢ = 6, g2 = ¥, p1 = Py y P2 = py, con la finalidad de
facilitar el seguimiento y lectura de los célculos en MAPLE (Apéndice A).
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El Hamiltoniano de orden cero se expresa como:

1 (L— Jcosq S 1
H =—|— —p? + —ps+ Mgz, . 4.16

Para simplificar los cédlculos computacionales con el uso de MAPLE, se considera los

dos primeros términos de la expansionen serie de Taylor de cosq; y sen ¢,

luego, con L = J,

1 — cos q1> < —q )
L|— | =23 —— | .
< sen q; @ — (\/6)2

Asi, se define un nuevo potencial Vj, donde

1 —q1 ?
VI =— (3L 4.17
- ( @ —Wz) ’ (4.17)

pues, para lograr una gran semejanza entre Vy y Vi (0) se requiere que el comportamiento
de Vj tienda a una asintota vertical cuando ¢; — 7 6 ¢ — —m. Con lo cual el potencial
definido Vjj(q1) + Mgzocosq es bastante parecido a (4.12), como se puede apreciar
comparando la Figura (2.2) con la Figura (4.2). Por otro lado, (4.9) se puede aproximar

CcOo1mo

Hgm = G!1 + VE)/> (418)

donde L =J y

1 1
= Z(pl — hlsenqy)® + ﬁpg + Mgz cos qi. (4.19)
3

Debido a que MAPLE no trabaja con variables angulares médulo 27 sino con variables

G1(q,p)

cartesianas, es necesario agregar un término (1/2)q3 al Hamiltoniano para simular (o
forzar) el retorno de dichas 6rbitas. Se definird el Hamiltoniano (4.18) aproximado a

primer orden como



El Giréstato Transversal Masivo

32
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ql

Figura 4.2: Funcién aproximada de la energia potencial para el movimiento de 6 = ¢1

en el g.t. masivo.

1 1 1 9L2¢}
H/ — 2 2 - 2 —1
gnl®P) =57P1+ 5Py + 56 + Mgz cosq + 20(g? — 72)?
3Lq1h cos gz
—h Bt Sttt}

P1 sen gs + q% g

Utilizando los siguientes valores para los parametros:
I=3, L=1  M=1 g¢g=1 z=1 J=2  L=2

el Hamiltoniano H, (q, p) toma la siguiente expresién

1 1 1 6q>
om(d; P) g + 5Pz + 5% +cosqr+ (@7 — 72)2
6q1h cos o
— hpisen gy + 7q% TR

Luego, para el conjunto de condiciones iniciales dado por h = 0, t = 0, p;

(4.20)

(4.21)

(4.22)

=0,

p2 = 0.1, vy g2 = 0, se pueden observar las secciones de Poincaré del Hamiltoniano H, ;m

que corresponde al Hamiltoniano sin perturbar Hy(q, p) (4.10) debido a que h = 0. En

la Figura (4.3) se puede apreciar estas secciones mientras el nivel de energia varia de

0.25 a 2.50.
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Figura 4.3: El plano transversal de Poincaré para el Hamiltoniano H;,,(q, p) sin térmi-
no perturbativo y con diferentes niveles de energia.

Los dos primero gréficos de la Figura (4.3) corresponden a curvas elipticas produci-
das por la nutacion del giréstato, es decir, la variacion del angulo 6 entre los valores 0
y 7. Mientras que las graficas restantes corresponde a la region de movimiento en que

0 da vueltas completas, que hemos llamado gironutacion.



El Giréstato Transversal Masivo 34

Tomando el mismo conjunto de valores (4.21) pero con h =0.01, se obtienen los graficos

con una pequena perturbacion.

correspondientes a las secciones de Poincaré de H,

Los niveles de energia varian de 0.25 a 1.46.

Se puede observar de los graficos mostrados en la Figura (4.4) que para pertuba-
ciones pequenas (en este caso h =0.01) las dérbitas permanecen cercanas una de otra
a través del trascurso del tiempo. Se sabe que si la frecuencia 0 es un multiplo de w
es decir, (G/w) = n, entonces la dérbita o trayectoria se cerrard con si misma, repi-
tiendo el mismo comportamiento cada periodo 27r/¢. En otras palabras, si n es un
numero racional, entonces las érbitas permaneceran cerradas, en caso contrario, si n es
un numero irracional, la érbita nunca se cerrara y cubrira gradualmente la superficie del
toro sin pasar exactamente por el mismo punto dos veces. Esta trayectoria pasara ar-
bitrariamente muy cerca de cada punto de la superficie, la cual se conoce como érbita
periddica densa, y eventualmente cubre toda la superficie. En el girdstato masivo, se
tienen dos oscilaciones con frecuencias 6 y 1&, y el movimiento de las variables angu-
lares # y 1) estard confinado en una superficie bidimensional S* x S* que comunmente

llamada toro de KAM, la cual estd inmersa en un espacio fase de cuatro dimensiones

P1, P2, 41, q2.
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Figura 4.4: El plano transversal de Poincaré para H, ;m(q, p) con h =0.01 y diferentes
niveles de energia.
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Para grandes perturbaciones se distorsiona el movimiento regular de las oérbitas.
Un teorema conocido como el teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) provee las

condiciones para que se rompa la regularidad. Este teorema dice que

Si el movimiento acotado de un Hamiltoniano Hy es distorsionado por una pequena
perturbacion, AH, que hace al Hamiltoniano total, H = Hy + AH, ser no integrable

y si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

(a) la perturbacion AH es suficientemente pequena, y

(b) las frecuencias w; de Hy son irracionales,

entonces el movimiento permanece confinado a un N-toro, excepto para un de conjunto
condiciones iniciales (y por tanto de drbitas) de medida cero que resultan en trayectorias

que vagan sobre la superficie de energia constante.

Asi, las érbitas distorsionadas permaneceran estables, con una configuracién muy liger-
amente alterada y localizadas en la misma region en la cual se encuentran las que no se
distorsionaron. En otras palabras, para una perturbacién suficientemente pequena del
Hamiltoniano, la mayoria de las érbitas cuasi-peridédicas experimentaran sélo cambios
minimos. Los graficos de la Figura (4.5) muestran que a medida que el nivel de energia
se acerca al valor de la energfa de la érbita homoclinica (4.14), las 6rbitas cuasi-periédi-
cas son reemplazadas por patrones irregulares y las secciones de Poincaré parecen estar
llenas de comportamientos cadticos, esto es debido a que el término perturbativo (4.11)
permite que las trayectorias se bifurquen pudiendo mantenerse en la misma regién
de movimiento (nutacién) o cruzar a la otra regiéon de movimiento (gironutacién), lo
cual hace que las orbitas cercanas a la homoclinicas sean extremadamente sensibles a
pequenos cambios de su posicién y/o momento. Este resultado estd en concordancia
con los de [9] en donde se demostrd la existencia de bifurcaciones mediante el teorema
de Melnikov y son muy semejantes a los resultados que muestran numericamente caos
en el girdstato no transverso [6], para el hamiltoniano de Henon-Heiles [11] y el doble
péndulo [8]. Este comportamiento cadtico no entra en contradiccién con el teorema de
KAM, pues en este caso se ha escogido h =0.1 que es un valor grande para h, con lo
cual no de satisface la condicién (a) del teorema de KAM y la mayoria de la érbitas

pueden vagar fuera del toro de KAM manteniendo constante su energia.
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Figura 4.5: El plano transversal de Poincaré para H gm(q, p) con h

niveles de energia.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se realizé un estudio de la dinamica del girdstato o giréscopo con un
rotor interno colocado en posicion pependicular al eje de simetria, que es conocido como
giréstato transverso (g.t.). Este sistema rotante en 3 dimensiones espaciales se puede
considerar como un trompo sometido a un pertubacién no lineal. Por ello se reviso la
dindmica del trompo tanto en el caso en que hay gravedad (trompo de Poinsot) como
para el caso masivo simétrico (trompo de Lagrange) y posteriormente se procedié a
analizar el g.t. tanto en el caso libre de gravedad como en presencia de ella.

Se hizo un estudio del trompo libre o de Poinsot, el cual tiene la particularidad de
estar basada en el uso de los corchetes de Poisson-Lie tal como fue presentado en las
referencias [4], [9] y [6], y se presenta una detallada clasificacién de los puntos fijos del
sistema de ecuaciones de movimiento. Se reprodujo un estudio clasico del formalismo
lagrangiano para el trompo simétrico en presencia de torque gravitacional. Se amplio el
estudio dindmico de las referencias (3], [2] y [10] para incluir la “gironutacién”tal como
se hace en [9] y [6]. La presentacién y redaccién que se hace en este trabajo de grado
de ambos capitulos es original.

Se estudio la dinamica del girdstato transverso, que como se ha dicho antes es
un trompo perturbado. Siguiendo [9] se integraron las ecuaciones de movimiento de
manera analitica, demostrando que para todo valor de la perturbacién (introducida
por el rotor) existe una solucién exacta, por lo cual el g.t. libre de gravedad es un
sistema completamente integrable. Mediante la graficacion e integraciéon numérica de las
ecuaciones de movimiento utilizando MAPLE, se clasificaron los puntos fijos reportados
en [9]. Se encontraron 3 casos que corresponden a 3 topologias distintas de los Toros de

KAM dependiendo del valor de tamano de la perturbacion:

1. Perturbacién pequena (|h| < lay y |h| < laz) que resulta en un diagrama del espa-
cio de los momentos con 6 puntos fijos (4 elipticos y 2 hiperbdlicos) y constituye

una versién deformada del Trompo de Poinsot.

2. Perturbacién no pequena con 4 puntos fijos (|h| > la; y |h| < lag) que resulta
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en un diagrama del espacio de los momentos con 4 puntos fijos (3 elipticos y 1

hiperbdlico).
3. Perturbacién grande (|h| > lay y |h| > la3) con 2 puntos fijos elipticos.

En el primer caso hay 4 6rbitas heteroclinicas que separan las rotaciones en torno a
los 4 centros elipticos en regiones bien diferenciadas del movimiento, de forma “naive” se
propone que las rotaciones entorno a estos 4 puntos fijos sean identificadas (homeomor-
ficas) con un 4-Toro: S x S! x S* x S. En el segundo caso hay 2 érbitas homoclinicas
que separan las rotaciones en torno a los 3 centros elipticos, que pueden ser identificadas
con un 3-Toro: St x St x S*. Mientras que en el tercer caso no hay puntos hiperbdlicos y
el movimiento es dominado por la rotacion del rotor interno y el espacio de fases puede
ser identificado con un cilindro: S' x R. La expresién explicita de los homeomorfismos
no ha sido establecida ain y va mas alld de los objetivos de este trabajo por lo que
se requiere un estudio profundo de la dindmica topoldgica del girdstato masivo en el
futuro.

Se obtuvo el Lagrangiano, el Hamiltoniano y las ecuaciones de movimiento para el
caso del girdstato transverso, sometido a la accion de la gravedad. Usando una aprox-
imacién perturbativa de las ecuaciones de movimiento, e integrando numéricamente,
dichas ecuaciones, con la ayuda de MAPLE, se obtuvo secuencias de las secciones de
Poincaré en funcién de la energia para distintos valores del parametro perturbativo.
Debido a que el sistema presenta orbitas con bifurcaciones, da lugar a una dinamica no
integrable. Esta se manifiesta por la apariciéon de un régimen cadtico en las secciones de
Poincaré. Debido a las limitaciones del MAPLE para trabajar con varibles angulares, se
recurrio a una aproximacion regularizada del potencial efectivo del giréstato transverso.

Los resultados obtenidos en este trabajo complementan los obtenidos para el girdsta-

to transverso usando el teorema de Melnikov en [9] y el girdstato no transverso en [6].



>

>

>

APENDICE A

HoJA DE CALCULO DE MAPLE
PARA GENERAR LAS SECCIONES DE
POINCARE DEL GIROSTATO.

with(DEtools):
with(plots):

>I1:=3;13:=1;M:=1;g:=1,z:=1;J:=2;L:=2;

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

>
>
>
>
>
>
>

HO:=(1/2)*(p172/I1)+(1/2)*(p2~2/13) +M*g*z*cos(ql)
+(1/2)*(L"2%q1°2/(I1%(q1"2-Pi"2)"2));
H1:=(1/(2%I1))*pl1~2+(1/(2*I3))*p2~2+(1/2)*q2"~2+M*g*z*cos(ql)
+9*xL"2%q172/ ((2%¥I1)*(q1"2-Pi"2) "2) -h*pl*sin(q2)
+3*L*xh*ql*cos(q2)/(q1~2+Pi~2);

for n from 1 to 10 do

ics[n] := generate_ic(HO,{t=0,p1=0,p2=.1,92=0,energy=(n/4)},1)
end do;

for n from 1 to 10 do

poincare (HO+q2*q2,t=-500..500,ics[n],stepsize=.1,iterations=3,
scene=[q1l,pl]);

end do;

#Ver Figura 4.3#

41
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> h=0.01;

>

> for n from 1 to 10 do

> ics[n] := generate_ic(H1,{t=0,p1=0,p2=.1,92=0,energy=(n/4)},1)

> end do;

>

> for n from 1 to 10 do

> poincare(H1,t=-500..500,ics[n],stepsize=.1,iterations=3,scene=[ql,pl]);
> end do;

> #Ver Figura 4.4#

>

> h=0.1;

>

> for n from 1 to 10 do

> poincare(H1,t=-500..500,ics[n],stepsize=.1,iterations=3,scene=[ql,pll);
> end do;

> #Ver Figura 4.5#
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