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Resumen

Los Espacios Sub-Hardy son espacios de funciones holomorfas los cuales son
subespacios lineales de H2(ID) dotados de una norma diferente. Ellos son induci-
dos por una funcién b € H*(D) de norma a lo mds uno e incluyen al espacio
M(b) el cual es un espacio de Hilbert funcional con niicleo reproductivo

b(2)b(w)
1—z2w

y al también espacio de Hilbert funcional H(b) cuyo niicleo reproductivo es

1 —b(2)b(w)
1l—zw
Los Espacios H(b), llamados Espacio de De Branges-Rovnjak, son espa-
cios de Hilbert contenidos contractivamente en el espacio de Hardy H?(D)
ademds, H(b) es invariante bajo el operador de traslacién a la izquierda, S*.
Mostraremos como la norma de un operador de composicién pesado que actiia
en H?(D), es controlada por la norma de la funcién peso, en el espacio de De
Branges-Rovnjak, asociada al simbolo de el operador de Composicién.

Palabras y frases claves: Nucleos reproductivos, espacios de Hardy,
operadores de composicién, norma de un operador.
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Introduccion

El estudio de los operadores de composicién relaciona la teoria de los
operadores lineales con resultados clésicos de la teoria de una (o varias)
variable(s) compleja(s), permitiendo el flujo de resultados de una teoria hacia
la otra y estableciendo un campo de trabajo que es de interés tanto para
investigadores de analisis funcional y teoria de operadores como para los de
la teoria de funciones de variable compleja.

En este trabajo se estima la norma la norma de operadores de composicion
sobre espacios de Hardy haciendo uso de los niicleos reproductivos. Comenza-
mos presentando en el primer capitulo algunos resultados béasicos de la teoria
de operadores sobre espacios de Hilbert, necesario para el desarrollo de los
temas subsiguientes, en el segundo capitulo se expone la teoria basica de los
ntcleos reproductivos que caracterizan a los espacios de Hilbert funcionales
analiticos. En el capitulo tres se aborda la teoria necesaria para la definicién
de los espacios sub-hardy, en particular, los De branges-Rovnyak, los cuales
son expuestos en el cuarto capitulo y por tltimo en el capitulo cinco se discute
la relacion de los operadores de composicién con los nticleos reproductivos del
espacio donde actia el operador, asi como también se estima la norma para
el caso particular de los operadores de composicién sobre H? y finalmente se
muestra la estimacién via nicleos reproductivos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados basicos de la teoria de
operadores sobre espacios de Hilbert, es necesario que el lector esté familia-
rizado con muchas de las nociones dadas en este capitulo y por tal razén no
damos la prueba de estos resultados las cuales pueden encontrarse en varios
textos, entre los que se recomienda [7].

1.1. Geometria de Espacio de Hilbert.

Definicién 1.1. Un producto interno sobre un espacio lineal complejo H
es una funcion ¢ de H x H a C tal que:

(1) plarfi + azfa, g9) = arp(fi,9) + aap(fa, g) para ay, a0 en C y fi, fo g
en H;

(2) @(f, Br1g1 + Bag2) = Brp(f, 1) + Bap(f, g2) para By, B2 en C y f, g1, 9 en
H;

(3) ¢(f.9) =¢(g,f) para f y g en H; y

(4) o(f,f)>0para f en H y o(f, f) =0 siy sdlo si f=0.

Un espacio lineal dotado de un producto interno es llamado un espacio
con producto interno.



Definicién 1.2. St H es un espacio con producto interno digamos p, entonces
para f y g en H se tiene que

o(f,9) = {{p(f+9. F+9)plf~g, f~g)ie(f +ig, f+ig)—ig(f—ig, [ i)}
(1.1)

Definicién 1.3. St H es un espacio con producto interno,el cual denotaremos
por (.,.), se define una norma sobre H asociada con el producto interno como

IFIl == (f, )2, para f en H.

La siguiente desigualdad es basica en el estudio de espacios con producto
interno.

Proposicién 1.1. Desigualdad de Cauchy-Schwartz Si f y g estin
en el espacto con producto interno H, entonces

[(F ol < IfNlgll (1.2)

Teorema 1.1. En un espacio con producto interno, el producto interno es
continuo.

Definicién 1.4. En el espacio con producto interno H dos vectores f vy g
se dice ortogonales, denotado por f L g, si (f,g) = 0. Un conjunto S en

H se dice ortogonal si f 1 g para f y g en H y ortonormal si ademds
Ifll =1 para f en S.

Esta nocion generaliza la ortogonalidad usual de espacios euclidianos.

Proposicion 1.2. Si {fi, fo, ..., fa} es un conjunto ortogonal del espacio
con producto interno H, entonces

n 2 n
Sl =S
=1 =1

Proposicién 1.3. Ley del Paralelogramo Si f y g estin en el espacio
con producto interno H, entonces

1f +glI* +11f = gl = 201" + 2] FII*

Definicién 1.5. Un Espacio de Hilbert es un espacio lineal complejo el
cual es completo con la métrica inducida por la norma.




Definicién 1.6. St M es un subconjunto del espacio de Hilbert H, entonces
el complemento ortogonal de M, denotado por M+, es el conjunto de vectores
en H ortogonal a cada vector de M.

Proposiciéon 1.4. St M es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H
y [ es un vector en H, entonces existen unicos vectores g en M y h en M~
tal que f =g+ h.

Teorema 1.2. Teorema de Representacion de Riesz
Si ¢ es un funcional lineal acotado sobre H, entonces existe un unico g en
H tal que o(f) = (f,q) para cada f en H.

1.2. Operadores sobre Espacios de Hilbert.

Definicién 1.7. Sea H y K espacios de Hilbert.

= Un operador T : H — K es acotado si existe una constante k positiva
tal que ||Tx||x < k||z||g para todo x € H.

» El espacio (dlgebra) de todos los operadores acotados T : H — K
es denotado por L(H,K); si K = H entonces convenimos denotar
L(H, H), simplemente por L(H). FEs facil ver que un operador lineal
T:H — K es continuo st y solo si este es acotado.

» La norma de un operador T € L(H,K) se define por:

T = inf{k - [Tl < Klle|la} = sup{{T,y) - [[=]| <1, ]yl < 1}.

Definicién 1.8. Si T es un operador sobre el espacio de Hilbert H, entonces
el operador adjunto de T', denotado por T*, es el unico operador sobre H

que satisface (T'f, gy = (f,T*g) para f y g en H.

Proposicion 1.5. Si H es un espacio de Hilbert, entonces

(1) T = (T*)* =T para T € L(H);

(2) Tl = |7*| para T € L(H);

(3) (aS+pT)* =aS*+BT* y (ST) =T*S* para a,3€ C y S, T € L(H);



(4) (T*)"' =(T7Y)* para T € L(H) invertible; y
(5) IIT|I* = |T*T|| para T € L(H).

Definiciéon 1.9. Si T es un operador sobre el espacio de Hilbert H, entonces
el nicleo de T, denotado Kern(T), es el subespacio cerrado {f € H : Tf =
0} y el rango de T, denotado por Ran(T), es el subespacio {Tf : f € H}.

Proposicién 1.6. Si T es un operador sobre el espacio de Hilbert, entonces
Kern(T) = Ran(T*)* y Kern(T*) = Ran(T)*.

Definicién 1.10. Un operador T sobre un espacio H es acotado inferior-
mente si existe € > 0 tal que | T f|| > €| f|| para f en H.

Proposicion 1.7. SiT es un operador sobre un espacio de Hilbert H, entonces
T es invertible si y solo si T es acotada inferiormente y tiene rango denso.

Corolario 1.3. Si T es un operador sobre el espacio de Hilbert H donde T
y T* son acotados inferiormente, entonces T es invertible.

Teorema 1.4. Si T es un operador sobre el espacio de Hilbert H, entonces:
(1) T es Normal si TT* = T*T;

(2) T es Autoadjunto o Hermitiano si T = T*;

(8) T es Positivo si (Tf, f) >0 para f en H; y

(4) T es Unitario st TT* =T*T = I, donde I es el operador Identidad.

Proposicién 1.8. Un operador T sobre un espacio de Hilbert H es Autoad-
gunto, si y sélo si (Tf, f) es real para f en H.

Corolario 1.5. 5i P es un operador positivo sobre el espacio de Hilbert H,
entonces P es Autoadjunto.

Proposicién 1.9. SiT es un operador sobre el espacio de Hilbert H, entonces
TT* es un operador positivo.

Definicién 1.11. Un operador P sobre el espacio de Hilbert H es una
proyeccion si P es idempotente (P2 = P) y autoadjunto.



Definicién 1.12. Sea M wun subespacio cerrado del espacio de Hilbert H.
Definimos Py a la aplicacion Pyf = g, donde f = g+ h con g € M y
he M.

Teorema 1.6. Si M es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H,
entonces Py; es una proyeccion que tiene como rango a M. Mds aun, si P es
una proyeccion sobre H, entonces existe un subespacio cerrado M (= Ran(P))
tal que P = Pyy.

Proposicién 1.10. Si P es un operador positivo sobre el espacio de Hilbert
H, existe un unico operador positivo Q tal que Q* = P, ademds, () conmuta
con todo operador que conmute con P.

Corolario 1.7. §i T es un operador sobre H, entonces T es positivo si y
solo si existe un operador S sobre H tal que T' = S*S.

Definicién 1.13. Un operador T sobre un espacio de Hilbert H es una
isometria parcial si |Tf|| = ||f|| para f en ortogonal del nicleo de T
si ademdas, el nicleo de T es {0}, entonces T' es una isometria.

Teorema 1.8. Sea T € L(H) . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T es una isometria parcial;
2. T* es una 1sometria parcial;
3. TT* es una proyeccion; y
4. T*T es una proyeccion

Definicién 1.14. si T es un operador sobre el espacio de Hilbert H y M es
un subespacio cerrado de H, entonces M es un subespacio invariante para
T siT(M) C M y es un subespacio que reduce si ademds, T(M*) C M*.



Capitulo 2

Espacios de Hilbert Funcionales
Analiticos y Ntcleos
Reproductivos

En lo que sigue F = C 6 R, E es un conjunto no vacio, F&¥ = {f : £ —
F} y H C F¥ es un espacio de Hilbert. La norma de un elemento en H
serd denotado por || f||, y el producto interior mediante ( f1, fa ).

Definicién 2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que 'H es un espactio
de Hilbert funcional, si para todo y € FE, el funcional de evaluacion es
acotado en 'H, es decir, paray € E, 6, : H — F, definido por

es continuo.

En este caso para cada y € E, el Teorema de Representacién de Riesz,
garantiza la existencia de un unico elemento, K, € H tal que

<faKy>:f(y) VfeH.

Estos elementos K, son llamados niucleos reproductivos del punto y de H.

Definicién 2.2. La funcion de dos variables, definida por K (z,y) = K,(z),
se denomina nicleo reproductivo de H.



Obsérvese que:
K(z,y) = K,(z) = (K,, K, ).

A los espacios de Hilbert funcional se les acostumbra llamar espacios de
Hilbert con nucleos reproductivos. Si los elementos del espacio de Hilbert
funcional son funciones analiticas definidas sobre un subconjunto abierto de
C, se dice que H es un Espacio de Hilbert funcional analitico, (HFA).

2.1. Propiedades Basicas de los Nucleos Re-
productivos

» Kl espacio de Hilbert funcional H, admite a lo sumo un ntcleo repro-
ductivo.

Demostracion.
Supongamos que K y K son nucleos reproductivos de ‘H. Entonces

HKy—Ksz = <Ky—Ky>Ky_Ky>
= <Ky - f(y’ Ky> - <Ky - f(y? f{y>
= <Kvay>_<Ky>Ky>_<Kyvky>+<—ky7—f(y>
= K(yy) - K(y.y) — K(y.y) + K(y,y) =0.

Lo que implica que K = K.

= Si K es el nicleo reproductivo de un espacio de Hilbert funcional H,
entonces para todo par x,y en E se tiene,

a) K(z,z) > 0 VzekFE.
Demostracién.
Consideremos = € F

0< || K, |)? = (K., K,) = K(x,z).

b) K(z,y) = K(y, ).
Demostracién.

K(x,y) = <Ky’K$> = <Kx>Ky> = K(y>$)'



c) |K(z,y)]? < K(z,x) K(y,y)
Demostracién.
K (x,y)]* = [( Ky, Ko )| < | K|IP | Ko |1* = K(y,y) K(z, z).

= Sea H un espacio de Hilbert funcional, con niticleo reproductivo K, el
espacio generado por K(F) ={K, /x € E} es denso en H.

Demostracién.
Sea f € H

f LspanK(E) & (f,K,) =0 Vye E
< fly) =0 Vye E.

Asi, f =0, y por tanto el espacio generado por K(F) es denso en H.

= Sea H un espacio de Hilbert funcional, con nicleo reproductivo K, y
{f,}n>1 una sucesion de Cauchy ( respecto a la norma ) en H, y f
limite de dicha sucesion, entonces,

fly) = lim f (y)

n—oo

para toda y € F.

Demostracién.
Por hip “otesis, ||f, — f|| = 0sin — +o0. Seay € F

| (o = DW= {Fn = [, Kl <[ = FI T — 0.

por tanto, f(y) = lim,, . f,(y) para toda y € E.

Teorema 2.1. Sea 'H un espacio de Hilbert funcional, con nicleo reproductivo
K. Si{e; : j € J},J conjunto de indices, es una base ortonormal de H,
entonces el nicleo reproductivo K, estda dado por:

K('Tuy) = Z %ej(x)v

jeJ

donde la serie converge puntualmente
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Demostracion.
Sea y € F, entonces,

(Ky,e5) = (ej, Ky) = e;(y).

K, => (K ej)e; =Y e;(ye;:

JjeJ jeJ

Asi

esta suma converge en norma en H, por lo tanto, la serie converge puntual-
mente.

2.2. Caracterizacion de los Ntucleos Repro-
ductivos

En esta seccién obtendremos condiciones necesarias y suficientes para que
la funcién K(z,y) sea el nicleo reproductivo para algin espacio de Hilbert
funcional. Recordaremos primero algunos resultados de matrices necesarios
en este trabajo.

Sea A :(am-) una matriz compleja n x n. Entonces A es positiva (A > O)
n
si y solo si para todo ay, ag, ..., o, € Cse cumple Y @waja;; > 0.
ij=1

Si (, ) denota el producto interno usual en C", entonces en términos del
producto interno, A > 0 si y s6lo si (Axz,z) > 0 Vz € C". De hecho, la
suma en la definicién es (Az, x) para el vector x cuya i-ésima componente es
el niamero «;.

También, A > 0, si y s6lo si A = A" y todo autovalor A de A es no
negativo. Por esta razén, algunas autores prefieren llamar tal matriz semi-
definida positiva o no negativa. En el caso que A = A* y todo autovalor A
de A, que satisfaga A > 0 entonces diremos que A es estrictamente positiva
(A > O). Como A es una matriz, A > 0 es equivalente a A > 0y A
invertible.
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Definicién 2.3. Sea E un conjunto y K : E x EE— C una funcion de dos
variables. Entonces K es una funcion nicleo (K > 0) stempre que, para todo

n y para toda escogencia de n puntos distintos, { x1,...x, } C E, la matriz

Proposicién 2.1. Sea 'H en espacio de Hilbert funcional, con nicleo repro-
ductivo K. Entonces K es una funcion nicleo.

Demostracion.
Sean &1,&,..&6, € C v y1, y2,..., yo elementos de H, entonces, para la
n

funciéon = — > K(x,y;)&; de H se tiene,
=1

]_
2
0<

Z Ky]‘ fj
j=1

= <Z Kyj§j7z Ky162>
j=1 i=1

= Z ézgj <Kyj7 Kyi >

ij=1

= > L& KWiy)

i,j=1

[

Generalmente para nicleos reproductivos, (K (i, arj)) > (0. Cuando esto

no sucede, debe existir algun vector (£;,&s,...,&,) € C" diferente de 0 tal

que || > K&l = 0. Por lo tanto para f € H tenemos S & fly) =
j=1 j=1

n
(f, > K,;&) = 0. Asi, en este caso existe una ecuaciéon de dependencia
j=1

lineal entre los valores de todas las funciones en ‘H para algin conjunto finito
de puntos.

Teorema (E.G. Moore-N. Aronzajn)

Sea F un conjunto y K : ' x F — [ una funcion. Si K es una funcion
ntcleo, entonces existe un tnico espacio de Hilbert funcional, tal que K es
el nicleo reproductivo de H.
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Demostracion.
Sea Hy el espacio generado por el conjunto {K,/x € FE}. Definimos un
producto interno en Hj, de la siguiente manera:

Para f = > oK, y g = > B,K,,, entonces,

eJ jedJ
<.f7 g) = Z alﬁ_]K(tmmz)
1,J

donde J es un subconjunto finito de indices.
Sea f € Hy, entonces, para y € F, tenemos,

(f, Ky) = <ZO‘J' Kyj>Ky>

Sea Hx la completacion de Hy con la norma asociada. Solamente nece-
sitamos probar que es tinico. Supongamos que H es otro espacio de Hilbert
que admite a K como nucleo reproductivo, entonces Hy C Hy, pues los
elementos de de H, son combinaciones lineales de las funciones K, pertene-
cientes a H.

Queremos ver que:

Para cualquier z,y € E, (K,,K,)u = K(z,y) = (K,, K;)n,. Por li-
nealidad, para f,g € Hy tenemos (f,g)u = (f,9)n.. Ya que H y Hy
son completaciones de Hj, se sigue de la unicidad de la completacion que
H = Hy.

|

Dada una funciéon nticleo K : E x E — C, Hi denota el nico espacio

de Hilbert funcional, con nicleo reproductivo K.
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Proposicién 2.2. Sea E un conjunto, f una funcion diferente de cero en E
y K(z,y) = f(z)f(y). Entonces K es positiva, Hy es es espacio generado de

fyllfll=1

Demostracién.

Notemos que K, se puede escribir de la forma, K, = f(y)f. De acd

Z glgj yzayj - Z fzgj yja >

. zlas] T, @)

_ Z &ET) f) (. /)

. Zlgzgj P 117

. (i&fw) (ZW)> 171
_ S er| 10

Por lo tano K es positiva.

Ahora por ser K, = W f, W es justamente el espacio uni-dimensional
generado por f,y ya que los espacios de dimensién uno son completo se tiene
que Hi es justamente el espacio generado por f.

Finalmente, consideremos y tal que f(y) # 0. Entonces,

PPN = 1F W7 = kyl? = (hyo ky) = K(y,9) = [f()F = IfI* =1,
Asi,

Z & & K(yi,yy) =
=1

1,7=1




Capitulo 3

Espacios de Hilbert dentro de
Espacios de Hilbert

En este capitulo presentamos algunos espacios contenidos en un espacio
de Hilbert H, los cuales se definen a través del rango de un operador y poseen
estructura de espacios de Hilbert.

Definicién 3.1. Sea H un espacio de Hilbert, diremos que un espacio de
Hilbert K esta contenido acotadamente en H si este es un subespacio vectorial
de H y si la aplicacion inclusion es acotada. St la aplicacion inclusion es una
contraccion diremos que el espacio de Hilbert K esta contenido contractiva-
mente en H.

Es bien claro que todo subespacio de H esta contenido contractivamente
en éste.

Definicién 3.2. (Espacio Rango) Si A es un operador acotado del espacio
de Hilbert Hy en el espacio de Hilbert H, definimos el espacio M(A) como
el rango de A con la estructura de espacio de Hilbert que hace a A una
coisometria de Hy sobre M(A). Asi, si x ey estdin en Hy y si ellos son
ortogonales al nicleo de A (o si uno de ellos es ortogonal al nicleo de A),
entonces

<AI7 Ay> = <LL’, y>H1‘

14
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El espacio M(A) estd contenido acotadamente en H y si A es una con-
traccion, este esta contenido contractivamente en H.

Si A es un operador acotado del espacio de Hilbert H; en el espacio de
Hilbert H y y un vector en H, entonces el funcional lineal sobre H, inducido
por y, (F,(z) = (x,y)n), restringido al espacio M(A) es acotado, en efecto,

[Fy(Az)| = [{Az, y)u| < [|Az|]lyll
< Klz|yl
< KfAz|me llyl

F, es inducido, relativo al producto interno en M(A), por un vector en
M(A). Este vector es AA*y como se ve a continuacién

Fy(ASC) = <Ax7y>H = <.T},A*y>H1 = <A$>AA*Z/>M(A)

Teorema 3.1. Criterio de Douglas
Sean H, H, y Hy espacios de Hilbert, y sean A y B operadores acotados
de H, y Hs, respectivamente en H. Entonces la desigualdad de operadores

AA* < BB* (3.1)

es necesaria y suficiente para la existencia de una factorizacion A = BR con
R una contraccion de Hy en H.

Demostracién.

(«<=) Supongamos que A tiene una facrtorizacién de la forma A = BR
con R una contracciéon de Hy en Ho, luego ||A*|| < ||R*||||B*|| tenemos que

(BB* — AA")x,z) = (BB*z,x)— (AA™z,x)
(B*x,B*x) — (A"x, A™x)
1B — || A™]

1B || = [ B[l B7]]

= [IB%|[(01 = [[&"]}) = 0

v
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por lo tanto AA* < BB*.
(=) Supongamos que se cumple AA* < BB*.
Definamos el operador ) desde el rango de B* al rango de A* como

QB'r=A'x (v e H).

Por la desigualdad 3.1 se tiene que el operador @) es acotado, luego @) se
extiende continuamente a una contraccién desde la clausura de el rango de
B* en H; y finalmente se puede extender a una contraccién desde Hy en H,
colocando el operador nulo sobre el complemento ortogonal de la clausura
del rango de B*, entonces el operador R = Q* es una contraccién y cumple
que A = BR, pues

QB'x=A"r = (QB")" = (A")"
— BQ"=A
— A= BR.

Observacion: El espacio M(A) es un subespacio ordinario si y sélo si A
es una isometria parcial.
3.1. Espacios Complementarios
Si A es una contraccion de espacios de Hilbert, entonces el espacio
M(I — AA*)Y/?

es llamado el espacio complementario de M(A) y lo denotaremos por
H(A). Si M(A) es un subespacio ordinario, es decir, A es una isometria
parcial, entonces AA* y I — AA* son proyecciones complementarias y H(A)
es el complemento ortogonal ordinario de M(A).

3.2. Relacién de entrelazamiento
Si A es una contraccion de espacios de Hilbert, entonces

AT — A*A)Y?2 = (I — AAMY2A
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Usando induccién sobre n tenemos A(l — A*A)" = (I — AA*)" A para todo
entero positivo n. Asi, si p es cualquier polinomio, entonces Ap(I — A*A) =
p(I — AA*). Tomando ahora sucesiones (p,);° de sucesiones que convergen
uniformemente sobre el intervalo [0,1] a la funcién raiz cuadrada. Entonces

pa(l — A*A) — (I — A*A)Y? en norma y p,(I — AA*) — (I — AA*")Y? en

norma, teniéndose que

AT — A*A)Y2 = (I — AA")2A.

3.3. Relacién entre H(A) y H(A")

Teorema 3.2. Sea A una contraccion del espacio de Hilbert Hy en el espacio
de Hilbert H. Entonces el vector x € H pertenece a 'H si y solo si A*x
pertenece a H(A*). Si x1 y xo son dos vectores en H(A), entonces

(1, 22)p(a) = (X1, T2) i + (A" 21, A" 22) (0%

Demostracién.
De la relacién de entrelazamiento se sigue inmediatamente que A*M(A) C
H(A*), supongamos ahora que x es un vector en H tal que A*z € H(AY),
entonces:

Atw = (I — A*A)?y
donde y esta en Hi, la identidad
r=(I—AA")x + AA™x
en virtud de la relacion de entrelazamiento se puede reescribir como
x = (I —AAY2[(I — AA )22 + Ay, (3.2)

la cual muestra que z € H(A).
Para obtener la expresion del producto interno, sean x; y x5 dos vectores

en H(A) y sean y; vectores en Hj,para j = 1,2, que son ortogonales al nicleo
de I — A*A y satisfacen A*z; = (I — A*A)/%y;. Para cada j

x;= (I — AA*)l/Q[(I — AA*)l/ij + Ay;l,
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y (I — AA*)Y21; + Ay, es ortogonal al nticleo I — AA*, pues para w €
Kern(I — AA*) se tiene

(1 = AA)Y 25, w) + (Ay;,w)
(), (I = AA")Pw) + (Ay;, w)
(1 = AA")22 (1 — AA)Pw) + (Ay;,w)
(25, (I — AAYYA(T — AAY2w) + (Ay;, w)
= (zj,(I — AA")w) + (Ay;, w)
= 0+ (Ay;,w) (w e Kern(I — AA"))
= <yj7 A*w >
por la relacion de entrelazamiento se garantiza que A*w estd en el ntcleo
de I — A*A por lo tanto ((I — AA*)Y2z; + Ay;, w) = 0. Luego,

(I — AA*)1/2xj + Ay, w) =

(I — AANY 2oy + Ayy, (I — AA)Y %0y + Ayo)
(I — AAYY 20y (I — AA)Y220) g + (T — AA)Y 221, Ayo)
+(Ayr, (I — AAY220) i + (Ayr, Ayo)

(T1,2)14) =

ahora,

(I — AA 20y + Ayy, (T — AAY 20y + Aoy =

y

(I — AAY 200, Ay + (Ayr, (T — AAN 22y = (ay, (I — AA)Y2 Ayo)y +
(I — AA)Y2 Ay, 20\
(@, A(I — A" A) Py) g +
(A(I — A" A) Py 20) i
(1, AA 2o g + (AA 2z, 22)
= (A" 1,A 1’2>H1 (A1, A*xo) gy,
2

Por lo que se concluye



(I — AAYY 200 (T — AA)Y220) i 4 (T — AAYY 200, Ayo)
+(Ayr, (I — AA) 220 g + (Ayr, Ayo) ar

x1,x9) — (A%x1, A%xo) + 2({A%x1, A*xo) gy, + (Ay1, Ayo)
A*xy, A% xo) g, + (Ayr, Ayo)

(I — A A) Py, (I — A" A)2ya), + (Ayr, Ayo)
y1, (I — A A)YV2(I — A" A) Y 2yo) i, + (Ayr, Ayo)
y1, I — A" A)yo) g, + (Ayr, Ay2) i

y1, (y2 — A" A)y2) m, + (Ayr, Ay2)

Y1, y2) — (Y1, A" A)y2) 1, + (Ayr, Aya)m

Y1, Y2) H,

(T1,T2)H(A)

Il
e o R
_

8
v

(
(
(
(
(
(
(
(

como queriamos demostrar.



Capitulo 4

Espacios de Hardy y
Sub-Hardy

Los espacios de Hardy son espacios vectoriales de funciones analiticas que
satisfacen una cierta condicién de crecimiento. Dicha condicién viene dada
en términos de las siguientes medias integrales: Si f es una funcién analitica
en D, (disco unitario en C), y 0 < p < oo definimos las medias integrales:

M (r, f) = {%/0 |f(rei9)‘pd9r

M ‘= ma i

(r, f) = max |f (re”)]

Definicién 4.1. Sea 0 < p < o0, el espacio de Hardy H? = HP(D) es
el espacio vectorial de todas las funciones analiticas en D para los cuales la
norma

| fllze := sup My(r, f)

0<r<1

es finita.
Denotamos por H* al espacio de las funciones analiticas y acotadas en
D con la norma:

1flloo := sup Moo(r, f) = sup {|f(2)] : = € D}

0<r<

El funcional ||.||g» es una norma si p > 1.

20
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Para cada p > 1, M,(r, f) es creciente como funcién de r y por lo tanto,
podemos escribir
I Flle = tm My, f) < oo
r—1-—

Cada funcion f € HP posee limite radial

(€)== lim f(re")

r—1-

para casi todo 8 € JD.
Las funciones frontera f* pertenecen al espacio LP = LP(0D) y

4%mmﬂWN>—m

a menos que f sea idénticamente igual a cero. En particular, el limite radial
de una funcién en H? no se puede anular en un conjunto de medida de arco
positiva.

La norma de una funciéon f € HP puede también ser definida equivalen-
temente como la norma en LP de su funciéon frontera f*. Luego H? puede ser
identificado con un subespacio cerrado de L? y por lo tanto es un espacio de
Banach.

Si para cada 0 < r < 1 definimos f, : 9D — C como

fo(e?) = f(re®),

entonces se tiene que lim || f* — f.||» = 0.
r—1-

4.1. El Espacio de Hardy H*(D).

H?(D) se define como el conjunto de todas las funciones f analiticas en
D para las cuales

Al = sup [[fill2 < oo (4.1)
0<r<1

Es decir,

27
H? = {f :D — C, analitica : sup / | f(re)|Pdo < oo}.
0<r<1 Jo
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Este conjunto es diferente de vacio, pues contiene a los polinomios.

H?(D) es un espacio de Hilbert con producto interno dado por:

o —
(o) =iy [ ey gl o

Es facil chequear que (., .) define un producto interno, y que || f||> = (f, f)
para cualquier f € H*(D).

Como f es una funcién analitica en D, f tiene una expansion en serie de
potencias

f(z) = Z a;z’, vV z €D.

j=0
Luego

2m ——df
1515 = [ #OF0,

De esto podemos concluir que la funcién r — || f.||2 es creciente en (0, 1).
En consecuencia, el supremo en 4.1 puede ser reemplazado por lim,_; . Asi

(o] o
IfII* = ll_fgz lax [ =" |agl”
k=o k=o

De manera similar para f,g € H*(D) obtenemos

<f7 g> = Z ak%a
k=o
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donde los by son coeficientes de Fourier de g.
Supongamos que f, es una sucesién de Cauchy en H?(D). Definimos la
funcién f : D — C por f(z) = lim f,(z). Mostraremos que f € H?*(D),

y tim [f = full =0.
Lema 4.1. Sea {f,} C H*(D) una sucesién de Cauchy. Si
f(z):= lim f,(2), z € D.

n—oo

Entonces f € H*D), y lim ||f.|| = |If]-

Demostracién.
Veamos que f es analitica.

En efecto, si I" es una curva rectificable cerrada en D, entonces [, fo(2)dz =
0 para todo n, f, — f uniformemente en I'. Por lo tanto,

/f(z)dz = lim [ fu.(2)dz =0,
r

n—oo T
por teorema de Morera, concluimos que f es analitica en D.

Notemos que {|| f,.||} es una sucesién de Cauchy de nimeros no negativos,
puesto que por la desigualdad triangular,

Ll = Wl < (1 fn = Sl

asi que lim || f,| existe.
n—oo
Fijemos C' > lim || f,||. Entonces existe N € N tal que || f. | < C para
n—oo

todon > N,y r, € (0,1). Sin embargo, para cualquier r € (0,1), f.. — f;
uniformemente, luego

271' ) de
wmz/|mwwygm
0 T

De esta manera, || f|| = supg<,<1 || frll2 < C.

Lema 4.2. Supongamos que f € H*(D) y que A € D. Entonces

S <AV = AP
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Demostracién.

Para A en D, consideremos la funcion ky(z) = — donde |z| < 1. Notemos
2

que kx(2) = 3220 A"2™, de esta manera ky € H*(D), y

k|2 = A"

La clave de esta afirmacion, estd en que para cualquier f € H*(D),

FO) = ([, kx)-

En efecto, para r € (0, 1),

2 o d# 00 ' Ao
/(; f(reze)k/\(reza)% _ /0 (Z a,r" m9> (Z )\mrmezm9> %

m=0
oo

= E ap A\
n=0

= [,

f es analitica en D, de manera que

27 o db
(k) =l [ e e 5L =i 7% = )

Luego
L/

[ = 1 R = (LR = NS

De aca el funcional de evaluacion es acotado y por tanto continuo, admi-

tiendo H? nucleos reproductivos ky(z) = DY donde |z| < 1.

z
Proposicién 4.1. Supongamos que {f,} es una sucesion de Cauchy en
H?(D), y A\ € D. Entonces la sucesion {f,(\)} converge uniformemente en
subconjuntos compactos de .
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Demostracién.

Si R es un subconjunto compacto de D, entonces

c=sup{|A\|: A€ R} < 1.

Por lema 4.1, | f,(A m(A)] < ————~. Ademas,
|fa(A) = fm(N)] T2

1
lim sup| fr(A) — firn(AN)] < lim n— fmll =0
Jim_sup | £,(3) = V] € S 1im | o= ful

4.2. Espacios de Hilbert dentro de H*(D)

4.2.1. Espacios Sub-Hardy

Los Espacios Sub-Hardy son espacios de funciones analiticas los cuales
son subespacios lineales de H?(ID) dotados con otra norma.

4.2.2. Operadores de Toeplitz

Definicién 4.2. Si p € L*, T, : H* — H? es el operador de Toeplitz
definido por:

T, = P(ef)

donde P es la proyeccién ortogonal de L? sobre H?.

Las siguientes son propiedades bien conocidas de T,:

o [Tl = llello
o 1T7=T;
o T.7,=T,

o Trky = p(w)ky,, ¥V web. (k, € H* esun n.r.).!
Si ¢ € B(H*), (la bola unitaria en H*), entonces

= Tl <1

'n.r ntcleo reproductivo
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= 1T T5] <1

Luego, (I — T,T7), es una contracciéon positiva y en consecuencia, el
operador
— 1/2
T, = (I - T,1,)"

estd bien definido.

Pongamos H(yp) := T,(H?) = H(T,).
Dado w € D, se sigue para el funcional de evaluacién F,, que

[Fu((1 =T, T5)2 /)l < K[(1=T,T5)> fll a2
< K|lfllae
= Kil[(1 = T,T5)2 flln)

Por lo que F,, es un funcional lineal acotado con la norma dada en H(yp),
siendo asi, H(y) un espacio HFA.

Si H(2) es un espacio HFA, entonces por el Teorema de Representacién
de Riesz, para cada w € €, existe un tnico k,, € H(Q) tal que

f(w) = (f kuw)-

Entonces

N\H

(I = T,Tp)2g(w) =

(I — T,T5)7 g, k) 2
g?(l_ 7)2kw>H2
1 1 1
1 =T Tp)2g, (1 = TpTp)2 (1 — TpT5) 2 kw)w

( ®)
(I —T,15 )297( — T T5) kw) 1 (y)

o~ o~~~

Por la unicidad del teorema de representacién de Riesz (1 — 1, 75)k,, son
los nicleos reproductivos de H(yp).
Ahora, para k, € H? tenemos que

(] - TLpT@) k’w - kw - TcpT@k’w
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Asi, definimos los nicleos reproductivo para H(yp) como

kP = ky — op(w)ky,

oy L pR)ew) _1-¢)e(w)
k“’(Z)—l—Ez_ 1—-wz  1-wz

4.3. Espacios de de Branges- Rovnyak

Definicién 4.3. Para ¢ € B(H®), al espacio H(p) dotado con el producto
interno de espacio rango: (I, f, T, f)n(p) = (f, f)uz, se lellama Espacio
de De Branges-Rovnyak.

Asf pues, el espacio H(p) es un subespacio contractivo de H? dotado
con un producto interno diferente. De hecho, H(p) es un espacio HFA, y sus
ntcleos reproductivos estan definidos segun la formula:

1 —o(w)e(z
oy — L2002
1 —wz
Si ¢ es una funcién interior, T, es una isometria y H(p) es un subes-
pacio ordinario de H?2.

En este caso, el complemento ortogonal de H(p) es wH?, un subespacio
invariante del operador Shift (Sf(z) := zf(z)).2

En consecuencia, si ¢ es una funcién interior H(y) es un tipico sub-
espacio invariante del shift de retroceso, S*, también llamados Espacios
Modelos.

2Renombrado Teorema de Beurling



Capitulo 5

Operadores de Composicion
sobre H?

En este capitulo relacionamos el estudio de los operadores de composicion
con la teoria de los nucleos reproductivos y finalmente se muestra que la
norma del operador de composicién sobre el espacio de Hardy H?(D) es
controlada por la norma de una funcién peso del espacio sub-Hardy llamado
De Branges-Rovnyak.

5.1. Operadores de Composicion

Sea Xun conjunto arbitrario no vacio.
Supéngase que, x € X, F, es un espacio vectorial sobre el cuerpo K
(K =R 6 C). Entonces, el producto cartesiano

[ 7
zeX

es un espacio vectorial, cuando definimos las operaciones lineales puntualmente.

Cada elemento de [] F, se conoce como una seccidon y a la familia
reX
[] F., selellama un fibrado vectorial sobre X.
reX

Ejemplo 1
Si F, =C, x € X, entonces

[ = {f:x—c}

zeX

28
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Sea L(X) un subespacio vectorial topolégico de [] Fi.
rzeX
Si ¢ : X +— X es una aplicacion tal que

(fop) € HFJ; para toda f € L(X),

zeX

entonces la correspondencia
f= foyp

define una transformacién lineal de L(X) a [] F, lamada Operador
zeX
de Composicion con simbolo ¢, y denotada como Cl,.

Si¢: X — C, el operador de composiciéon con peso W, es definido
por

Wowf =0(fop)

a la funcion ¢ se le llama funcién peso.

Hasta el momento se conoce que la primera aparicion de Operadores
de Composicién data de 1871, cuando, Schroeder [19] estudié el problema
espectral siguiente, dada una funcién ¢, hallar funciones f y escalares «
tales que

(fop)(z) =af(z) Yz enun dominio apropiado

En las ultimas décadas, su estudio tomoé nuevo impulso a raiz de la pu-
blicacién del articulo ” Composition Operators” de E. A. Nordgren [14] en
1968, asi como la publicacién de la tesis doctoral Composition operators on
H? (University of Toledo, 1969), de H. J. Schwartz [20].

Nos interesa, en particular, el caso en que C, : L(X) — L(X); especial-
mente, el caso en que

= X es un dominio de C o C",
= ¢ : X — X es una funcién holomorfa y

» L(X) es un espacio vectorial topolégico cuyos elementos son funciones
holomorfas definidas en X.
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Consideremos D := {z € C : |z| < 1}, disco unitario en C, y H C FP
un Espacio de Hilbert Funcional. Si ¢ : I —,ID es una aplicaciéon tal que
fop € H, siempre que f € H, entonces C, : H — H definido Cy,(f) = fop
es un operador de composicion de simbolo ¢.

Proposicién 5.1. Cualquier operador de composicion de H en H, es acotado.

Demostracién. Sea {f,} una sucesicién de funciones en H convergiendo en
norma a f; supongamos también que {Cy(f,)} converge a algin elemento
g. Como cada funcién de evaluacién es acotada, las funciones f, convergen
puntualmente a f; en consecuencia Cy(f,) = f, o ¢ converge puntualmente
a Cy(f) = f o1. Por unicidad de limite Cy(f) = g.
|
Mientras que es facil describir un operador de composiciéon Cy, es fre-
cuentemente dificil representar el adjunto C7, explicitamente el adjunto sin
embargo tiene una propiedad particularmente tutil.

Teorema 5.1. Sea 'H un espacio de Hilbert Funcional y A un operador sobre
H. Entonces A es un operador de composicion si y solo si el conjunto K (D) =
{K./x € D} es invariante bajo A*. En este caso ¢ es determinado por
A'K, = Ky().

Demostracion.

Supongamos que A es un operador de composicion, digamos A = C), para
algin .
Sea K, € K(D) entonces para f € ‘H

([LAK,) = (Af, Ky)
= (Cy(f), Kz)
(fov), Ky)
(fov)(x)

= f(K(z))
= ([, Ky(@))-

Asi A*K, = Ky(). Por lo tanto K(D) es invariante bajo A*.
Consideremos ahora K (D) invariante bajo A*. A*f, = Ky ).
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Sea fe H,z e F

A(f(x)) = (Af, Ko) = ([, A'Ky) = (f, Ky) = f((x)) = (f o )(x)

Asi existe 1 : D — D tal que fo 1p = A. Por lo tanto A es un operador de
composicion.

Teorema 5.2. Sea 'H un espacio de Hilbet funcional, cuyo nicleo reproductivo
se puede escribir en la forma K, (z) = u(2w), donde u es una funcion 1 : 1
enD, y sea Cy, : H — H un operador de composicion. Entonces el operador
adjunto, C3, es también un operador de composicion si y solo si o(z) = az,
donde 0 < |a| < 1. Si este es el caso entonces (z) = az.

Demostracién. Supongamos que C; = Cy para alguna ¢ € H(D,D).
Entonces

Cof(w) = f(¥(w)) = (f, Kyw)) fEeH, w e D.

Por propiedades de espacios de Hilbert funcionales se tiene,

Ku(p(2)) =

para todo z,w € D. Ademés Wy (z) = ¢(w)z para todo z, w.
Fijemos un valor de w.
Entonces la funcién “"(Zz), analitica en D\{0}, debe ser constante alli, y en
consecuencia, podemos extenderla analiticamente a todo D, con lo que nece-
sariamente, p(z) = az. Por lema de Schwarz se obtiene |a| < 1. La igualdad
1 = az es immediata.
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Teorema 5.3. C, es normal si y solo si p(z) = az donde |a| < 1.

Demostracion. Supongamos que C, es normal. Puesto que ¢ es analitica,
podemos escribirla como serie de potencia, ¢ = Y aye,. La sucesién
de funciones {e,} es una base ortonormal de H?*(D), de manera que por
identidad de Parseval,

ICseol®> = > [Creo,en)
n=0
= Z’<€0790n>|2
n=0

oo
= D laof™
n=0

Ademas

|Coeoll = lleo o fl = lleoll = 1.

Como [|C7 f[| = ||C, f]| para todo f € H, tomando f = e tenemos

o.9]
> lagl = 1.
n=0

Esto implica que ag = 00 ¢ = >
pasos anteriores con e, tenemos

[e.e]

n—1 Gn€n, aplicando nuevamente los

oo
ICrerl = D [(Crer,en)|”
n=0

o0

= D len e

Pero ¢(0) = 0 asi (eg, ™) = 0 para n > 2 lo cual implica,

ICGell* = [ar|*.
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Por otro lado -
ICole) I = N> =D anl”
n=1
De manera que
(o)
jar P =D Jan]”
n=1
En consecuencia, a,, = 0 paran > 2y ¥(z) = a;2.

Reciprocamente, si 1)(z) = az, por teorema anterior C7, es un operador de
composicion, es decir , C = Cy donde ¢(z) = az. Entonces, sea f € H*(D)

CoCyuf(2) = Co(f o ¥)(2) = Cu(f(¥(2)))
= C,f(az)
= (

= Cyflaz)
= CyC,f(2)

Lo cual implica que C,, conmuta con su adjunto. Por tanto C, es normal.
|

5.2. Norma de un operador de Composicién

Sea 'H un espacio de Hilbert y 7" : 'H — H un operador lineal acotado.
Recordemos que la norma de 7" estd definida por

1T = supd[T(HI - f e WAl =1}
= sup{ [T"(N)Il - f e KISl =1}

Calcular el valor exacto de la norma de un operador de composicién en
un espacio de Hilbert funcional analitico, es un trabajo dificil; por ejemplo,
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en el espacio de Hardy H?(D), la norma de un operador de composicién ha
sido calculada sélo en ciertos casos especiales; sin embargo, es posible estimar
adecuadamente la misma.

Lema 5.4. En H*(D) los miicleos reproductivos normalizados {k,} tienden
a cero débilmente cuando |w| — 17.

Demostracién. B
Sea p un polinomio complejo. Pongamos M = max{|p(z)| : z € D}. Entonces
K 1
p,kw =\D, = = p)Kw = 1- |w|2p(w)7
ko) =P 0 = g 4K

consecuentemente,

0< lim ]<p,kw>\§‘l‘1'm M+/1—w|?=0.

|w|—1~ —1-

Consideremos ahora f € H*(D). Entonces existe una sucesion de polino-
mios {p,} tal que lim ||p, — f|| = 0. Luego, dado ¢ > 0 existe N tal que
n—oo

llpn — f|| < € para todo n > N. En consecuencia, para todo w € D:
[(fs Bw) = (Pns b )| < L = pull - [[Roll < & para todo n = N.
Fijemos ny > N. Entonces, existe 6 > 0 tal que 1 — |w| < ¢ implica

| (Pros Fu)| < e.

Luego, si 1 — |w| <4,

|<f’k:w>| < |<f_pno7kw>|+ |<pn0,kw>| < 2e.
|

Teorema 5.5. Sea ¥ : D — D un automorfismo. Entonces para toda f €
H*(D)

1 — [(0)] )1/2 L+ [$(0) \ 2
ST A < OuAll < () )
Atun mds, estas desigualdades son optimas y

1+ [w(0)] )"
Il = ( - |¢<o>|) '
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Demostracion. Como 1 es un automorfismo de D, 9 es una transformacién
fraccional lineal de la forma

- z4+u

¥(z) = )\1 +uz

donde |A| =1y |u| < 1.
Sea f un polinomio complejo. Entonces f es acotada en ID y por lo tanto,
fov e H®(D) y sunorma en H? es

do

21
1 ot = / PP

Como v es un homeomorfismo suave sobre el circulo unitario, podemos
cambiar variables en el circulo:

i0
it i0 € u
e = e = A -
(e 1+ ue®

it
i —1/ it ;€= Au
e = € = )\—_
voLen) 1 — Aue

de lo cual, al diferenciar y simplificar, se obtiene

it N1 |2 40t
g0 — e i]u| e
(1 — Aue')?

Finalmente, tomando moédulo tenemos

a9 1—Jul® dt

21 |1 — Auet|22m

2m 2T o 2
|ty pel = [T e Sl
0 0

or 1 — Xueit|2 2w

Observemos ahora que

1—|ul? 1—|ul? 1—|ul?
(L4 Jul)® = 1= Xueit|2 — (1= fu])?’




luego

2m o L—|ul? df 2m : 1—|ul? dt
ity |2 hdl < ity 2 - e
L e < [ O 5

2m o L—u|? df
ip)|2 el
< / I 7

1—|ul)?227

y como |u| = [¢(0)|, se concluye que

L= [(0) )2 + [4(0)]
(00 ) < gy < (HEOIT
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Puesto que los polinomios son densos en H?(D), estas desigualdades son

validas para todo f en H*(D).

Para mostrar que la desigualdad de la derecha es &ptima, recordemos
que Y w € D: C(ky) = ky(w). Pongamos u = se” y sea {r,} una sucesién
de ntmeros reales positivos que converge, de manera creciente, a 1. Para cada

n € N, definamos w,, := r, ?. Entonces
K w2
IC5P > tim At
v n—oo || Ky, |2
1 ]' — |u)”|2
= m —
n—oo 1 — [¢h(wn)|?
_ 1-Juf?
1= uf?
_ - le
1—[4(0)]?

Esto prueba que la desigualdad de la derecha es 6ptima y que

(1 0)
"Cw"‘<1—rw<o>\) |

Nétese ahora que, para toda f € H*(D):

£ = 1C Cufll < TS IIC -



37

Por lo tanto, al ser [y~1(0)] = [4(0)], se tiene

! ! L= [¢7(0) )”2
C W = i = = .
100112 ) = g = ) 1)

Para mostrar que esta desigualdad también es 6ptima consideremos una

sucesion {g,} tal que lim||Cyg,| = HC’JIH y definamos f, := Cq;lgn.
Entonces
: : L= [P "
lim ||Cy fr]| = lim ||g, :(— fll-
ICy ful g T [0(0)] 171l
|
Corolario 5.6. Sea 1) : D — D una funcidn analitica, entonces en H?*(D)
tenemos
L\ L+ (90 )
o) < lel=(iEher) - 6D
(1 - |w<o>|2) T 0)]
Las estimaciones 5.1, muestran que si ¢(0) = 0 entonces || Cy || = 1. La

desigualdad inferior es alcanzada cuando 1 es una constante y la desigualdad
superior cuando v es una funcion interior.

5.2.1. Estimacion via Nucleos

Definicién 5.1. 51 f: D — C, definimos T} sobre los micleos de Szego de
H?, mediante

Tiky = f(w)ky.
T} se extiende como operador lineal a todo H?.

Teorema 5.7. Sea ¢ € B(H>(D)). Entonces, para cualquier f € H(p), el
operador
CiT; : H*(D) — H*(D)
es acotado y
ICSTFI < IIfII-
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Demostracioén.
Supongamos que || f|| = 1.
Sea fo := f y escojamos vectores unitarios fi, fo,... tal que (fi),,>0

sea una base ortonormal de H(¢p).

Entonces

o) = AP S ).

m>0

Lo cual implica
1 —wz m>0 1— (P(w)SO(Z)
que, a su vez, puede reescribirse en la forma

l—wz 11— p(w)p(z) mz>11—90<w)90(z) >

siendo esta diferencia positiva semi-definida por ser una suma de nicleos
positivos semi-definidos.

Notemos ahora que podemos escribir el lado izquierdo de (5.3) en la forma
1

K(w,2) = (ku, k) — (C,TF kb, CTF K

Entonces, para cualquier combinacién lineal de la forma

h(z) = Z Aikw (2),

y la no negatividad de IC(w, z) tenemos

'Aqui k, denota al n.r. de H?.
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i,j=1
< Y NN (k) = Y NN (CiT kw,, Ci T k)
i,j=1 i,j=1

< (h,h)y — (CiTth, CTEh)

o bien [[CETFAI? < ||A].
Como tales funciones h forman un conjunto denso en H?(D), concluimos
que
|CoTF] < 1.

Corolario 5.8. Para cualquier aplicacion analitica p : 1D — D, el operador
de composicion C, es acotado sobre H*(D) y

1+ 2(0)]) 2
I < <1 - |so<o>|)

Demostracion.
Si ¢ es constante entonces el acotamiento es trivial.
Sea

f(2) = kg (2) = 1 = 9(0)(2),
el nicleo reproductivo de H(p) en el origen.
Entonces

1 f g = (1= |0 (0)[2)*

1
y puesto que ||¢]leo <1 ¥y |e(0)] <1, tanto f como 7 son analiticas

y acotadas en .

Por lo tanto, el operador de Toeplitz T es acotado e invertible, con inversa
T,y

|75, = H%H < (- o))"

o0

Luego,



1CZl

ICETF T4l
ICTFINTY 4
1A o 11/ flloe

(=)
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