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Resumen

Se considera una casi-distancia generalizada, que contiene, como casos dege-
nerados, ¢-divergencias y casi-distancias con nucleos homogéneos de segundo orden.
La motivacién para conseguir esta casi-distancia proviene de estudiar funciones de
penalidad con shift constante en el espacio primal. Estas funciones de penalidad no
necesariamente tienen que pasar a través del origen con pendiente uno y su funcién
conjugada toma valores negativos. Para un caso particular se consigue una genera-
lizacién de la distancia entropica Kullback-Leibler. Esta casi-distancia generalizada
puede ser vista en cada iteracién del algoritmo, como la diferencia entre una funcién
de Bregman y su aproximacién lineal. Se muestran resultados de convergencia primal
y dual, particularmente se muestra que cada punto limite de la sucesion generada
por el método proximal definido por la casi-distancia generalizada es una solucién

optima dual.
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Introducciéon

En el marco de la programacién convexa existe una estrecha relacion entre los
métodos de Lagrangeano aumentado y los métodos de punto proximal via dualidad
de Fenchel.

Por un lado, los métodos de Lagrangeano aumentado se han desarrollado por
medio de diversas funciones de penalidad, por otro, los métodos de punto proximal se
han desarrollado por medio de casi-distancias, asociadas a -divergencias, a nucleos
homogéneos de sengundo orden y distancias de Bregman. Estas casi-distancias son
utlizadas, entre otras cosas, para resolver el problemal dual en dicha programacion.

El problema primal con desigualdades en programacion convexa viene dado
por:

F=mf{folz) : filz) <0 i=1,...,m},

donde f; : R" — R, para 7= 0,1,...,m son funciones convexas, propias y cerradas.

El problema dual asociado al problema primal viene dado por:

d=sup{d(p) : p>0} =inf{~d(u) : p>0}

donde d(p) = inf{l(x,pn) : © € R"} y l(x, p) es la funcién Lagrangeana, la cual esta

dada por:
Wz, p) = fo(r) + Z/izfz(x)
i=1

Los problemas primal y dual han sido estudiados utilizando basicamente dos puntos
de vista, el punto de vista primal-dual, [3],[4],[16] y el punto devista dual-primal,
[1],[7),[11].

En los estudios que se conocen desde el punto de vista dual-primal, se utiliza

el método de punto proximal para resolver el problema dual regularizando la funcion



dual mediante casi-distancias que actuan como nucleos. Como se expresé anterior-
mente, estas casi-distancias estan asociadas a (p-divergencias, nicleos cuadraticos y
distancias de Bregman y es de hacer notar que actualmente guardan poca relacion
entre si y los estudios de convergencia en cada caso son realizados por vias muy difer-
entes, de ahi que surja la inquietud de deterninar si tales casi-distancias representan
objetos matematicos totalmente distintos, o por el contrario guardan una estrecha
relacion entre ellas. Sorprendentemente lo que ocurre es ain mejor. Todas ellas son
casos particulares de una casi-distancia general.

En las siguientes paginas se encontrara la teoria para desarrollar una casi-
distancia generalizada que contiene como casos particulares las mencionadas anterior-
mente, la cual proviene de estudiar funciones de penalidad, que no necesariamente
pasan a través del origen con pendiente 1, por medio de un shift constante en el
espacio primal al aplicar la teoria de dualidad de Fenchel.

En el Capitulo 1 se desarrollaran algunos conceptos y teoremas basicos del
analisis convexo y la programacion no lineal, suficientes para ofrecer una mejor com-
prension de esta investigacion.

En el Capitulo 2 se estudiara la relacién entre los métodos de Lagrangeano
aumentado y los métodos de punto proximal, ofreciendo también en este capitulo
una breve exposicion del desarrollo historico de ambos.

Finalmente, en el Capitulo 3 se presentan los aportes originales de este trabajo,
ofreciendo una familia de funciones de penalidad para el método de Lagrangeano
aumentado y se construye la casi-distancia generalizada via dualidad de Fenchel,

incluyendo un método y los teoremas de convergencia en los espacios dual y primal.
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Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Conceptos y Teoremas Basicos.

Los conceptos y teoremas que se observaran en este capitulo pueden encontrarse
en [2],[13] y [17]. Se presentaran algunas definiciones, proposiciones y teoremas bésicos
del andlisis convexo y la programacién convexa que se necesitaran para una mejor
comprension de este trabajo. A lo largo de éste, R denotard el sistema de los niimeros
reales y R" el espacio vectorial usual de n-uplas de la forma = = (z1,...,,)", donde
cada z; € R, parai=1,...,n vy donde 2 denotard el vector traspuesto de x.

El producto interno de dos vectores x y y en R" sera representado por:
(T, y) = 21y1 + -+ + Ty = 7'y

Si f: R"xR™ — R es una funcién diferenciable, se denotara por Vif(x,y) y
Vaf(z,y) alos gradientes de f respecto a la primera y segunda variable respectiva-
mente.

Los ortantes positivo y no negativo seran representados por los conjuntos
R}, ={zeR":2>0}yR} ={z €R":2 >0}, donde z > 0 denotara que x; > 0,

para todo ¢ € {1,...,n} y x > 0 denotara que x; > 0, para todo i € {1,...,n}.
Definicion 1.1.1. Un subconjunto M de R™ es llamado afin si y solo si
(1—XNz+ Iy € M,

para cada x,y € M, \ € R.
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Es decir, un conjunto es afin, cuando la recta que une a cualquier par de puntos
del conjunto estd totalmente contenido en éste. El conjunto vacio () y R™ son ejemplos

extremos de conjuntos afines.

Definicion 1.1.2. Un subconjunto C' de R™ es llamado convexo si y solo si
(1-=XNz+ Iy e,
para cada x,y € C;\ € (0,1).

Es decir, un conjunto es convexo, cuando el segmento de recta que une a

cualquier par de puntos del conjunto esta totalmente contenida en éste.

Definicion 1.1.3. Sea C' un conjunto convexo y no-vacio en R™. Una funcion
f:C — R se dice convexa sobre C si y sdlo si para cada par (xz,y) € C x C y para

cada \ € (0,1) se tiene que:

FOz+ (1 =XNy) <Af(x)+ (1 =N)f(y).

Se dice que f es estrictamente convexa sobre C, cuando la desigualdad anterior

es estricta para x # y.

Definicion 1.1.4. Una funcion f: R™ — RU{+oc} no idénticamente igual a 400
se dice que es convera, cuando para todo par (z,y) € R™ x R"™ y para todo X € (0,1)

se cumple que:
fOz 4+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y)

Obsérvese que la desigualdad anterior es en RU{+00} y denotaremos a la clase

de tales funciones por ConvR"™.

Definicion 1.1.5. El dominio efectivo de f € ConvR" es el conjunto no-vacio

domf ={z e R": f(x) < +o0}.
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Las definiciones (1.1.3) y (1.1.4) pueden hacerse equivalentes extendiendo la
funcién convexa f definida en (1.1.3), haciendo f(x) = 400 para x no perteneciente
a C'y asi se tiene una nueva f, la cual esta ahora en ConvR"™. Reciprocamente, dada

f € ConvR"™, puede hacerse C' = domf y se obtiene asi una funciéon convexa en el
sentido de la definicién (1.1.3).

Recuérdese que el gréfico de una funcién f : R” — R es el conjunto:

{(z, f(x)) : z € R"},
lo cual nos permite visualizar la siguiente definicion.

Definicion 1.1.6. Dada f : R — R U {+o0} una funcion no idénticamente igual

a +00, el epigrafo de f es el conjunto no-vacio dado por:

epi(f) :={(z,r) e R" xR :r > f(x)}.

El epigrafo estricto es definido de manera similar, reemplazando “ > ” por

@
> .

Proposicion 1.1.1. (wver [13],Cap. IV, Prop. 1.1.6)
Sea f:R™ — RU{+o00} una funcion no idénticamente igual a +0o0.
Las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) f € ConvR™.
(ii) epi(f) es un conjunto convexo en R™ x R.

(11i) “epi(f) estricto” es un conjunto convexo en R™ x R.

Definicion 1.1.7. Sea f : R" — R U {+o0} una funcién. Se llaman conjuntos de

sub-nivel de f a los siguientes, para cada v € R;

Se(f) ={x eR": f(z) <r}.
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Obsérvese que:

w (z,7) €epi(f) & x e S.(f).

» Si f € ConuvR", entonces S,.(f) es convexo para cada r € R (posiblemente

vacio).

= Una funcién cuyos conjuntos de sub-nivel son todos convexos no necesariamente

es convexa (ver Fig 1.1.1).

9

N

Si(f) dom(f) Z=0

Fig.1.1.1 Funcién convexa, epigrafo, dominio efectivo y conjunto de sub-nivel.

Teorema 1.1.1. (wer [13], Cap. IV, Teorema 1.1.8)
Sea f € ConvR"; entonces para cualquier coleccion {xy,...,x} de puntos en

domf y para cualquier X = (A1,...\) en el simplex unitario de R*, dado por:
k

(A= (A, A) 10> N < 1) se cumple:

i=1

Definicion 1.1.8. Una funcion convera f : R™ — R U {+oc} se dice propia si y
sélo si su epigrafo es no vacio y no contiene lineas verticales, es decir, si f(z) < +00

para al menos un x y f(x) > —oo para cada x. Por tanto f es una funcion convezra
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propia si el conjunto convexo C = domf es no-vacio y la restriccion de f a C es

finita.

Observe que si f: R" — RU {400} es convexa, no idénticamente igual a +o0,

entonces f es propia.

Teorema 1.1.2. (wver[17], Teorema 1.1)

Los subespacios de R™ son conjuntos afines que contienen el origen.

Teorema 1.1.3. (wver[17], Teorema 1.5)
Las transformaciones afines de R™ en R™ son funciones T de la forma

Tx = Ax + a, donde A es una transformacion lineal y a € R™.

Ahora bien, el epigrafo de una funcion lineal es caracterizado por algin s € R"
y esta formado por aquellos puntos (z,r) € R™ x R tales que r > (s, x).

Algunas notaciones que se utilizaran son:

» La cdpsula afin de dom f se denotard por af f(domf) y se define como la inter-

seccion de todos los conjuntos afines que contienen a domf [13].

= El interior relativo del epigrafo de f se denotard por:

ri(epi(f)) = {(z,r) e R" x R: x € ri(domf),r > f(x)}.

» El interior relativo del dominio efectivo de f se denotara por ri(domf) y es la

proyeccién sobre R™ de ri(epi(f)).

Proposicion 1.1.2. (ver [13], Cap. IV, Prop. 1.2.1)
Sea f € ConuvR"™, entonces f es minimizada por alguna funcion afin; es decir,
para todo xo € ri(domf) : Is € Lassaoms)/f(x) = f(x0) + (5,2 — x0) para todo

r € R", donde Laffaomy) €s el subespacio paralelo a af f(domf).
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Observe que la funcién afin puede ser forzada a coincidir con f en xq.

Definicion 1.1.9. Una funcion f : R" — RU {400} es semicontinua inferior si

para cada x € R™ se cumple que:

liminf f(y) > f(x).

Yy—x

Observe que esta desigualdad se debe cumplir en R U {+00}. Mediante la si-

guiente proposicion se puede apreciar su aspecto geométrico.

Proposicion 1.1.3. (ver[13], Cap. IV, Prop.1.2.2)
Para f:R" — RU{+o0} las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) f es semicontinua inferior en R™.
(ii) epi(f) es un conjunto cerrado en R™ x R.

(iii) Para todo r € R : S.(f) es cerrado (posiblemente vacio).

Definicion 1.1.10. La funcion f : R" — R U {+o0} se dice cerrada si y sdlo si
es semi-continua inferior, o su epigrafo es cerrado, o sus conjuntos de sub-nivel son

cerrados.

Definicion 1.1.11. La clausura de una funcion f: R" — RU {400} es la funcion

cf :R* — RU{£o0} definida por:

cf(x) :=liminf f(y)

Yy—x

para todo x € R™ o equivalentemente, se define como aquella funcion que cumple lo

siguiente:

epi(clf) = cl(epi(f))-
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Proposicion 1.1.4. (ver[13], Cap. IV, Prop.1.2.6)

Para f € ConvR"™ se tiene que:
clf € ConvR"™,

yclf y f coinciden en ri(domf).

El conjunto de las funciones convexas cerradas sobre R"™ serda denotado por
ConvR™.
Veamos algunas proposiciones sobre operaciones funcionales que preservan la

convexidad.

Proposicion 1.1.5. (ver[13], Cap.1V, Prop. 2.1.1)
Sean fi,..., fn € ConvR"[respectivamente en ConvR"|, sean ti,...t, reales

positivos y supongase que todas las funciones son propias, entonces la funcion:

f= thfj

estd en ConvR"[resp. en ConvR"].

Proposicion 1.1.6. (ver[13], Cap.1V, Prop. 2.1.2)
Sea {f;}jes una familia arbitraria de funciones convezas [resp. convezras ce-

rradas]. Si existe xo tal que sup;{f;(zo)} < 400, entonces la funcion siguiente:
f=sup{f;:jeJ},
es convexa [resp. convexa cerrada).

Definicion 1.1.12. Sea f : R" — RU{+00} una funcion propia no necesariamente

convexa, definimos la funcion conjugada f* mediante:

f*(s) = sup{(s, x) = f(x) : x € dom [}

para todo s € R™.
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Por las proposiciones anteriores claramente f* € ConuvR",

Proposicion 1.1.7. (ver[13], Cap.1V, Prop. 2.1.5)
Sea f € ConvR"[resp. en ConvR"| y sea A : R™ — R™ una transformacion

afin tal que ImANdomf # 0, donde ImA es la imdgen de A. Entonces la funcidn:
foA:R" 3z (foA)(z)=f(Alx))
estd en ConvR™[resp. en ConoR™]|.

Ejemplo: Sea f € ConvR", témese zo € domf, d € R" y defina A : R > ¢ —
A(t) = zo+1td, claramente A es afin y fo A es por tanto convexa segin la proposicién

anterior.

Proposicion 1.1.8. (ver[13], Cap.1V, Prop. 2.1.8)
Sean f,g € ConvR"™ con g creciente. Supdngase que Jxg € R"/ f(xy) € domg y
hagase g(4+00) := +oo. Entonces la funcion compuesta go f : x — g(f(x)) estd en

ConvR"™.

Observe que de las proposiciones (1.1.5) y (1.1.7) se tiene que; si f es una

funcién convexa y u > 0, entonces la funciéon siguiente:
" x
fu:R" 32— fu(z)=uf "

es también convexa y con ésta se puede definir definir la “perspectiva’de f como la
funcién:

f i RxR" = RU{+o0c}

dada por
~ uf(2) si u>0

flu,z) =

+00 otro caso.
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Proposicion 1.1.9. (ver[13], Cap.IV, Prop.2.2.1)

Si f € ConvR™ | entonces su perspectiva fe ConvR" !,

Definicion 1.1.13. Sea C' un conjunto convexo, cerrado y no-vacio. Para cada

x € C, se define el cono asintotico en x como sigue:
Coo(z) ={deR":x+tde C para todo t>0}.

Coo(x) puede ser visto como el conjunto de todas las direcciones desde las cuales

se puede ir en linea recta desde = hacia el infinito sin salir de C.

Proposicion 1.1.10. (ver[13], Cap. III, Prop. 2.2.1)
El cono convezxo cerrado Cu(x) no depende de x € C. Esto permite escribir Cy

en lugar de Cuoo().

Definicion 1.1.14. El cono asintdtico o también llamado cono de recesion de un

congunto convexo cerrado C' es el cono asintotico Cs.

Algunos conos asintéticos se observan en la figura 1.1.2

L

Fig.1.1.2 Algunos conos de recesién o conos asintéticos.
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Proposicion 1.1.11. (ver [153], Cap. III, Prop. 2.2.3).

Un conjunto C convezo y cerrado es compacto si y solo si Coo = {0}.

Proposicion 1.1.12. (ver[13], Cap. IV, Prop. 3.2.2)
Sea f € ConvR"™, entonces el cono asintético del epigrafo de f, (epi(f))oo , €S
el epigrafo de la funcion f., € ConvR"™ definida por:

t>0 t t——o0 t

)
donde xy es arbritrario en el dominio de f.
Definicion 1.1.15. A esta funcion f. se le llama funcion de recesion.

Proposicion 1.1.13. (ver[13], Cap. IV, Prop.3.2.5)
Sea f € ConvR"™. Todos los conjuntos de sub-nivel de f, no-vacios, tienen el

mismo cono asintotico, el cual es el conjunto de sub-nivel de f! en el nivel 0.
Es decir, para todo r € R con  S,(f) # ¢, se tiene que:
[Sr(N))ec ={d €R™: fi(d) < 0}.

En particular las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe r € R para el cual S,(f) es no-vacio y compacto.
(ii) Todos los subconjuntos de sub-nivel de f son compactos.

(iii) f (d) > 0 para todo d no nulo en R™.

Definicion 1.1.16. Las funciones f € ConuR"™ que satisfacen (i), (ii), (iii) en
la proposicion anterior se llaman 0-coercivas. Equivalentemente las funciones 0-

coercivas son aquellas que crecen al infinito, es decir;
f(z) = 400 cuando ||x|] — 400,

ademds, las funciones 0-coercivas, convexas y cerradas alcanzan su minimo sobre R™.
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Un importante caso particular es cuando se tiene que:

% — 400 cuando ||z|] — +oo.
T

En este caso f crece al infinito mas rapido que cualquier funcién afin y tales
funciones son llamadas 1-coercivas. La siguiente figura muestra algunos ejemplos. En
algunos textos no se hace distincién entre 0-coercividad y 1-coercividad y a ambas las
denominan simplemente coercividad. En forma andloga se puede definir coercividad

lateral para el caso en que hay coercividad por un solo lado.

N

R

No es 1-coerciva.
No es 0-coerciva. No es 1-coerciva. Si es 1-coerciva.

Es coerciva lateral Si es 0-coerciva. Si es 0-coerciva.

Fig.1.1.3 Coercividad.

Definicion 1.1.17. Una direccion d # 0 es una direccion de recesion de f si y sélo

si f1.(d) < 0.

Teorema 1.1.4. (Ver [13], Cap. IV, Teorema 4.1.4)
Sea f una funcion diferenciable sobre un conjunto abierto Q C R™ y sea C un
subconjunto convezro de Q). Entonces:

(i) [ es convexa en C si y solo si:

f(x) > f(xo) + (Vf(xo),x — x0) para todo (xq,x) € C x C.
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(ii) f es estrictamente convera en C si y sdlo si la desigualdad anterior es

estricta cuando x # xy.

Teorema 1.1.5. (ver[13], Cap. IV, Teorema 4.3.1)

Sea [ dos veces diferenciable sobre un conjunto convexo abierto 2 C R™ . En-
tonces:

(i) f es conveza sobre S siy sdlo si el Hessiano V2 f(xg) es semidefinido positivo
para todo o € ().

(11) Si el Hessiano V2 f(xq) es definido positivo para todo xo € S , entonces f

es estrictamente conveza en §).

Definicion 1.1.18. Una funcion f: R" — RU{+o0o0} es suave si y sdlo si es finita

y diferenciable en todo R™.

Definicion 1.1.19. Una funcién f : R" — RU{+o0} conveza y propia es esencial-
mente suave, si satisface las siguientes condiciones:

(i) int(domf) # 0.

(ii) f es diferenciable en int(domf).

(i11) kl_l)inooHVf(xk)H = +oo donde {x}} es una sucesion en int(domf), que

converge a un punto x de la frontera de int(domf).

Obsérvese que si f es diferenciable en R™ | entonces f es esencialmente suave

pues int(domf) = R" y (iii) se cumple por descarte pues la frontera de R" es vacia.

Definicion 1.1.20. Sea f € ConuR, sea x¢ un punto del interior de su dominio,
llamamos derivada por la izquierda y deriwada por la derecha respectivamente a las

siguientes:

D_f(l’o) = lim M = sup M

zTxo T — 2o x<xzo T — Xo
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D, f(zg) = Tim L8 =S @0) _ 1y J@) = J(@o)

zlzo xr — Xo z>T0 xr — Xo
Teorema 1.1.6. (ver[13], Cap. I, Teorema.4.1.1)
Sea f € ConuR, sea x¢ un punto del interior de su dominio, entonces f admite

derivadas por la izquierda y por la derecha finitas y satisfacen:

D_f(zo) < Dy f(wo).

Definicion 1.1.21. Sean f : R" — RU {400} una funcion convera. Sean x y d
fijos en R™ y consideremos el cociente incremental de f en x en la direccion d.
flz +td) — f(x)

q(t) :== ; para t >0,

se define la deriwada direccional de f en x en la direccion d como:

f(z,d) = ltilI(I)l q(t) = inf{q(t) : t > 0}.
Si ¢ denota la funcion uno-dimensional t — @(t) := f(x + td) entonces: f'(x,d) =
D (0).
Por otro lado:

o)t 1)~ @)

tlo t t10 —t

luego f'(x, —d) = —D_¢(0).

Definicion 1.1.22. El subdiferencial Of (x) de f en x es el conjunto convexo, com-

pacto y no-vacio de R"definido como:
If(x) :={s € R": (s,d) < f'(x,d) para todo d € R"}

Un vector s € f(x) es llamado un subgradiente de f en x.
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Definicion 1.1.23. El conjunto subdiferencial de f en xq, denotado por Of(xo), es

el siguiente:
Of (zo) :={s € R": f(x) > f(zo) + (s, — o) para todo x € R"}.

Teorema 1.1.7. (ver [13], Cap. IV, Teorema 4.5.1)
Las definiciones (1.1.22) y (1.1.23) son equivalentes. La definicion (1.1.23)
significa que los elementos de Of(xq) son los vectores directores de los hiperplanos

que pasan por (zo, f(xg)) € R™ x R.

Proposicion 1.1.14. (ver[13],Cap. VI, Prop. 1.3.1)
(i) Un vector s € R™ es un subgradiente de f en x si y sélo si (s,—1) € R" xR

es normal al epi(f) en (z, f(x)). En otras palabras:

Ny, £ (@) = {(As, =) 1 s € D (), A = 0},

(ii) El cono tangente al epi(f) en (x, f(x)) es el epigrafo de la funcion derivada

direccional d — f'(z,d)

Tepic) (2, f(2)) = {(d,r) 27 = f'(z, )}

Tepi(f)(x,f(x))

Tepi(f)(x,f(x))

()

Fig.1.1.4 El conjunto subdiferencial.

En la figura 1.1.4 se observa lo presentado en el teorema anterior.
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El siguiente teorema nos presenta condiciones de minimalidad equivalentes que

se relacionan con la subdiferencial.

Teorema 1.1.8. (ver[13], Cap. VI, Teorema 2.2.1)
Para f: R™ — R conveza, las siguientes tres propiedades son equivalentes:

(i) f es minimizada en x sobre R™.
(11) 0 € Of (x).
(iii) f'(x,d) > 0 para todo d € R".

Una regla de calculo con subdiferenciales es dada por el siguiente teorema:

Teorema 1.1.9. (wver[13], Cap. VI, Teorema 4.4.1 )

Sean f1, fo dos funciones convexas de R™ — R y tq,ty positivos, entonces:
b ) )

O(t1f1 + tafo)(x) = t10f1(x) + t20fo(x), para todo x € R™.

1.2. Optimalidad y dualidad en programacién no lineal.

En esta seccién, se estudiaran algunos conceptos bésicos sobre las condiciones
necesarias de optimalidad en programaciéon no lineal, describiendo las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker y aquellos resultados que muestran que estas condiciones
son también suficientes para problemas convexos. Ademds, se ofrecerd una breve
descripcién de la teoria de dualidad.

El problema de programacién no lineal se puede formular como:

min{ f(z) : x € R"}, (1.2.1)

sujeto a,

h(z) =0, (1.2.2)



1.2. Optimalidad y dualidad en programacién no lineal. 16

g(z) <0. (1.2.3)

donde z = (z1,...,2,)" es el vector de las variables de decisién, f : R — R es la
funcién objetivo, h : R® — R! v g : R® — R™ son respectivamente las restricciones
de igualdad y de desigualdad, donde al menos una de las restricciones es no lineal.
A cualquier vector que satisfaga las restricciones se le llamara solucién factible y el
conjunto de todas las soluciones factibles se le llamara region factible.

El problema anterior en el caso en que todas las funciones son convexas se le
llama programa convexo.

Es bien conocido que si S es un conjunto cerrado, acotado y no vacio de R",
es decir compacto y f : R — R una funciéon continua, entonces el problema de
hallar min{ f(x) : * € S}, posee al menos una solucién éptima. Por otra parte, el
conjunto definido por las restricciones bien pudiera no ser acotado, en cuyo caso se
puede garantizar la existencia de soluciones éptimas utilizando hipdtesis adicionales
convenientes.

Uno de los resultados tedricos més importantes en la programacién no lineal
es el que lleva a las llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Estas condiciones

deben ser satisfechas por la soluciéon éptima de cualquier problema lineal o no lineal.

Definicion 1.2.1. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker(KKT).
El vector & € R™ satisface las condiciones KKT para el problema no lineal (en
el caso difrenciable) (1.2.1)-(1.2.2)-(1.2.8), si existe un par de vectores A € R y

w € R™ tales que:

V@) + D> MVh(T) + Z 1;Vg;(z) =0, (1.2.4)

_ hi(Z) = 0, (1.2.5)



1.2. Optimalidad y dualidad en programacién no lineal. 17

gi(7) <0, (1.2.6)
1;95() = 0, (1.2.7)
1 > 0. (1.2.8)

A los vectores A y p se les llama multiplicadores de Lagrange o de Karush-Kuhn-
Tucker. La condicién (1.2.7) es conocida como condicién de complementariedad, la
condicién (1.2.8) es conocida como condicién de factibilidad dual y (1.2.5)-(1.2.6) son
llamadas condiciones de factibilidad primal.

Dado z € R" y dado j € {1,...,m}, la restriccién de desigualdad, g;(z) <0, se
dice que es activa en el punto Z si g;(Z) = 0; se denomina no activa si g;(z) < 0. Se
denota el conjunto de los indices de las resticciones activas por I(z) = {j : g;(z) = 0}.

Debido a que la diferenciabilidad es un concepto local, esta permite caracterizar
los minimos locales, sin embargo, no es posible emplearla para caracterizar los mini-
mos globales de un programa no lineal. Con el fin de caracterizar los minimos globales
se considera la condicién de convexidad y asi todo 6ptimo local también sera global.

Al agregar la convexidad tanto a la funcién objetivo, como a las restricciones,
del problema no lineal, las condiciones necesarias de optimalidad se hacen también

suficientes, permitiendo caracterizar las mismas. Los siguientes resultados son prueba

de ello.

Teorema 1.2.1. (wver[2], Cap. 3, Teorema 3.4.3 )

Sea f: R" — R wuna funcion convera y S C R™ con S no vacio y convezo.
Considere el problema de programacion conveza, min{ f(x) : x € S}. Entonces z* € S
es una solucion optima de este problema si y solo si [ tiene un subgradiente & en x*

tal que £'(x — x*) > 0, para todo x € S.
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Teorema 1.2.2. (wver[2], Cap. 4, Teorema 4.3.7 )
Considere el problema no lineal, min{f(z) : x € R" h(z) = 0,g9(z) < 0},

supongase que existe una terna de vectores, (Z,f,\), que cumple las condiciones
KKT. Sea K* = {k: )\, >0} y K~ = {k: \x < 0}. Supdngase que f(z), gi(x), para
todo i € 1(Z) y hi(z), para todo k € K, son funciones convexas en R"™ y hy(z), para
todo k € K—, son funciones concavas en R"™. Entonces T es una solucion optima de

dicho problema.

Con este resultado puede observarse que las condiciones de factibilidad y com-
plementariedad son condiciones suficientes para la optimalidad y por ello son uti-
lizadas en el andlisis de convergencia en los diferentes métodos conocidos.

Veamos ahora otras definiciones preliminares en teoria de dualidad.

En esta teoria, se le llama problema primal al problema
min{f(z) : z € R" h(z) = 0, g(z) < 0},
donde x = (xq,...,2,),, fR* - R, h:R* = Rl y g : R* — R™,
Se define la funcién Lagrangeana como

Ux, pu, N) = f(x) + Nh(z) + plg(z). (1.2.9)

Al problema primal se le puede asociar el problema dual, que consiste en maxi-

mizar la funciéon dual, la cual viene dada por

O(A, 1) = inf{l(z, p, \)},
es decir, el problema dual viene dado por:

max{0(\, i), > 0, A > 0},
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La teoria de dualidad es importante para la resolucion de problemas no lineales,
ver [2]. Los resultados obtenidos dentro de esta teoria para programacién convexa son
utiles para desarrollar métodos que generan soluciones aproximadas a los problemas

de programacién no lineal.

Teorema 1.2.3. (wver[2], Cap. 6, Teorema 6.2.1 y Corolarios 1,2,3 y 4 )

1. sup{O(A\, p) - p >0} <inf{f(x): h(z) =0,9(z) < 0} (dualidad débil)

2. Si f(z*) < O\, u*) para alguna solucion factible x* del problema primal y
para alguna solucion factible (\*, u*) del problema dual, entonces x* y (\*, u*), son
respectivamente, soluciones optimas de los problemas primal y dual.

3. S0 sup{@(N\*,u*) : p > 0} = +oo, entonces el problema primal no tiene
soluciones factibles.

4. Stinf{f(x) : h(z) =0,g(z) <0} = —o0, entonces O(\, u) = —o0 para cada
ANER yu>0.

Si un vector de multiplicadores resuelve el problema dual y la propiedad 1 del
teorema anterior se satisface como igualdad, entonces las soluciones del problema
Lagrangeano asociado con los multiplicadores son soluciones del problema primal, lo
cual permite resolver el problema primal mediante la resolucién del problema dual.
La idea basica es, por tanto, encontrar condiciones que garanticen la propiedad 1
del teorema anterior solamente con la condicion de igualdad, como es el caso en los
programas convexos. El siguiente teorema es un ejemplo que permite visualizar como
actua esta propiedad de dualidad debil con solo condicién de igualdad en el caso de

la programacién convexa.

Teorema 1.2.4. (ver[2], Cap. 6, Teorema 6.5.2 )
Supdngase que x* y (A*, u*) son soluciones dptimas de los problemas primal y

dual respectivamente y supdngase que f(x*) = O(N*, u*). Entonces (\*)'g(z*) =0 y
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x* resuelve el problema de minimizar l(z, pu, N) = f(x) + Nh(x) + plg(x) sujeto a
€ X.



Capitulo 2

Métodos de Punto Proximal y de

Lagrangeano Aumentado.

En este capitulo se hace un breve resumen, siguiendo el estudio ofrecido en [9],
de los métodos de punto proximal, en que consisten y como han evolucionado desde
el concepto de regularizacion asi como su relaciéon con los métodos de Lagrangeano
aumentado y los distintos tipos de familias de penalidades que generan distintas casi-
distancias o medidas divergentes. Se destaca la evolucién histérica de dichos métodos,
los distintos cambios que han sido desarrollados en las distintas alternativas de pe-
nalizacién y finalmente los métodos de multiplicadores desarrollados en [6], los cuales
sirvieron de inspiracién para desarrollar una casi-distancia generalizada. La razon
para revisar los distintos métodos de punto proximal, es que estos son utilizados para
resolver el problema dual regularizando la funciéon dual con diversas casi-distancias y
al mismo tiempo servira de marco tedrico al estudio que se desarrollaréd en el capitulo
3. La intencion en este trabajo es seguir creciendo en esa direccion, se presentara una
familia de penalidades que generaliza a muchas de las conocidas actualmente y la
cual, a través de shifts, genera una casi-distancia generalizada que incluye a las -
divergencias y a las de niicleos homogéneos de segundo orden como casos particulares.
Mas aun, se generalizan éstos obteniéndose nicleos homogéneos no cuadraticos con

potencias reales en los multiplicadores.

21
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2.1. El concepto de regularizacion.

Dado un problema de la forma L(f) = 0 donde f es un elemento de algin
conjunto X (usualmente un espacio de funciones) y L : X — X es un operador, se
quiere reemplazar L por otro operador regularizado L+ AM con A\ € Ry M : X —- X

donde M sea tal, que el problema,
L(f) + AM(f) = (L + AM)(f) =0,

tenga solucién unica f, para cada A > 0 y si es posible, que f\ se aproxime a una
solucién de L(f) = 0, cuando A se aproxime a 0.
Ejemplo: Si X =R" y L = Vf donde f: R" — R es una funcién convexa, se

considera el problema de encontrar x tal que:
Vf(x)=0
o bien encontrar x tal que;
x € argmin{ f(z) : x € R"}. (2.1.1)

Supongase que g : R™ — R es 0-coerciva, convexa y f es acotada inferiormente. El
problema (2.1.1) puede no tener solucién o més de una solucién, pero su regulariza-
cién:

min{ f(z) + Ag(z) : = € R"}, (2.1.2)
tiene una unica solucion para cada A > 0 ya que f + A\g es O-coerciva. Esta condicion
de coercividad reduce el problema a hacer el estudio sobre subconjuntos compactos,
asi se tiene garantizada la existencia de soluciones. Por otro lado, la convexidad es-
tricta, implica la unicidad de tal solucién. Es decir, (2.1.2), bajo hipétesis adecuadas,

tendrd una tnica solucién x(A) tal que limy_g+x(\) existe y resuelve (2.1.1).
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El problema con esta regularizacion aproximada consiste en que cuando A > 0
tiende a 0, aunque f 4+ Ag > 0 es estrictamente convexa y coerciva, puede que se
comporte mal numéricamente, tanto como V f, en otras palabras, si Vf(x) = 0 es
mal condicionado, entonces (V f+AVg) = 0 también lo serd, cuando () se aproxime
a 0, aunque tenga una tunica solucién para cada A > 0.

Este concepto es aplicable a problemas de optimizacion si consideramos X = R"
y L =V f donde f: R"™ — R es una funciéon convexa.

Diversos métodos se han desarrollado para sobrellevar la condicién planteada
anteriormente, al menos tedricamente, originandose asi regularizaciones convenientes.

Entre éstas se encuentran los métodos de punto proximal.

2.2. Método de Punto Proximal.

Este método resuelve el problema siguiente:
min{f(z) : z € X C R"}, donde f es una funcién convexa y de clase C' en X,
con X C R™ abierto y convexo y X es el conjunto clausura de X.

Considérese el algoritmo que genera una sucesion de la siguiente forma:
2 € R, (2.2.1)

" = argmingepn{ f(x) + Mi||z — 2*||*}, (2.2.2)

donde \j es un nimero real que satisface 0 < A\ < by para algun x>0 (se incluye el
caso A\ constante) y ||.|| es la norma Euclideana.

Es posible demostrar que bajo hipdtesis de convexidad y diferenciabilidad de
clase C, la sucesién generada por (2.2.1) y (2.2.2) converge a un minimizador de f.

Concretamente el resultado que se obtiene es el siguiente:
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Teorema 2.2.1. (ver[9], Teorema 2.1)
Sea f : R" — R una funcion convexa y continuamente diferenciable. Suponga
que el conjunto U de minimizadores de f sobre R™ es no-vacio. Entonces la sucesion

{2*} generada por (2.2.1) y (2.2.2) converge a x* € U.

Este teorema es la version clasica sobre la convergencia del método de punto
proximal. Inicialmente en 1965, Moreau [25], ofrece esta regularizacion, concretamente
propone la siguiente funcion:

F(y) = argmingepn{f(z) + 3||z — y||*}, que luego es modificada por Yosida,
agregando el parametro A\ convirtiéndose en la regularizacién Moreau-Yosida conocida
por la expresiéon siguiente:

\(y) = argmingezn{f(z) + 3|z — y|*}.

Observe que el método de punto proximal clasico sustituye el pardmetro A por
una sucesién {\*} acotada y de nimeros positivos. Martinet, [26] en 1970, introduce
este método en el estudio de la programacién convexa, y posteriormente Rockafe-
llar[27], generaliza la técnica para operadores monétonos maximales.

Este método de punto proximal, debe ser visto primeramente como un método
tedrico, ya que en su aspecto practico nos lleva a la resoluciéon de una sucesiéon de
subproblemas relativamente similares al original, que tendrian que ser resueltos con
el apoyo de otros métodos; sin embargo, hay situaciones en las que es conveniente
reemplazar un problema de minimizacién por una sucesiéon de subproblemas, como
es el caso en que se tiene un problema original con restricciones y se convierte en
una sucesioén de subproblemas irrestrictos, situacién que se presenta en el método de
Lagrangeano aumentado, usando teoria de dualidad de Fenchel, como se vera mas

adelante.



2.2. Método de Punto Proximal. 25

Definicion 2.2.1. Un operador T : R" — R" es llamado mondtono si y solo si

(x —y,T(z) —T(y)) >0, para cada z,y € R™.

Un ejemplo es T'= V f con f : R" — R diferenciable y convexa. Es claro que
el gradiente seria sustituido por subgradiente en el caso en que la funcién no fuese

diferenciable.

Definicion 2.2.2. Un operador T : R — R" es llamado mondtono mazximal si y
solo si:
T es mondtono y para todo T' mondtono tal que T'(x) C T'(x) para cada x, se tiene

que T ="T".

En el caso del método de punto proximal cldsico, para que {z**'} resuelva

(2.2.2), haciendo fi.(z) = f(z) + ||z — 2%, se cumple:
0= Vi (z"h) = V(") + 20, (2" — 2F),

o bien,

Vf(.flfk+1) — 2)\k(xk o xk—l—l)’

lo que sugiere una extension natural a operadores mondétonos dada por:
)\k(llfk . l,k-i—l) c T($k+1),

lo cual es equivalente a:

1
2" e (I+—T1)"1(z").
Ak

El resultado que muestra la convergencia del método de punto proximal para

operadores monotonos es el siguiente:
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Teorema 2.2.2. (ver[9], Teorema 4.2)
Sea T : R" — R"™ un operador mondtono maximal, suponga que existe T tal que

0 € T(Z), entonces la sucesién {z*} generada por 2° € R™ y

1
o* e (I 4+ —=T)7(a"),
by

converge a x*, tal que 0 € T'(z*), donde {\r} es positiva y acotada superiormente,

En la decada de los 90, surgen diferentes ideas para sustituir los nucleos cua-
draticos por otros no cuadréticos, Attouch y Wets [28] consideran nicleos de la forma
k(z — x) donde k : R™ — R, es una funcién estrictamente convexa y coerciva tal
que k(0) = 0, recuperando con esta técnica la regularizacién Moreau-Yosida. Tam-
bien Humes-Da Silva [29] consideran nicleos similares, con k estrictamente convexa
y diferenciable en el origen, mostrando que todo punto de acumulacién de la sucesién
generada por sus métodos es solucion 6ptima del problema que resuelve el método

de punto proximal.

2.3. Lagrangeano Aumentado.

Como se expreso anteriormente, el algoritmo de punto proximal debe ser visto
mas como una herramienta teérica que como un algoritmo implementable. En general
fe(x) = f(x)+ Ap||2* — 2||? es més facil de minimizar que f pero en cada iteracién se
requiere la minimizacion de una funcién sobre R™ para la cual otro método numérico
debe ser usado, de manera que las bondades de este método se observaran cuan-
do los subproblemas sean sustancialmente méas féaciles de resolver que el original, al

reemplazar un problema de minimizacion restringida por una sucesién de problemas
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de minimizacién irrestricta. Esto se acostumbra en diferentes situaciones, como por
ejemplo, en el caso del método de Lagrangeano aumentado donde es posible probar
que este método de Lagrangeano aumentado no es mas que un caso particular del
método de punto proximal, visto desde un punto de vista dual, garantizando también

la convergencia de este método.

El problema a considerar es:

ff=inf{f(x):g;(x) <0 i=1,...,m}, (2.3.1)
donde g;, f : R — R son convexas y diferenciables.
El Lagrangeano clasico para este problema es L : R” x R™ — R definido por:

f(z) + Zﬂigi(l') si y>0
i—1

Lz, p) = (2.3.2)

+0o0 otro caso

El método de Lagrangeano clésico consiste en generar dos sucesiones, {z*} C R"

k= argminL(x, u*),con

y {u*} € R™, de la siguiente forma; dado p* > 0, se genera x
r € R", actualizando p* de alguna manera conveniente. Computacionalmente los
problemas estan relacionados con la discontinuidad de L(z, .), surgiendo asi la necesi-
dad de mejorarlos. Para ello, se desarrollé el método de Lagrangeano aumentado.

Con el método de Lagrangeano aumentado se obtienen mejores propiedades de
convergencia.

Una descripcion de tal método es la siguiente:

Para z € R" | sea 2t € R" definido como z; = max{z;,0}. Témese o > 0 y
definase el Lagrangeano aumentado clasico L, : R" x R™ — R por:

m

L, 1) = £(2) + - S {1(pi + 200,(2) T — )

i=1
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Lo(z, 1) es diferenciable si y sélo si f y g; son diferenciables, aunque L, no es

necesariamente dos veces diferenciable cuando f y g; lo son, de hecho:

m

ViLa(z,p) = Vf(2) + Y[+ 2ag:(2)] " Vgi(«).

i=1
El método de Lagrangeano aumentado cldsico genera dos sucesiones: {z*} C R"

y {u*} C R™ dadas asf:

Dados
p e RT, (2.3.3)
2% = argminLy(z, pi*), 2 € R, (2.3.4)
pitt = (g + 20g,(2")] (2.3.5)

Considere ahora la funcién dual d(p) = inf{L(x,u) : x € R"} con L como en
(2.3.2). La funcién d es céncava (ver [23]).

El siguiente teorema demuestra que la sucesiéon {u*} generada por (2.3.3) y
(2.3.5) es la misma sucesién generada por el método de punto proximal aplicada a la

funcién —d.

Teorema 2.3.1. (ver[9], Teorema 7.1)

Sea {i*} C R™ la sucesion generada por el método de punto prozimal para
lfgﬂig%{_d(“)}’ con \y = = y {p*} la sucesion dada por (2.5.3) y (2.3.5). Si p° = p°
entonces i* = u* para todo k.

Al combinar el Teorema 2.3.1 y (2.3.5) se tiene garantia de que la sucesién {u*}
generada por el método de Lagrangeano aumentado converge a un maximizador p*

de la funcion dual d, el cual es un multiplicador 6ptimo del tipo Karush-Khun Tucker

para el problema ( 2.3.1).
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La convergencia de la sucesién {z*} no puede ser obtenida inmediatamente de
la teoria de punto proximal. De hecho, se requiere incluir hipdtesis adicionales, como
por ejemplo, ademads de otros, la condicién de Slater; que exista T tal que ¢;(T) < 0
paratodoi =1,...,m y como {*} minimiza el Lagrangeano L(., u**!) , entonces la
sucesién {2*} converge al minimizador z* y asf, el par (z*, u*) es un punto silla para

L resultando por la teoria de dualidad y convexidad que z* es solucién de (2.3.1).

2.4. Penalizacion.

Considere el problema:

f*=inf{f(z): 2 €S CcR"}. (2.4.1)

Para resolver (2.4.1) se puede considerar una funcién de penalidad g tal que

g(x) = 00, si & no pertenece a S. Para r > 0, el problema regularizado:

min{ f(x) + rg(x)} (2.4.2)

rERN

tendrd su solucién en S (si tiene solucién). Si (2.4.1) tiene solucién y g es escogi-
da adecuadamente, entonces (2.4.2) tendrd una tnica solucién z(r) y bajo hipétesis
adicionales es posible probar que }}LI(I] x(r) existe y resuelve (2.4.1). Como en la regu-
larizacién, aqui también puede ocurrir que el problema (2.4.2) esté mal condicionado
para valores pequetios de r. Es decir cuando x € 9S y g(x) es muy grande, rg(z)
puede ser que no se comporte adecuadamente cuando r — 0. Lo que se requiere es
combinar la idea de regularizacién con la de punto proximal para conseguir conver-
gencia cuando r es cercano a 0.

En concreto, llamamos penalizacion exacta a la escogencia de una funcién g
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tal que x(T), obtenida para (2.4.2), resuelva (2.4.1) para algin 7 fijo y aunque la
existencia tedrica de tal 7 sea posible, el valor de 7 no tiene por qué ser conocido, sin
embargo el mal comportamiento comentado arriba pudiera permanecer.

El método de punto proximal, en este sentido, trabaja con un r arbitrario o una
sucesion {ry} acotada por debajo para evitar dichos problemas.

Una funciéon de penalidad bien conocida es la funcién de penalidad exacta defini-
da como:

y € R— y*(y) = maz{0,y},

sin embargo, para suavizar este tipo de penalidad, se construyen funciones de pena-

lidad generalizadas del tipo siguiente:

yeR—hly) =10 (%),

donde 7 € (0,1] y # : R — R es convexa, estrictamente creciente y de clase C? y
como se vio en el capitulo 1, asi h es convexa. Basicamente se tienen dos tipos de
éstas penalidades generalizadas, las que podemos llamar del tipo I (0-coercivas), que
ademas de cumplir las condiciones mencionadas anteriormente, también satisfacen
que domf = R, yEIEloo 0'(y) =0y # (1) =1y las del tipo II (I1-coercivas), las cuales
cumplen que domf = (—o0,b), para 0 < b < 400, 0. (—=1) = 0y 0 (1) = +oo.
A las penalidades del tipo II, se le agregaran otras condiciones para construir la
casi-distancia generalizada que se desarrollara en este trabajo.

Por otro lado, los métodos de Lagrangeano aumentado han sido mejorados
utilizando funciones dos veces diferenciables que aprovechan el uso de métodos tipo
Newton. Estos generan bdsicamente dos sucesiones {z*} € R" y {u*} € R™ dadas
por:

28 € argmingepn { L (x, )}, (2.4.3)
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= 9P (2 ), (2.4.4)

donde L,x(z, 1) = fo(x) + Px(p, f(x)) es la funcién Lagrangeana aumentada, r* €
(0,1] y P es una apropiada funcién de penalidad que en lugar de la penalidad y™,
utiliza ahora la penalidad 6. Diferentes funciones de Penalidad han sido utilizadas
en aproximaciones de Lagrangeano aumentado y es bien conocido que las sucesiones
generadas por (2.2.2) y (2.4.4) son las mismas cuando se comienza con el mismo vector
u° segiin apreciamos similarmente en el Teorema (2.3.1); asf que la convergencia de
(2.4.4) estd garantizada debido a la convergencia de la sucesién asociada en el método
de punto proximal. En este trabajo, se probara, que con penalidades generales y el
uso del shift, se obtienen casi-distancias con nicleos homogéneos de orden p > 0 y
que nuevamente las sucesiones resultantes en cada caso son las mismas al partir del
mismo vector ;°, quedando como casos particulares de este estudio, los nicleos de
orden 1y 2, desarrollados en [11] y [16].

Otras técnicas se desarrollan a través de las distancias de Bregman y las (-
divergencias, Censo-Zenios [12] en 1992, ofrece las D-funciones, mejorando las ya
conocidas distancias de Bregman y posteriormente Iusem-Svaiter-Teboulle [11] en
1994, ofrecen las ¢-divergencias. Todos ellos, sustituyen los ntcleos cuadraticos del
método de punto proximal por estas casi-distancias. Un breve resumen de los dife-

rentes aspectos de estas casi-distancias se muestran a continuacion.

Definicion 2.4.1. Sea S un subconjunto no vacio de R™.
Una funcion D : S x S — R con S = intS tal que: D(x,y) =0 si y sélo si v =y

y D(z,y) >0, para cada z,y € S, es llamada una casi-distancia en S.

Se consideran varias clases de tales casi-distancias, entre ellas podemos destacar

las asociadas a p—divergencias y las Distancias de Bregman. En este trabajo se
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dard a conocer una casi-distancia generalizada, que incluye a las anteriores como
casos particulares y se aportard una relacion adicional entre ellas.
En ambos casos el método de punto proximal consiste en generar una sucesion

{2k}, con 2% € Sy 2* = argmingern{ f(z) + 1 D(z, 2*)}.

2.5. Distancias de Bregman y Método de Punto Proximal.

Definicion 2.5.1. Sea S C R™ un conjunto abierto y convexo, y sea S su clausura.
Se dird que una funcion convezra h : S — R es una funcion de Bregman con distancia

de Bregman Dy : S x S — R dada por:

Dy(z,y) = h(z) = h(y) — (Vh(y))'(z —y), (2.5.1)

st las siguientes condiciones se cumplen:
(B1) h es continuamente diferenciable sobre S.
(B2) h es estrictamente convera y continua sobre S.

(B3) Para todo 6 € R, los conjuntos parciales de sub-nivel :
i(y,0) = {z € S+ Du(x,y) <},

Lo(x,0) ={y € S: Dp(x,y) <6},

son acotados, para todo y € S y para todo = € S.
(B4) Si {y*} C S converge a y*, entonces Dy (y*,y*) converge a 0.

(B5) Si {z*} c S y {y*} C S son sucesiones tales que: {x*} es acotada,

k

lim ¢* =y* y kEIfoo Dy (2% y¥) =0, entonces lim z* = y*.

k—-+o0 k——+o0

S es llamada zona de h. Es facil ver que: Dy,(x,y) > 0, para todo = € S, para

todo y € Sy que ademds Dy (x,y) = 0 siy sélo si x = y.
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Observe que (B4) y (B5) se cumplen automdticamente cuando {z*} y y* estdn
en S, como una consecuencia de (B1), (B2) y (B3), asi que se necesitan chequear
sélo éstas primeras, ver [9]. Esta definicién tiene condiciones redundantes y puede ser

redefinida de la siguiente forma, ver [14]:

Definicion 2.5.2. Una funcion h : A C R" — R es llamada funcion de Breg-
man sobre un conjunto no-vacio, abierto y convexro S, donde S C A, si satisface las
siguientes condiciones:

(i) h es continua sobre S.

(ii) h es estrictamente conveza sobre S.

(i1i) h es diferenciable sobre S.

(iv) Six €S ya>0, entonces R"(z) = {x € S/Dy(z,2) < a} es acotado.

(v) Si {x*} C S es una sucesion convergente con limite x* € S, entonces el

siguiente limite existe y

lim (Vh(z"),2* — 2*) = 0.

k—+o00

Definicion 2.5.3. Se dice que una funcion h de Bregman es coerciva en la frontera
si para {y*} C S tal que klirf y* =y € 0S, entonces klim (Vh(y")(z —y") = —o00
— 400 ——+00

para todo x© € S.

Proposicion 2.5.1. (ver [9], Prop. 9.1)

St h es una funcion Bregman con zona S, entonces:

(i) Dy(z,y) — Dy(z,2) — Du(2,y) = (Vh(y) — Vh(2), z — x) para todo z € S y
para todo y,z € S.

(i) V1Dy(z,y) = Vh(xz) — Vh(y) para todo x,y € S.

(iii) Dy(.,y) es estrictamente convexa para cada y € S.
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Las distancias de Bregman son usadas para generar un método de punto proxi-
mal.

El problema a resolver es:
fr=inf{f(z): x €S CR"}, (2.5.2)

con S C R" abierto y convexo, S la clausura de S y f es convexa y continua sobre

S. El método de punto proximal con distancia de Bregman est4 definido por:
2% € S, (2.5.3)

2" = argmin{ f(x) + Ny Dp(z, %)}, (2.5.4)

donde x € S, h es una funcién de Bregman con zona S y A satisface 0 < \;, < h\
para algun x> 0.

El siguiente teorema presenta la convergencia del método.

Teorema 2.5.1. (ver[9], Teorema 10.1)
Si el problema (2.5.2) tiene solucion y h es coerciva en la frontera con respecto

a S, entonces la sucesion {x*} generada por (2.5.3) y (2.5.4) converge a una solucién

x* del problema (2.5.2).

Un ejemplo que debe resaltarse es el de la distancia entrépica o divergencia
Kullback-Leibler. Se obtiene a partir de la funcién de Bregman h : R}, — R dada
por h(z) = Y, x;logx;, extendiendo la continuidad al origen al definir 0log0 = 0,

asi se obtiene la distancia de Bregman

n

Z;
Dp(z,y) = Z(%’ZOQE +yi — ).

i=1 v



2.6. (p—Divergencias y Método de Punto Proximal. 35

Otro ejemplo se obtiene al considerar la funcién de Bregman h(z) = 3|z,
resultando que Dy (z,y) = %HI —9|?, recuperandose el nticleo cuadratico del método

de punto proximal clasico.

2.6. p—Divergencias y Método de Punto Proximal.

Aqui se estudia otra clase de casi-distancias, que son denotadas por dy(-,-) y
estan definidas sobre el ortante positivo de R". Sea ¢ : R |, — R, convexa y de clase

O3, con las siguientes condiciones:

P() =) =0; (1) >0 lim o(t) = +oc.

t—0t
Definicion 2.6.1. Si ¢ satisface las condiciones mencionadas anteriormente, en-
n
1’.
tonces la aplicacion d, : R, — R, definida por d,(x,y) = Z Yip (—2) , se dice que
. Yi
7=1

es una p—divergencia.
Las siguientes propiedades se obtienen de la definicién anterior:

Proposicion 2.6.1. (wver [11], Proposicion 2.1)
(i) dy(z,y) >0, para todo x,y € R} .
(11) dy(x,y) =0 sii x=y.
(111) Los conjuntos de nivel de d(.,y) son acotados para todo y € R} .
() Los conjuntos de nivel de d,(x,.) son acotados para todo x € R”_ .

(v) dy(z,y) es conjuntamente conveza y estrictamente convexa en x.

(vi) lim _do(y,y") = 0 sii y* = y.

Algunos ejemplos clasicos de p—divergencias, son los siguientes:
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Ejemplo 2.6.1 Si;(t) = tlogt—t+1, entonces dy, (z,y) = i (xj log% + Y,
Observe que esta es la casi-distancia Kullback-Leibler, la cual fuejgétenida an‘ierior—
mente via distancias de Bregman.

Ejemplo 2.6.2 Si p,(t) =t —logt — 1, entonces d,(z,y) :nd@l(y,x).

Ejemplo 2.6.3 Si p3(t) = (vt — 1)%, entonces dy,(z,y) = Z(\/:T] — V)%

Con las p—divergencias se ha desarrollado un método de Ij)lzlilto proximal, el

cual se presenta a continuacion:

Se quiere resolver el siguiente problema:
fr=inf{f(x): x>0}, (2.6.1)

con f:R"™ — R convexa.

El método genera una sucesién {z*} C R™ dada por:

0

z° >0,
" = argmin{f(z) + M\ed,(z, 2"}, (2.6.2)
con )\, satisfaciendo 0 < Ay < X, para algin X. La condicién de optimalidad para
2
esta sucesion viene dada por: u* € f (') con uf = —\.¢' ( L ) :
J

Si f es diferenciable, ¥ es la solucién = del sistema V; f(x) + A’ (5) = 0,
J

el cual es un sistema de n-ecuaciones en las n-variables desconocidas 1, .., x,,. Como
se mencioné anteriormente, si el problema (2.6.1) tiene solucién, la minimizacién en
(2.6.2) se reduce a subconjuntos compactos (kgriloogo(t) = o00) por las condiciones
impuestas sobre ¢ v asi se garantiza la existencia de x**!. La unicidad de z**! se
sigue de la convexidad de f y la proposicién (2.6.1)(v), lo que permite probar que
estd bien definida la sucesion, sin embargo, la prueba de convergencia es mucho mas

dura que en los casos anteriores debido a que la sucesiéon no es Fejer convergente
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(ver [9]) al conjunto de soluciones de (2.6.1) y por ello se relaja la condicién Fejer

convergente a casi-Fejer convergente (ver [9]).

Definicion 2.6.2. Una sucesion {y*} C R, es casi-Fejer convergente al conjunto

U C R, con respecto a la p—divergencia d,, si para cadau € U; existe una sucesion
+00

{er} C Ry tal que: Zek < 400 y para todo k > 0:
k=0

dy(u, Y < dy(u, y*) + e

Proposicion 2.6.2. (ver [9], Prop. 15.1)
Si {y*} C R es casi-Fejer convergente a U C R" ., con respecto a la
—divergencia d,, entonces {y*} es acotada. Si un punto clausuray de {y*} pertenece

a U, entonces g = lim y*.
k—+o00

Los principales resultados para el método de punto proximal y p—divergencias

pueden encontrarse en [11] y son los siguientes:

Proposicion 2.6.3. (wver [11], Proposicion 4.1)
La sucesion generada por el algoritmo de punto proximal con p—divergencias

estd bien definida y contenida en R" . Mds ain u* € Of (z**') para todo k > 0.

Proposicion 2.6.4. (wver [11], Proposicion 4.2)
Para todo k > 0 se tiene que:

0 < Medp (@ 2F) < Npdp (2P, 2F) < f(2¥) — f(2¥) donde B(t) = (1 — t)¢'(¢).

Corolario 2.6.1 ( ver [11], Corolario 4.1)

(i) La sucesion {f(z¥)} es decreciente y convergente.

Z)\deO k+1,.f1}'k)

ok
(iii) lim 2" % ( ) 0, para todo j = 1,.

k—+4o00
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Proposicion 2.6.5. (wver [11], Proposicion 4.3)

Si la sucesion {z*} converge a x* y si se cumple: (i) f es CY(R?) o (ii) I3z € T
tal que I(z*) C I(2) entonces x* € T; donde T = {x/x es solucion dptima } y
I(z)={je{l,...,n}:2; =0}

Teorema 2.6.1. (wver [11], Teorema 4.1)
Si la sucesion {y*} es casi-Fejer convergente a un conjunto no-vacio V , en-

tonces {y*} es acotada y {d(v,y"*)} es acotada para todo v € V.

El resultado final en [11] que demuestra la convergencia del método es el si-

guiente:

Teorema 2.6.2. (wver [11], Teorema 4.2)

Si se cumple cualquiera de las siquientes condiciones:

(i) La sucesion {z*} tiene puntos limite.

(ii) El conjunto T es acotado.

(i1i) Eziste solucion z del problema primal (2.6.1) tal que {z}} es acotada, para
aquellas componentes tales que z; > 0.

(iv) ¢'(t) < ¢"(1)logt para todo t > 0.

(v) Si x2° es suficientemente cercano a la solucién z* del problema (2.6.1), en-
tonces la sucesion {x*} generada por (2.6.2) converge.

Mds ain, bajo cualquiera de las condiciones (i), (iv) o (v) o si f es CH(RT),

cualquier punto limite de la sucesion es una solucion del problema (2.6.1).

Corolario 2.6.2 ( ver [11], Corolario 4.4)
Si ¢'(t) < ¢"(1)logt,Vt > 0, entonces la sucesiéon {z*} generada por (2.6.2)

converge a una solucién del problema (2.6.1).
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Observe que la distancia entrépica Kullback- Leibler puede ser obtenida tanto
de las p-divergencias como de las distancias de Bregman. Es de hacer notar, que en
este trabajo se ofrece otra conexién entre ambos métodos, la cual sera destacada mas
adelante. También es conveniente resaltar que la casi-distancia generalizada sugerida
en este trabajo, no requiere de la condicién ¢'(t) < ¢"(1)logt,Vt > 0,condicién
necesaria entre las hipdtesis para obtener la convergencia de la sucesion generada por

el algoritmo propuesto por la casi-distancia en [11].

2.7. Convexidad y Dualidad

En esta seccién, se considerara el problema no lineal primal (P) definido a
continuacién con hipdtesis de convexidad. Se definira el problema dual (D) asociado
a (P) y se formulardn los conceptos basicos para asi introducir el teorema de dualidad
de Fenchel, que se utiliza como enlace entre los métodos de Lagrangeano aumentado y
los métodos de punto proximal. Estos resultados pueden ser encontrados en [17], [13],
[20]. Se hard un resumen de diversas familias de penalidad y resultados principales
considerados en los métodos de Lagrangeano aumentado.

Considere el problema:

min  f,(z)
(P)  filx) <0 i=1,...m

r e R™
donde f; : R — RU {400} , para i = 0,...,m son funciones convexas, propias y
cerradas. Vamos a suponer a lo largo de esta seccion que:

(A1) El conjunto de soluciones éptimas S* es no-vacio y compacto.
(A2) Existe T € dom(f) tal que f;(ZT) < 0, para i = 1,...,m (Condicién de
Slater).
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El problema convexo dual asociado a (P) estda dado por:

min  —d(p)
s.a. >0
donde d(p) = inf {l(z, ) : € R"} y [ es la funcién Lagrangeana.
Observe que d(-) es céncava y asi —d(-) es convexa.
Denotemos por j?y d los valores 6ptimos de los problemas (P) y (D) respecti-
vamente.
Es conocido que bajo la condicién de Slater, el conjunto de soluciones éptimas
de (D) es no vacio y compacto (ver [13]) y f = d, ademés, para todo d < d, el
conjunto de sub-nivel:

{neR™u>0ydp) >d} (2.7.1)

es compacto.

Definicion 2.7.1. Un vector p* es un multiplicador de Lagrange para el problema
(P) sip >0y

~

d(p) = inf I(z, p") = f.

reR?
Recuerde que la conjugada de f, denotada por f*, es cerrada y convexa y ademas
f* es propia si y sélo si f es propia. La conjugada ¢g* de una funciéon céncava cerrada

g:R" — RU{—00} es definida como:

g'(s) = inf {a's — g(x)}.

La funcién ¢g* es céncava y cerrada. Observe que ¢g* no esta definida como — f* para

f = —g%, en efecto, definiendo f = —g se obtiene:

f*(s) = sup {z's—f(2)} = sup {=(=2's—g(2))} = — inf {—2's—g(x)} = —g"(=s).

T€R™ TeR™
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La siguiente proposicion sera utilizada para calcular la conjugada de la funcion
de penalidad que serd definida en este trabajo con la que se obtendra la casi-distancia

generalizada.

Proposicion 2.7.1. (ver[20], Prop. X 1.3.1)
Considere las funciones convezxas f, f; con 1 < j < m . Entonces se verifican
las siguientes afirmaciones:
1. Si g(x) = f(x) + «, entonces g*(s) = f*(s) — a.
. Sig(r) = af(z) con a> 0, entonces g*(s) = af*(2).
St g(z) = f(ax) con o # 0, entonces g*(s) = f*(2).
Si A es un operador lineal invertible, entonces (foA)* = f*o(A™1)*.
Sig(x) = f(z — m0), entonces g*(s) = f*(s) + (s, o).
Sig(x) = f(x) + (so, z), entonces g*(s) = f*(s — sp).
St f1 < fa, entonces ff > f5.

e I T SR

Si domfi Ndomfs # 0 y a € (0,1), entonces

(afi+ (1 =a)fe)” <aff +(1—a)fy.

9. Si f(x) = ij(xj), entonces f*(S1, ..., Sm) = Zf;(sj).

j=1
Proposicion 2.7.2. (ver[20], Corolario X 1.4.4)
Sea f:R" — RU{+o0} una funcidn convexa, propia y cerrada, las siguientes

equivalencias son satisfechas para x,s € R™ :
redf(s)esedf(x)e fla)+ f(s)—sz=0. (2.7.2)

Teorema 2.7.1. Dualidad de Fenchel
Sea f una funcion convexa y propia sobre R™, y sea g una funcion concava y

propia sobre R™, sean f* la conjugada convexa de f y g* la conjugada concava de g.
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Se verifica que:

inf {f(x) —g(z)} = sup{g*(s) — f"(s)}, (2.7.3)

reR™ sER™

si alguna de las siguientes condiciones es satisfecha:
(a) ri(domf) Nri(domg) # (.
(b) [y g son cerradas y ri(domg*) N ri(domf*) # (.

Si (a) es satisfecha, el supremo es obtenido en algtn s, si (b) es satifecha, el
infimo es obtenido en algin z; si (a) y (b) son satisfechas simultdneamente, el infimo
y el supremo son necesariamente finitos.

En la actualidad, existe una fuerte tendencia a estudiar los métodos de La-
grangeano aumentado motivado por su gran desempeno en diversos problemas practi-
cos y sobre todo por la elegante conexiéon teodrica con los métodos de punto proximal
via dualidad de Fenchel. Una excelente muestra en este sentido se puede encontrar
en [21] y en las referencias citadas en el mismo, principalmente asociado a problemas
con restricciones de desigualdades. No obstante, se puede decir que el interés en el
estudio de Lagrangeanos aumentados fue iniciado por [22] extendiendo el método de
23] formulado originalmente para casos con igualdades.

Aunque el interés de esta tesis es trabajar en una metodologia que involucra una
familia de penalidades para el problema convexo, hagamos una breve revisién de las
distintas familias de penalidades que se han desarrollado para los distintos problemas
no lineales, con el fin de destacar algunos detalles trascendentes de la familia que se
considerara en el capitulo 3.

Considere el problema con restricciones de igualdades:

min  f,(z)
(P1)  fi(lx)=01i=1,..m

r € R",
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donde las funciones f; : R" — R para ¢ = 0, ..., m, son continuamente diferenciables.
La idea general de Hestenes-Powel fue usar una penalidad cuadrética para el
Lagrangeano de este problema actualizando los multiplicadores en cada iteracién.
Asi, se considera el Lagrangeano aumentado como una funcién:
r€R" p€R™ — Le(x,p) = l(z, 1) + Zcfi(x)z = fo(z) + Z/Mfi(x) + cfi(x)?,
i=1 i=1
donde ¢ > 0 es el pardmetro de penalizacion en el Lagrangeano de (P1). Se resuelve el

problema (P1) a través de problemas irrestrictos que a partir de p° generan sucesiones

{«*}, {u*} y {"} dadas por:
28 € argmin{ L (z, u*), 2 € R"} y

pitt = gk Lok (2 parai=1,... m.

La regla de actualizacién de multiplicadores obedece a:

VLo (2" %) = Vi(a* T pH ) = 0.

2.7.1. Familias de Penalidades para el Lagrangeano Aumen-

tado

A continuacion se muestra una familia de funciones de penalidades que son uti-
lizadas por el metodo de Lagrangeano aumentado para un problema con restricciones
de igualdades.

Familia de Penalidades (Pg) descritas por Bertsekas (ver [4])

Sea 6 : R — R tal que:

(i) 0 es continuamente diferenciable y estrictamente convexa sobre R.

(ii) 6(0) = 0.
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(iii) #'(0) = 0.

(iv) lim 6'(y) = —oo

(v) lim 6'(y) = oo
Ejemplos:

(a) 0(y) = 39>

(b) 6(y) = cosh(y) — 1.

(¢) O(y) = SlylP,p > 1.

El Lagrangeano aumentado usado en esta familia de funciones estda dado por:

reR", peR" — L.(x,u) = folx) + Z/Mfl(x) +TZH (flfnx)) ’

donde r € (0,1]. El método de multiplicadores correpondiente para resolver el pro-

blema (P1) genera sucesiones {z*}, {u*} v {r*} a partir de p° tal que:

2" € argmin{ L« (z, u*), 2 € R"} y

(k
uf“zuf—%@(ﬁw )), i=1,...,m.

rk

Nuevamente la regla de actualizacion de multiplicadores satisface:
VL (2" %) = Vi(2h T pf ) = o. (2.7.4)

Para el caso con desigualdades, el primer enfoque fue dado por [22] y [23]. Con-
siderando el problema (P), el Lagrangeano clasico aumentado surge naturalmente al
considerar holguras en las restricciones. Se muestra, ver [4], que la minimizacién con
respecto a estas holguras pueden ser escritas en términos de la variable x, obteniendo

una expresion para L. en términos de x, u y ¢ dada por:

m

rE€R" pe€R™ — Lo(x,u) = fo(x) + % Z{max{O,ui +cfi(x)}? — 2} (2.7.5)

i=1
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y nuevamente la regla de actualizaciéon de multiplicadores de un proceso iterativo
se puede obtener para (2.7.5) satisfaciendo (2.7.4) donde la sucesién de pardmetros
positivos {cx} es acotada.

La principal desventaja de esta funcion de penalidad, introducida por Rockafe-
llar, esta en que no tiene segundas derivadas continuas aunque las restricciones sean
de clase C2.

Familia de Penalidades (P;) descrita por Bertsekas (ver [4])

Para un problema con desigualdades (P), Bertsekas considera una familia de
penalidades:

yeR peR, —py,p) €R,

tal que:

(i) p es continua en R x R, , continuamente diferenciable en R x R
y existe lim py, 1) = p(y, 0)
/,1,—>0+ M
respecto a y € R.

, para cada y € R y p(-,0) es de clase C' con

(ii) p(y,-) es céncava en [0, +00), para todo y fijo.

(iii) Para todo u > 0,p(+, p) es convexa en R y satisface la condicién:
Siyo > 0y Vap(yo, ) > 0, entonces p(y, i) —p(yo, ) > (¥ — o) Vap(yo, i), para todo
y # yo. (convexidad estricta)

(iv) p(0, ) =0, Yu > 0.

(v) Vap(0, ) = p, Y > 0.

(vi) lim Vyp(y,p)=0,Yu=0.

(vil) lim Vap(y, p) = +00,Vp 2 0.

(viil) Inf e p(y, u) > —o00, Vi > 0.

Dentro de esta familia de penalidades (Pr) est4 la subfamilia (P ), caracterizada

por funciones de la forma:
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py +6(y)  si p+6(y) =0

min,cr{pr +6(y)} otro caso

yeER ueR—p(y,p) =

donde 6 pertenece a la familia (Pg) considerada para el caso de desigualdades. Para
0(y) = 3y? se recupera la funcién cldsica de Rockafellar con su correspondiente La-

grangeano aumentado mostrado en (2.7.5), el cual se puede escribir para todo i como:

[iyi + 397 st pi +y; >0
p(Yi, i) =
— S st ity <O0.
También se considera la familia de penalidades (}A’l) que utilizan los Lagrangeanos
aumentados dos veces continuamente diferenciables que se decriben a continuacion.
Familia de Penalidades (P;) descrita por Bertsekas (ver [4])
Sea p : R? — R de la forma uf(y), donde 6 : R — R es de clase C2,6 (y) > 0

para todo y € R y:

(i) #(0) = 0.

(i) 6'(0) =

(i) ygmoﬁ( y) > —o0.
(iv) lim ¢'(y)=0.
(v) lim §'(y) = co.

Considerando el problema (P) el Lagrangeano correspondiente esta dado por:

v e R R o Lylo) = o)+ 3 (1110
= fo(x) +7"Zu,-9 <fzi$)> )
donde p(y, ) = pd(y) y r € [0,1). -

El algoritmo consiste en que a partir de un vector de multiplicadores inicial

u® > 0, se generan sucesiones {x*}, {1*} y {r¥} tales que:

2" € argming LF (-, ) (2.7.6)
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okl
phtt = ke (%) parai=1,...,m. (2.7.7)

La sucesién {r*} es decreciente y positiva pudiendo ser constante a partir de un valor
apropiado. Observe que p* > 0, para todo k.

Se puede observar que la regla de actualizacion de multiplicadores satisface:
VL, (2" pF) = Vi(a", ) = 0. (2.7.8)

Como ejemplo de una penalidad de la familia (131) se tiene el método de multiplicador

exponencial determinado por:

P(y, p) = plexp(z) — 1).

Tseng-Bertsekas [24] muestran la convergencia de la sucesién {u*} a una solu-
cién éptima del problema dual (D) y respecto de la sucesién primal {z*}, se consigue

probar convergencia en un sentido ergddico, esto es, la convergencia de la sucesion

Rk g 020

e i k= T,lk para todo k, asi se abren las puertas

media dada por y*¥ =
para posteriores estudios relacionando los métodos de Lagrangeano aumentado con
las casi-distancias.

Posteriormente, Polyak-Teboulle [16] consideran la familia de penalidades con
caracteristicas similares a la familia (]31) consiguiendo incluir otras penalidades cono-
cidas.

Familia de Penalidades descrita por Polyak-Teboulle (ver [16])

Se considera el problema (P) con desigualdades del tipo > y la familia de
funciones # tales que:

0:R — RU{—o0} estrictamente creciente, de clase C* con domf = (a,+00) y

a € [—00,0),0(a) = —00,0'(a) = +oo satisfaciendo:

(i) 6(0) = 0.
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(ii) 6(0) =
(iii) 6”(0) <
(iv) lim 6'(y) =0.
(v

y—-+oo
) lim 76 (y) =0,Vy > 0.

r—0t r
Entre las penalidades incluidas en esta familia se encuentran:
(a) O(y) =1 —e Y,y € R (método exponencial).
(b) 0(y) =log(1 4+ vy),y > —1 (barrera modificada logaritmica).
(c) 0(y) = 115,y > —1 (barrera modificada hiperbolica).

log(1+y) si y>3

—e 271 41 —log(2) si y<—3
(barrera modificada con penalidad exponencial).

(d) 0(y) =

Dada 6 satisfaciendo las propiedades (i)-(v) y r € (0, 1] observe que: y > 0 si
y s6lo si 76(%) > 0, luego las restricciones del problema (P) considerado, pueden ser

expresadas equivalentemente como:
9("2'(:'3)) >0, i=1,...,m. (2.7.9)
T

Considerando el Lagrangeano clésico correspondiente al minimizar f, sujeto a (2.7.9)

se obtiene el Lagrangeano aumentado dado por:

reR" peR"w— L (x,u) = fo(x) —H"Zm:,ui@ <fZ(I)) :

r
i=1

El algoritmo usado sigue el mismo formato de (2.7.6) y (2.7.7). Esta técnica

con respecto al Lagrangeano aumentado fue llamada principio de reescalamiento no

lineal y conduce naturalmente a un problema dual que envuelve ¢-divergencias.

Dada 6, se define la funcién ¢ como:

yeER, = w(y) = —0"(y).
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Un hecho importante es que ¢ satisface las condiciones necesarias que definen
una p-divergencia.

Una hipétesis hecha sobre las funciones 6 consideradas es que 6’ sea logaritmi-
camente convexa, o equivalentemente que 6’ satisfaga:
9//(
'(to)

La condicién anterior es usada para deducir la condicion:

\_/

log @' (t) > log &' (tg) + (t —1t),Vt > —1,t9 # —1. (2.7.10)

<

o' (t) < ¢"(1)log(t),Vt > 0,

usada en [11] para las pruebas de convergencia.

La casi-distancia asociada a esta familia de penalidades viene dada al definir

dy : RY xR}, — R, como: d( Z Y;ip ( ) Estas medidas divergentes son,

como vimos anteriormente, conocidas como p-divergencias. El principal resultado se
refiere a la convergencia en un sentido ergédico de la sucesién {z*} generada por el

Lagrangeano aumentado. Es decir que todo punto limite de la sucesion de medias
sk

— l’ (e 7’ .
T’ = g — es una solucién éptima de (P).
s
k=1

Familia de Penalidades descrita por Ben-Tal y Zibulevsky (ver [3])
Considere el problema (P) y las funciones dadas por: 6 : (—oo0,b) — R es-
trictamente convexas, estrictamente crecientes y de clase C? con 0 < b < oo tales

que:

i) 6(0) =

(

(ii) 6(0) =

(1ii) lim 6"(y) = oo.
(

(

y—b

iv) lim «9'( ) =0.

Yy——00

v) 0"(y) > 17, Vy € [0,b], para algin M > 0.
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En [3] se considera el Lagrangeano aumentado de la forma:

r
i=1
donde r; = w(p;) parai =1,....my 7 : R, — R, es una funcién decreciente y

sublineal, es decir, Vi > 0 : w(p) < cu para algun ¢ > 0.

El algoritmo genera sucesiones como en (2.7.6) y (2.7.7) usando la actualizacion:

k+1

A (e (2.7.12)

observe que en este caso r esta en funcion de los multiplicadores, lo que fue sugerido en

[24] para el método de multiplicadores exponencial. Con respecto a la sucesién primal,

la misma tiene puntos limite que pertenecen al conjunto de soluciones 6ptimas de (P).
Entre las penalidades que satisfacen estos enfoques estéan:

(a) O(y) = e¥ — 1. (método exponencial).

(b) 6(y) = —log(1 — y), —oo < y < 1. (barrera modificada).
y+3yt  sioy>—3
(c) O(y) = . 2 . . 2 X (cuadrética logaritmica).
i1y 65 S YS—3
y+ay®  sioy=-—3
(d) 8(y) = 2 s (reciproca cuadratica).

2 log(—2y) — 3 si oy < —s.
Considere nuevamente los problemas primal (P) y dual (D) con las hipétesis:

(A1) El conjunto de soluciones S* de (P) es no vacio y compacto.
(A2) Existe T € domf tal que f;(T) < 0,i=1,...,m. (Condicién de Slater).
Sea:
F=inf{folx)|fi(x) <0,i=1,...,m},
se considera la familia de funciones (-divergencias que determinan la casi-distancia

definida por:
Si

) ,x>0,y>0 (2.7.13)
Hi

do(s,p) = Z,Uiﬂ'(,ui)SO (
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(en nuestro contexto ¢ = #*) donde la funcién:
peERL —m(u) € Ry
es creciente y sublineal, es decir, Vi > 0, se tiene que
() < cp, (2.7.14)

para algin ¢ > 0. Considere la sucesién {u*} generada en el siguiente proceso:

Pt = argmaz, {d(p) — dy(p, 1*)}, u® > 0, (2.7.15)

donde d es una funcién dual y d,, fue definida en (2.7.13).

Se muestra, que esta sucesién es decreciente. Una condicién adicional pedida
es:

(A3) Sea d un vector en el conjunto de subgradientes de d, con respecto al
primer argumento, es decir, d € Jsd,(s, ;). Para todo € > 0,30 > 0 tal que si para
algin 7 € {1,...,n},d; > €, entonces d,(s, ;1) > 6.

Las condiciones de sublinealidad de 7 en el siguiente lema son importantes para

que (2.7.18) satisfaga la propiedad (A3).

Lema 2.7.1.1. (ver lema 2 en [3])

Sz'0<y<a:y0<%<cpamalg1lnc>0. Entonces

L [ph (2, y))*

plx,y) > 3 o ,donde 0 < M < +o0.

El lema anterior inspira un lema que se utilizara para demostrar la convergencia
del método que se propone en este trabajo con una casi-distancia generalizada, la cual
se obtiene como la conjugada de una funcién de penalidad con shifts, y a pesar de que

el lema propuesto en el capitulo 3 es similar en su enunciado a éste, su interpretacion es
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muy diferente, ademas de que, la constante ¢ involucrada en ambos tienen significados
distintos, en este, ¢ es cota de la funcion sublineal, en el capitulo 3 la constante ¢
estd definiendo la traslaciéon de la funciéon de penalidad propuesta.

El resultado obtenido bajo estas condiciones es el siguiente y es encontrado en

3]-

Proposicion 2.7.1.1. Supdngase que son satisfechas (A1) y (A2) y 0 satisface las
condiciones (i)-(v). Para cada k, considere % verificando la condicién (2.7.14). En-
tonces las sucesiones {x*} y {u*} generadas por el método de Lagrangeano aumentado
satisfacen:

(i) maz{0, fi(x*)} — 0, parai=1,...,m.

(ii) f(z*) — [.

(iii) pk f;(2%) — 0, para i=1,...,m.

(iv) Las sucesiones {z*} y {u*} son acotadas y todos sus puntos limite, son

soluciones de los problemas (P) y (D) respectivamente.

La condicién (A3) es importante para la convergencia del método. La hipdtesis
(A2) garantiza que la sucesién de valores duales implicita en (2.7.15), es no decre-
ciente; es decir, junto a (A3) tornan valida la afirmacién (i) del teorema anterior, que
junto al hecho de que la funcién 7 es sublineal conducen a (iii) y (ii).

Finalmente, observe que las familias de penalidades (Py), presentadas por Polyak-
Teboulle son consideradas por Ben-Tal-Zibulevsky y tienen en comin la condicién de
que la funcion de penalidades debe crecer mas rapido que una aproximaciéon lineal.

Podriamos llamar esta propiedad 1-coercividad lateral.



2.7. Convexidad y Dualidad 53

2.7.2. Relacion entre los Métodos de Lagrangeano Aumen-

tado y los Métodos de Punto Proximal

Los métodos de Lagrangeano aumentado y los de punto proximal estéan rela-
cionados seguin se mostrard a continuacién, Rockafellar [22] es el primero que observa
dicha relacién la cual puede apreciarse asi:

Por una parte se tiene que:
d() = inf{ fola) + ' f(x) : w € R},

= in fuermin foern{ fo(x) + p'u, f(z) < u},
= in fuerm {in foern{ fo(2), f(x) < u} + pu},
= infuern{v(u) + p'u},

= —supyerm{—p'u — v(u)},

de donde d(pu) = —v*(—p), donde v(u) = infrern{fo(z), f(x) < u} es la llamada
funcién perturbacién.

Por tanto:

in frewn{ fo(x) + Polfi(x), 1)} = in fuerm{v(u) + Po(u, p)},
= Supszo{—v*(_s) - P:(5>:u>}v
= sups>o{d(s) — P (s, p)},

= z'nfszo{—d(S) + P:(Sv :u)}7

donde P.(fi(x), 1) representa el lagrangeano penalizado.
Considere nuevamente el problema de interés (P) junto con su respectivo pro-

blema dual (D) y la funcién de Lagrangeano definida como:
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folw)+ > pifilw)  si p>0
z€R" peR" Iz, p) = i=1

—00 otro caso.

Teboulle [19] considera lagrangeanos aumentados a partir de casi-distancias.

Define:
reR" peR" — LT(Iv ‘9) = SupsERT{l(xv 3) - TD(S’ #)}7

donde r > 0y D(s, u) es una distancia de Bregman. Por ejemplo en el caso en que

D(s, i) sea una ¢ divergencia, como se define en (3.10), se tiene:

m s;
Lr(x7 M) = SUPSGRT{Z(I', 8) -T Z :u’lgp(lu_)}

i=1 v

= fola) + 3 supsex, {s:fi(a) - wm(%)}

7

r

= fo(z) + rz,uigo* (f( )) , (en nuestro contexto ¢ = 6*) y
i=1
sobre hipotesis razonables, el método de multiplicadores es definido como:
Dada una sucesién {r*} de ntimeros positivos, genera sucesiones {z*} C R" y

{u*} € R™ tales que:

2" € argmin{LF(z, up) - * € R"}, (2.7.16)

Pttt = argmaz{(p, fi(**1)) — r*dg(p, p*) - p > 0} (2.7.17)
Observe que si p**! satisface (2.7.17), entonces:

k+1

fi(@® ) — k! (Mik ) =0,parai=1,...,m

i

para obtener,

rk

it = () (M)
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o bien,

(kL
W = i (ox) (%) parai=1,...,m. (2.7.18)

Esta ultima igualdad corresponde a la actualizacion de multiplicadores del método
de Lagrangeano aumentado usado por Bertsekas [4] para la penalidad exponencial
haciendo ¢(y) = ylogy.

Posteriormente, Polyak y Teboulle [16] muestran que la conjugada de ¢ co-
rresponde a la familia de penalidades para los métodos de Lagrangeano aumentado
considerados en la seccion 2.7.1 con desigualdades del tipo >.

Noétese que la actualizacién (2.7.18) es equivalente a:

P = argmazerm {d(p) — r*d,(p, 1*)} (2.7.19)

donde d es la funcién dual.

De esta manera, el iterado p**! en (2.7.18) correspondiente a la actualizacién de
los multiplicadores en el método de Lagrangeano aumentado considerado, también es
solucién del lado derecho de (2.7.19), que corresponde a la iteracién k del método de
punto proximal usando ¢-divergencias para minimizar la funcién —d(.) en el ortante
positivo.

Se puede explicar aun mas la relacién anterior, obsérvese que, para el caso con-

k+1 k+1

vexo y con hipétesis razonables, si z¥*! minimiza a L¥(x, uz) entonces 2! minimiza

I(z*+1), asi.
d(luk-i-l) — l($k+1’uk+1) — fo(xk+1) + Zuf“fi(xk”)
d(p) = min,{fo(z) + Z/Mfz(x)}
< fo(z™+1) + Zﬂifi(xk+l)
i=1

= fo(@ )+ T @) > (= ) fila* )
=1 ]
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= d(u* ) + ) (i — ) fi(a™).
=1

Asi, por ser d céncava, se tiene:

f(" ) € ad(u* ) (2.7.20)

donde f(.) = (fi(.),..., fm(.)) y Od(u), es el conjunto de subgradientes en p de la
funcién céncava d (ver 2.7.4).

La actualizacién de multiplicadores dada por (2.7.18) es:

. fz k1 A
y asf usando la relacién (')~ = (¢*) se tiene para i =1,...,m
s
fia™) = ! ( - ) : (2.7.21)
i
De (2.7.20) y (2.7.21) obsérvese que:
k+1
¢'( Li‘ )
Tk € 0d(p,k+1)
k+1
¥ (i
0 equivalentemente:
! MEH
¢'( Lf )
0 € ad(p*+t) —r* : : (2.7.22)
k+1
(5

Tusem, Svaiter y Teboulle [11] muestran un enfoque similar con ejemplos de
funciones que satisfacen las relaciones anteriores. Con distancias de Bregman, ademés
de el Trabajo de Teboulle [19], Eckstein [7] considera problemas con restricciones

de igualdades para definir métodos de Lagrangeano aumentado en forma similar a
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Teboulle [19]. Un estudio completo sobre la interrelacion entre estas dos metodologias
se puede encontrar en Iusem [21].
Humes y Da Silva [29] también relacionan el método de lagrangeano aumentado

generalizado en el que P,(y, u) viene dada por:

Py, 1) = (r0(- — ) + I (-))*(v)

con el método de punto proximal via dualidad de Fenchel, donde I es la funcion
indicadora.

Luego Kiwiel [14] para el problema inf{f(z) : + € X} de minimizacién con-
vexa, generaliza las funciones de Bregman y cubre mas aplicaciones que los métodos
anteriores. Estas extensiones son llamadas B-funciones las cuales permiten el caso no
diferenciable e infinito en la frontera de sus dominios efectivos. Basicamente supone
que:
(i) f es una funcién convexa propia y cerrada.

(i) X # 0, cerrado y convexo.

(iii) h es una B-funcién.

(iv) dom(f/X)Ndom(h) # () donde f/X = f + Ix.

(v) {ci} tal que ¢, > 0, para todo k > 1y >/ % ¢ = +oo.

(vi) {ex}tal que g, > 0,para todo k > 1y lim;_o Sk crer/ Sk, cx = 0.
Estas condiciones adaptadas al problema dual le permiten generar el siguiente méto-

do: Para cada k > 1

pF € dom(f/X) N dom(Oh),
y* € Oh(u),
Dy, ") = h(p) — h(p*) = (y*, p — p*),

Pt = argmin{ f /X + Dy (p, u*) /ex}
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Bajo estas condiciones el algoritmo descrito por Kiwiel aplicado al problema
convexo primal dado por inf{fo(z) : g;(x) < 0, x € R"}, se puede resumir en la

iteracion k£ > 1, de la siguiente forma; dados
pk € dom(—d)

y" € Ohy (1)

donde hy = h + Igm es una B-funcion, encontrar
. 1
2 € argminacaon(io {fo(@) + =1 (5" + eng(0)) = h (1)},

donde h*(.) = sup,>o{p'(.) — h(p)} es la conjugada mondtona (ver [17]) con actua-
lizacion dada por:

/~Lk+1 — Vh—l—(yk 4 Ckg($k+1))

con

y* + g (et € Ohy (U,

Observe que el método sugerido por Kiwiel plantea un shift variable que debe ser
actualizado en cada iteracion. En el capitulo 3 se desarrollara una casi-distancia
generalizada que representa el aporte esencial de este trabajo y que a diferencia del
método desarrollado por Kiwiel serd generada por medio de un shift constante.
Finalmente Kiwiel presenta varios resultados sobre la convergencia de ambas
sucesiones, la primal y la dual, para ello define entre otras, la familia de funciones
siguiente: &g = {¢ : R — (—o00, +00] convexa propia cerrada y esencialmente suave

con intdom(¢p) = dom(¢) y Rs C intV¢ C R y estrictamente convexa}

Proposicion 2.7.2.1. (ver [20], Teorema 9.18)

Si ¢edg, info>—o0, argmaxd ), Z?Zl $i€i/Sk — 0,3 po i Crex < 00,
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infrcr > 0 entonces p* — p>™ € argmax d, d(u*) — d* y se cumple que:
limy oo f(2F) < d™® ylimy_o gi(2¥) <0 parai =1...m, ademds si {x*} tiene punto

limite x>, entonces x> resuelve el problema primal y f(x>) = d™.

Familia de Penalidades descrita por Castillo R. y Gonzaga C.(ver [6])

En 1998, Castillo y Gonzaga [6] desarrollan dos familias de penalidades para ser
utilizadas en métodos de Lagrangeano aumentado, con la novedad de que la derivada
en la direccién +1 es finita e introduce un relevante y conveniente cambio de variables
(shift) en ambas clases de penalidades, obteniendo que la derivada en el origen es igual
a p > 0, estos cambios en las penalidades condujeron a distancias de Bregman via
dualidad de Fenchel y desarrollaron un método de Lagrangeano aumentado para cada
una de ellas, cuya convergencia, para la sucesion dual, es garantizada por la teoria
existente para distancias de Bregman, dando una prueba en el sentido ergédico para
la convergencia de la sucesion en el primal. Castillo y Gonzaga desarrollan con estas
familias un método de multiplicadores basado en shifts. Una breve descripcion de
estos métodos es la siguiente:

Dado el programa primal convexo (P) y suponiendo vélidas las hipétesis (A1)
y (A2) mencionadas anteriormente definen las siguientes familias de penalidades, que
llamaron AL1 y AL2.

Familia de penalidades AL1: Sea 6 : R — R, convexa, creciente y tal que:

(i) @ es estrictamente convexa.

(ii) 6 es diferenciable en R.

(iii) 0/,(1) = 1 es decir, 0-coerciva por la derecha.

(1V) hm 0'(y)=0.

(v) 9 sea acotada inferiormente.
(

vi) supy=ofy — 0(y)} < +o0.
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Esta es una penalidad tipo I, ademas le agrega un parametro # > 1 que aumenta
la penalidad cuando sea necesario.

Familia de penalidades AL2: Sea  : R — (—00,b), para 0 < b < 400, tal
que:
(i) 0 es estrictamente convexa en (—o0,b).
(ii) 0 es diferenciable en (—oo, b).
(iii) 0., (1) = +o0.
(1V) hm 0'(y) = 0.
(v) 9 sea acotada inferiormente.

Para las del tipo AL1, define la funcién:

1i € (0,8) = gilps) = (0"~ (Z)

para i =1...m, o bien, via dualidad de Fenchel,

9/ (gz) = %7

parai=1...m, donde g— < 1. Para las del tipo AL2 define;
i € RY . — gi(ps) = (0") " (),

para ¢ = 1...m, o bien, via dualidad de Fenchel

0 (7:) = i,

parai=1...m
A estos cambios de variables los denominan shifts y permiten que cada familia
tenga derivada p en el origen, que es una condicién importante al mirar su conjugada

0*. Luego definen dos penalidades, para las AL1, la penalidad:

Parly, 1) = Zﬁz 0(2 +50n)) - 6@()|
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y para AL2 la penalidad:
=3[0 (%4 3m) - o)
i=1

Buscando las conjugadas de tales penalidades obtiene las conjugadas Py y P dadas

or5 o (3) e (5) 0 ()1

m

Py(s) =1y 10" (s0) = 0" () = (07)' (i) (1 — pus)] -

i=1

por,

con estas, ofrecen los algoritmos siguientes:
Algoritmo para la familia AL1:

Dados 3° > ¢e; % =1; u° € (0, %O) e 7 tal que 0'(§°) = g—ﬁ, haga

2" € argmingepn{ fo(x) + Z 0F (fi(x))}, (2.7.23)

con

0 (i) = Bir (0% +3%) — 0(3)
i = kg (fi(ik )+gf) i=1,...,m.

T
2

ﬁk—i—l — ﬁ_k
5

Algoritmo para la familia AL2:
Dados 1% =1; u® = 60'(0) e 7° = 0

" € argmingern { fo(2) + Z 0F(fi(z)}, (2.7.24)
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con
k() =+ (0 (5 + 3F) - 0030
3 = gt ot
donde,
k+1 fi(xk+1)
7 - Tk

Escoger r*+1 < rk.

Estas P y P; generan dos casi-distancias,

Dy, (s, 1) =7 (ha(s) — ha(p) — Vha(p) (s — 1))

para
hils) =3 50" (;—)
y
Dy, (s, 1) =7 (ha(s) — ha(p) — Vha(p) (s — 1))
para

m

has) = 3 0°(s)).

i=1

resultando ambas distancias de Bregman para dichas funciones.
Con estas ideas desarrollan dos métodos de multiplicadores cuya convergencia
queda expresada en el teorema (5.21) del mencionado trabajo [6]. Concretamente el

teorema es el siguiente:

Teorema 2.7.2. Supdngase que son satisfechas (A1) y (A2) con respecto al problema
(P), considere las suceciones {x*}, {u*}, {r*} y {B*} generadas por los métodos de

multiplicadores con shift definidos en los algoritmos (AL1) o (AL2), para (AL2)
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considere ademds la sucesion {yF} tal que 6’ (§F) = uF, i=1,...,m. y considere la
k _ Z?:l a’ E .
= ———. Enlonces:

sucesion de medias aritméticas en el primal, {z*} con T
(i) limp—yoosup fi(2*)} <0, parai=1,...,m.
(i) limpg— roopt¥ fi(2¥) = 0, para i =1,...,m.

(iii) Todo punto limite de la sucesion de medias primal, {Z*} es solucion éptima

de problema (P).(Convergencia ergddica).

Es precisamente en esta direccion en que se desarrolla este trabajo. En el si-
guiente capitulo se obtiene una casi-distancia que generaliza también esta situacion,
pero en lugar de un shift variable, usamos un shift constante y se obtienen resultados
de convergencia en el sentido de que todos los puntos limites de las sucesiones primal
y dual son soluciones 6ptimas de los problemas (P) y (D) respectivamente, en lugar
de la convergencia ergodica.

Familia de Penalidades descrita por Auslender, Teboulle, Ben-Tiba.(ver
1))

Alfred Auslender, Marc Teboulle y Sami Ben Tiba desarrollan un algoritmo
de punto proximal y métodos de multiplicadores para resolver programas convexos
donde remplazan el término cuadratico por un nucleo cuadréatico de segundo orden
definido en términos de una funcién convexa. Basicamente consideran la familia de
funciones de penalidad, la cual denotan por ® con las siguientes caracteristicas:

¢ : R — R convexa, propia, cerrada con dom(p) C [0,+00),p es C? en
int(dom(yp)) = (0,400), ademds ¢ es estrictamente convexa sobre su dominio efec-
tivo, tlirél+ Q(t) = —o0,0(1) = ¢ (1) = 0, ¢"(1) > 0 y consideran también dos
subfamilias ®; y ®, definidas asi:

O ={ped:IM >0/"(t) < M para todo t > 1}.

Esta serd una de las condiciones resultante en las funciones conjugadas de las
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funciones de penalidad sugeridas en este trabajo para construir la penalidad genera-
lizada en el primal.

Oy ={ped:"(1)(1-1/t) < (t) <"(1)(t—1), para todo t > 0}.

Las funciones ¢y (t) = tlog(t)—t+1, con domy = [0, +00), pa(t) = —log(t)+t—1,
con domy = (0, +00) y p3(t) = 2(t*/2 —1)? con domep = [0, +00) pertenecen a ambas
familias.

Via dualidad de Fenchel obtienen para ¢ € ® su conjugada ¢* con las propiedades
©r (1) = 0; % (1) = 400. p* es estrictamente creciente, diferenciable sobre int(dom(¢*))
y creciente, int(dom(*)) = (—oo,n) con 0 < n < +o0.

Desarrollan el método siguiente: Para ¢ € &, A > 0 y p > 0 definase:

H(w, 1, A) = folw) + A7 300, pude™ (M fi(w) /i) para po € Ry y AP > A >0,y

e > 0 para todo k > 1 genérese las sucesiones {2*, u*} siguientes:
28 ~ argmin{H (x, ;"1 M) sz € R}

e R NN HC O VT
parai = 1...m, donde ~ significa que dado &, > 0, 2* debe satisfacer que L(z*, u¥) <
inf.L(z, u*) + ¢, probando la convergencia de tal método bajo las condiciones si-
guientes:

Si ¢ € &y, se cumple la condicién de Slater, con 0 < A < A*¥ < X para todo
ky Y er < +o0, entonces {z¥} y {uF} son acotadas y todos los puntos limites son
soluciones 6ptimas de los problemas primal y dual.

En esta ultima década también existe un crecimiento importante en el estudio de
estos métodos sobre variedades de Riemann, en [30] se encuentran suficientes herra-
mientas que justifican el desarrollo de dichas teorias y suficientes ejemplos practicos

que justifican como en el ambiente Riemanniano la convexidad desarrolla todo su
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potencial. En [31] se encuentra la generalizacién del método de punto proximal so-
bre variedades de Riemann, en [32] se generaliza el método de punto proximal para
variedades de Riemann con distancias de Bregman y en [30] un suficiente desarrollo
de la convexidad en el ambiente Riemanniano e incluso aspectos preliminares de la
teoria de dualidad que relaciona los problemas primal-dual Riemannianos y teoremas
del tipo Karush-Khun Tucker en estos ambientes. Todo esto nos lleva a considerar la
posibilidad de llevar la casi-distancia generalizada propuesta en el capitulo siguiente
a los ambientes Riemannianos, claro estd, pasando primero por un desarrolllo de la
teoria de dualidad de Fenchel sobre estos ambientes Riemannianos y sus implica-
ciones para poder conectar los metodos de Lagrangeano con los de punto proximal,
como fue realizado en este trabajo para el caso Euclideo. Este planteamiento no se

desarrollara en este trabajo y son sugerencias para futuras investigaciones.



Capitulo 3

Una Casi-distancia Generalizada.

3.1. Una introduccién a la casi-distancia generalizada pro-

puesta.

Este capitulo presenta los aportes originales de este trabajo, en la seccién 3.1
se hace una breve introduccién a la casi-distancia generalizada que se propone. En
la seccion 3.2 se presenta la familia de funciones de penalidad usadas y se construye
la casi-distancia generalizada via dualidad de Fenchel. Se observa cémo la distancia
entropica Kullback-Leibler es generalizada por la casi-distancia propuesta y prue-
ba que ésta es en efecto una medida divergente dandose ademds su interpretacién
geométrica. En la seccién 3.3 se presenta el método propuesto y finalmente los teore-
mas de convergencia en los espacios primal (P) y dual (D). En resumen, este capitulo
contiene basicamente el contenido de [33].

Considere el problema de programacion convexa dado por
(P) fr=inf{fo(z) : filx) <0 i=1,...,m},

donde f; : R" — R, para ¢ =0,1,...,m son funciones convexas, propias y cerradas.

El problema convexo dual asociado puede ser escrito como
(D) d" =inf{—d(u) : p>0} (3.1.1)
donde d(p) = inf{l(x,pn) : x € R"} y

U, 1) = folx) + Z pifi() (3.1.2)

66
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es la funcién Lagrangeana.

Suponga las hipdtesis siguientes:

(H1) El conjunto de soluciones 6ptimas de (P) es no vacio y compacto.

(H2) Existe z tal que f;(z) <0, parai=1,...,m.(C. Slater)

Como se ha visto, los métodos de Lagrangeano aumentado pueden ser introducidos
desde un punto de vista primal, ver [4], [16],[3] o desde un punto de vista dual, donde
el método de multiplicadores es construido aplicando toeria de dualidad de Fenchel

al método de punto proximal, ver [19], [11], [7], [1].

En la seccion 3.2, se estudiara una nueva casi-distancia para resolver el problema

(D) la cual tiene interesantes propiedades y estd dada por la expresién
m p p
My qe [ CSi Hi s —1 /%
dy(s,1) = 3 [;9 (;) — LG (0) — (07 () (s m)] (3.1.3)
i=1 ¢
donde 6* es la funcion conjugada de la funcién de penalidad € la cual no pasa a través
del origen y satisface que 6'(0) = k,k >0, p >0y ces tal que (0*)'(c) =g e R..
Para p € R, fijo, si se define hy, : R — R por h,(s) =", %9* (%) se obtiene
dp.(s, i) = hu(s) — hu(p) — Vh,(pw)'(s — p), es decir, dj. puede ser vista como la
diferencia entre h,(s) y su aproximacion lineal en s = p.

Se observara que 6* es una traslacion de la funcién ¢ usada en ¢-divergencias, en
este caso, con punto minimo en (k,0*(k)) y 0*(k) € R. En la seccién 3.3 se mostraran
resultados en los espacios primal y dual basados en un algoritmo de punto proximal y
un algoritmo de Lagrangeano aumentado. Se consigue la casi-distancia generalizada
aplicando la teoria de conjugacidad a una funciéon de penalidad con shift, aplicada a
un algoritmo de Lagrangeano aumentado, asi se considerara primero una familia de

funciones de penalidad y se mostrara como la casi-distancia generalizada definida en

(3.1.7) surge naturalmente.
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3.2. Consiguiendo la casi-distancia generalizada

Para obtener la casi-distancia generalizada de forma natural, se estudia primero
una familia conveniente de funciones de penalidad en el contexto de los métodos de

multiplicadores.

3.2.1. Funciones de Penalidad

Sea # una funcién estrictamente creciente, convexa y dos veces diferenciable

definida en (—o00,b), 0 < b < 400, tal que:

4a) 0"(t) > ﬁ, Vt € [0,b] y para algin M > 0.

La condicién 1a) ha sido considerada en métodos con distancias de Bregman, ver
[14], [6], pero no en casi-distancias, ver [11], [3], [16], [1], en este trabajo la funcién
de penalidad no necesita pasar por el origen con pendiente uno. Asociada con la
funcién 6, se considerara y se denotara por 6* a su funcién conjugada, ver [17], la
cual satisface las siguientes propiedades:

1b) 6* es una funcién estrictamente convexa y diferenciable sobre (0, +00).

2b) 0* es decreciente en (0, k) y creciente en (K, +00) con 0*(k) € R.

3b) limy_o+ (6%)'(t) = —o0 y lim;—, 100 (6%) (t) = +00.

4b) (0*)"(t) < M para todo t > k = 6'(0).

La condicién 2b) con x = 1 es usada en el contexto de todas las casi-distancias

conocidas actualmente asociadas a (p-divergencias.
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Ejemplo:
Para 0(t) = e, se tiene que 6(0) = ¢, #'(0) = e = &, (6*)'(e) =0y 0*(e) = —e.
Asi, 6* alcanza su minimo en e cuya imagen es negativa 6*(e) = —e. La siguiente

figura muestra las graficas de 6 y 6*.

25 T T 4

Fig.3.1 Graficas de 6 and 0*

3.2.2. Shift en funciones de penalidad

A diferencia de [14] y [6], en este trabajo se usa un shift constante para definir
una funcién de penalidad generalizada la cual sera utilizada en la seccién 3.3, cuando
se desarrolle el algoritmo en el contexto de métodos de multiplicadores.

Escéjase g € R tal que €'(g) = ¢ con ¢ € R, ;. Por el corolario 23.5.1 en [17] se

tiene que:

@)t = (7Y (3.2.1)

y asi

0'(G) =c <= (6")(c). (3.2.2)

Dado p > 0, r € (0,1] , definase la funcién de penalidad generalizada con shift P,
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como sigue:

m

Y < Rm’ H € RT—F = PP(yJ Ty C) = Z Pilhi(yiu Hiy Ty C) (323)

i=1
donde

P, i(yi, piy ) = r”—f [6’ (upyjlr +gj> — 9(3])} parai = 1,...,m, 6 satisface las

7

condiciones la)-4a) y 6'(7) = c.

Observe que P,;(0, u;,r,c) =0parai=1,...,my

Hi Yi N
(Pp,i)/l(yh:uhra C) = —9/ < P + y) ,

C . T

donde (P,,;)] = %P—Ziji, asf por (3.2.2)

(P10, i, 7, €) = %9/@) =, fori=1,...,m. (3.2.4)

Observacién
Un interesante hecho en la funcién de penalidad P, es que se considera por primera
vez exponentes racionales en los vectores multiplicadores aunque se probara la con-
vergencia para valores de p > 2.

Geométricamente, el shift es una traslacion que satisface la ecuacién (3.2.4) .
Las condiciones #(0) = 0 y ¢'(0) = 1 son utilizadas en todos los métodos conocidos
actualmente basados en casi-distancias, ver [11], [1], [3], [16], sin embargo, en este
trabajo, han sido relajadas, (ver la condicion 1a)) para trabajar con una familia mas
amplia de funciones.

Otro aspecto relevante del shift en esta funcién de penalidad, es que ésta per-
mite construir una casi-distancia generalizada en el espacio dual aplicando teoria de

conjugacidad, lo cual es mostrado en la siguiente proposicion:



3.2. Consiguiendo la casi-distancia generalizada 71

Proposicion 3.2.2.1.  Sea 6 una funcion de penalidad que satisface las condiciones

la)-4a). Dadop >0, r€ (0,1, y € R, c € Ry, considere

m m iz
yeR" pneRT — Py(y,p,rc) Zrcl<

i=1

+ 3}) - 9(3})} (3.2.5)

2 7”

donde 0'(y) = c. Entonces

Pyrels)=r <Z e i g ( 52‘) _ '%?9*(0) — Mf_l(ﬁ*)’(c)(si — ,ul)> ) (3.2.6)

Demostracion:

Considere
)z Ty 9 Yi ~ 0(i 1
i (Yis iy T, C) = i —/f.’_lr +y)—0(y)| parai=1,..,m

donde 6 satisface las condiciones la)-4a) and €'(7) = c.

Considere fijos 7, ¢, u;, parai = 1,...,m y la proposicién 1.3.1 en [13], se tiene

P;uz,rc(si) = %/L];Q ( py—ilr + f&) - _,ul(g( ):| para 1= 1, e, m

—+7)] + o)

0" <—) il s+ Sl 0(7).

En efecto, considérese

fly) =0y +9) = f(s1) = 0(s:) — s:7

o)== (5

h()z—mf(
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Asi,
h*(s;) = tulf* <%> parai=1,....m

Por el Teorema 25.3 en [17], si § € dom 0y ¢ € dom 0*, se tiene que:
0(y) + 6*(c) = cy. Usando (3.2.2) se tiene que para i = 1,...,m,
P ire(si) = Lpi0”

P, pi,rC

— 1 s + Sl leg — 67 (c)]

(%)
=t () — 20 () s — )
(%)

= L0 (92 ) = Ll (c) — (07 (€) (i — o).
Finalmente,
* . /J“f * CS; :uf * p—1/%\/
Bhpne®) =13 |20 (0 ) =070 = 0 (O si = )

=1

3.2.3. La casi-distancia generalizada

De acuerdo con la definicién 2.1 en [12], dado S € R™; d: S x S — R es
llamada una medida divergente en S si y sélo si:

i) d(x,y) >0, Vr,yeSs.

i) If {z*} C S,z € S, entonces kl_l)IJ’I_loo d(r,2*) =0 < kl_l)glool’k =z

iii) El conjunto parcial de sub-nivel I'y(y,v) = {z € S : d(z,y) < v} es acotado
YyeS v VYv>0.
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iv) El conjunto parcial de sub-nivel I'y(z,v) = {y € S : d(z,y) < v} es acotado
VeeS y VYv>0.

Usando (3.2.6), definase la casi-distancia como:

Do)=Y Lo (L) - Lo -y er@@-w]. 620

1 LC Yi c
En la siguiente proposicién se probara que (3.2.7) es en efecto una medida divergente,
pero antes obsérvense algunos detalles importantes. Note que dj. (-, y) es una funcién
estrictamente convexa porque 6* lo es.

Note que parap=1,¢c=1, g =0 con 6(y) = 0, se obtiene:

m s;
Py (s, p,r,¢) =1 dg«(s, 1) = erH* (-) ;

. i
i=1
la cual es usada en métodos de punto proximal con p-divergencias, ver [12], [16].

Parap=2,c=1, 3 =0 con 0(g) = 0, se obtiene:

Py (s, ) = 1 dpe (s, 1) =73 26" (S_) |

i=1 Hi

los nticleos homogéneos de segundo orden usados en [1] y en [3] para un caso especifico.

Ejemplo:(Una generalizacién de la distancia entrépica Kullback-Leibler)

Param =1y 0(t) = €', se tiene que 0*(s) = sln(s) — s, (0*)'(s) =In(s) y

db.(s,p) = pr! (s In(3) — s+ ,u). Esta casi-distancia puede ser considerada una
generalizacién de la distancia entropica Kullback-Leibler. La misma expresion puede
ser obtenida de §(t) = ¢! —1 o de 0(t) = '™ con K € R.

Probemos ahora que la casi-distancia considerada en este trabajo es una medida

divergente.

Proposicion 3.2.3.1. Si 0* satisface las condiciones 1b)-4b), p > 0, r € (0,1] y

¢ > 0 entonces

o) =3 [Lo (2) = Lo -7 00—

i &
i=1 Yi
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es una medida divergente en R |

Demostracion:

1) Ya que 6* es convexa, Vz,w, 0*(z) > 0*(w)+ 6" (w)(z — w), en particular

paraw=cyz=<_ i=1,...,mcon z; >0,y; >0y dom 0* = (0,4+00),se tiene

() eroerios-)

y paratodot=1,...myp>0

v g (i) B ) -y OV O - ) 2 0 (328)

c Yi

asi,

=1

‘Z{ () - Lo - et~ w)] 20,
0.

esto es, db. (z,y) >

2) Sea {z*} un sucesién en (0, +00) . Probemos que

lim db.(z,2") =0 & lim 2" ==
k—+o00 k—+o00
Obsérvese que:
i) 0* decreciente en (0, k) y creciente en (k, +00).
ii) (6*) (k) = 0.
111)tl}+m009 (t) = +o0.
Asi,
P
- L (:L.f)p * k\p—1px/ k _
- kggnooi; [ (—) = E L) (ahy @ )| =0,

& lim {(‘”f Y g (ik) =T ) — 1 (0 —xf)] 0 i=1,..m

k—4o00 C C
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k—+oc0 C x;

o lm @y {e* (%) —9*(0)] — [(@FP 0% (¢) (i — )] =0, i =1,...m

k—4oc0 C T,

= Tim (28 [(07) () (i — 28) | = @by [07(O) i — )] =0,

k——4o00 ’

T i [(9*)’(6) (% - cﬂ — [P0 () (@ — )] =0, Sl <e<e

= lim :Ef =z, 1=1,....m
k—+o00

= lim z¥

=z, t=1,..,m.
k——o00

El reciproco es inmediato.
3) El conjunto de sub-nivel I';(y,v) = {z € (0, +00)/d}.(z,y) < v} es acotado para
todo y € (0, +00) y para todo v € (0, +00).
En efecto, supéngase que para algin y € (0,+00) y para algin v € (0, 4+00),
['(y,v) es no acotado.
Entonces existe {z*} en (0,+c0) / a3 — +o0, pero db.(z,y) < v.
Por la Proposiciéon 3.2.3.1, se tiene que:
0= Y Lo ()~ Lo -y @t - ) < v
i=1 !

C

Y parai=1,....m

Yi

0< L () =y (O) ()t < v+ Lov(e) — ol (O (O

0< Lo (1) — g (O ()t < vt 0% () — (0 (o)

K3

0< 2o (=) - L) OV (@t — ) v, asi

Si M;=v+ %9*(0) —y?(0*)'(c) para i =1,--- ,m se tiene que:

D k
0< Yig (—) C Y (et < My

c Yi
v (50
0< g Yi < ? 4 p—1 9*/
< ey
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Por otro lado,

k
i (T ) = () <y () €
e € i hoteo € L Yi ) Yi

¢ k—too

=y " (400) = 4o0.

Por tanto : MZ + P10 (¢) — yP 7' (6*)(¢), consiguiendo +oo < yP7H(6*) (),
lo cual es una contradlccmn.

4) Se probara que I'y(z,v) = {y € (0,400) / dj.(z,y) < v} es acotado para
todo x € (0, 400) y para todo v € (0, 4+00).

Supdngase que existe {y*} C y(x,v) tal que para algin j; {y}} no es acotado
y sin pérdida de generalidad y’l‘“rl > yj, para todo k. Para x fijo, ya que z—,{ — 0 si

J

k — 400, entonces para k suficientemente grande: Z < 1 implicando que <cy
J

asi,

vz W (%) - D00 — W @@+ 0O,
S W
<

> Y0y [ - 1] - ey (%) + @rey©, S<g<c
= WhreY(© (% - 1) - whreye |2 -1,

= 107 = @) () |2 —1].

— WO EE - [ 1] >0 (E<f<c)

lo cual es una contradiccién.

Finalmente dj.(x,y) es una medida divergente.

3.2.4. Interpretacion Geométrica.

Considere la casi-distancia generalizada definida en (3.2.7) y dado € R7',,

definase la funcién convexa

hy, :RY — R cornoh ZM’9*< )
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1 g
Observe que h, (1) = Zl ?6’ (o) y
t
Vh(s) = (70 (22) om0y (22))
asi que V(1) = (17107 (c),..., i 07 (c))".

Se tiene entonces que

05, (5.1) = hy(3) = (1) — V() (s — ).

Es decir, para cada pu, d.(s, i), es la diferencia entre h,(s) y su aproximacién
lineal en s = p.
Esto muestra una interesante relacién entre la casi-distancia generalizada y las
m
distancias de Bregman, esto es, para cada p > 0, h,(s) = Z '%?9* (%) es una
- )
funcién estrictamente convexa por causa de #*. Para cada ,ul_; 0, ésta genera una
distancia de Bregman, ver [14], asi se tiene que para cada p > 0, la casi-distancia

generalizada puede escribirse como; Dy, : R x R}, — R donde

Diy (5, 1) = hus) = () = V() (s — ) = diu(s.). (3:2:9)

Si se considera una sucesién {z} en (3.2.9) se obtiene una sucesién de distancias
de Bregman, tal que la casi-distancia generalizada en p = p* coincide con Dth (z,y)
en y = u¥. Esto sugiere la posibilidad de estudiar métodos de punto proximal con
una sucesion de distancias de Bregman que dependan de un parametro, o variando
la funciéon de Bregman inducida en cada iteracién. Esto no serd considerado en esta

tesis.

La figura 2, muestra el grafico de h,(s) y su aproximacién lineal en p para p=2, %,

,p =2y 6" como en el ejemplo 1. Del lado derecho, el gréfico de dj. (s, p)

_ 1
1,0—5

para los mismos valores.
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25

Fig.3.2 Gréfica de db. (s, ) para algunos valores particulares de ¢,p y p

3.3. Meétodos y Teoremas.

3.3.1. Meétodo Proximal.

Considere la casi-distancia generalizada aplicada directamente sobre el proble-
ma dual. El método proximal para resolver el problema (D) definido en (3.1.1) genera

una sucesion {p*} tal que p® € R7, y
P = argmin{—d(p) + r*d. (u, 1"}, (3.3.1)

donde r* € [, 7] C (0, +00) y §* como se defini6 en la seccién (3.2.1).

Por la condicién de optimalidad se tiene que
0€ 9 [—d(u"*) +rfdy. (1, uh)]

o equivalentemente

k+1

_yk ((,/f)p—l[e*' (C’fg 1) —0(O)], oy ()P0 (C’EL ) - 9*’(@]) € O(—d(u")).
(3.3.2)
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3.3.2. Resultados de convergencia.

Proposicién 3.3.2.1. {—d(u*)} es una sucesion no creciente y convergente.

Demostracion. Por la condicién de optimalidad en (3.3.1) se tiene
Pt = argmingso{ —d(p)+r¥dg. (u, 1)}, asf —d(u*) +rPdg. (0, pf) < —d(p*) +
rRdh, (uF, pk) = —d(p*), esto es —d(uft1) < —d(u*). Por teorfa de dualidad, f* es

una cota inferior para {—d(u*)}, luego {—d(u*)} es convergente. O
Proposicién 3.3.2.2. La sucesion {u*} generada por (3.3.1) es acotada.

Demostracion. Por (H2) y ya que —d es una funcién propia convexa, el conjunto de
nivel A = {u € R? / —d(pn) < —d(po)} es compacto y por la proposicién 3.3.2.1,
p* € A para todo k, asi i* es acotada.

]

En la proxima seccion, en base a la Proposicion 3.2.2.1, un método de multi-
plicadores primal asociado al proximal puede ser construido usando las funciones de

penalidad generalizada definida en [10].

3.3.3. Algoritmo de Lagrangeano Aumentado.

Considere el problema (P) con hipétesis (H1) y (H2) y la #-funciones cumpliendo
las condiciones 1a)-4a) en la seccién (3.2.1).

Dando p >0, r € (0,1], g € R, c € Ry, con ¢'(7) = ¢, la funcién Lagrangeana
aumentada estda dada por

2’ e R®

Lyo(a, p) = folx) + Y Bpilfi(@), pi, 7, 0),
=1
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C

donde P, ;(fi(x), pi,r,c) = A [6’ (:1(90) +y) 9(3})} dondei=1,...,m

El método de multiplicadores asociado al método de punto proximal esta dado por:

€ argmin{ fo(w) + Y Bl fi(w), 7" )}, (3.3.3)
i=1
pitt = p —0 i@ +9) parai=1,---,myr"e(0,1]. (3.3.4)
A\ . ’

Observe que

0 € Oy Ly (2", 1F) & 0 € Ol (xH!, )

donde [ es la funcién Lagrangeana.
La proxima proposicién muestra que la sucesién definida en (3.3.4) y (3.3.1)

son la misma.

Proposicién 3.3.3.1. Sea {{i*} una sucesion generada por (3.5.1) que resuelve el
problema dual (D) y sean {x*} y {u*} las sucesiones generadas por (3.3.3) y (3.5.4)

que resuelven el problema primal (P). Si p° = 1i°, entonces Vk > 0 : pu¥ = fi*.

Supongamos por induccién que p* = ¥
Para todo p € R se tiene que:
) = infu () + 3 k)
< fO k+1 _'_Z,uzfz k+1
s +Z,uk+1 k—l—l Z( k+1)f1( k+1)
k+1 —I— Z k+1 k+1)‘

Asi, por ser d concava se tiene:

f($k+1) c 8d(luk+l)
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donde f(.) = (fi(.),..., fm(.)) v Od(u), es el conjunto de subgradientes en p de la
funcién céncava d

Pero

qu+1 _ /“L_?e/ (fi(xkﬂ) +17) 7

e\

Pt € argmin{—d(u) + r*dg. (u, i)}

3.3.4. Resultados de Convergencia.

Esta seccién estd inspirada en los teoremas de convergencia en [3] y [16].

Para simplificar, la ecuacion (3.2.7) se escribira de la forma siguiente:

i=1
donde d(s;, ;) = “—59* (%) — %«9*(0) — N0 (¢)(si — i) para i = ..., my asi

Od(sq, 4 - * cs; *
&y (si, ) = 285520 — 2= (07 () = (0°) (<) -
Lema 3.3.4.1. Sea s, i numeros reales positivos tales que s > |1 entonces

L{dy(s, m))?
> Z N P
d(s7 #) — 2 CMILLP_2 )

donde M = max{(0*)"(t)/t >k =0(0)} yc=0(7).
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Demostracion. Considere la funcién cuadrética

G() = g(s) + (£ — 8)d, (s, 1) + %(t —S2eMp,

asi
q(t) =di(s,p)+ (t —s)cMpP? y
dt)=0 & di(s,pu)+tcMpP=2 — scMuP=2 =0
p=-— t = Z;\?,Lsif;) + 86011\4\4;1;’:22 — Z;\Zl/ii’f;) + S,
luego
* _d/l(sv :u)
U=z (3.3.6)
es un minimizador de g(-).
Ya que s > >0
cs
G = |07 () - 0] >0

Asi | por (3.3.6 ) t* < s. Por tanto,
di(s,p) = dy(s, p) — di(p, 1) = (s — p)di{ (i1, p) para algin fi € [y, 5]

= (s = p)pP=2(0")"(L)e < (s — p)pP~2cM.
ASI’ dll(svu) S s — Wy

cMpp—2
dy (s, 1)
/"L — S CMILLP_2 ) ( )
entonces u < t* < s.
Por otro lado, para todo t € [u, s)
dy(s, ) = dy(t, p) = (s —t)dy(¢, p) para algin t <t < s
— (s - 2y (e
< (s —t)uP~%cM,
ast d(s, ) < dy(t,p) + (s — t)uP~2cM para todo u <t <s
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dy(t, 1) > di(s, 1) + (t = s)pP~%eM = ¢(t),

se tiene entonces

dy(t, 1) > ¢'(t) para todo p <t < s.

Ya que pu < t* < s, integrando de t* a s se tiene que

d(s, p) —d(t", p) = q(s) — q(t").

Asi d(s, ) > q(s) —q(t*) +d(t*, 1u) > q(s) —q(t*) y

d(s, 1) 2 q(s) = q(s) = (£" = s)di (s, ) — %(t* — s)%eMpr?, (3.3.8)

Por (3.3.7) t* — s = —di (s,n)

CM},LP72 )

reemplazando en (3.3.8) se tiene

) (s,1)]? ) (s,u)]2
) > - e

d) (s,u)]?
— %[CM(JEL , (3.3.9)
Finalmente,
1 [di(s, )]
(1) 2 5" N2
O

La préxima proposicién utiliza implicitamente una variante de la propiedad

(D4) en [3], v es valida para p > 2.

Proposicion 3.3.4.1. (Factibilidad asintética) Considere p > 2. La sucesion {[f;(z*)] 4}

converge a 0 para todo i = 1,...,m donde [y|+ = maxz{0,y}.
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Demostracion. Supéngase por reduccién al absurdo que {[f;(z*)]} - 0, entonces

existe {I;} tal que I, — 400 con I, < lpy1 y 3e > 0 tal que fi,(2') > € para algin

ipe{i=1,...,m}.
Se tiene d(u) = inf{fo(x) + Z,uzfz )} < fo(a"H) + Zuzfz )
f k+1 + ZMkHﬂ k—l—l Xm: k—l—l k+1)

i=1
it —I—Z pE fi(2 ) parai =1,...,m.
Por (3.3.4),

k+1 /~Lz ‘9/ ( fz( k+1)

C e N

y usando (0")~! = (6*) se obtiene

oy (¢ all H)) - OO = ) parai =1,

,Ui

+g]) parai=1,...,m

Usando la notacion en (3.3.5),

P ) P
s =20 (2] = L) - 0 (s - ) parai =L

Hi c

d! (s, p1i) = {(9*) (ﬁ) - (9*)'(0)] parai=1,...,m.

Hi
Por (3.3.10) y (3.3.11)
Fi(zh+)

— =dy(u, puf) parai=1,...,m.
,

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

Ya que f;, (z'+1) > € paraig € {1,...,m}, r¥d, (,ui’;“, ui’;) > ¢ > (. Esto implica

di(u l’““, ,um) > 0y asi /LZ’““ > ,uﬁg y se puede usar el lema 3.3.4.1.

Ya que p**t = argmin{—d(u) + db. (u, 1¥)}, se tiene que:

—d(pMY) + dy (PP Ry < —d(pP) + d (F, i) = —d ("),
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luego, d(p41) — d(px) > dg.(u"+', 1¥) > 0.
Entonces d(p'+1) — d(pl*) > dj. (b1, ple Zd S ) > (k).

Por la proposicion 3.3.2.2, sea i una cota superior de {,uk } vy por lema 3.3.4.1 se tiene

Ikt
RGN
M (et 2l

d(p"+1) —d(u'*) > =4>0

para p > 2.
Entonces d(pu'*+1) — d(p'*) > § > 0 asf tomando limite cuando k — oo se tiene
que 0 es mayor que un valor positivo , lo cual es una contradiccion.

Finalmente, khrf [fi(#®)] L =0. O

La proxima proposicion utiliza la siguiente afirmacion:

Afirmacién 1: Para todo t, 2% (t+y) > t.

Demostracion. Sit>0=t+y>y=0(t+y)>0({Hy) =c
= P - = 00 g
ft<0=t+y<y=0@t+y) <@ =c

e P ]

Proposicién 3.3.4.2. Sean {z*} y {u*} las sucesiones generadas por (3.3.3) y

(3.8.4), entonces limy_, o0 ¥ fi(2*) =0 parai=1,---,m

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supéngase que existe ig € {1,...,m},e >0

y un conjunto infinito de indices k; tal que

1t fio (2741 > € para todo j.
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Ya que p* es acotada, existe fi > 0 tal que:

0<pu* <@ paratodo k, (3.3.13)
entonces
€
i Fio (@] = € = [ fig (25| > —.
Mg
Pero {[f;(z*)]4+} converge a 0, para todo i = 1,...,m entonces f; (z"T1) > - es

Hig

cierto s6lo para un conjunto finito de indices k;, asi se puede considerar sin pérdida

de generalidad que

: (3.3.14)

para todo 7.

Ya que (fi (1), ..., frn(2FT1))E € Od(1* 1) v d es una funcién céncava, entonces

S A ) < d) — du). (3:3.15)
i=1

Ya que put = “Z o' ( )“Z,k : )k —l—y) para i = 1,...,m se tiene que

kj+1
] G ]
ki+1
= 1" fi(abth) < <( ]Sa;p lr)k +y> B 1) ’ (3.3.16)
kj o ( o k; ki
e <<ﬁ( T +?7) SR Ba)

Ya que 6 es una funcién estrictamente convexa, 6”(t) > 0 para todo t € (—o0, b)

entonces €' es creciente y asi usando (3.3.17) y la afirmacién 1

fil@h ) (it — ) = e [fl-(- = ( L) +y)] A

(;?)p=1rk (w;?)p=1rk
> g fi(ah ) — g fi(ahith)

=0,
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entonces  0< Y fi(a® (" — i) < d(ph ) — d(),
=1

ya que {d(u*)} es convergente, entonces 1121 [d(p* ) — d(uh)] =0
j——4o0

y asi

lim Z FaF ) (ot =y = o,

J—=+o0 4
Ya que f,-(:Eijrl)(ufC s+ ufj) > 0, para todoi =1,....m
se tiene que lim f;(2™ ) (1™ — 1) =0, para todo i =1,....m

j—oo

Asi por (3.3.17),

ki p k41 kj+1
lim w [ ( 1M +§> — 1] =0 paratodoi=1,...,m. (3.3.18)

oo c (4, K \p—1pk
Por otro lado,
kj+1
; _ —€ ~ ~
Jule®™) < <0+,
Tk(:uio ypt r (Nioj)p_lliio

y ya que 0 es creciente

9/ flo( g +1) + < (9/ —€ ~ 9/ .
N y el K _1A+y <0(y)=c
k() (g )P~ i

asi
kit1 1 —
<fzo(k — )1 +§) < ¢ (%_‘_g) < 1. (3.3.19)
Al < \rl
Por (3.3.18) y (3.3.19)
. k;
JEE_HOO Hig fio (Ikﬂ_l) 0

Ya que
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. kj+1 . Co
entonces lim g,/ fi, (") = 0, lo cual es una contradiccion.
—T 00

J—+
Consecuentemente
pf fi(a®) — 0
para todo?=1,...,m O

Teorema 3.3.4.1. La sucesion { fo(z*)} converge a f, cada punto limite de la suce-
sion {a*} y {u*} generada por el método (3.3.3) y (5.3.4) (0 (3.3.3) y (3.3.1)) son

soluciones dptimas del problema (P) y (D) respectivamente.

Demostracién. Ya que {z*} asintéticamente factible, para todo € > 0, fo(z%) > f —¢
para k suficientemenete grande.
De acuerdo a (H2), el conjunto de valores éptimos del problema (D) es no vacio y

compacto, J?: d donde

]?: min{ fo(z) : x € R", fi(x) < 0,i=1,...,m}

d = sup{d(u) : p € R}
Por tanto, para cada 3 < d el conjunto de nivel {nwe RY :d(pn) > B} es compacto.
Pero

~

f=d>d(p) = mf{ie, 1)} = Ut 0h) = fola®) + D pifila")  (3:3.20)

y debido a la proposicién 3.3.4.2 {u¥ fi(2%)} converge a 0 para todo i = 1, ...,m asf

m

para todo € > 0, ]?— e < folz) < j?— Zuff,(:zk) < j?+ € para k suficientemente
i=1

grande; se tiene entonces

fo(z*) — f. (3.3.21)
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Por la proposicién 3.3.4.1, para todo € > 0y para i = 1,...,m, f;(2¥) < € para k
suficientemente grande, entonces fo(z*) < ]?—I— ey fi(z¥) < eparai=1,...myk

suficientemente grande. Debido a (H1) y el corolario 20 in [8] el conjunto

{x € R" : fi(z) <a, fo(r) <[}

es compacto para cualquier «, 3, entonces {2*} es acotado y por la proposicién 3.3.2.2
la sucesién {pF} también es acotada. Si Z es un punto limite de {z*}, entonces por
la proposicion 3.3.4.1 y (3.3.21), Z es una solucién 6ptima primal y si i es un punto
limite de {z*}, usando (3.3.20) y la proposicién 3.3.4.2, d(fi) = f = d. Por tanto Ji

es una solucién 6ptima dual. O



Capitulo 4

Conclusiones.

4.1. Observaciones finales

Primeramente se concluye que las casi-distancias asociadas a ¢ divergencias,
a nucleos homogeneos de segundo orden y a dsitancias de Bregman son objetos
matematicos que guardan una estrecha relacién entre si, ya que son casos particulares
de una casi-distancia generalizada. Ademads, tal casi distancia tiene la particularidad
de que representa un nucleo no cuadratico que proviene de una familia de funciénes
de penalidad que no necesariamente pasan por el origen ni necesariamente tienen
pendiente uno y la familia de funciones de penalidad considerada permite construir
un método de multiplicadores que por primera vez considera potencias racionales p

en el vector multiplicador.

Un problema abierto que se deriva de esta investigacion es estudiar cual es el
mejor valor de p que nos permite obtener la mejor rata de convergencia en el contex-
to de los métodos de multiplicadores, aunque se observé en pruebas computacionales
que el nimero de iteraciones en el algoritmo principal decrece a medida que p crece,

a pesar de presentar un mal comportamiento numeérico.

Métodos de multiplicadores sin shift y para p = 3 fueron considerados en [5] y

son un caso particular del estudio realizado en este trabajo.

90
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Un analisis de convergencia para el caso p = 1 puede ser obtenido dando

hipétesis y teoremas similares a los presentados en [11].

En [15] se consideraron los resultados de convergencia a lo que serfa el caso

p = 0 para una funcién particular de penalidad sin shift.

Otras consideraciones acerca de los valores de p, por ejemplo, p < 0,0 <p <1

y 1 < p < 2 permanecen ain como problemas abiertos.

Por otro lado el método de punto proximal desarrollado con la casi-dsitancia
generalizada suguiere que se deben estudiar métodos de punto proximal asociados
a familias de distancias de Bregman que dependan de un parametro, como se ob-

servd que ocurre con la casi-distancia generalizada.

Finalmente, se podrian considerar shifts en cada iteracién, como §(jF) = ¥ y

escoger cf = r*a* como en [18] con la intencién de relacionar ambas aproximaciones.
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