UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL
“LISANDRO ALVARADO”

Decanato de Ciencias y Tecnologia
Licenciatura en Ciencias Matematicas

“ANALISIS DINAMICO DE UN REACTOR CONTINUO DE
TANQUE AGITADO. ”

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO PRESENTADO POR
Br. Borys O. PAgz C.

COMO REQUISITO FINAL
PARA OBTENER EL TITULO DE LICENCIADO
EN CIENCIAS MATEMATICAS
AREA DE CONOCIMIENTO: ANALISIS NUMERICO Y ECUACIONES
DIFERENCIALES.
TUuTOR: PROF. WILFREDO ANGULO
TUTOR: PROF. JOYNE CONTRERAS

Barquisimeto, Venezuela. Noviembre de 2008



“Lisandro Alvarado”
Decanato de Ciencias y Tecnologia
Licenciatura en Ciencias Matematicas

Universidad Centroccidental / / -

ACTA
TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Los suscritos miembros del Jurado designado por el Jefe del Departamento de
Matematicas del Decanato de Ciencias y Tecnologia de la Universidad Centrocci-
dental “Lisandro Alvarado”, para examinar y dictar el veredicto sobre el Trabajo
Especial de Grado titulado:

“ANALISIS DINAMICO DE UN REACTOR CONTINUO DE TANQUE
AGITADO. ”

presentado por el ciudadano BR. BORYS O. PAEz C. titular de la Cédula de
Identidad No. 17.228871, con el propdsito de cumplir con el requisito académico
final para el otorgamiento del titulo de Licenciado en Ciencias Matematicas.

Luego de realizada la Defensa y en los términos que imponen los Lineamientos
para el Trabajo Especial de Grado de la Licenciatura en Ciencias Matematicas, se
procedi6 a discutirlo con el interesado habiéndose emitido el veredicto que a contin-

uacion se expresa:
1

Con una calificacion de puntos.
En fe de lo expuesto firmamos la presente Acta en la Ciudad de Barquisimeto a
los dias del mes de de
TUTOR FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
OBSERVACIONES:

1 Aprobado 6 Reprobado



A mis padres por ser el tesoro mds

valioso y hermoso que Dios me ha dado.



AGRADECIMIENTOS

Al Dios eterno agradezco infinitamente por la vida, por la salud, por dirigir mis
pasos en el trancurso de esta carrera y porque gracias a su intervencion he alcanzado

una meta méas en mi vida. A El sea la Gloria por todos los siglos.

A mis Padres Milagros y Borys por el amor incondicional y enorme que me han
dado desde que comencé a existir, por el apoyo diario, por las cosas sencillas que
parecieran no resaltar pero que hoy me mantienen feliz, por las palabras de dnimo,
por la educaciéon que me dieron, porque gracias a eso hoy soy lo que soy, por buscar
la forma de ayudarme atn cuando la situaciéon era dificil, por todo el esfuerzo que
hicieron para que hoy alcanzara esta meta, estaré toda la vida agradecido, por eso y

mas es que los Amo con todas las fuerzas de mi corazon.

A mis hermanos y deméas familiares que de alguna manera me brindaron el apoyo

suficiente para continuar y finalizar esta meta.

A liseth Valencia por hacerme reir, por escucharme, por dedicar tiempo a conversar
de tantas cosas, por compartir todos los momentos desde el comienzo de este trabajo
aun hasta hoy, por todos los momentos de alegria y tristezas que compartimos y que
fueron productivos, en fin, nunca terminaria de mencionar todo lo que hizo por mi,

siempre ha sido una excelente persona y sobre todo muy especial para mi.

A Willennys y Maria de los Angeles, por brindarme su amistad, por todos los momen-
tos extraordinarios que compartimos dentro y fuera de la universidad, por siempre
estar pendientes de mi, por sus palabras de animo y méas atn por ser muy especiales

para mi.

A Yankis, Manuel, Elifer, Isaac, Adrian, Efren, Javier, Luiggy, Rafael, José, Leonar-
do, en fin a todos mis amigos de promocién por la amistad que crecié y sigue crecien-
do, por los momentos fuertes y preocupantes de la carrera que estuvimos luchando

juntos y por los que no tambien.



i

A los profesores Wilfredo Angulo y Joyné Contreras por la confianza depositada
en mi, por ayudarme desde el primer dia que comenzo el trabajo, realmente agradez-
co su ayuda, dedicacion, esfuerzo; sin sus conocimientos no hubiera sido posible la

culminacion de este trabajo.

A todos las personas que con oraciones y de forma silenciosa aportaron consider-

ablemente a mi formacién personal, académica y espiritual.

Y a todo aquel que en este momento se me escape de la mente pero que llevo en mi

corazon.

A todos ustedes muchas gracias.....!

i



Resumen

En este trabajo se analiz6 la dinamica de un reactor quimico de tanque perfec-
tamente agitado (o CSTR) en el que se lleva a cabo una reacciéon quimica genérica
del tipo A — B. Para esto, se plate6 un modelo matematico de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDQO’s) altamente no lineales en las variables de estado
concentracion del reactivo A y temperatura del sistema. Se demostr6 que este es
un problema con condiciones iniciales bien planteado y que presenta un parametro
caracteristico del sistema que determina la presencia de uno a tres estados estacio-
narios. Se construy6 el diagrama de histérisis que, junto con simulaciones numéricas,
evidenciaron la presencia de estados estacionarios que pueden desaparecer o bifur-
carse. La caracterizacion de los estados estacionarios se realiz6 empleando la teoria
local de linealizacion y la de iteracion mondtona de punto fijo, y permitié clasificarlos
como nodos atractores, puntos silla y puntos nodos-silla. Finalmente, se estudié el
comportamiento global de las érbitas del sistema en el plano de fase mediante el
anélisis nulclinal y se constato la existencia de regiones en el diagrama de fase en las
cuales las componentes del campo de direcciones cambian de signo de una regiéon a
otra.

Palabras claves:ecuaciones diferenciales, existencia de soluciones, diagrama de

histérisis, simulacién numérica, anélisis nulclinal.
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INTRODUCCION

Una de las operaciones unitarias mas importantes en la industria quimica y petro-
quimica esta asociada con la transformacion de sustancias, o especies quimicas, en
productos de utilidad para el ser humano. Tal operaciéon unitaria consiste en el estu-
dio, anélisis, diseno, construcciéon y puesta en marcha de equipos en donde la reaccion
quimica que define al proceso de transformacion es llevada a cabo. Especificamente a
éste tipo de equipos se les conoce con el nombre de Reactores Quimicos y el analisis
de los mismos es necesario para obtener informacion vital para el diseno, puesta en
marcha y control del equipo a nivel industrial.

Entre todos los analisis que existen, el del comportamiento de evoluciéon temporal
para las variables de estado (en estado dindmico) es uno de los que se debe realizar con
sumo cuidado, pues éste no solo aporta informaciéon para el diseno si no que también
proporciona informacién necesaria para establecer sistemas de control automdtico en
tiempo real sobre el proceso antes del arranque en la industria.

En este orden de ideas, el modelado matemdtico y la simulacion computacional
de los sistemas juega un rol importante. Por lo tanto, muchos investigadores se han
dedicado a proponer modelos matematicos no tan sencillos, pero tampoco demasiado
complejos, con el propoésito de investigar el comportamiento dindmico de ciertos
reactores especificos usados a nivel industrial. Entre éstos, se encuentran los modelos
matematicos que provienen de balances de materia y balance de energia aplicados
sobre reactores quimicos de tanque agitado (CSTR) ampliamente usados en muchos
procesos. Estos modelos presentan una estructura de problemas de valor inicial para
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarioas, altamente no lineales, a pesar de las
simplificaciones que se consideren; esto hace que la resoluciéon de dichos problemas
resulte muy complicada.

Actualmente, gracias al gran desarrollo de la computacion, los métodos numéricos
permiten obtener soluciones aproximadas, y sus representaciones graficas, de proble-
mas que modelan situaciones reales. Sin embargo, estas soluciones deben ser validadas
experimentalmente y en muchos casos complementadas con un estudio cualitativo del
comportamiento de las mismas, a fin de dar confiabilidad a los resultados obtenidos
numéricamente y poder emplearlos como una referencia para el diseno de equipos

y de sistemas de control para los procesos, determinar rangos 6ptimos de operacion
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entre otras cosas.

En este sentido, el presente trabajo se realiza para analizar el comportamiento
dindmico de un sistema reactivo en un CSTR adiabético. El mismo tiene por objeto
estudiar la existencia y unicidad de la soluciéon del modelo que describe la dindmica
del sistema reactivo, investigar el comportamiento de las soluciones del modelo que
parten de condiciones iniciales cercanas o alejadas de los estados estacionarios y
describir el comportamiento de las soluciones de equilibrio respecto a la variacion de
algiin parametro caracteristico del sistema.

El trabajo ha sido dividido en capitulos para una mejor comprension del con-
tenido. En el Capitulo 1 se expone el planteamiento del problema. En el Capitulo
2, se presentan los fundamentos teoéricos sobre el anéilsis cualitativo y numérico
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s). En el Capitulo 3 se re-
aliza todo el desarrollo que permite estudiar cualitativamente el comportamiento
dindmico de las soluciones del problema planteado, objeto de la investigacion. En
el mismo se establecen y demuestran dos proposiciones, que permiten caracterizar
las soluciones, resultados de la investigacion; también se presenta el analisis de los
resultados obtenidos.

En el Capitulo 4 se plantean las conclusiones y recomendaciones de la investi-

gacion.



Antecedentes

En la industria quimica y petroquimica, el reactor continuo de tanque agitado
CSTR es uno de los equipos altamente usado [8]. Por tal motivo, tanto experimental
como tedricamente se han generado numerosas investigaciones que hoy en dia se con-
sideran de vital importancia para el estudio de las reacciones quimicas |24, 26]. Una
de las virtudes de éste equipo es que en el se pueden estudiar reacciones quimicas
elementales y complejas con un simple arranque, posteriormente se puede repetir la
experiencia sin mucha dificultad y controlando las variables que sean necesarias. Las
variables controladas con mas frecuencia, por su incidencia directa en la reacciéon
quimica, son: la velocidad de flujo volumétrico de reactantes hacia el CSTR, la tem-
peratura de los reactantes en todo el CSTR, la temperatura ambiente bajo la cual se
encuentra localizado el CSTR y las proporciones o concentraciones de los reactantes
dentro del CSTR.

El esquema clasico no isotérmico, de primer orden en el escenario de un reactor
de flujo continuo bien agitado se ha estudiado extensamente y al respecto se tienen
los trabajos de Zeldovich [44], van Heerden [42], Bilous y Amundson [20], Aris y
Amundson [9, 10, 11|, Hlavacek [41], Uppal [4, 3|, Balakotaia y Luss [12, 15, 16,
13, 17], Farr y Aris [6], Plancaux y Jensen [38] y Ball y Gray en [18]|. Tal esquema
exotérmico simple (una reaccién quimica simple que transforma un reactante a un
producto) mostré que posee un comportamiento dindmico variado desde curvas de
estados estacionarios que se han aislado, lazos de histéresis hasta bifurcaciones tipo
Hopf (de ambos tipos: supercriticas y subcriticas) y orbitas homoclinicas.

Posteriormente, Sidhun et al en [29] estudiaron el comportamiento dindmico de
una reaccion elemental en un CSTR. En dicha reaccién quimica, dos reactantes X y
Y se alimentan al CSTR para ser transformados a un producto P segun el esquema:
A+ B — P con naturaleza termodinamica del tipo exotérmica e irreversible. El
estudio del sistema CSTR maés la reaccion, se realizé mediante un modelo matemati-
co de tres ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) concerniertes a la variacion

temporal de las concentraciones Cx y Cy, respectivamente de las especies X y Y,y



INDICE DE FIGURAS 4

la temperatura 1" del sistema. Planteado como un problema a valores iniciales para
las EDO’s, los investigadores demostraron la existencia de multiples estados esta-
cionarios con comportamiento oscilatorio en ciertas regiones validas para el grupo
parametros fisico-quimicos. De igual forma presentaron diagramas de bifurcacion en
varios espacios de pardmetros de control y ademas probaron que el sistema siempre

posee una region de atraccion invariante globalmente.



CAPITULO 1
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este Capitulo presentaremos formalmente el Sistema Auténomo de Ecuaciones
Diferenciales No Lineales que usamos para describir la dinamica del sistema reacciéon
quimica-CSTR. Para esto, comenzaremos por describir el sistema fisico-quimico en
términos de la reaccidon quimica genérica que se estudid y el equipo donde ésta
se lleva a cabo. Posteriormente se presentara el modelo matematico completo que
se deduce por medio de las Leyes de Conservacion de la Materia y de la Energia
siguiendo muy de cerca las referencias [8] y [19]. La version del modelo presentada
seré en términos de variables y nimeros adimensionales. Finalizamos este Capitulo
con una presentacion de los problemas a estudiar desde el punto de vista matematico

consistente con las hipdtesis inherentes al problema fisico-quimico estudiado.

1.1. Descripcion del Sistema

El trabajo consistira en realizar un estudio del comportamiento dindmico de un
sistema conformado por un reactor quimico continuo de tanque agitado (CSTR por

sus siglas en ingles) y una reaccion quimica exotérmica de primer orden
A— B,

donde A es el compuesto quimico que se transforma en el compuesto quimico B;
conocidos como reactante y producto respectivamente.

Un reactor continuo de tanque mezcla completa o de tanque perfectamente agitado
(CSTR), consiste de un recipiente cilindrico de volumen V' con tuberias de entrada y
de salida. Las tuberias de entrada proporcionan el reactante A a una cierta velocidad
de flujo y la tuberia de salida proporciona la mezcla que contiene cierta cantidad de
reactante A que no se ha transformado y el producto B a otra velocidad de flujo. En

la siguiente figura se muestra una representacion esquematica de un CSTR
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Fuo Ton B e

Figura 1.1: Esquema representativo de un CSTR.

Desde el punto de vista dindmico de la reacciéon quimica, la concentracion Cy
reaccionada del compuesto A se determina mediante la velocidad de reaccion, la
cual tomara diferentes valores numéricos dependiendo de la forma funcional como
se defina o como se mida. En general, la velocidad de reaccién es una funcion no
lineal de la temperatura T del sistema (reaccion quimica més el CSTR), usualmente
expresada en unidades absolutas como grados Kelvin, y de la concentracion Cy. En
estos términos, a la velocidad de reaccion se le denomina: velocidad de consumo del
reactante. Usualmente, tal funcién es no-negativa y en algunos casos puede variar
directamente con el tiempo. Para la reacciéon quimica que estamos considerando,
la funcién no depende explicitamente del tiempo y es separable con respecto a sus
argumentos. De manera mas precisa, la velocidad de reacciéon viene dada por la

siguiente funcion a valor real
r: Qc R? — R*
(CA, T) — T(CA, T),
con

r(Ca, T) = f(Ca)k(T),

en donde f = f(Cy4) es una funcion de Cy definida por la estequiométria de la
reaccion segun la ley de accion de masas y k = k(T'), llamado coeficiente cinético de

reaccion, es una funcion de T positiva y acotada. Aun mas, la funcion k = k(7T) es
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continua y estrictamente positiva para toda T" > 0 y

lfim k(T) =0

T—0t+

en concordancia con el principio termodindamico que establece que la reacciéon quimica
no puede ocurrir a cero absoluto de temperatura [8]. En éste orden de ideas, mediante
estudios fisicoquimicos se han comprobado experimentalmente las premisas anteri-
ores respecto a la funcién de velocidad de reacciéon y se han propuesto estructuras
matematicas de esta funcion para diversos mecanismos de reacciéon. Particularmente,
para la reaccién quimica considerada en este trabajo se ha probado que la ley de Ar-
rhenius describe adecuadamente la funcion de velocidad de reacciéon y la misma viene
dada por

r(Ca,T) = kC e P/AT (1.1)
en donde k > 0 es una constante denominada factor pre-exponencial de Arrhenius,
E > 0, constante, es la energia de activacion y R > 0 es la constante de Joule.

Hacemos notar que para la ley de Arrhenius
f(Ca)=Ca y K(T) = re /HT,

La cantidad de calor generada o absorbida por una reaccién es proporcional a la
funcién de velocidad de reaccion r. Para una reaccién exotérmica como la considerada

en éste trabajo, el calor es, por lo tanto, liberado a una velocidad dada por
— AH7r(Cy,T) = —AHKC qe B/ET (1.2)

donde AH > 0 es la entalpia de reaccion considerada constante y el producto AHk
es una cantidad fisica del sistema denominada calor de reaccion.

El hecho de que la reaccion se lleve a cabo en un tanque de volumen V' contin-
uamente agitado (el CSTR) implica que la concentracion C4 del reactante A y la
temperatura 1" del sistema permanecen uniforme; en cualquier instante de tiempo
t > 0 la concentracion y la temperatura poseen un mismo valor numeérico en todas
las partes del CSTR. De hecho C4 y T solo dependen del tiempo ¢, y es precisamente

esta variacion la que queremos determinar.

1.2. Presentacion del Modelo Matematico

Consideramos que el tanque es alimentado por una corriente de reactante A a

una velocidad volumétrica ) que estd a una temperatura fija 7 y en donde la con-

7
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centracion de A es constante y toma un valor fijo que denotaremos por C4 . También
consideramos que el producto B junto con el reactante A que no se transformoé es
removido del CSTR por una corriente a la misma velocidad volumétrica (), de man-
era tal que el CSTR siempre permanece lleno y mantiene constante le volumen V' de
la mezcla reaccionante en todo instante de tiempo.

Ahora, un balance de materia por unidad de tiempo sobre la cantidad de reactante
A, medida en moles,' en el CSTR viene dado por (ver [19])

Velocidad de cambio Velocidad de Velocidad de Velocidad de transformacion
del nimero de moles de | = entrada de — salida de — de A por medio de
A en el reactor A A la reaccién

Este balance de materia proporciona la siguiente ecuacion

ac
Vd—tfl = QCa; — QCx = Vr(Cy,T), (1.3)
en donde r(C4,T) viene dada por (1.1). Si consideramos que el CSTR esté aislado
(adiabatico), entonces el calor no se pierde por sus paredes. Luego, un balance de

energia caldrica viene dado por (ver [19])

Velocidad de cambio Velocidad de Velocidad de Velocidad de generacién
de energia calodrica = | entrada de energia | — | salida de energia | + de energia calorica
en el reactor caldrica calérica debido a la reaccién

Este balance de energia proporciona la siguiente ecuacion
dr
VpCpﬁ = QC, Ty — QC,T + (—AH)r(Ca, T), (1.4)

en donde C, > 0y p > 0 son, respectivamente, el calor especifico por unidad de
volumen y la densidad de la mezcla reaccionante, consideradas constantes.
Introduciendo las variables adimensionales

CA 1 ,—219 t_QO
= 2 = —2 t=— 1.5
“ C'%f’ b ( Ty 7 V (15)

1 El mol es la unidad de medida en quimica que se usa para indicar la cantidad de 4tomos pre-
sentes en una molécula de sustancia cualquiera. Un mol de cualquier sustancia equivale a 6.023 x 1023
unidades formula de la sustacia. Por ejemplo: una muestra de 12.011 gramos de Carbono equivale
a 6.023x10%% atomos de cabono, o 1 mol de carbono debido a que el peso molécular del carbono
es justamente igual a 12.011 gramos. Si la muestra de cabono es de 24.022 gramos, entonces en la
muestra hay 12.046x 1023 4tomos de carbono o, equivalentemente, 2 moles de a4tomos de carbono.
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y las constantes adimensionales

a=—e", f=|—F75" 17 Y= S
Q pCpTy RTY
(1.6)
9 G (T
q QO’ 1f Cgfa 2f Tf(‘) v,

en donde C'gf, T 19 y Qo son los valores nominales o de referencia de las cantidades

Cay, Ty y @, encontramos que (1.3) y (1.4) se transforman en

du
—dtl = q(ury —u1) — aurk(uz),
(1.7)

du
d—t2 = q(uzf — u2) + afurk(us),

y ahora k = k(us) es la funcion

para la cual se tiene que

lim k(ug) =1y lim k(uz) = €.

ug—0t U2 —00

1.3. Problemas Matematicos a Estudiar

En ésta seccion presentamos los problemas matematicos que se estudiaron en
este trabajo con el proposito de describir la dindmica del CSTR. Estos problemas
son consistentes con algunas consideraciones fisicas adicionales que particularizan
el sistema de EDO’s (1.7) y ademaés se establece el dominio de validez del sistema
siguiendo muy de cerca el trabajo realizado por [10].

En este orden de ideas, se considera que la velocidad néminal de flujo @)y es
siempre identica a la cantidad no nominal (). Esto implica que ¢ = 1 atn cuando
la velocidad de flujo () tenga variaciones en un cierto rango de trabajo. El efecto
solo se veré reflejado en el parametro o que consideraremos critico segiin como lo
demuestran los autores de la referencias [8] y [19] en sus experiencias. En efecto, el

parametro « por cada eleccion de () se considera variable entre cero y uno, es decir

O0<a<l.
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Por otro lado, siguiendo el trabajo de Aris y Amundson en [10] y Bequette en [19],
se consideran fijos los parametros § > 0 y v > 0. Bajo el mismo argumento de que
las cantidades nominales son identicas a las no nominales tendremos siempre que
up =1y ugyy=0.

Por otro lado, consistentemente con la fisica del problema y el adimensionamiento

introducido tenemos que
0<u; <1 y 0<u<p,

con esto, el dominio de validez de las funciones lado derecho en el sistema de EDO’s

1.7) es el subconjunto € de R2 definido por
( ) ] T b

Q=10,1] x [0, 8. (1.8)

Si especificamos condiciones iniciales u{ € [0, 1] y uJ € [0, 8] respectivamente para

uy y ug, entonces con lo anterior, el sistema de EDO’s (1.7) se reduce al siguiente
problema de Cauchy: dado un intervalo [0, 7], con 7 > 0 una constante fija, dada la
funcion f: Q — R?, dado 0 < a < 1, dadas 3 y 7 constantes estrictamente positivas

y fijas, encontrar la funcion u : [0, 7] — Q tal que

du
= = fw), Ve (0,7] (1.9)
u(0) = u’.

En este problema u® € € es el vector de condiciones iniciales, es decir

u’ = (), uj)

y la funcion vectorial f(u) = (fi(u), f2(u)) viene dada por
f(u) = (1 —uy — qurk(us), —uz + afurk(uy)) (1.10)

en donde k = k(usg) es la funcion que se definié en la seccion anterior.

Los estados de equilibrio del sistema fisico-quimico en estudio se corresponden
con las soluciones de equilibrio del problema (1.9). Mas especificamente, es el vector
u® = (u$, us) € Q tal que

f(u®) =o0. (1.11)

Con lo anterior, en pro de analizar la dinamica del sistema, se plantean los sigu-

ientes problemas mateméticos a estudiar:

10
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1. Buen planteamiento del modelo matematico: investigar la existencia y

unicidad de la solucién al problema de Cauchy (1.9).

2. Estabilidad de las soluciones equilibrio: consistird en investigar el com-
portamiento local de las soluciones de equilibrio del sistema (1.9) que parten

de condiciones iniciales cercanas o alejadas de los estados estacionarios u®.

3. Histérisis del sistema: investigar el comportamiento de las soluciones de

equilibrio respecto a la variacion del parametro critico a.

El primer problema sera abordado verificando las hipotesis de los resultados fun-
damentales de la teorfa cualitativa de ecuaciones diferenciales no lineales en el contex-
to de sistema auténomos. Este estudio sera complementado mediante la construccion
e interpretacion de diagramas de fases haciendo uso del anélisis nulclinal y un método
de aproximacién numérica para ecuaciones diferenciales. El segundo problema sera
tratado desde dos enfoques complementarios: uno en el cual se considera el sistema
de ecuaciones no lineales como un problema de aproximaciones sucesivas y otro en el
cual se linealiza el sistema de ecuaciones en un entorno del vector de estados estacio-
narios u® y se describe la naturaleza de estos estados de acuerdo al comportamiento
de las soluciones del sistema diferencial lineal cuando el tiempo tiende a infinito.
Finalmente, el tercer problema sera abordado utilizando la teoria fundamental de

bifurcaciones.

11



CAPITULO 2

ANALISIS CUALITATIVO Y NUMERICO
DE EDQ’Ss

En el presente Capitulo exponemos los conceptos y resultados fundamentales que
sustentan el trabajo de investigacion.

Presentamos de forma resumida la teoria cualitativa de anélisis de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO’s) en el contexto de sistema auténomos. Algunos de
los resutados solo son enunciados y para detalles técnicos de las pruebas referimos al
lector a literatura especializada tal como: [2], [23] y [5]. Para la construccion y analisis
de diagramas de fases del sistema se expone brevemente la técnica de analisis nulclinal
que puede ser consultada de manera més extensa y con algunos ejemplos practicos en
[21] v [35]. En este mismo orden de ideas, se presenta el método numérico de Runge
Kutta como herramienta de aproximacion a las soluciones a EDO’s y utilizado para
el trazado de orbitas en el diagrama de fase.

Continuamos la exposicion de este Capitulo con los conceptos y resultados matemaéti-
cos que permitiron determinar las soluciones de equilibrio del sistema de EDQO’s,
estudiar la estabilidad y naturaleza de estas soluciones. Especificamente, se trata lo
concerniente a fundamentos sobre el analisis de ecuaciones no lineales tanto desde
el punto de vista cualitativo como desde el punto de vista numérico; la teoria de
aproximacion sucesiva se presenta brevemente. De igual manera, presentamos al-
gunos conceptos y resultados sobre la linealizacion de sistemas de ecuaciones para el
estudio del comportamiento local de las érbitas del problema (1.9) en un entorno del
estado estacionario. Detalles sobre el desarrollo de definiciones y resultados de estas
teorfas pueden ser consultados en [40] y [39].

Finalizamos este Capitulo con los aspectos bésicos sobre el comportamiento de
bifurcacién en sistemas de EDO’s que nos permitieron estudiar los cambios drasticos

en el diagrama de fases del sistema, respecto al nimero de estados estacionarios como

12
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funcién de pequenas variaciones en el pardmetro critico del sistema.

2.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDQO’s)

2.1.1. Generalidades

Las ecuaciones diferenciales son unas de las herramientas mateméticas més im-
portantes y usadas para el modelado de problemas en ciencia e ingenieria. Por esta
razon, el estudio de las ecuaciones diferenciales se ha vuelto de vital importancia para
muchos investigadores, pues es necesario establecer bajo que condiciones el modelo
matematico es un problema bien planteado y también disenar, construir e implemen-
tar métodos numéricos para la aproximacion adecuada a la soluciéon o conjunto de
soluciones asociado al problema. En este orden de ideas, en esta seccidon presentamos
algunos fundamentos basicos sobre la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) que usamos para investigar el buen planteamiento del problema de Cauchy
(1.9) y aproximar numéricamente la solucion.

Sin perdida de generalidad, consideraremos el siguiente problema de valor inicial
(PVI) o de Cauchy

Encontrar v tal que

d_u
dt
U(to) = ©o-

(t) = f(t,u), Vté€ [a,b] (2.1)

La funcién dada f(t,u) es continua para todo (t,u) en algiin dominio 2 C R?% y
(to, ¢o) es un punto en €. Los resultados que daremos para (2.1) seran generalizados
para sistemas de EDQO’s de primer orden derivados de las anteriores mediante una
notacion vectorial y matricial adecuada como la que hemos usado en el PVI del
CSTR.

Diremos entonces que una funcion ¢(t) es una solucion sobre [a, b] de (2.1) si para

todo t € [a, b] se cumple que:

L) (£, (1) € Q,

2.) ¢(ty) = @o para todo ty € [a, b],

3.) ¢ existe y Ocll—f(t) = f(t,o(1)).

13
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Como notacién a lo largo de esta seccion, ¢(t) denotara la solucion verdadera de la
EDO asociada al PVL.

Para obtener alguna idea geométrica de las soluciones de una EDO, podemos ver
el campo de direcciones inducido por la EDO sobre el plano ¢t — u. Si ¢(t) es una

solucion que pasa a través de (to, @), entonces la pendiente de ¢(t) en (tg, po) €s
dy
dt

representativos (¢, u) y entonces trazamos un segmento de linea corto con pendiente

(t) = f(to, o). Dentro del dominio 2 de f(t,u), escogemos un conjunto de puntos

f(t,u) a través de cada (¢, u). En sintesis, por cada (¢,u) € Q la pendiente m de la
solucion ¢ = ¢(t) puede hallarse mediante la formula explicita m = f(¢,u). Por lo
tanto, cada valor m;; = f(t;, p;) calculado por distintos puntos de €2, representa la
pendiente de la recta tangente a la soluciéon que pasa por (t;, ;). Por lo anterior,
el campo de direcciones no es mas que una grafica en la que se representan las
pendientes {m;;} en una coleccién de puntos de €2 y puede usarse para ver como
se va ajustando una soluciéon a la pendiente dada. Esta misma idea sera adoptada
mas adelante en sistemas de EDO’s con dos incognitas pero haciendo uso de una

herramienta geométrica adaptada al caso.

2.1.2. Existencia, unicidad y estabilidad de soluciones

En muchos casos practicos el PVI (2.1) tiene una tnica solucién. En ésta sec-
cion, presentaremos algunos resultados teoéricos concernientes a éste aspecto, esto
nos permitird investigar el buen planteamiento de nuestro problema lo cual ademas
fundamenta el analisis numérico del problema. Daremos condiciones para asegurar
que el problema (2.1) tiene una y solo una solucion. De igual manera, consideraremos
la estabilidad de tal solucion cuando la data inicial ¢q y la derivada f(t,u) son per-
turbadas mediante cantidades pequenas. Una vez aclarado éstos aspectos teodricos, los
métodos numeéricos serédn planteados y analizados de forma consistente con el prob-
lema original garantizando asi propiedades de convergencia y estabilidad numérica.

En éste orden de ideas, el dominio 2 de ahora en adelante sera considerado

convero! . Tenemos entonces el siguiente resultado de existencia y unicidad local

Teorema 2.1. Sea f(t,u) una funcion continua de t y de u, para todo (t,u) € ; y

sea (to, o) un punto interior de 2. Considerando que f(t,u) satisface la condicion

1 Se dice que 2 C R? es convero, si siempre que (z1,%1) v (z2,y2) pertenecen a 2, entonces el
punto ((1 — A)z1 + Az, (1 — AN)y1 + Ayz2) también pertenece a € para cada A € [0, 1].

14
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de Lipschitz
|f(t,v)—f(t,w)| §K|'U_w|a V(t,’U), (taw) GQ’ (2'2)

para algin K > 0. Entonces para un intervalo I = (tg — 7,to + 7) tomado adecuada-
mente, existe una unica solucion o(t) sobre I del PVI (2.1).

Of (t,u)

Una observaciéon muy importante es que si existe y estd acotada sobre

(2, entonces (2.2) se satisface. Simplemente, sea

of (t,u)

K = ma
max | ——

(t,u)eQ

. (2.3)

Entonces, por el teorema del valor medio existe £ entre v y w tal que

(o) = g w) = L,

de donde obtenemos finalmente; despues de aplicar valor absoluto, la condicién de

Lipschitz se tiene con constante K definida mediante la expresion (2.3).

Esquema de la prueba del Teorema 2.1. Aqui en esta seccidon sélo daremos un esque-
ma de la prueba; el lector puede consultar los detalles en cualquiera de la referencias
especializadas que nombramos al inicio del Capitulo.

La idea esté en reformular el problema (2.1) como una ecuacion integral equiva-
lente. En efecto, como f es una funciéon continua con respecto a t entonces la soluciéon

del problema (2.1) satisface

u(t) — o = /t f(s,u(s))ds. (2.4)

Al inverso, si u esta definida por (2.4), entonces u es continua en I y u(tg) = ¢o. Atn

més, ya que u es una primitiva de la funcion continua f(-,u(-)), entonces u € C'(I)
du

y satisface la ecuacion diferencial — = f(¢,u(t)) por el teorema fundamental del

dt

calculo.
Para demostrar que (2.4) tiene una tnica solucion, definimos una sucesion de

funciones ¢, (t) de la manera siguiente:
Para ty — 7 <t <ty +,
®o(t) = o, (2.5)

%m®=w+[f@%®wsnza

15
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con 7 una constante tomada de tal forma que
TK < 1. (2.6)

Posteriormente, se demuestra que si 7 se toma lo suficientemente pequeno, entonces
todas las funciones ¢, (t) permanecen en 2 y convergen a la funcion ¢(t), uniforme-

mente sobre [ty — 7,1y + 7]. Entonces tomando el limite en (2.5) se obtiene que

o(t) = o + / f(s,0(s))ds, to—7<t<ty+T. (2.7)

Vale la pena resaltar en éste punto que lo que se esta planteando es un problema
del analisis funcional no lineal, en donde se considera el problema de punto fijo para

un operador definido por:

Dado el operador T : I —V, encontrar u € K tal que
u="T(u),

en donde V' es un espacio de Banach (o de manera simple: un espacio vectorial lineal
normado en donde toda sucesion tipo Cauchy converge bajo la norma asociada) y
KC es un subespacio de V. Entonces, para resolver tal problema se tiene del analisis

funcional el teorema de punto fijo de Banach que dice:

Teorema 2.2 (Teorema de punto fijo de Banach). Considerando que K es un con-
gunto cerrado no vacio en un espacio de Banach V', y ademas, que T : K — K es

una aplicacion contractiva con constante contractiva a € [0,1), es decir, si
T (u) — Ty <allu—v|ly Yu,vek.
Entonces los resultados siguientes se tiene:
1. Existencia y unicidad: eziste un unico u € K tal que u = T (u).

2. Convergencia y estimaciones para el error de iteracion: para cualquier ug € IC,

la sucesion {u,} C K definida por u,4+1 = T(uy,), n=0,1,..., converge a u:

|un —ully — 0 cuando n — oco.

16
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Para el error, las siguientes cotas son validas:

an
=l < (125 Yo =l

«
i =l < (125 ) ocs = v

[un = ully < allun —ullv.

Retomando el esquema de la demostracion, lo que a continuaciéon debemos hacer
es obtener la velocidad de convergencia. Para esto, restamos (2.5) de (2.7) y acotamos.

Asi, para t € (tg — T,to + 7)

0(t) = puni (1)) < / (s, 0(5)) — F(5, 0u(s))] ds,

pero por la condicién de continuidad Lipschitz

|£(s,0(5)) = f(s,0n(s))| < Klp(s) = @n(s)],

luego
0(t) — s ()] < K / o(5) — on(s)| ds.

Como ¢ y ¢, son funciones C°(I), entonces (¢ — ¢,) € C°(I), luego podemos usar
la estandar norma del maximo para acotar tal diferencia, es decir
o~ oo = mixlio(t) ~ (0] 2 o(t) ~ (O,

por tanto

t
0(t) = @nit (O] < K1l — 0nllos / ds

to

de donde
10(t) = @ns1(t)]loo < Klle — @ulloolt — tol-

Sin perdida de generalidad, ahora podemos definir
T = max|t — to| > |t — o],
tel

entonces

[o(t) = ni1(t)] < TK|@ — onlloo-

17
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Dado a que en ésta ultima expresion el lado derecho es independiente de ¢, entonces

podemos tomar el maximo del lado izquierdo para obtener finalmente que

lp = ntilloe < TE[lp = @nlloc 1 >0 (2.8)

Note que la desigualdad (2.8) implica que

1 = @nllec < (TK)" [l = 0|, (2.9)

asi que con la condiciéon de que 0 < 7K < 1 podemos afirmar que el orden de
convergencia es lineal. Es decir, el error decrece linealmente en 7K por iteracion.
Finalmente, la prueba de unicidad de ¢(t) es similar al proceso anterior para

obtener (2.7): Sea ¢(t) una segunda solucion de (2.4). Entonces

o) — (1) = / F(s, () — F(5, (s))] ds,
lo cual implica que
[ = Plloe < TK |0 — @] oo

Ahora, como 7K < 1 entonces

e — @lloo < | = @lloos

implicando esto que ¢ = ¢ y concluimos la prueba. O

2.1.3. Estabilidad de la solucion

La estabilidad de la solucion ¢(t) se examina cuando el PVI se cambia por un

problema perturbado definido de la manera siguiente:

Encontrar u tal que

d_u
dt
U(to) = ¥o —+ (50

(t) = f(t,u) +6(t), Vtel (2.10)

con las mismas hipotésis para f(t,u) que hemos pedido en el Teorema 2.1. Atun mas,
se considera que 0(t) es una funcion continua para todo ¢t € I tal que (¢,u) € Q) para
algin u. Puede entonces demostrarse que el problema (2.10) tiene solucion unica, la

cual denotaremos por ¢(t; d, dy). Los resultados del Teorema 2.1 serén validos para un

18
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intervalo fijo [ty — 7, tg + 7], uniformemente para toda perturbacion dy y (¢) siempre
y cuando satisfagan que
bl <e vy [0lls <€ (2.11)

para algun ¢ suficientemente pequeno.
De manera analoga al problema no perturbado, la funcion ¢(t; 9, dg) del problema

perturbado (2.10) satisface la siguiente expresion integral

(6, 00) = po + 0 + / F (s, 0(5: 6, 80)) + 3(s)] ds, (2.12)

to
luego, al restar (2.12) y (2.7) tenemos que

t

t
plai8.00) = olt) = 2(t:6.50) =G+ [ [f(s.9(538,80) = (s, ds + [ 3(s)ds.
t t
' " (2.13)
Usando la expresion anterior, podemos demostrar el siguiente resultado de estabili-
dad.

Teorema 2.3. Sean los PVI (2.1) y (2.10) bien planteados, es decir con una unica
solucion. Considerando que §(t) es continua sobre Q2 y que € en (2.11) es lo suficien-

temente pequeno, la solucion perturbada p(t; 9, o) satisface

lo(+50,00) — @lloc < k(e + 7|0][c) (2.14)

1

1—7
del problema (2.1) es estable con respecto a perturbaciones en sus datos.

con k = . Entonces, de acuerdo a ésta estimacion diremos que la solucion

Demostracion. Basta con acotar la expresion (2.13). En efecto:

t

5y + / [F (s, 0(5:,80)) — F(s, p(s))] ds + / 5(s) ds

to to

l(t;0,00) — ()] =

Y

< 1] + / (5, 0(5:8,80)) — F(s, ()| ds + / 16(s)] ds.

Estimemos cada término. Por un lado, la hipotésis sobre la perturbacién dy nos

proporciona el término |dy| < e. Por otro lado, como f es Lipschitz, entonces

[ (s, 0(5:6,80)) — f(s, ()| ds < K / (o(5:6,50) — p(s)]ds
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de donde, al ser (¢(+;d,d9) — ¢) un funcién de clase C°, tenemos por norma usual del
maximo que

t

l[U@w@@%»—ﬂam@WBSKmmﬁ@»—mm/<w

to

Por el mismo argumento, encontramos que

t t
/ww@gwm/d&
to to

t t
wmmm—wm$a+mwumm—mu/d&wmw/d&
t

to 0

por tanto

Por definicion, la medida o longitud del subintervalo [to, t] es

t
|t — o] :/ ds < max|t — to| = T,
. tel

0

entonces

lo(t:6,80) — ()| < e+ 7K|0(+;8,80) — @llos + 71|50,

pero como el lado derecho de la desigualdad anterior no depende de ¢, entonces

podemos tomar el maximo del lado izquierdo para obtener

19(39,00) = Plloo < &+ TE[[0(+50,00) = ¢lloo + 7[0]]0c;

(1= 7K)[o(+56,00) = ¢lloc < €+ 70|,

|wmmm—ﬂug( )@+ﬂwux

1-7K
pues, para 7K < 1 se tiene que (1 — 7K) > 0 y entonces concluimos la prueba
1
) O
1-7K

Con éste resultado podemos ver que pequerios cambios en la data (del orden O(g))

tomando k =

producen pequenos cambios en la solucion; ain cuando k pueda ser muy grande. Asi,
diremos que la solucion ¢ depende continuamente de la data; lo cual significa
que el PVI estd bien planteado y es estable.

Es de hacer notar que un problema en general puede estar bien planteado, pero

mal condicionado con respecto al cdlculo computacional. Esto también es cierto para
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los problemas con EDQO’s, aunque no ocurra con mucha frecuencia. Para entender
mejor cuando puede ocurrir este fenomeno, usaremos la expresion (2.13) a fin de
estimar la perturbaciéon en ¢ debida a las perturbaciones.

Dado que &y y d(t) entran en los resultados con el mismo orden de magnitud
(~ O(e) para ¢ lo suficientemente pequeno) en los resultados finales tal como lo
indica la estimacion dada por el Teorema 2.3, simplificaremos la discusién tomando

d = 0. Sea entonces ¢(t; dp) la solucion al problema perturbado

du
E - f(t7 U),
u(to) = o + do,

entonces de (2.13) tenemos por un lado que

2(6:00) = 0y + / F (s 0(5:80)) — F (5, 0(5))] ds,

to
y por otro lado al aplicar el Teorema del Valor Medio al integrando de ésta ultima
expresion encontraremos que

z(t;60>=50+/tM

to ou

2(s;00) ds. (2.15)

Esta ecuacion integral es equivalente al PVI:
d2(t;0) _ Of(t (1))
dt Ju
2(to; d0) = o,

2(t; 0p),

el cual puede ser resuelto dando

it 0f(s,0(s)) ds

Z(t, 50) = 506'lt0 Iu (216)

La expresion anterior es una aproximacion valida mientras z(t; d) no llegue a ser
demasiado grande, puesto que la aproximacion (2.15) no seguira teniendo validez.

En éste orden de ideas, diremos entonces que los problemas en EDQO’s estaran

af(t,p(t))
ou

(2.16) nos dice que el efecto de la perturbacion dy decrecera cuando ¢ se incrementa.

Of(t, (1))
ou

magnitud es muy grande, estaran bien condicionados; aun cuando no pareciera, ésto

mal condicionados cuando es negativa para t > ty, pues la expresion

Por otro lado, aquellos problemas para los cuales es negativa pero cuya

también serd una molestia para muchos de los métodos numéricos. La ecuaciones en

éste ultimo rubro son conocidas con el nombre de EDO’s Stiff.
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2.1.4. Sistemas de EDO’s

Los conceptos y resultados que hemos presentado en la seccion anterior se pueden

generalizar a sistemas de n-EDO’s a primer orden con la siguiente estructura

( du
d—tl = filt,ur, ug, ..., uy), wi(to) = 1,0,
du
—2 fa(t,ur, ug, .., un), ua(ty) = @a0,
di (2.17)
du,
d— = fn(ta Uy, Uy v v vy un)> un(tO) = ©n,0-
\ dit

Para extender los resultados, lo que hacemos es ver tal sistema como una sola EDO

de primer orden pero con estructural vector-matricial introduciendo la siguiente no-

tacion: ~ _ ~ _ _ _
uy fi(t,u) ©1,0
U fa(tu) ©2,0
u = . ) f(t7 U) = . ) y LPO = . 9
| Un | i fn(tu U—) i | $no |

entonces el sistema (2.17) se escribe como:

du
@~ ) (2.18)
u(to) = #o-

Al reemplazar el valor absoluto por normas vectoriales ; virtualmente todos los re-
sultados precedentes caracterizan éste PVI-vectorial.

Para EDQO’s de orden mayor, el PVI

ul™ = f(t,u,, .. ul™Y),

U(t()) = Yo, U,(to) = SD/Oa s 7u(m_l)(t0) = 90(()m_1)

puede ser transformado a un sistema de primer orden. Para esto, introducimos los
siguientes cambios:

/ —
U =u, ug =, Uy = umY.
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Estas funciones satisfacen el sistema:
!
uy = ug, w1(to) = o,

uy = ug, us(ty) = ¢y,

/

Upy—1 = Um,

u, = fltur, .o Uy), Un(ty) = @ém_l).

Existen métodos numéricos especiales para EDO’s de orden m; pero el desarrollo
extenso de los mismos sa ha hecho de manera significativa solamente para m = 2,
los cuales se corresponden con problemas de aplicaciones de la mecanica Newtoniana
via la sequnda Ley de Newton. EDO’s de mas orden se resuelven primero convirtien-
dolas a un sistema equivalente de primer orden descrito como el anterior. Finalmente
senalamos que en la seccion siguiente introduciremos conceptos y resultados sobre la

estabilidad de soluciones desde el punto de vista mas topologico-geométrico.

2.1.5. Ecuaciones diferenciales auténomas

Una ecuacion diferencial autéonoma es una ecuacion de la forma
Nt
donde f : Q C R" — R” es una funciéon continua definida en un abierto 2. Supon-
gamos que la funcién es localmente lipschitz (o de clase C! si se quiere), de modo
que se tienen los resultados de la seccién anterior. Podemos pensar que se trata de
una ecuaciéon como las que vimos antes, pero con la particularidad de que el segundo
miembro no depende de la variable temporal explicitamente. Esta particularidad se
refleja en las soluciones: Si ¢ : (a,b) — §2 es una solucién, entonces para todo valor
de a € R, la funcion ¥ (t) = ¢(t + a) es otra solucion. En particular, la solucion
general verifica
@(t, to,u’) = (t — to,0,u’)

o dicho de otro modo, el instante inicial ¢y es irrelevante, y el resultado de la evolucion
solo depende de la posicion inicial u® € Q y del tiempo transcurrido ¢ — ¢,. Por esta
razon, para una ecuacion diferencial autéonoma llamaremos soluciéon general a la

funcion continua

d)(tv 110) = So(tv 0, 110)
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definida parau® € Q y ¢ € (0, 7]. Tienen particular interés las ecuaciones diferenciales
auténomas cuyas soluciones maximales estan definidas en R para todo u’ € €. Bajo

estas hipotesis, la solucion general es la tnica funcion
¢ RxQ—Q
que verifica las condiciones

de B B
E(tv 11) - f(d)(tv u)) ¢(07 11) =u

para todo u € ) y para todo t € R.
Se dice también que ¢ es el flujo o sistema dindmico generado por la ecuacion
diferencial en el abierto 2. La propiedad fundamental que verifica el flujo de una

ecuacion diferencial auténoma es la siguiente:

Proposicion 2.1. (Propiedad de grupo.) El flujo ¢ definido por la ecuacion difer-

encial d_ltl = f(u) verifica

@(t, P(s, 1)) = ¢(s +t,u)
para todo t,s € R y para todo u € ).

Definicién 2.1. (Orbita o trayectoria.) La orbita de un punto u € Q2 es la curva
que describe en ) el punto u(t) = ¢(t,u) cuando ¢ varia en R. Si la orbita de
u € ) consta de solo el punto u entonces es porque f(u) = 0 y decimos que u es
un punto de equilibrio del sistema que denotaremos por u®. Si f(u) # 0, entonces
la unicidad de las soluciones implica que Cfi—l;(t) = f(¢(t,u)) # 0 para todo t € R;
en este caso decimos que u (y por lo tanto cualquier otro punto de su érbita) es un

punto regular del sistema.

Estabilidad de las trayectorias

Generalmente en las aplicaciones, las condiciones iniciales de la evolucion de un
sistema se miden con cierta imprecision (error de medida) que dificulta en ciertos ca-
sos la prediccion. Es de nuestro interés distinguir las soluciones cuyo comportamiento
asintotico es el mismo que el de las soluciones por condiciones iniciales suficiente-

mente proximas.
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Definicion 2.2. (Trayectoria estable). Supongamos que ¢ : R x R” — R" es un
u

flujo generado por la ecuacion diferencial - f(u). Diremos que u € R" tiene una

trayectoria estable en el futuro, cuando para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que: si

|lug — wy|| < 6, entonces ||¢p(¢,uz) — ¢(t,u;)|| < € para todo t > 0.

Definicién 2.3. (Trayectoria asintéticamente estable). Diremos que el punto
u € R” tiene una trayectoria asintoticamente estable en el futuro, si es estable en el
futuro, y ademas, existe p > 0 tal que, si ||uy — uy|| < p entonces

lim [[¢(t, uz) — ¢(t, w)|| = 0

t——+o00

Observaciones.

1. Es posible definir de manera analoga, las nociones de estabilidad asintotica
en el pasado, observando el comportamiento de las soluciones cuando ¢t < 0 y

cuando t — —o0.

2. Un punto u € R" tiene una trayectoria inestable (es decir, no estable) si y s6lo
si, existe € > 0 y una sucesion u,, — u tal que, para cada n > 0 existe £, > 0

que verifica

||¢(tna un) - Cb(tn, u)|| > €

3. (Punto de equilibrio estable): si u® es un punto de equilibrio, entonces
la condicion de tener una trayectoria estable en el futuro (o en el pasado) se
expresa mas simplemente: u® es un punto de equilibrio estable si para todo
e > 0 existe 0 > 0 tal que, las trayectorias que en t = 0 se encuentran a
distancia menor que ¢ de u® se mantienen a distancia menor que € de u® para
todo t > 0. Si ademas de ser estable, existe p > 0 tal que, si ||[u —u®|| < p
entonces

lim ¢(t,u) = u®,

t—-+4o00
decimos que u‘ es asintdticamente estable. Es importante resaltar que esta
ultima condicion por si sola no garantiza la estabilidad. Al respecto, en las
secciones siguientes presentamos otros conceptos y resultados mas especificos

para abordar este punto.
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2.1.6. Sistemas auténomos no lineales

En esta seccion estudiaremos los sistemas no lineales auténomos. Para poder
entender el comportamiento de los sistemas no lineales usaremos procedimientos
anéliticos y geométricos. Aqui combinaremos algunas nociones de los métodos de
analisis para sistemas lineales con algunas técnicas cualitativas adicionales que servi-
ran para predecir el comportamiento cualitativo de los no lineales. De esta forma
tendremos una nocién del diagrama de fases asociado al sistema de EDO’s para el
analisis dinamico del CSTR.

Primero mostraremos como puede aproximarse la soluciéon de un sistema no lin-
eal a un punto de equilibrio por medio de un sistema lineal. Este proceso, conocido
como "linealizacion", es uno de los procedimientos que se aplican con mayor fre-
cuencia. Estudiando la aproximacion lineal, podemos predecir el comportamiento de
las soluciones del sistema no lineal, al menos cerca del punto de equilibrio. Luego
expondremos un método cualitativo con el que se puede obtener méas informacion
del campo de direcciones del sistema no lineal, solamente observando en qué punto
de éste una componente es cero (es decir, donde es vertical u horizontal el campo),
obtendremos las curvas llamadas "nulclinales", que subdividen el diagrama de fase.
Cuando estas curvas se combinan con la linealizacion del sistema en un entorno de los
puntos de equilibrio, en algunos casos, se puede dar una descripcion completa de los
comportamientos posibles a largo plazo de las soluciones; es decir el comportamiento

de las orbitas del sistema para tiempos muy grandes.

Estados estacionarios y estabilidad

Los estados estacionarios del sistema se corresponden con aquellos valores entorno
a los cuales las variables se mantienen invariante con el tiempo. Recordemos que,
matematicamente, los estados estacionarios se corresponden con una soluciéon u® =
(uf,us) € Q del PVI que anula el campo vectorial de direcciones f. Es decir, que
u‘ € Q) es tal que
f(u®) =o0.

Estos estados estacionarios, que hemos denotado por u®, son los que establecen el
régimen permanente o no transitorio del CSTR a medida que transcurre la reaccién

quimica y por lo tanto es de interés contar con un método menos abstracto que
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el presentado en la seccion anterior para establecer la estabilidad y su naturaleza.
En términos simples, lo que se quiere saber es si para cualquiera que sea el punto
de arranque u', de variables de estado del sistema, la solucién u(t) correspondiente
permanece cerca de tal estado estacionario para todo tiempo ¢. Existen dos tipos de

estabilidad de los estados estacionarios que normalmente observamos en los procesos:

e Estabilidad simple:

Geométricamente se dice que un estado estacionario u® € €2 del sistema es
estable si para cualquier vecindad V C () de u® existe una vecindad V;, C V
tal que cualquier soluciéon u(u®,t) con u® C V; esta definida y permanece en la
vecindad V' para todo tiempo t > 0. En la siguiente figura se ilustra ésta idea

geométrica.

[E§+ _{(QD)}

Figura 2.1: Estabilidad de un estado estacionario u®.

Analiticamente, la estabilidad que se ilustra en la Figura anterior se plantea
de la manera siguiente: u® es estable si para cualquier nimero real € > 0 es
posible encontrar un nimero 6(¢) > 0 tal que para cualquier condicion inicial
u’ con

lu” — w2 < 8(e)
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e Estabilidad Asintoética:

Si ademas de tener las condiciones de estabilidad simple se puede tomar la
vecindad V; de manera tal que u(t) — u® cuando el tiempo crece indefinida-
mente, es decir t — 400, entonces se dice que el estado estacionario u® es

asintoticamente estable. En la siguiente Figura se ilustra ésta idea geométrica.

]E+ _{(QO)}

Figura 2.2: Estabilidad asintotica de un estado estacionario u®.

Analiticamente, la estabilidad asintética que se ilustra en la Figura anterior se
plantea de la manera siguiente: se dice que el punto u® es asintéticamente estable si
existe un entorno V' de u® tal que para u’ € V; C V se tiene que

i Jlu(t) - uf =0

El tipo de estabilidad ilustrada en la Figura anterior algunas veces es llamada, por
algunos autores, estabilidad neutral y la misma es tipificada por estados estacionarios
denominados centros. La estabilidad asintotica es tipificada por estados estacionarios
denominados sumideros. Por otro lado, un estado estacionario es inestable si no es
estable: los estados estacionarios llamados puntos sillas y puntos nodos proporcionan
ejemplos de estados que pueden ser inestables. Es de hacer notar que la estabilidad
definida en éstos términos es de naturaleza local: solo concierne al comportamiento

del estado dinamico u(t), relativo al estado inicial u, cerca del estado estacionario u®.
) )
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Esto sugiere que podemos considerar una expansion tipo Taylor del campo vectorial
de direcciones f entorno al estado estacionario u® para estudiar el comportamiento
de las orbitas del sistema. Especificamente, con ésto perturbariamos el PVI a otro
problema cuya solucién exacta es valida para el entorno del estado estacionario y
ademés que sea mas facil de calcular. En este sentido, la expansion de Taylor a orden
uno proporciona una linealizaciéon local del PVI que cumple con el requerimiento
planteado.

En base a lo anterior, a continuacién daremos un procedimiento que nos sirve
para clasificar la naturaleza de los estados estacionarios y su estabilidad, en base a
la linealizacién local del PVI, consistente con las definiciones dadas anteriormente:
Consideremos que  C R? y que se tiene un PVI como el modelo para el CSTR.
Si consideramos que f es lo suficientemente suave (de clase C'((2)), entonces cada

componente f;(u), i = 1,2, se aproxima de la siguiente forma:
fiu) = fi(u®) + (u—u®) - Vfi(u®) + o ([[u—u) (2.19)

donde por definicién de punto de equilibrio f;(u®) = 0. Por esto, para perturbaciones
infinitesimales v.= u — u® en torno al punto de equilibrio, se pueden despreciar
los otros términos de la expansion, y el sistema diferencial del PVI (1.9) puede ser

aproximado por su forma linealizada

d _
d—;’ = J(u)v, Vte (0,+00), (2.20)

donde J(u®) = Vf(u®) es la matriz Jacobiana del campo vectorial f evaluada en el

punto estacionario u®. En efecto, tal matriz viene dada por

Ofr, o Ofr, .,
8—u1(u> 8—U2(u>

Of2, o Of2,

(u?)  —==(u)
8u1 8u2

La ecuacion (2.20) es un sistema diferencial con coeficientes constantes que puede
ser resuelto con los métodos usuales de la teoria lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Los resultados obtenidos asi, pueden ser escritos como una suma funciones
coseno y senoidales multiplicadas por una funcién exponencial. El coeficiente de cada

exponencial es la parte real de un autovalor de la Jacobiana. De alli, si la parte real de
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todos los autovalores es negativa, entonces v tiende a cero. Es posible, por lo tanto,
transferir estas propiedades del sistema linealizado (2.20) a el sistema no lineal para

entender su comportamiento usando el siguiente teorema de estabilidad linealizada

[34]:

Teorema 2.4 (Hartman-Grobman). Si f(u) es de clase C*(Q2), denotando por \; los
autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en el estado estacionario y por R(\;) la

parte real de \;, entonces:
1. SiVi=1,2 R(\;) <0, entonces u® es asintoéticamente estable;
2. 8i 3i tal que R(X;) > 0, entonces u® es inestable.

Este criterio también es conocido con el nombre de estabilidad con respecto
a perturbaciones infinitesimales y es ampliamente utilizado para el analisis de
inestabilidad. Es decir, si u® es inestable con respecto a perturbaciones infinitesimales,
entonces también lo es para grandes perturbaciones.

Si u, es asintoticamente estable, entonces (2.20) puede ser resuelta para describir
la evolucion del sistema para pequenos valores iniciales adecuados y escribir una
soluciéon analitica para el movimiento de las érbitas entorno al particular estado
estacionario.

La clasificacion de los puntos estacionarios esta entonces fundamentada en el
tipo de autovalor que se obtiene de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de
equilibrio. Para esto, determinamos el espectro de la matriz Jacobiana relativa al

estado estacionario como

o(J:u®) = {A € C; p()) = det (j(ue) - )\I:> — 0},

en donde p(\) es un polinomio en A de grado 2. A éste polinomio se le denomina
polinomio carateristico y en general se puede tener de mayor grado dependiendo del
tamano del sistema de EDQ’s; si el sistema es de n-ecuaciones, entonces el polinomio
es de grado n. Por otro lado, I es la matriz identidad del mismo tamaifio que la
Jacobiana.

Los autovalores del espectro de la Jocobiana, caracterizan el comportamiento de
las orbitas del sistema diferencial no lineal a partir del sistema diferencial lineal dado

por la ecuacion (2.20), mostrando asi las diferentes formas geométricas del flujo ¢,
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generado por el campo vectorial de direcciones f sobre el digrama o plano de fase
embebido en 2.

En éste sentido, para el sistema reaccion-CSTR se tiene un espectro de la ma-
triz Jacobiana, relativo al estado estacionario u®, conformado por dos autovalores,

digamos A1 v A9, v al respecto se pueden presentar los siguientes casos:

= Si Ay y Ay son autovalores reales y si Ay # Ay, entonces la solucion de (2.20)

puede ser escrita como
V(t) = Clwle)‘lt + C2W2€)\2t (221)

donde C y C son constantes de integracion, y w; y wo son los autovectores

de J. En particular, si Ay y As son ambos negativos, entonces

lim v(t) =0 (2.22)

t——+o00
y el estado estacionario es llamado nodo estable. Por otro lado, si uno de los

autovalores es positivo, entonces

lim v(t) =400 (2.23)

t——4o00
El estado estacionario es llamado nodo inestable si ambos autovalores son
positivos y punto silla en otro caso. En los casos anteriores, dos de las 6rbitas
se van hacia el estado estacionario y dos salen desde el estado estacionario,
por lo cual a estados también se les llaman, respectivamente, atractores y
repulsores. En las Figuras 2.3, 2.4 y 2.5 si ilustra el comportamiento de estos

estados estacionarios y las 6rbitas en su entorno.

N \J

gl
A

Figura 2.3: Nodo Estable Figura 2.4: Nodo Inestable

M
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Figura 2.5: Punto Silla

= Si los autovalores son complejos conjugados, es decir, Ay = A + 1w y Ay =

A + iw, la solucion del PVI (2.20) puede ser escrita como
v(t) = eM [(Cyw, — Cyw;) coswt — (Crw; — Cyw,) senwt] (2.24)
donde w, + iw; es el autovector correspondiente a A + iw. En particular si

A=RO) =RMe) <0 = lim v(t) =0 (2.25)

t——+00

el estacionario es llamado foco estable. Si, por el contrario,

A=RA) =R >0 = lim |v(t)] = +o0 (2.26)

t—+4o00

el estado estacionario es llamado un foco tnestable. Finalmente, si
A=R(N\)=R(N\) =0 (2.27)

entonces v(t) permanece acotada y el estado estacionario es un punto centro.

El comportamiento cualitativo del diagrama de fase que describen las orbitas

para el caso de estos puntos se muestra en las Figuras 2.6, 2.7 y 2.8.
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"

-

Figura 2.6: Foco Estable Figura 2.7: Foco Inestable

Figura 2.8: Punto Centro

Finalmente senalamos que en muchos sistemas dinamicos, modelados por EDO’s,
al aplicar estos fundamentos puede obtenerse un conjunto de puntos de equilibrio que
igualmente son caracterizados, en términos de los autovalores \;, como: conjunto
atractor, conjunto repulsor o, en su efecto, conjunto de variedades estables

o inestables.

Un caso donde falla la linealizacién y comentarios importantes

Desafortunadamente, para algunos puntos de equilibrio de ciertos sistemas la
informacion que propociona la linealizaciéon no es suficiente para determinar el com-
portamiento completo de las soluciones del sistema no lineal cerca del punto de

equilibrio. Por ejemplo, consideremos el sistema

d

% = Uo — (U% + ug)ul,
d

% = —U1 — (U% + US)UQ,
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El origen es un punto de equilibrio para este sistema y su sistema linealizado es

dv
dt B 01 v
d_w -1 0 w
dt

Los autovalores de este sistema lineal son +¢ y por tanto se trata de un centro.
Todas las soluciones no ceros del sistema linealizado son periédicas. De hecho, cada
una de ellas es un circulo concéntrico al origen. Sin embargo, no hay soluciones
periodicas para el sistema no lineal. Para conocer la causa, consideremos el campo
vectorial como una suma del campo vectorial lineal vy (uq, us) = (ug, —uq) y el campo
vectorial no lineal vy (u1, us) = (—(u+ud)uy, —(ui+ud)us). vi corresponde al sistema
linealizado. Este siempre es tangente a circulos con centro en el origen. Por otra parte,
vo(ur, ug) = (—(u? +ud)uy, —(u? +u3)uy) siempre senala directamente hacia (0, 0) ya
que es un multiplo escalar del campo (—uy, —us).2 El resultado de sumar vy (u1, uz) y
va(u,us) es un campo vectorial que siempre tiene una componente radial negativa.
Las soluciones del sistema no lineal se mueven entonces siempre en espiral hacia
(0,0). Note que si cambiamos los signos de los términos de orden superior en el

sistema anterior, el resultado es

d

% = uy + (uf + ud)u;.
du

d—tz = —up + (ud + ud)us.

Este sistema tiene la misma linealizacion cerca de (0, 0), pero ahora las soluciones se
mueven en espiral alejandose del origen.

En este ejemplo, las soluciones del sistema no lineal y las del linealizado son
aproximadamente las mismas cerca del origen, por lo menos durante un corto inter-
valo. Sin embargo, como el sistema linealizado es un centro, cualquier perturbacion
por minima que sea puede cambiar el comportamiento a largo plazo de las soluciones.
Aun aquella causada por la inclusion de los términos no lineales puede convertir al
centro en un sumidero o una fuente espiral. Afortunadamente, sélo existen dos situa-
ciones en que el comportamiento a largo plazo de las soluciones cerca de un punto
de equilibrio del sistema no lineal y su linealizaciéon pueden diferir. Una es cuando

el sistema linealizado es un centro. La otra, cuando el sistema linealizado tiene cero

2 El numero positivo es el escalar u? + u3.
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como autovalor. En cualquier otro caso, el comportamiento a largo plazo de las solu-
ciones de un sistema no lineal cerca de un punto de equilibrio es el mismo que para

las soluciones de su linealizacion.

2.1.7. Analisis nulclinal de sistemas no lineales

El proceso de linealizacion analizado anteriormente nos da un procedimiento efec-
tivo para entender el comportamiento de las soluciones de un sistema no lineal cerca
de un punto de equilibrio. Desafortunadamente, la informaciéon "local" que propor-
ciona solo puede usarse cerca de puntos de equilibrio. Hasta ahora nuestros tni-
cos procedimientos generales para el estudio del comportamiento de los sistemas
no lineales lejos de los puntos de equilibrio son numéricos. Es cierto que el estudio
numérico cuidadoso de un sistema puede dar considerable informacion acerca del
comportamiento de las soluciones. Sin embargo, es dificil saber si se han probado las
condiciones iniciales suficientes para observar todos los posibles comportamientos
de las soluciones. Esta es una razon para combinar analisis cualitativo con anéalisis
numérico tal y cual fue hecho en este trabajo.

A continuaciéon presentamos de forma general un procedimiento cualitativo que
puede combinarse con linealizacion y métodos numéricos de aproximacion. El pro-
cedimiento recibe el nombre de anélisis nulclinal y para describirlo consideraremos,
consistentemente con el PVI asociado a la dinamica del CSTR, el sistema no lineal

de EDO’s siguiente

du
d—tl = fl(ul,U2)>
du
d—t2 = fz(ul,U2)>

En primer lugar determinamos los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones no

lineales:

fl(uiv u;)

f2(u§7 ug)

0,
0,

luego mediante el proceso de linealizacion hacemos un estudio local del sistema carac-
terizando los puntos de equilibrio por medio de los autovalores de la matriz jacobiana
del sistema no lineal. Es decir, se utiliza el teorema de Hartman-Grobman para car-

acterizar los puntos de equilibrio, conociendo asi el comportamiento de las soluciones
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del sistema no lineal cerca de tales puntos. A continuaciéon damos una descripcion
méas completa del comportamiento de las érbitas del sistema, determinando las cur-
vas nulclinales a partir del sistema de ecuaciones no lineales y trazando el grafico
de cada una sobre el diagrama de fases  C R?. De manera méas especifica, la nul-
clinal u; = ¢1(uy) es el conjunto de puntos (uy,us) € R? donde fi(uy,us) es cero,
es decir la curva de nivel donde fi(uy,us) es cero. De manera similar, la nulclinal
us = po(uq) es el conjunto de puntos (u1,us) donde fo(uy, us) es cero. Al combinar
las nuclinales ¢, y @9 los puntos de equilibrio ocurren en las intersecciones de éstas.
Una consecuencia de esto es que las nulclinales pueden dividir el diagrama de fases 2
en varias regiones que debemos estudiar, analizar y caracterizar para obtener el com-
portamiento del campo de direcciones y por lo tanto del diagrama de fase asociado
al sistema de EDQO’s. Especificamente, estudiamos el signo de las componentes del
campo vectorial en cada regiéon definida por las nulclinales para determinar el sentido
y la direccion de las orbitas asociadas a una condicién inicial de arranque para el
sistema de forma global; condiciones iniciales alejadas de los entornos de los estados
de equilibrio. Atin maés, con este analisis podemos precedir la naturaleza atractora
o repulsora de los estados estados estacionarios y verificar el comportamiento local
descrito usando la teoria de linealizacion con soporte mediante el célculo numérico

de las oOrbitas.

2.2. Meétodos Numeéricos

El modelo matematico que describe la dindmica de las principales variables de
estado del CSTR, como ya hemos visto, consiste en un sistema auténomo de EDO’s
no lineales. Sujeto a condiciones iniciales, la teoria cualitativa nos permite establecer
que el modelo es un problema matematicamente bien planteado y ademéas podemos
inferir sobre el comportamiento de las soluciones de este. Sin embargo, una construc-
cion explicita de la solucion del sistema no se puede hacer. En este orden de ideas,
el uso del andlisis numérico se convierte en la herramienta fundamental para obten-
er aproximaciones adecuadas que sigan cumpliendo con las propiedades cualitativas
que posee la solucion del problema. De manera especifica, el analisis numérico de
las ecuaciones diferenciales propone sucesiones de funciones sobre subespacios de di-

mension finita tomados del espacio caracteristico de la solucién original. En el paso
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a una cierta nocion de limite, en tales sucesiones, se debe obtener como resultado
un acercamiento a la solucién del problema original. Por lo tanto, las nociones de
convergencia y estabilidad de los métodos numéricos que se proponen deben ser abor-
dadas con sumo cuidado y consistentemente con lo explorado mediante el analisis
cualitativo del problema.

Por otro lado, las ecuaciones de equilibrio que resultan del sistema de ecuaciones
diferenciales son de naturaleza altamente no lineal. El comportamiento de estos sis-
temas, el comportamiento cualitativo y estabilidad de tales soluciones frente a per-
turbaciones en datos pueden ser exploradas mediante andlisis no lineal estandar o
no estandar dependiendo del contexto. No obstante, nuevamente nos encontramos
con el problema de explicitar la solucién, si existe, de este sistema no lineal de ecua-
ciones. Por tal razon, las herramientas del anélisis numérico nuevamente deben ser
utilizadas para obtener una solucion aprorimada del sistema consistentemente con
lo explorado desde el punto de vista cualitativo.

Por lo anteriormente expuesto, en esta secciéon se presentan los principales méto-
dos de analisis numérico que fueron empleados en el trabajo para construir aproxima-
ciones numéricas a las orbitas del sistema de ecuaciones diferenciales que describen
la dindmica del CSTR, el calculo y analisis de estabilidad de los estados estaciona-
rios del sistema. Para esto comenzaremos estudiando el problema de determinar el
cero de una funcién no lineal real a variable real y posteriormente el de aproximar

numéricamente la solucién de un PVI.

2.2.1. Ecuaciones no lineales y su solucién por iteracion

El problema de determinar los estados estacionarios del CSTR, como senalamos
antes, se reduce al problema de determinar el vector u® € Q de manera tal que el
campo de direcciones f se anule en ese vector. A su vez, mediante manipulaciones
algebraicas sobre las dos ecuaciones que conforman dicho sistema, se puede obtener
una sola funcién de alguna de las dos variables. Con esta funciéon nos planteamos un
problema de encontrar sus ceros o raices en el intervalo de definicién de la variable
de estado en consideracién. La situacion aqui es que la funcion es altamento no lineal
y por lo tanto debemos utilizar métodos numéricos para aproximar su raiz. En este
orden de ideas, un anélisis de este problema debe ser abordado en primer lugar para

establecer si las soluciones existen en el intervalo de definicién y luego disenar y
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aplicar el método numérico adecuado para el calculo correspondiente.

Consideremos entonces que g es la funcién no lineal real a variable real,
g:R — R,

que resulta del problema asociado a determinar los estados estacionarios del modelo

matemético. Consideremos las ecuaciones no lineales

gu) =0 y g(u)=u,

donde es claro que una forma puede obtenerse de la otra mediante un cambio de
variables adecuado en la definiciéon de la funcion g.
Un meétodo tradicional para resolver g(u) = 0 es el método de Newton (o de las

tangentes), que se ilustra en la figura siguiente.

A

Y

A\ 4

Newtom
Simplificado

Para encontrar una raiz v desconocida en un intervalo [a,b], usando Newton,
comenzaremos con la aproximacion inicial ug = b y definimos la siguiente aproxi-
macion u; con la interseccion del eje u y la linea tangente a g(u) en uy. Procediendo

de ésta forma, obtenemos una sucesion

ty = uy_y — ILn=1) (2.28)
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la cual, bajo circunstancias favorables, convergeré a v. El hecho importante del méto-
do de Newton es que en cada paso en el procedimiento de aproximacion la curva es
reemplazada por su linea tangente (“linealizacion"). Los célculos se reducen enorme-
mente si usamos ¢'(up) en vez de ¢'(un—1) en (2.28). Geométricamente, con esta
consideracion, estamos trazando una linea paralela a la tangente original en vez de
trazar una nueva tangente. Este método de Newton simplificado es equivalente al
método de sustituciones sucesivas (0 aproximaciones sucesivas) que describiremos a
continuacion.

Ahora consideraremos la ecuacion no lineal en la forma de punto fijo

u=g(u). (2.29)

Resolver esta ecuacion significa encontrar las intersecciones de la linea recta y = u con
la curva y = g(u). Si g es una contraccion sobre el intervalo a < u < b, entonces (2.29)
tiene una y solo una solucion la cual es limite de la sucesion iterativa u, = g(u,_1)
independientemente de como se tome el elemento inicial ug en [a, b]. Ahora queremos
descartar la suposicion de contraccion porque en general tal situacion no se tiene
en muchos tipos de problemas practicos y, en vez de esto, concentrarnos en la posi-
ble mondtonicidad de la sucesion iterativa. En iteracion mondtona construimos un
par de sucesiones, una que converge a la soluciéon decrecientemente y otra crecien-
temente. Para plantear el primer resultado relacionado con la iteracién monoétona,

introduciremos en primer lugar la siguiente definicién

Definicién 2.4. El nimero ug se dice que es una solucién inferior de (2.29) si
uo < g(up) (2.30)
y u? es una soluciéon superior de (2.29) si
u® > g(u?). (2.31)

En la siguiente figura ilustramos un gréfico de una funciéon y = g(u) con forma

hipotética que se intersecta con la recta y = u en tres puntos u, v y w.
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Y 4

Observacion:

Un valor de la abscisa para el cual la linea recta estéd por debajo de la curva es una
solucion inferior y uno para el cual la linea recta estda por encima de la curva es
una solucion superior. Asi, en la Figura anterior, ug y v son soluciones inferiores,
mientras que u® y v° son soluciones superiores.

La siguiente proposiciéon de convergencia se tiene

Proposicién 2.2. Sea la solucion inferior uy y la solucion superior u® satisfaciendo

ug < u®, y sea g creciente sobre el intervalo cerrado [ug, u®]. La sucesion
Up = g(Up-1), n=1,2,... (2.32)
es creciente y converge a la solucion minimal u de (2.29) sobre [ug, u°]. La sucesion

n=1,2,... (2.33)

n—l)
’

u" = g(u

es decreciente y convergente a la solucion mdzimal u de (2.29) sobre [ug, u°].

Observaciones:

0

1. Si iniciamos la iteracion (2.33) con la solucién superior v° en vez de u°, las

iteradas deben converger hacia abajo a la tinica solucion de (2.29) en el intervalo
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[ug, v°]. Observe que g no es una contraccion sobre [ug, vo] o [u°, u°], de ninguna
forma la unicidad puede ser garantizada a menos que se realicen suposiciones

adicionales sobre g.

0 es mas pequenia que la soluciéon inferior vy. Aunque

2. La soluciéon superior v
exista una solucion de (2.29) en [v°, vy], esta no puede obtenerse por iteracion

mondtona. Tal solucion es llamada inestable.

3. Si g no es creciente, los esquemas de iteracion (2.32) y (2.33) pueden diverger
o solamente converger de manera alternante. Sin embargo, la adicion de un
término lineal grande en ambos lados de (2.29) reduce el problema al caso

donde g es creciente. Especificamente, supongamos que tenemos
u = h(u),
donde lo unico que sabemos es que
ug < h(ug), u® > h(u®) v uy <.
Sea M la constante mas grande a determinar tal que
B'(u)+ M >0 en [ug,u].

Entonces h(u) + Mu = u(1 + M) es creciente sobre [ug, u’] y u = h(u) puede
ser reescrita como

h(u) + Mu |

v= Ty

donde g es ahora creciente sobre [ug, u] y

up < g(up), u > g(u).

Para finalizar este parrafo, senalamos que en este trabajo fueron empleados los es-
quemas de iteracion (2.32) y (2.33) mediante un codigo computacional como métodos
numéricos de aproximacion en el calculo de los estados estacionarios del sistema.

2.2.2. Meétodo de Runge Kutta para la resolucién numérica de EDO’s

Para la construccion del diagrama de fases es necesario el uso de un método

numérico de aproximacion. En este sentido, en el presente fue empleado el esquema
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numeérico de Runge Kutta (MRK) por ser uno de los métodos explicitos y/o implicitos
que se han probado con buenos resultados en multiples aplicaciones reales [40, 43].
Este tipo de esquema se puede plantear a partir de expansiones de Taylor® bajo las
hipotesis de regularidad exploradas para PVI en las secciones anteriores. También, en
la teoria general de analisis numérico para EDQO’s, el MRK en un contexto general se
enmarca dentro de los métodos multipasos a un solo paso de discretizacion; es decir,
de los que so6lo requieren como iterado de arranque la condicién inicial dada del PVI.
Otra razon de uso es su robustes por el uso de técnicas de adaptacion de pasos en
problemas Stiff y su facil implementacion computacional.

En esta seccion, daremos el esquema fundamental del MRK y mencionaremos
algunas propiedades sobre su convergencia. Para detalles de un analisis numérico del

tema, referimos al lector a las referencia [1] y a las mencionadas arriba.

Esquema de Runge Kutta

Sin perdida de generalidad, consideraremos la aproximacion numérica a la solu-
cion del PVI (2.1). La idea del MRK, al igual que otros métodos en diferencias
divididas, consiste en obtener wvalores aprorimados para la soluciéon del PVI en un

conjunto de puntos de malla o de red
o<t <tyg<- - <ty <---,

y la aproximacién en cada t, se obtiene usando alguno de los valores obtenidos en
los pasos anteriores.
Como antes, ¢(t) denotara la solucién exacta del PVI (2.1). Sea entonces I =

[to, b] el intervalo de integracion y, correspondientemente, para h > 0, sea
t, =to+nh, con n=20,1,..., Ny,

la sucesion de nodos de discretizacion que definen una particion de I en subin-

tervalos
]n = [tna tn-i—l]-
El ancho, h = t,, .1 — t,, de tales subintervalos es llamado paso de discretizacion.

Por otro lado, N, = N(h) es el mdzimo entero tal que:

tn, <b, tn,41>0b.

3 La base fundamental para generar métodos en diferencias finitas o cocientes incrementales
para la aproximacion de operadores diferenciales
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Si denotamos por u(t) la solucion aproximada de ¢(t), entonces u(t;) = u;, j =
0,1,..., denotara la aproximacion en el nodo t; de la soluciéon exacta ¢(t;) = ;. De
manera similar, f; denotara el valor f(t;,u;) y obviamente uy = u(ty) = ¢(to) = po.

El esquema iterativo de Runge-Kutta a un paso, que genera una sucesion {u; }j:1,2,...
de valores aproximados de la solucion ¢(t) del PVI (2.1), en el conjunto de nodos t;

mediante la funcién aproximante u(t) es el siguiente:

Dado ug = ¢y,
oo (2.34)
Upy1 = Up + hF(tnaun> h'7 f)a n=>0
donde F es la funcién incremental definida de la manera siguiente
F(tn,un, h; ) = Zbisz
=t (2.35)

K= f(ta+ choun +h Y _ayK;), i=12..s
j=1
y s denota el nimero de etapas del método. Los coeficientes {a;;}, {¢;} y {b:} carac-
terizan el MRK a utilizar y usualmente se toman de un arreglo, generado sistemati-
camente, llamado arreglo de Butcher [1].
Para el anélisis de consistencia, estabilidad y convergencia del MRK, se considera

que
S

C; = E Qg5 , izl,...,S.

j=1
Si los coeficientes a;; dispuestos en una matriz A € R**® son iguales a cero para j > i,
coni=1,2 ..., s, entonces cada K; puede calcularse explicitamente en términos de
los (i — 1)-coeficientes Kj, ..., K;_1 que ya se han determinado. En tal caso el MRK
es un método explicito. En otro caso, es implicito y se debe resolver un sistema de
ecuaciones no lineales de tamano s para calcular los coeficientes K;; un método de
Newton para sistemas de ecuaciones no lineales puede ser usado de manera adecuada.

El incremento de esfuerzo computacional para los esquemas implicitos hace su
uso absolutamente costoso; un costo aceptable es proporcionado por el MRK semi-
implicito, en el cual a;; = 0 para j > ¢ de manera tal que cada K; es la solucion de

la ecuacién no lineal
i1
Ki = f(tn + Cih, Uy, + haini +h Z ainj).

J=1
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Entonces, el esquema semi-implicito requiere que s ecuaciones no lineales como la
anterior se resuelvan; en efecto se puede hacer uso del método de iteracion sucesiva
explicado en la seccion anterior.

El error local de truncamiento &,.1(h) en el nodo ¢, para el MRK (2.34) se

define mediante la siguiente ecuaciéon residual

hgn-i—l(h) = Pn+1 — Pn — hF(tna Pn,s h; f)>

donde ¢(t) es la solucion exacta del PVI (2.1). Se dice que el método (2.34) es
constistente si
E(h) =max|E,(h)| — 0

cuando h — 0. Se puede demostrar que esto pasa (ver [1]) si y solo si

i=1

Como es usual, diremos que (2.34) es un método de orden p (> 1) con respecto a h
si £(h) = O(h?) cuando h — 0.

En cuanto a la convergencia, ya que los MRK’s son métodos a un solo paso,
consistencia implica estabilidad y viceversa (ver detalles de la prueba en [1]). Es
de hacer notar que aunque la estimacion £(h) pueda obtenerse, su expresion es muy
complicada de usar como en todo los casos de métodos tipo multipaso. Por tal razon,
solamente comentaremos que si un MRK tiene error local de truncamiento &,(h) =
O(h?), para cualquier n, entonces también su orden o velocidad de convergencia sera
igual a p.

El siguiente resultado, muy usado en problemas practicos, establece la relacion

que existe entre el orden y el ntiimero de etapas de los MRK’s explicitos.

Proposicion 2.3. El orden de un MRK explicito de s-etapas mo puede ser mds

grande que s. También, no existen MRK’s explicitos a s-etapas con orden s si s > 5.

Referimos al lector a [22] para la prueba de este resultado y los resultados que
daremos a continuacion. En particular, para rangos de orden entre 1 y 8, el minimo
numero de etapas sy, requerido para arrancar un método de orden correspondiente

se muestra a continuacion
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Orden | Smm

O N[ =W (N
Nl N B e I I N R )

11

Notece que 4 es el niimero maximo de etapas para el cual el orden del método no
es menor que el numero de etapas en si. El esquema usado en este trabajo fue el

Runge-Kutta a cuarto orden dado por el siguiente método multipaso de 4-etapas:

h
Up4+1 = Up + —(Kl + 2K2 + 2K3 + K4),

6
Kl = f(tmun)u
; " (2.36)
K2 - f(tn + 57 Up, + §K1)7
h h
K3 = f(tn + 57 Up, + §K2)7

Ky = f(tnt1, un + hK3).

Para concluir la seccion, senialamos que en el caso de sistemas de EDO’s (caso que
nos concierne) el MRK puede extenderse de manera directa. Sin embargo, el orden
de un MRK en el caso escalar tratado no necesariamente coincide con el del caso
vectorial. En particular, para p > 4, un método con orden p en el caso de sistemas

autonomos,

du_

E - f(u)>

. . . . du
mantiene el mismo orden p cuando se aplica a la ecuacion escalar autonoma — =

dt
f(u).
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2.3. Teoria de bifurcacion

La variacion de los pardmetros «, 3y v, que intervienen en el modelo matematico
del CSTR, pueden causar cambios drasticos en el diagrama de fase. Cualquier valor
de estos parametros en que se presentan estas modificaciones se denominan valores
de bifurcacion. Estudios experimentales han puesto en evidencia que en este caso
a es uno de los pardmetros criticos que causan este tipo de fenomenos [19]. Por lo
tanto, en el presente trabajo dedicaremos atenciéon a las bifurcaciones relacionadas
con la variacion de éste parametro manteniendo fijo un valor para 3 y un valor para
7.

Para sistemas de EDO’s no lineales autéonomos, como el asociado al modelo
matematico del CSTR, la existencia de mas de un estado estacionario es posible
y diferentes condiciones iniciales de arranque para el sistema pueden estar asoci-
adas a orbitas que vayan a diferentes estados estacionarios. En este sentido se dice
que el sistema presenta un comportamiento de multiestabilidad [32] conocido como
histérisis del sistema. Este comportamiento de histérisis puede ser observado en un
diagrama de bifurcacion de la variable de estado de interés asociada al sistema como
funcién del pardmetro.

Por lo anterior, en esta secciéon presentaremos los conceptos y resultados asociados

a la teoria de bifurcacion que permitiran estudiar el comportamiento de histérisis del

CSTR.

2.3.1. Aspectos basicos sobre bifurcacién en sistemas de EDQO’s

Primeramente comenzamos denotando por p al vector cuyas componentes vienen
dadas por los pardmetros del sistema. En el caso del CSTR que estamos estudiando,

p es el vector de R? cuyas componentes son «, 3 y v, es decir

R® > p = (a, 3,7).
Con ésto, el sistema de EDO’s asociados al modelo del CSTR depende del vector de

parametros p y lo denotaremos como

du
i f,.(u). (2.37)
La ecuacion (2.37) representa una familia de EDO’s y el término bifurcacion origi-

nalmente fue introducido por Poincaré para describir la division de las soluciones de
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equilibrio o estados estacionarios de tal familia. Es decir, para estudiar las soluciones,

relativas a la variacion de p, de la familia de ecuaciones
f,.(u®) =0. (2.38)

Cuando p varia, el Teorema de la funcion implicita implica que los estados estacio-
narios u® estan descritos por funciones regulares de p lejos de aquellos puntos en
los cuales la matriz Jacobiana, J(u), de f,.(u) tiene un autovalor cero. La grafica de
cada una de estas funciones es una rama del estado estacionario del sistema (2.37).
En un estado estacionario (ug, p,) donde J(u) tiene un autovalor cero, varias ramas
del estado estacionario (ug, p,) pueden llegar juntas, entonces se dice que tal estado
estacionario es un punto de bifurcacion.

La bifurcaciéon de un estado estacionario usualmente produce cambios en el tipo
de topologia de un campo de direcciones asociados a un sistema de EDO’s, pero
existen muchos otros tipos de cambios que ocurren en las clases de equivalencias de
campos de direcciones. En el término bifurcacién se incluyen todos estos cambios sin

ningun inconveniente y al respecto se tiene la siguiente definiciéon formal.

Definicién 2.5. Un valor p, de la ecuacion (2.37) para el cual su campo de direc-

ciones f, no es estructuralmente estable es un valor de bifurcacion de p.

La no estabilidad o inestabilidad estructural del campo de direcciones f,,, se
entiende en el sentido de que pequenas perturbaciones causan grandes cambios en el
comportamiento cualitativo de éste campo.

Un desarrollo detallado sobre la teoria de bifurcaciéon puede ser consultado en
28], [30] y en [40] incluso con un tratamiento numérico muy especial. En este tra-
bajo seguiremos muy de cerca la referencia [19] para nuestro analisis debido a que
las aplicaciones estan orientadas a sistemas como el que estamos estudiando. Més
aun, debido a que el sistema de ecuaciones de estados estacionarios, f,, = 0, puede
ser transformado en una sola ecuaciéon no lineal dependiendo unicamente de la tem-
peratura usy del sistema y el vector de pardmetros g = (v, 3,7) al despejar la con-
centracion u; de la primera componente del campo como una relaciéon dependiente
de uy. Ain mas especifico, una componente ji;, con j = 1,2, 3 fijo, del vector p, se
esté considerando en este estudio como parametro critico y entonces la ecuacion de

equilibrio para el sistema se expresara como el problema de encontrar el cero de una
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funcién

fw : [ugﬁnﬂ?éx] —R

para todo p; € [p"™, "] € Rt — {0} con j = 1,2,3 fijo. En éste orden de ideas,
una definicién més técnica sobre el significado de un valor de bifurcacién viene dada

por (tomada de [19])

Definicion 2.6. Sea la familia parametrica de funciones f,. definida en el intervalo
[ug™, up®] C R* — {0} para cualquier ; € [p™, %] € RT — {0} con j = 1,2,3
fijo. Un punto de bifurcacion (ug, f1j0) es aquel en donde la funcién f,; y su primera

derivada con respecto a uy se hacen iguan a cero, es decir

0
f(u20a ,UjO) - a—{i(UQ(), ,uj()) = 0.

De la definicién anterior podemos notar que, en general, la primera derivada es
también el Jacobiano para la funciéon modelo f, (uz) = f(u2, p1;) = 0. También, el
autovalor es simplemente el Jacobiano para la ecuacion no lineal f(us, p;) = 0, por
lo tanto el autovalor es cero en el punto de bifurcaciéon tal y como senialamos arriba
para el caso general del sistema de EDO’s.

Para concluir, senalamos que el numero de soluciones de la ecuaciéon no lineal
fu; (u2) = 0 puede ser determinado usando la Teoria de catastrofe la cual dice que

tal ecuacion tiene n soluciones si se satisfacen los dos criterios siguientes:

i)

B _8f_82f_ _an—lf_
Juaps) = 0= =53 = = a1 " (2.39)
i) y
o"f
Fus #0. (2.40)

Con esto, entre los tipos de bifurcacién que se pueden encontrar para una ecuaciéon

uniparametrica f,., con j fijo, pueden ser:
a) bifurcacion tipo nodo-silla;
b) bifurcacion tipo pitchfork;

¢) bifurcacion tipo transcritica;
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d) bifurcacion tipo Andronov-Poincaré-Hopf;
e) bifurcacion tipo conexidon silla;
f) bifurcacion tipo ciclos limites semi-estables.

Nuevamente, referimos al lector a 28], [30] y [40] para detalles sobre las condiciones
que se requieren para que cada tipo de bifurcacion aparezca. En sistemas conforma-
dos por un CSTR con chaqueta de enfriamiento, aparecen oscilaciones mantenidas,
inducidas por la temperatura de la chaqueta, que pueden confundirse con las bifur-
caciones del tipo Andronov-Poincaré-Hopf. Sin embargo para el sistema estudiado
en éste trabajo no se considera la aparicion de este fenémeno por la ausencia de la
chaqueta de enfriamiento. Una aplicacion interesante de este analisis de bifurcacion
para CSTR’s con chaqueta de enfriamiento puede ser consultado en [37]|. Finalmente
senalamos que las otros tipos de bifurcaciones son més comunes en estados esta-
cionarios del CSTR y por tal razon seran las de interés en el presente trabajo. Sin
embargo, Golubitsky y Keyfitz en [27] demostraron que para el modelo de un CSTR,
considerando como variables de estado la concentracion y la temperatura, se puede
construir un diagrama de bifurcaciéon con n = 3 en los criterios citados anterior-
mente. El diagrama asi construido recibe el nombre de diagrama de histérisis y en
el se puede observar el comportamiento multiestable del CSTR consistente con los

tipos de bifurcacion distintos a los de Andronov-Poincaré-Hopf.
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CAPITULO 3
RESULTADOS Y ANALISIS

El este Capitulo presentamos los principales resultados tedricos sobre el estudio
de existencia y unicidad asociado al PVI (1.9) que describe la dindmica del CSTR
presentado en el Capitulo 1. También presentamos los resultados sobre el anélisis
local y global de las orbitas del sistema. Especificamente, los concernientes a la
estabilidad de estados estacionarios o de equilibrio para el CSTR y la histérisis
producida por pequenos cambios en el parametro a. Los resultados son presentados
en forma de Proposiciones y la prueba de estos s6lo se esquematizara con sustentacion
en los Preliminares expuestos en el Capitulo 2. Ademas, por cada resultado haremos

comentarios cortos relacionados con el sistema real que estamos estudiando.

3.1. Buen planteamiento del modelo matematico

Con respecto a la existencia, unicidad y estabilidad de la solucion del PVI que

describe la dinamica del CSTR tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. El problema de Cauchy (1.9) que describe la dindmica del CSTR
posee una unica solucion u que depende continuamente de la condicion inicial u°,

definida en el intervalo [0, 7] con T > 0 una constante fija.

La prueba de este resultado es inmediata verificando las condiciones de los Teo-
remas de existencia, unicidad y estabilidad de soluciones a EDQ’s, presentados en el

Capitulo 2. En efecto, al considerar por cada componente ¢ = 1,2 fija el problema

escalar
N4 = fiw()
dt ’
u;(0) = uy,

basta verificar que cada funciéon f; : @ — R es continua Lipschitz. Al respecto, la

siguiente afirmacion se tiene
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Afirmacién 1. Las derivadas parciales, ——

, 7 = 1,2, de las funciones a valores
_ J
reales f; : 2 — R, i = 1,2, componentes del campo vectorial de direcciones f,

existen, son continuas y estan acotadas para toda u € €.

Demostracion. Por un lado, gracias a la estructura de cada funciéon f; la existencia

de las derivadas parciales se tiene. En efecto

df1 _ of o Uy

ouy —(L+ak(u), uy (1 + U2)2k(U2)’
¥

0 0

a—i — fk(us), fo oy 9Bm )

Ouz <1+@)2
»

Estas derivadas estan bien definidas y para todo punto u € ) estan acotadas. Es

decir, existen constantes C’ji- >0 con i,j = 1,2 tales que

of;
8uj

<Cl odj=1,2

Mediante simple manipulaciones algebraicas, considerando el dominio de validez de
cada variable de estado y el comportamiento de la funcion k = k(uz), encontramos

explicitamente que
Cl=1+¢", Cy=¢", C}=p" y C3=1+pe.
O

Este resultado de buen planteamiento nos garantiza que las funciones de con-
centracion y temperatura del sistema fisico-quimico estudiado, son tnicas por cada
estado de arranque inicial y que ademéas se mantienen estables frente a pequenas
perturbaciones de estos estados. Esto hace viable y confiable el modelo del CSTR
para describir su comportamiento dindmico en términos de las variables de estado y
ademaés confiar en las simulaciones numéricas en tiempo real que se realizan mediante

la implementacion del método de Runge-Kutta.
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3.2. Estabilidad de estados estacionarios e histérisis del sis-

tema

Las expresiones que obtuvimos para determinar los estados estacionarios son las
siguientes: para a € (0,1), 6> 0y v > 0 dadas fijas

1

T+ ak(u) (3:-1)

Uy = <P1(U2) =

g(uz) = (B — uz)k(uz) — dus, (3.2)

1
en donde 6 = — es la velocidad de flujo volumétrico adimensional. De la ecuacion

!
(3.2) se plantea el problema de encontrar los valores de uy € [0, 5] tal que
F(Ug) = G<u2>7 vu2 € [076]7

en donde F'(ug) = dus y G(ug) = (B—uq)k(us). Facilmente se puede verificar que G es
una curva dominada por el comportamiento de la funcion k = k(us) y que G(0) = 3
y G(B) = 0. También, por cada variacion de « en el intervalo (0,1), F' es una recta
de pendiente § que pasa por el origen y corta a la curva G. Asi, las soluciones de
los estados estacionarios para la temperatura del CSTR son las intersecciones de la
linea recta F'y la curva G.

En este trabajo se tomaron valores fijos para los parametros (3 y v siguiendo
muy de cerca la referencia [10] y [19]. En este sentido, para una reacciéon quimica
generica de la forma A — P, tomamos 3 = 10 y v = 20. En la siguiente grafica
se ilustran los estados estacionarios del sistema para 5 valores de o tomados en
(0,1), especificamente para oy = 0.07, as = 0.04408365873, a3 = 0.02231154832,
ay = 0.0128300117 y a5 = 0.01.
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A4

U9 B

Podemos observar, segin los valores de a tomados, que para ¢ pequeno (o «
grande) existe una sola interseccion representada por el punto A. Cuando ¢ se incre-
menta (disminucion de «) pasamos a través de la sucesion continua de puntos A, B,
C, D. Si 4 es incrementado por encima del valor * = — correspondiente al punto

Qy
D, la tnica intersecciéon es en un punto cercano al estado estacionario H que posee
una temperatura mucho més baja. Del sistema de EDO’s se prueba que la relacion

entre la concentracion de reactivo a la concentracion de alimentacion viene dada por

de modo que uy cerca de cero significa que la reacciéon ocurre de manera muy lenta
y muy poco reactivo se ha transformado en producto, mientras que wuy cerca de 3
implica una conversion casi completa del reactivo en el producto. No obstante, si pro-
cedemos en el sentido para el cual § disminuye desde valor correspondiente al estado
I, pasamos a través de la sucesion continua de puntos I, H, G, F. En el estado esta-
cionario F, una disminucién muy pequena del valor de § ocasiona un salto repentino
al estado estacionario correspondiente al punto B, el cual posee una temperatura
mucho més alta. Esto, desde el punto de vista del sistema fisico no es deseable y
por lo tanto nuestro analisis sugiere que existen regiones de trabajo cercanas al pun-

to estacionario F que ameritan control automético sobre el valor critico de a para
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mantener las variables de estado en un entorno del punto de equilibrio F. Este com-
portamiento representa la histérisis del CSTR y mateméaticamente la bifurcacion de
los estados estacionarios. Para describir el diagrama de histérisis 0 — us, siguiendo
muy de cerca los resultados de la referencia |27], utilizamos la Teoria de catastrofe
con n = 2 y encontramos una relacion de los estados estacionarios como funciéon de

«, este grafico se ilustra en la siguiente figura

N
Uz

En este diagrama de histérisis se muestra el conjunto de soluciones de la ecuacion
dus = g(us), representado por la curva de color azul. Sobre la misma se aprecia la
secuencia de estados estacionarios de temperaturas altas A, B, C, D a medida que el
valor de 0 aumenta; en el estado D, un pequeno aumento en el valor de § hace que
se salte al estado H y se contintie en estados de temperaturas bajas tal como en el
punto I. Anélogamente, comenzando en estados de temperaturas bajas, tal como en
el punto I, la disminucion del valor de § da la secuencia de estados I, H, G, F; a partir
del punto F, una pequena disminuciéon del valor de ¢ hace que se llegue a estados
de temperaturas altas tales como en el punto B. Esto parece sugerir que un estado
estacionario tal como E no pueda ser alcanzado por un aumento o disminucién del
valor de ¢; fisico-quimicamente no es sorprendente que los estados estacionarios en
el lazo interno de D a F sean inestables, mientras que los otros estados estacionarios

sean estables.
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Para verificar las afirmaciones anteriores, recurrimos al analisis local y global de
los estados estacionarios. Al respecto, en la tabla siguiente se muestra el signo de
los autovalores correspondientes a la linealizacion del sistema de EDO’s en torno a
cada punto estacionario senalado en las graficas anteriores; todos estos autovalores

son reales.

! A B C D E F G H I

M A A [ A [ A [ Ae [ A [ A [ A [ A [ A [ A [ A [ A | A | Ae |

A

aq — —

% — | = — | =

a; |- + - NE

oy - | = - | =

(673 —

De la tabla anterior, y segun la teoria de analisis local, podemos inferir “a pri-
ori"que todos los estados estacionarios excepto el E son puntos nodos atractores;
siendo el E un punto silla. Sin embargo, los diagramas de fase construidos por sim-
ulaciones numéricas mediante el MRK de cuarto orden muestran que algunos de los
estados identificados como nodos atractores no presentan esta caracteristica en todo
su entorno, tal es el caso de los estados estacionarios D y F.

En las siguientes figuras se muestran los diagramas de fase del sistema para los
cinco valores de o tomados, en los cuales se puede apreciar lo dicho anteriormente

sobre los puntos D y F.

0.2

A

<
=
o
=
de b\ | f

Figura 3.1: Diagrama de Fase del CSTR para el caso aj.

Para «; se observa en el diagrama que el sistema presenta un solo punto esta-
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cionario, el punto A. Este punto segin los signos de los autovalores mostrados en la
tabla anterior, se caracteriza como un nodo atractor, y el campo vectorial obtenido

mediante simulacién numérica con MRK de cuarto orden corroboran este resultado.

08

0.6

02
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Figura 3.2: Diagrama de Fase del CSTR para el caso as.

De manera similar, el valor de as hace que el sistema tenga un solo punto esta-
cionario, el punto I, el cual también se aprecia en el diagrama de fase como un nodo

atractor, tal como lo sugieren los signos de los autovalores mostrados en la tabla

anterior.
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Diagrama de fase para alpha3. Estados Estacionarios C,Ey G
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NN N N N N N N N N
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T
NN N N N N N N N N
NN N N N N N N N

Figura 3.3: Diagrama de Fase del CSTR para el caso as.

Para el valor de as, se obtienen tres estados estacionarios, los puntos C, E y G,

los cuales se observan en el diagrama de fase. En este diagrama se puede apreciar que
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los puntos C y G son nodos atractores como lo indican los signos de sus autovalores
correspondientes (mostrados en la tabla anterior) y el punto E efectivamente es un

punto silla y se notan algunas trayectorias que asi lo indican.

Diagrama de fase para alpha2. Estados Estacionarios B y F Diagrama de fase para alphad. Estados Estacionarios D y H
R A A R e MANNNNNNNN
N N ' \ NIRRT
8 A A R N \ NN NNN N
ool TTT SN N N NN N NN N NN N N NN N N NN N NN N
AR AR AR R R AR AR 08 N ARARRARRRN
‘ > N NN NN NN M NN N NN N \ NNNNNNN
Il NN N NN NNMNNNNN A1 N NIRRT
064 1 AR AR R RRARRRRRN osl N1 N ARRRRARN
10 R R o1 1\1 R
w 11 B R w 11\ \ RN
1 AR AN JR y RNNIRNRRRN
0l 11 R el 1 PN R
1 R TR TR 1 NN N
SN\ 1

1 5 SNOE N N A NN R
1 0T 7SO s N0 N 1 N AN RN
0ol 1 A1 T 7SO\ N ol 1 N N N0
1 TAT T 2 NN WO 211 X MO YO
1 AR A U 1 X 2\
1 TAANTNS TR0 1 N NN

1 R N X - 1 N AN
0 2 3 6 8 10 0 2 )] 6 8 10 12

u2 u2
Figura 3.4: Diagrama de Fase Figura 3.5: Diagrama de Fase
del CSTR para el caso as. del CSTR para el caso ay.

Para los valores de as y a4, el sistema presenta dos estados estacionarios; en el
primer caso los puntos son B y F, y para el otro los puntos son D y H. En los
diagramas de fase se observan a los puntos B y H como nodos atractores, tal como lo
sugieren los signos de sus autovalores correspondientes; sin embargo, en los mismos
diagramas se aprecian que los puntos D y F presentan, en una parte de su entorno, un
comportamiento como nodos atractores, pero en otra parte del entorno se comportan
como punto silla; esta caracteristica observada en el diagrama de fase contradice lo
que indican los signos de los autovalores de estos puntos, y sugiere la existencia de
puntos conocidos como nodos-silla, en los cuales la teoria de linealizacion falla, como
se describi¢ en el Capitulo 2.

En las simulaciones numeéricas, del campo vectorial del sistema, se aprecia que el
estudio local de algunos estados estacionarios, como es el caso de los estados D y F,
no es suficiente para describir correctamente el comportamiento de los mismos. Por
otro lado, la necesidad de describir la dinamica de las 6rbitas del sistema que parten
de condiciones iniciales alejadas de los estados estacionarios nos conlleva a realizar
un analisis global del sistema.

En las siguientes graficas se muestran simulaciones numéricas de algunas orbitas

del sistema para los 5 casos de variacion del parametro o que se vienen estudiando.
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14

Diagrama de fase alphal, estados estacionarios A Diagrama de fase alpha2, estado estacionario By F

14

Figura 3.6: Diagrama de Fase del Figura 3.7: Diagrama de Fase del
CSTR para el caso aj. CSTR para el caso as.

Dingrama e fase apha3, estados estacionarios C.Ey G

Diagrama e fase alphad, estado estacionario D H

Figura 3.8: Diagrama de Fase del Figura 3.9: Diagrama de Fase del
CSTR para el caso as. CSTR para el caso ay.

Diagrama de fase alpha5, estado estacionario |

251

Figura 3.10: Diagrama de Fase del CSTR para el caso as.
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En todas las graficas se aprecia el comportamiento descrito en los campos vec-
toriales. En los casos para a; y a5 se observa que todas las orbitas del sistema son
atraidas por los tinicos puntos estacionarios; de igual manera para el caso de a3 se
muestra que las orbitas del sistema son atraidas por los estados estacionarios C y
G, y que el estado E es un punto silla. Para los casos de as y a4 se aprecia que
los estados estacionarios B y H son nodos atractores y los estados D y F atraen las
orbitas que parten de condiciones iniciales en ciertas regiones del diagrama de fase
y por el contrario, las 6rbitas que comienzan en otras regiones no son atraidas por
estos puntos, por lo que no pueden ser clasificados como nodos atractores.

Para verificar el comportamiento entorno a los puntos D y F empleamos la teoria
de iteracion monoétona obteniendo el siguiente resultado. Para esto consideramos el

problema de iteracion de punto fijo equivalente a (3.2):

uz = ga(uz), (3.3)
en donde, para 0 < a < 1 fijo,
90 :[0,0] = R
es la funciéon definida por
of
galuz) = — 2.
——+a
ki(uz)

Puede verificarse que la familia de funciones g, es mondtona creciente gracias a
que k(uz) es creciente para todo us € [0, 3], segtn se seniald en la Capitulo 1.

Para el caso de as la siguiente grafica ilustra la iteraciéon monotona de punto fijo
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Como se muestra en la gréafica anterior, denotaremos por uj y us* las soluciones
minimal y maximal respectivamente del problema (3.3). Ademas, ambas soluciones
son las temperaturas correspondientes a los estados estacionarios F y B del sistema.

Por la definicion 2.4 y el comportamiento de la funcion g,,, todo us € [0, ul*] es
una solucion inferior y de manera similar, todo uy € [u*, 5] es una solucién superior.

Usando la Proposicion 2.2, la sucesion

U2.n = Gao (u2,n—1)

es creciente en el intervalo [0, u3*] v la sucesion

ug = Jay (ug—l)

es decreciente en el intervalo [u3*, 3]. Esto implica que:

= Si tomamos un punto inicial a la izquierda de la solucién minimal, u3, la suce-

sion convergera al estado estacionario F.

= Si tomamos un punto inicial a la derecha de la solucién minimal u} (o equiv-
alentemente a la izquierda de la solucion maximal u3*), la sucesion convergera

al estado estacionario B.

= Sitomamos un punto inicial a la derecha de la solucién maximal, u3*, la sucesion

convergera al estado estacionario B.
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Este analisis indica que el estado estacionario F atrae las soluciones del sistema en
una parte de su entorno y en otra parte las repele, dandole la caracteristica de un
punto nodo-silla. De igual forma se corrobora que el estado estacionario B es atractor.

Para el caso de a4 la siguiente grafica ilustra la iteracion monoétona de punto fijo
)

Y= JGay (u2>

Y

Un analisis similar al anterior indica que el estado estacionario D atrae las solu-
ciones del sistema en una parte de su entorno y en otra parte las repele, dandole
la caracteristica de un punto nodo-silla. De igual manera se corrobora que el estado
estacionario H es atractor.

Para los casos «;, con i € {1, 3,5}, el andlisis de iteracion mondtona de punto fijo
es similar y corrobora el comportamiento de los estados estacionarios correspondi-
entes en cada caso. Las gréficas siguientes ilustran el proceso de iteraciéon para estos

Casos.
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Con este analisis demostramos, en el caso para as, que el estado estacionario E
nunca serd alcanzado como se evidencié en el diagrama de histérisis; en efecto el

estado estacionario E es repulsor.
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Yy = gozs, (UQ)

Por otra parte, se observa en las simulaciones numéricas que algunas orbitas ar-
rancan en una condicién inicial y se van directamente a un punto estacionario, otras
orbitas comienzan en una condicién inicial que puede estar cercana o alejada de las
orbitas anteriores y parecen alejarse del estado estacionario durante algin tiempo
hasta que finalmente la trayectoria cambia y se dirigen al punto estacionario. Lo
observado sugiere la existencia de regiones en el diagrama de fase en las que las
componentes del campo vectorial cambian de signo, y éstas determinan el compor-
tamiento de las ¢rbitas de manera global.

Para comprobar la existencia de regiones dentro del diagrama de fases se realiz6 el
estudio nulclinal del campo vectorial. Las ecuaciones nulclinales que determinan los
estados de equilibrio, obtenidas del sistema no lineal de ecuaciones, son las siguientes

o o 1 o o U2
uy = @1 (ug) = m Y ur = pa(uz) = m-
1 representa la nulclinal u; y @9 representa de manera implicita la nulclinal u,. A
lo largo de la nulclinal ¢, la primera componente del campo de direccién es cero y en
consecuencia el campo vectorial es perpendicular al eje u;. Similarmente, a lo largo
de la nulclinal ¢y la segunda componente del campo de direccién es cero, por lo que
el campo vectorial es perpendicular al eje us.
Facilmente se verifica que
1 1

lim Ug) = lim Uy) = ——,
u2_)0+<P1( 2) 1+ a y u2_>+00801( 2) 1+ ae
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y que
lim po(ug) =0 y  lim po(ug) = +00.

uz—0t u2—~+00
La intersecciéon de estas curvas nos proporcionan los estados estacionarios que
posee el sistema. Ademas, las nulclinales dividen el diagrama de fase en regiones.
Para el caso especifico del sistema con ag, el diagrama de fase queda dividido en

VI regiones definidas por los siguientes conjuntos de R%:

Region I = {(uy,uz) € Q: pa(uz) <up < p1(ug), 0<ug <uj}
Region IT = {(ug,us) € Q: v1(uz) < ug < pa(ug), uy < ug < ud*
Region 111, = {
Region 11T, = {
Region 111, = {

€N:0<u <pa(ug), 0<uy <uj}

€N:0<u <pr(ug), uy<ug<uy

kokk

€N:0<u < po(ug), us' <ug < uj

~—~~ o~ —~

ug), uy™ <wug < P}

ok sk

Region IV. = { € Q:po(ug) < uy < pr(ug), uy" < ug < uj
Region V. = {

Region VI, = {

Hug) <up < ()02(u2), US** < Ug < ﬂ}

* k%
a(u2) <up <1, uy <ug < ugy

(u2)
(uz)
Region VI, = {(ug,us) € Q: paus) <uyp <1, maxps(us) < us < us”
(u2)

kokk

(ug) <up <1, uy® <ug < uj

(u1, up)
(u1, uz)
(u1, up)
(u1, uz)
(u1, up)
Region I11; = {(uj,u2) € Q:0 <u; < ¢
(u1, up)
(1, up) p
(u1, uz) ¥
(u1, uz) ¥
Region VI. = {(uj,uz) € Q: ¢

En la siguiente figura se ilustran las nulclinales, las tres intersecciones correspon-
dientes a los tres estados estacionarios, las regiones definidas anteriormente y las

direcciones que toman las componentes del campo en cada Region.
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Se tiene el siguiente resultado
Proposicion 3.2.

1. Para todo (uq,us) € TUIV

dU1 dUQ
%>0 Y E>O

2. Para todo (uy,us) € ITUV

dul dUQ
%<0 Y E<O

3. Para todo (uy,us) € 111 = Uida’b’c’d} I11;

dU1 dUQ

— >0 — <0
dt Y it

4. Para todo (u1,u2) € VI =U,crup VI
dul dUQ
— <0 — > 0.
dt Y Tt

La prueba de este resultado es inmediata. Basta con tomar un punto (uq,uz) en
cada region y verificar el signo de la derivada de las funciones u; y us haciendo uso
de las componentes del campo vectorial. (ver detalles en apéndice A).

Con el resultado anterior vemos que las soluciones presentan el siguiente compor-

tamiento en cada region:

= En la region I, las soluciones se mueven hacia arriba y hacia la derecha. Toda

solucion en esta region se va directamente al estado estacionario G.

= En la region 11, las soluciones se mueven hacia abajo y hacia la izquierda. Las
soluciones en esta region pueden irse directamente al estado estacionario G o

pasar a la region I1I,.

= En la region 111 = I11, UIIT, UIII. UIII,, las soluciones se mueven hacia arriba y
hacia la izquierda. En esta regién pueden ocurrir varias cosas: en primer lugar,
si la soluciéon se encuentra en la sub-region III, pasa a la region I y se va al
estado estacionario G; si esté en la sub-region I1I, puede irse directo al punto

estacionario G o puede entrar a la sub-region II1,; si la solucion se encuentra
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en la sub-region III,. puede entrar a la sub-region III, o pasar a la region IV y
finalmente si la solucion esté en la sub-region I11; puede irse directamente al

estado estacionario C o pasar a la sub-region III..

= En la region 1V, las soluciones se mueven hacia arriba y hacia la derecha. Toda
solucién en esta region puede ir directamente al estado estacionario C o pasar

a la region VI..

= En la region V, las soluciones se mueven hacia abajo y hacia la izquierda. Toda
solucion en esta region puede ir directamente al estado estacionario C o pasar

a la region I11,.

= En la region VI = VI, UVI,UVI,, las soluciones se mueven hacia abajo y hacia
la derecha. En esta region pueden ocurrir varias cosas: en primer lugar, si la
solucion se encuentra en la sub-region VI, puede ir al estado estacionario G o
pasar a la region II o pasar a la region VIy; si esta en la sub-region VI, puede
entrar a la region II o pasar a la sub-region VI.; si la solucion se encuentra en

la sub-region VI, puede irse al estado estacionario C o entrar a la region V.

El comportamiento descrito en el analisis anterior se valida con las simulaciones que

se muestran en la figura a continuacion.

Diagrama de fase alpha3, estados estacionarios C.Ey G

1 I T T T
1

Figura 3.11: Diagrama de Fase del CSTR con nulclinas. Caso as.

Para los otros casos, «; con i € {1,2,4,5}, el anéalisis es similar y se muestran en

las graficas siguientes.
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Diagrama de fase alphal, estados estacionarios A
1.4 T T T T T

Diagrama de fase alpha2, estado estacionario By F
1.4 T T T T T

Figura 3.12: Diagrama de Fase del

Figura 3.13: Diagrama de Fase del
CSTR con nulclinas. Caso ;.

CSTR con nulclinas. Caso as.

Diagrama de fase alpha4, estado estacionario D y H Diagrama de fase alpha5, estado estacionario |
35 T T T 4 T T
35 %
3 ‘% \ 9;
| t %
25 —I

8 *
*

S 2r ¢
b

Figura 3.14: Diagrama de Fase del

Figura 3.15: Diagrama de Fase del
CSTR con nulclinas. Caso ay.

CSTR con nulclinas. Caso as.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

En el presente trabajo se analiz6 la dinamica de un reactor quimico de tanque per-
fectamente agitado (o CSTR) en el que se lleva a cabo una reaccion quimica genéri-
ca del tipo A — B. Para esto, se plated6 un modelo matematico de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO’s) altamente no lineales en las variables de estado,
adimensionales, concentracion del reactivo A y temperatura del sistema.

En el modelo matematico planteado para describir la dinamica del CSTR se
garantiza la existencia y unicidad de la solucion con dependencia continua de la condi-
cion inicial. Esto hace viable al modelo para describir el comportamiento dinamico
del CSTR.

Dentro del estudio del comportamiento dinamico del sistema, se encontré que se
pueden presentar de uno a tres estados estacionarios dependiendo del parametro o
que estéa relacionado con el flujo volumétrico del reactivo A. Con un diagrama de
histérisis se evidenciaron valores criticos para el parametro a que al ser ligeramente
perturbados ocasionan que un estado estacionario desaparezca o se bifurque.

En los casos en los que se tiene un solo estado estacionario se demostro, empleando
la teoria local de linealizaciéon y la de iteracion mondtona de punto fijo, que son
nodos atractores de las soluciones del sistema. Para los casos en los que se tienen dos
estados estacionarios se demostré que uno es nodo atractor y, mediante simulaciones
numéricas, se evidenci6 la presencia de puntos de bifurcaciéon tipo nodo-silla que
pueden ser confundidos con nodos atractores si se emplea solamente el estudio local
de linealizacion. Para el caso en el que se presentan tres estados estacionarios se
demostro, empleando la teoria local de linealizacion y la de iteracion mondtona de
punto fijo, que dos de ellos son nodos atractores de las soluciones del sistema y el

otro es un punto silla.
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Mediante simulaciones numéricas se constaté la existencia de regiones en el di-
agrama de fase que rigen el comportamiento de las 6rbitas de manera global. El
anélisis nulclinal del campo vectorial de direcciones para el sistema permitié carac-
terizar estas regiones determinando que las componentes de este campo cambian de
signo de una regién a otra. Esta caracterizacion permite predecir correctamente el
recorrido de las orbitas en el diagrama de fase y el estado estacionario al cual se
dirigen.

Se recomienda extender este tipo de analisis a sistemas reactivos no adiabaticos
como los CSTR con sistemas de enfriamiento o chaqueta de enfriamiento, a fin de

estudiar estados estacionarios que presentan otro tipo de bifurcacion.
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APENDICE A

A continuacién daremos mas detalles sobre la prueba de la siguiente proposicion

enunciada en el Capitulo 3.
Proposiciéon A.1.

1. Para todo (uq,us) € TUIV

dU1 dUQ
% >0 Y E > 0.
2. Para todo (uy,us) € ITUV
dul dUQ
— <0 — < 0.
dt Y ar
5. Para todo (u1,uz) € I = Uicrop e HLi
dU1 dUQ
— >0 — < 0.
dt Y at
4. Para todo (uy,us) € VI = Uie{mb,c} VI,
dul dUQ
— <0 — > 0.
dt Y ar

Demostracion. La prueba de este resultado es inmediata. Basta con tomar un punto
(u1,us) en cada region y verificar el signo de la derivada de las funciones u; y ug

haciendo uso de las componentes del campo vectorial, en efecto,

e Region [ = {(u1,uz) € Q: pa(ug) < uy < p1(us), 0<us <uj}

Para el campo f;
du
d—tl = 1—u; — aurk(ug)

> 1= pa(u2) — aps(ug)k(usz)

U9 1
= 1= E(ak(ug))

uy (1
> — =l —e ™ +1]>0
ﬂ(ae +)
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ya que

dus (1
— 1
5} (ak‘l) =

. du,
por lo tanto se tiene que ’ > 0.
. . dU2
Anéalogamente para el campo f se tiene que o > 0. En efecto,

du,
dt

= —us — afuik(us)
> —uhy — aBpa(ug)k(uz)

e Region 1T = {(ug,u2) € Q: 1(ug) < up < po(ug), ud < ug < ud®

d
% = 1—u — aurk(us)
< 1 —pi(ug) — apr(uz)k(us)
1
e — (14 ak(w)

(1+ ak(ug))
= 0

du
Por lo tanto se tiene que d—tl < 0.

du
Para el campo f; se tiene que —2 < 0.En efecto;

dt
du
d—t2 = —u2—&5ulk<u2)
< —ug — afpa(ug)k(usg)
= —Ug
< 0
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e Region I11, = {(u1,us) € Q:0 < uy < pa(uz), 0<uy <ub}

du
d—tl = 1 —u — aurk(uy)
> 1= pa(uz) — apy(uz)k(uy)
U9 1
- 1 Sl |
Bk (ug) <Oé )
luego, como v (2 1 | < 1 entonces se tiene que % >0
89: Bk(ug) \ e g '

du
Para el campo fy tenemos que d—t2 < 0. En efecto;

du
d—t2 = —uy — afuik(us)
< —Ug9 + ug

= 0

d
e Para las regiones I11,, [11.y I11; se prueba de manera similar que % >0y

dU2

— < 0.
dt

e Region IV = {(ug,uz) € Q: paug) < uy < p1(uz), ud* <us < ub*}.

duy
dt

= 1—u — aurk(uy)
< 1= i(uz) — api(uz)k(uz)
(1+ ak(uz)))

1
(1 T 0+ ak(w)
= 0

du
Por lo tanto se tiene que —L <o

dt
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) du
Para el campo f; se tiene que d—t2 > (0.En efecto;

du
d—tz —Ug — aﬁulk‘(%)

> —uy + afpa(uz)k(usg)
= —U3 + U9

=0

d d
e En la region V se tiene que % <0y % < 0.

La prueba es exacta a la realizada en las regiones I y I11,.

e Para las regiones VI,, VI, y VI. se utilizan argumentos similares a los utiliza-

du du
dos en los casos anteriores para probar que —l<o y —2 <0.

dt dt
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