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RESUMEN

Las caracteristicas de estabilidad de un sistema pueden determinarse por la solucién
de la ecuacion del sistema. Sin embargo, la estabilidad en el sentido de Lyapunov es
una técnica para precisar la estabilidad de un sistema sin resolver necesariamente las

ecuaciones del mismo.

A través de este trabajo se analizé6 un modelo matemético de un sistema no lineal a ser
controlado, usando logica difusa y conceptos de equilibrio y perturbacion los cuales son

fundamentales para la estabilidad.

Asi mismo, se estudié el disefio de un sistema de control con légica difusa asintética-
mente estable basado en el teorema de estabilidad de Lyapunov. Ademas, se analizé la
estabilidad del sistema no lineal con el uso de controladores difusos para lograr la esta-
bilidad en el sentido de Lyapunov sobre un modelo matematico, creando una base de
reglas a partir de condiciones obtenidas mediante el método de seleccion de una funciéon
candidata a ser de Lyapunov, todo esto con un minimo conocimiento sobre la dinamica

del sistema.
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INTRODUCCION

El estudio actual de la estabilidad en “Control Difuso” ha ganado considerable atencién
debido al notable nimero de modelos matematicos y computacionales que hacen uso
de ellos para describir el comportamiento en el sentido de estabilidad total o asintotico
de los estados de los diferentes sistemas; incluso aquellos provenientes de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, que en particular son empleados para describir es-
tructuras espacio-temporales en mecanica, electronica, dinamica de fluidos, sistemas de

reacciones quimicas, entre otros.

El concepto de conjuntos difusos fue ideado por Lotfi Zadeh en 1965 [27]. A partir de
este concepto se han generado importantes investigaciones y desarrollos en diferentes
areas del conocimiento tales como ciencias matematicas, ingenieria, economia, ciencias

sociales y medicina, entre otros.

El propésito inicial de Zadeh en introducir los conjuntos difusos era proveer de una
herramienta para ayudar al modelado de sistemas complejos, especialmente, pero no
restringido a aquellos que involucraban agentes humanos. En muchos casos, la meta de
intentar formular modelos con el tipo de precision usualmente asociado con las técnicas
de modelado clasico. Permitiendo cierta cantidad de imprecisién en nuestros modelos,
se provee de una robustez que nos permite modelar situaciones complejas, que de otra
forma no pudieran ser modeladas, y ademas provee de un medio para incluir la vague-

dad inherente al proceso humano de conceptualizar el mundo externo.

Inspirado en los trabajos de Zadeh [27], [28], E. Mandani aplicé por primera vez estos
conceptos al control automatico [12]. De ahi en adelante, se han realizado numerosas
investigaciones y se han desarrollado técnicas de control con légica difusa, que han sido

descritas en varios textos, entre ellos [11], [4] y [13].

Adn cuando los controladores basados en légica difusa (o controladores difusos) han
sido aplicados exitosamente en muchas situaciones, a menudo hay resistencia en usarlos

en aplicaciones criticas dado que las técnicas de analisis y sintesis para ellos no han sido
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bien desarrolladas.

Debido al hecho de que un controlador difuso es un sistema basado en razonamiento
aproximado, bajo ciertas circunstancias; éste no requiere de un modelo analitico y como
las propiedades de estabilidad y robustez de un sistema son dificiles de alcanzar, en-
tonces algunos investigadores se han interesado en las propiedades de los controladores

difusos tales como analisis de estabilidad asintética y total mediante sistemas robustos.

Si bien, se han realizado ciertas investigaciones sobre el andlisis de estabilidad de sis-
temas de control difuso, todavia persisten problemas fundamentales en el control de

sistemas complejos basado en logica difusa, entre ellos:

1. La gran cantidad de reglas difusas para sistemas de alto orden, los cuales hacen

el anélisis complejo.

2. Los parametros de diseno de las funciones de pertenencia determinan el desempeno
del sistema difuso y las funciones de pertenencia apropiadas deben ser asignadas

a través de un proceso de ensayo y error que consume tiempo.

3. El hecho de que no puede aplicarse ninguna herramienta general para el analisis

de estabilidad.

La mayoria de estos estudios se limitan a sistemas de segundo orden cuyos controlado-
res difusos son disenados con respecto a un plano de fase determinado por el error y el

cambio en el error de acuerdo con una variable x, y su derivada.

El estado de equilibrio de un sistema es un aspecto importante para el estudio de su
conducta. Debido a que muchas veces podemos decir que tenemos un sistema controlado
cuando logramos mantenerlo cerca de una posicién de equilibrio estable, con la seguridad
de que no se alejarda mucho de ese punto. Si ademas, se tiene estabilidad asintética,
entonces después de un periodo transitorio, el sistema funcionard practicamente en la

posicién de equilibrio. A través de la presente investigacion, se hizo un analisis de un
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sistema no lineal controlado con logica difusa usando la teoria de Lyapunov con la
finalidad de establecer condiciones de estabilidad. Para esto, se estudié el modelado
matematico de sistemas no lineales, se revisaron aspectos sobre la estabilidad de dichos
sistemas, se estudiaron fundamentos sobre el control con légica difusa y se simulé un

sistema de péndulo invertido, analizando lo datos obtenidos posteriormente.






CapriTULO 1
PRELIMINARES

1.1. Propiedades fundamentales

Repasemos algunos elementos que vamos a usar frecuentemente, incluyendo las propie-
dades fundamentales de ecuaciones diferenciales ordinarias que hacen que & = f(t, )
sea un modelo apropiado para representar sistemas fisicos. Estas propiedades son esen-
cialmente las de existencia y unicidad de solucién y dependencia continua respecto de

parametros y condiciones iniciales.

Definicién 1.1. Una métrica sobre un conjunto no vacio M, es una funcién

d: M x M — R tal que para cualquier x,y, 2 € M se satisface que:
l.z=y = d(z,y) =0.
2. x#y = d(z,y) > 0.
3. d(z,y) = d(y,x).
4. d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) (Desigualdad triangular).

Un Espacio métrico es un par (M,d), donde M es un conjunto no vacio y d una

métrica sobre M.

Definicién 1.2. Sean (M,d) un espacio métrico, a € M y r > 0. Llamaremos
» Bola Abierta de centro a y radio r al conjunto B(a;r) ={zx € M / d(x,a) < r}.
» Bola Cerrada de centro a y radio r al conjunto Bla;r| ={z € M / d(z,a) <r}.
» Esfera de centro a y radio r al conjunto S(a;r) = {x € M / d(z,a) =r}.

5
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Donde es claro que Bla;r] = B(a;r)J S(a;r).

Definicién 1.3. Sean M un espacio métrico. A C M y a € A. Diremos que a es un

punto interior de A, si 3r > 0 tal que B(a;r) C A. Donde
» El Interior de A es el conjunto denotado por IntA = {a € A / a es un punto interior de A}.

» La Frontera de A es el conjunto denotado por 0A = {x € M / ¥r > 0 :
B(x;r)(YA#OAB(z;r) (M — A) # 0}.

Se dice que A es un conjunto Abierto si IntA = A.

Vamos a considerar frecuentemente las normas p en R, definidas como:

2]l = (|z1[P + ... + |z P)?, 1<p<oo

o]l = x|

Todas las normas p son equivalentes en el sentido de que si ||.|| ¥ ||-||s son dos normas

p diferentes, existen constantes positivas c; y ¢y tales que:
ciflzlla < [lzlls < callzfla
Para todo zeR"™. Un resultado clésico relativo a normas p es la desigualdad de Holder

Tyl < Nlzllollylly, 5+ 5 =1V, yeR™

1
q
Una matriz A € R define un mapeo lineal y = Ax de R™ en R™.
La norma p inducida de A esta definida como

All, = sup HA2le — max ||Ax
1Al P el max [[Azl,

Que para p = 1,2, 00 esta dada por:
Al = méix 325 Jal, A1l = Pmae(ATA)2 v [[A o =mdxdZ7E, Jayl,

donde e (AT A) es el méximo autovalor de AT A.
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Definicién 1.4. (Espacio lineal normado) Un espacio lineal X es un espacio lineal
normado si, para cada vector x € X, existe una funcién de valores reales, llamada

norma y denotada ||z||, que satisface
» |[z]] > 0 para todo z € X, con ||z|| =0 siy sélosi z =0.
o Jlz+ gl < 12l + 1yl para todo 2,y € X.
v ||az|| = |a|||z] para todo « € Ry z € X.

Si no estuviera claro del contexto, si ||.|| es una norma en X o en R"™, vamos a escribir

||.||x para la norma de X.

Definicién 1.5. (Convergencia) Una sucesion {z;} en X converge a un vector x € X

si|lz —xgl]| =0 cuando k — oc.

Definicién 1.6. (Conjunto cerrado) Un conjunto S C X es cerrado sif toda sucesién

convergente con elementos en S tiene limite en S.

Definicién 1.7. (Sucesiéon de Cauchy) Una sucesién {x;} en X se dice sucesién

6 secuencia de Cauchy si ||z — || — 0 cuando k,m — oo.

Notar que toda secuencia convergente es Cauchy, pero no toda secuencia Cauchy es

convergente.

Definicién 1.8. (Espacio de Banach) Un espacio lineal normado X es completo
si toda sucesion de Cauchy converge a un vector en X. Un espacio lineal normado

completo es un espacio de Banach.
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1.2. Mapeo Contractivo

Teorema 1.1. (Mapeo Contractivo) Sea S un subconjunto cerrado de un espacio

de Banach X y sea T un mapeo de S en S. Supongamos que
IT(x) = T(y)l| < plle —yl, Yo,y €S, 0<p<1.

Entonces T tiene un unico punto fijo en S, es decir, existe un unico vector x* € S que
satisface x* = T(xz*). Ademds, x* puede obtenerse por el método de aproximaciones

sucesivas comenzando de cualquier vector en S.

Demostracion. Tomemos un vector arbitrario z; € S y definamos la sucesién xy por la
férmula x4 = T'(zx). Como T mapea de S en S, x; € S para todo k > 1. El primer

paso de la prueba es mostrar que x es una sucesién de Cauchy. Hagamos

zrsr — 2l = | T(xr) — T(wp—1)|
< pllzr — 2|

< p? |1 — 2|

IN

PP ||y — |

de modo que

[Tkrr = Tl < NThsr = Tl + |Thsr—1 — T2l + -+ 2541 — ]

< <pk+r72 + P+ pkil)sz — 1]

< (0" Zﬂi||952 — 1|
=0

k—1

_ P
Donde %H@ —x1]] = 0 cuando k — oo. Por tanto, la sucesién es de Cauchy.

Ahora bien, como X es un espacio de Banach, z;, — x* € X cuando k — .
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Ademds, como S es cerrado, en particular z* € S. Mostremos ahora que z* = T'(z*).

Para cualquier zy = T'(x;_1) tenemos que:

lo* =T < lla” =zl + flon = T(2")]

< fla* — 2l + pllaes — 7).

Eligiendo un k lo suficientemente grande, puede hacerse arbitrariamente pequeno el

lado derecho de la desigualdad.

Asi
|k = T(z*)|| =0

o sea que x* = T(z*). Sélo falta probar que x* es el tnico punto fijo de T en S.

Supongamos que existen dos puntos fijos z* y y*, entonces

2" =y || = | T(2") = T'(y")||
<pllz* =y

Y como p < 1, necesariamente z* = y*. Lo cual completa la prueba. O

1.3. Existencia y unicidad

Definicién 1.9. Diremos que f es seccionalmente continua sobre [a, b], si f es continua

en [a, b] excepto en un nimero finito de puntos: {z1, zs, ..., z,} C [a,b].

En cada uno de estos puntos de discontinuidad debe existir los limites por la derecha y

por la izquierda, los cuales son:

fa) = lim f(2).

I—*I‘i

flay) = 1 f(a)

I—’ﬁi
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Es decir, si f es seccionalmente continua debe tener a lo mas un ntmero finito de
discontinuidades, las cuales son discontinuidades de salto; donde este salto esta dado

por la diferencia: f(x]) — f(x;).

En esta seccién estudiaremos condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la

solucién del problema de valor inicial

= f(t,z), x(ty) = xo. (1.1)

Entendemos por solucién en un intervalo [tg, t1] a una funcién continua

x:[tg, 1] = R

tal que & esté definida y ademas

#(t) = f(t,a(t), Vi€ [to,t]-

Vamos a asumir que f(t,z) es continua en x pero, sélo seccionalmente continua en t

(esto nos va a permitir considerar entradas con saltos o escalones).

Teorema 1.2. (Ezistencia y unicidad) Sea f(t,x) seccionalmente continua en t y su-

pongamos que satisface la condicion de Lipschitz

1t 2) = f(ty)ll < Lz —yll, (1.2)

Vr,y € B, = {z € R"||z — xo|| < 1}, VIt € [to, t1]. Entonces existe § > 0 tal que (1.1)

tiene una solucion unica en [to, to + d].

Demostracion. Notemos que si z(t) es una solucién de (1.1) entonces, al integrar, se

tiene que
x(t) = o +/t f(s,z(s))ds, (1.3)

es decir, x(t) satisface (1.1) sif satisface (1.3), por lo que el estudio de existencia y
unicidad de la solucién de la ecuacién diferencial (1.1) es equivalente al estudio de
existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién integral (1.3). Vamos a considerar el

lado derecho de (1.3) como un mapeo de la funcién continua
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X [to,tl] — R".

Denotandolo como (Pzx)(t), podemos re-escribir (1.3) como
z(t) = (Px)(t). (1.4)

Notemos que (Px)(t) es continua en x. Una solucién de (1.4) es un punto fijo del mapeo
P que lleva = a Px. La existencia de un punto fijo de (1.4) se puede probar usando el
teorema del mapeo contractivo. Para eso necesitamos definir un espacio de Banach X

y un conjunto cerrado S C X tal que P mapee S en S y sea una contraccion en S.

Definamos X = Clty,to + 0] , con norma ||z||c = max |z(t).
teto,t0+]

S ={x € X/||xr — zollc <}, donde r es el radio de la bola B, y § es una constante
positiva cualquiera. Nos vamos a restringir a elegir un ¢ tal que satisfaga § < t; — ¢
de tal forma que [tg,to + d] C [to,t1]. Notese que ||z(t)|| es una norma en R", mientras
que ||z||c es una norma en X; de la misma forma B, es una bola en R"™ mientras que

S es una bola en X. Por definiciéon, P mapea X en X. Para probar que mapea S en S

escribimos

(Pz)(t) —zo = ft ))ds = ft — f(s, @) + f(s,0)]ds.

Como f es seccionalmente continua, sabemos que f(t, o) es acotada en [to, t1].

Sea h = max 1/ (t, o).

0,t1

Usando la condicién Lipschitz (1.2) y el hecho de que para cada x € S,

[(t) = zol| <, Vit € [to, o + ],

Obtenemos que
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1(P)(t) — ol < / £ (s,2(5)) — Flss o)l + £ (s, z0) s
< / [L]la(s) — ol| + hlds

to

t
S/(Lr—i—h)ds
to

= (t —to)(Lr +h)
< o(Lr+h)

y también

|Px — xollc = méx |[(Px)(t) — zol| < 6(Lr+h) <.
te[to,t0+5}

Si elegimos 6 < r/(Lr + h). Entonces P mapea S en S. Ahora vamos a probar que P es

una contraccion en S. Sean x,y € S y consideremos

1(P)(t) — (P @) = | / F(s,2(s)) — £(s,y(s))ds]
< / 1 (s,2(5)) — F(s, 9(s)) | ds
< / Llla(s) — y(s)ds

to

< (t—to)Ll|lz —yllc.

Entonces

[Pz = Pylle < Léllz —yllc
< plle —ylle

L
con < .

Eligiendo p < 1y 6 < £, aseguramos que P es un mapeo de contracciéon en S. Luego,

por el teorema del mapeo contractivo, Si
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_r _r
Lr+h’ L

entonces (1.3) tiene una unica solucién en S. Nos falta probar que la solucién es dnica

0 < mfﬂ{tl — 1, }, p<1 (15)

en X. Para eso vamos a probar que toda solucién de (1.3) en X tiene que estar en S.
Notemos primero que, como x(tg) = xg, esta en la B, toda solucién continua x(t) debe
permanecer en B, durante algin tiempo. Supongamos que x(t) deja la B, y sea to+ pu el
primer instante en que xz(t) interseca la frontera de B,. Entonces ||x(tg + ) — zo|| = 7.
Por otro lado, para todo t <ty + p,
t
[J(t) — zo| < / 1f (s, 2(s)) = f (s, 20)[| 4 I[f (s, x0)[[]ds

tot

< [ 1Lla(s) = ol + hds

to

< /t(Lr + h)ds.

to

Por lo tanto

>4
Lr+h —

lo cual significa que z(t) no puede dejar B, durante el intervalo [tg,ty + d], es decir,

r=llz(to + p) — xol| < (Lr+h)u = p >

toda solucion en X debe estar en S. En consecuencia, la unicidad de la solucién en S

implica unicidad de la solucion en X. [l
Una funcién que satisface (1.2) se dice Lipschitz en X y L es la constante de Lipschitz.

Lema 1.1. (Desigualdad de Gronwall-Bellman)
Sea X : [a,b] — R una funcion continua y p : [a,b] — R continua y no—negativa. Si una

funcién continua y : [a,b] — R satisface que

y(t) < A(t) + /tu(s)y(s)ds para a <t <b,

entonces en el mismo intervalo

y(t) < A(t) + /t )\(S)M(S)@f:“(ﬂ(hd&
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Si A(t) = X es constante, entonces

y(t) S )\6']“: M(T)dT

y si ademds p(t) = u es constante:

y(t) < Aetlt=9),

Demostracion. Definamos las funciones

v(t) = 2(t) + At) —y(t) = 0.

Entonces z es diferenciable y ademas

5= p(t)y(t) = p()=(8) + uOA(L) — p(E)o(t).

Esta es una ecuacion de estado (escalar) cuya funcién de transicion de estados es
o(t,s) = el Hr)T.
Como z(a) = 0, tenemos que
t
()= [ 0N =~ pls)o(s)ds

El término fcf o(t, s)p(s)v(s)ds es no negativo, por lo que
t t
A < [ IO,

luego, usando el hecho que y(t) < A(t) + z(¢), se completa la prueba para el caso

general. Ahora, en el caso especial de A(t) = A tenemos que

t t t d t
[ wtsgetivoras = [ (orivone) o
a a S
- _ (efﬁ w(rydr |s=t )

_ _1+6f;,u(‘r)d7'.
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Con lo cual se completa la prueba en el caso de A constante. Por integracion, se obtiene

facilmente el resultado en el caso de p constante. [

Para que la solucién de la ecuacién de estado (1.1) sea de algun interés, debe depender
continuamente del instante inicial ¢y, del estado inicial zg, y de la funcién del lado
derecho f(t,x). La forma integral (1.3) muestra que es obvia la dependencia continua
del instante inicial.

Ahora, Por dependencia continua de la condicién inicial entendemos lo siguiente: Sea
y(t) la solucién de (1.1) que comienza en y(ty) = yo y estd definida en el interva-
lo compacto [to,t1]; dado € > 0, existe un § > 0 tal que para todo z; en la bola
{z € R"/||x — yo|lk < &}, la ecuacién & = f(t,x) tiene una solucién tnica z(t) definida
en [to, t1], con z(tog) = zo, y satisface ||z(t) —y(t)|| < € para todo t € [ty,t;]. Para definir
dependencia continua de la funcién del lado derecho f, vamos a precisar en qué for-
ma f es perturbada. Vamos a asumir que f depende continuamente de un conjunto de
pardmetros constantes, es decir, f = f(t,x,\), donde A € RP. Sea x(t, \g) una solu-
cién de & = f(t,x, \g) definida en [to, 1], con x(tg, \g) = xo. Se dice que la solucién
depende continuamente de A si dado € > 0, existe d > 0 tal que para todo A en la bola
{A € RP/||A = N\o|| < 6}, la ecuacién & = f(t,x, \) tiene una solucién tunica x(t, \) defi-
nida en [tg, t1], con x(tg, \) = w0, y satisface ||z (t, \) —x(¢, \o)|| < € para todo t € [to, t1].

Teorema 1.3. Sea f(t, ) seccionalmente continua en ty Lipschitz en X en [to, t1]zW,

con constante de Lipschitz L, donde W € R" es un conjunto abierto y conexo. Sean

y(t) y z(t) soluciones de §y = f(t,y) , y(to) = vo vy 2 = f(t,2) + g(t, 2), z(to) = 2o tal
que y(t), z(t) € W para todo t € [ty, t1]. Supongamos que

lg(t, )| < g, V(t, ) € [to, ba]zW,

para algin p1 >0, con |lyo — z|| < 7, entonces

lu(t) = =(0)] < 7M1 4 T — 1], Vi € [fo, 1],

Demostracion. Como las soluciones y(t) y z(t) estan dadas por

yw=m+/f@mm@

to
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2(t) = 20+ / (s, 2(5)) + g(s, 2(s))]ds

to

donde

W) =20 =+ [ Fss(s)ds = 20— [ [7(s.2(6)) + gl ()]s

to

Ahora, tomando norma obtenemos que

ly(t) — 2(0)]| = IIyo—ZollJr/t ||f(8,y(5))—f(syz(S))lldSJr/ 9(s, 2(s))ds

to

<rault—t)+ [ Lly(s) - ()]s

to

Ahora, por el Lema 1.1, Aplicando la desigualdad de Gronwall-Bellman a la funcién

ly(t) — z(t)|| resulta que

ly(t) = 2] <7+ plt —to) + /t Ll + p(t — to)]e" =) ds.

to

Donde por integracion por partes

t
/ LT 4 pu(t — to))e 570 ds = rellt=to) 4 %BL(t_tO) - % —p(t—to) — 7
to

de modo que

£ — (1) < rellt—to) HoLit—te) M
I9(8) — (D)) < reH=0) 4 Bereto 2
1

< +el(t—to)
< rTe + I

(210 — 1) YVt € [to, 1]
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1.4. Loégica Difusa

La logica Difusa ha sido percibido como un drea del conocimiento interdisciplinaria que
en grandes rasgos pudiera dar respuesta a problemas metodoldgicos que anteriormente
no habia podido ser resueltos y mucho menos simulados. Frecuentemente nos encontra-
mos situaciones en la vida que exigen la toma de decisiones o aplicaciones de ciertas
normas y reglas, que de cierta manera tienen la necesidad de usar un lenguaje humano

que no sea tan restringido para su aplicacién en diversas areas cientificas.

En primer lugar definamos lo que es un conjunto difuso y observemos las propiedades

fundamentales entre conjuntos.

Definicién 1.10. Sea X un conjunto, llamado universo de discurso, de elemento genéri-
co x. Se dice que un conjunto difuso A de X esta formado por el par (A, pa(x)), donde x
es una variable de A y 4 una funcién cuya imagen pertenece al intervalo cerrado [0, 1],

esta funcién recibe el nombre de intensidad de pertenencia o funcién de membresia

(FM).

Dado = € A, cuando la funcién p4(z) alcanza su valor méximo igual a 1, se tiene
pertenencia absoluta y cercano a él se tiene un alto grado de pertenencia de x en el
conjunto A. Mientras que si alcanza su valor minimo igual a 0, se tiene la no pertenencia

o cercano a este un grado de pertenencia bajo de x en el conjunto A.

Algunas de las mas conocidas funciones de membresia estan dadas por:

= FM triangular:

Se especifica mediante tres pardmetros {a, b, c}, de la siguiente forma:

0, para r < a
. =, para a <z <b
trim (z, [a.b,c]) = 4
%, para b<zx <c

o
s
Sy
3
S
a
IA
8



18 Capitulol. Preliminares

» M Gaussiana:

Se especifica con dos pardametros c,o, donde ¢ representa el centro de la FM

y o determina su anchura, de la siguiente forma.

Gaussmf(x,[c,0]) = g2 (7%

= F'M Sigmoidal:

Se especifica con dos parametros a,c, Dependiendo del signo de el pardmetro
a, la FM sigmoidal es inherentemente abierta a la derecha o a la izquierda. Esta

FM viene expresada de la siguiente manera:

1

S@gmf($> [CL, C]) = 1 4+ e—alz—c)’

Para mayores detalles, véase [21] pag. 4 — 74.

Usualmente el universo de discurso puede consistir en objetos discretos (ordenados o

no ordenados) o de un espacio continuo.

Ejemplo 1.1. (Conjuntos difusos ordenados y no ordenados)

Un conjunto difuso con un X consistente de objetos discretos no ordenados:
Cudades Larenses calurosas:
{(Carora,1), (Barquisimeto,0,8), (Cabudare,0,85), (Sanare,0,1), (Quibor,1)}.

Un conjunto difuso con un X consistente de objetos discretos ordenados:

Anos de la adolescencia en varones:

{(10,0,1), (11,0,4), (12,0,8), (13, 1), (14, 1), (15, 1), (16,0,8), (17,0,5), (18,0,1)}
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Definicién 1.11. (Variable Lingiiistica)

Una variable lingiiistica es una quintuple (X, T(X),U, G, M), donde X es el nombre de
la variable, T(X) es el término conjunto, es decir, el conjunto de nombres de valores
lingtiisticos de X, U es el universo a tomar, G es la gramatica para generar los nombres

y M es el conjunto de reglas seménticas para asociar cada X con su significado.

Operaciones con conjuntos difusos

Las operaciones entre conjuntos difusos varian con respecto a las operaciones de la 16gi-

ca clésica, estas son caracterizados por su funcién de membresia.

Dados dos conjuntos difusos A y B en un universo de discurso X, en la légica difusa se

tienen las siguientes operaciones:
» Union:  pe(r) = max{pa(z), pp(z)} con z € X.
» Interseccién:  po(z) = min{pa(z), up(x)} con x € X.
Donde C es un nuevo conjunto difuso definido por {(z, uc(z))/x € X}.

» Complemento: pj(z) =1— pa(z) conz € X.

Sistema de inferencia difusa

La inferencia difusa es el proceso de mapear, es decir, establecer una corresponden-
cia que asocie a cada elemento de un primer conjunto con un tunico elemento de otro
conjunto, a una entrada dada a una salida, utilizando légica difusa. Esta operacion pro-

duce una base desde la cual se pueden tomar decisiones o se pueden distinguir patrones.

El sistema de inferencia difusa, (Fuzzy inference system o FIS), es un sistema que hace
uso de la teoria de conjuntos difusos para mapear entradas y salidas, involucrando los

operadores de la logica difusa, las funciones de membresia y reglas tipo Si ... entonces.
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La estructura basica de un sistema de inferencia difusa consiste de tres componentes
conceptuales: una base de reglas; que contiene una seleccién de reglas difusas, una base
de datos (o diccionario); que define las funciones de membresia usadas en las reglas di-
fusas y un mecanismo de razonamiento, que realiza el proceso de inferencia sobre reglas

y hechos dados, para obtener una salida o conclusién deseada.

Estos sistemas pueden tomar entradas tanto difusas como no difusas, es decir, nitidas,
pero las salidas que produce son siempre conjuntos difusos. Algunas veces es necesario
tener salidas nitidas, especialmente cuando el sistema de inferencia es usado como un
controlador. En estos casos, necesitamos un método de desdifusificacién para extraer
un valor nitido que mejor represente un conjunto difuso. El método més popular de
desdifusificacion es el célculo del centro de gravedad ¢ centroide, el cual retorna el cen-

tro del area bajo la curva, aunque existen otros métodos para este calculo.

La figura 1.1 muestra un sistema de inferencia difusa con salida nitida, las lineas seg-
mentadas indican un sistema basico de inferencia difusa con salida difusa, y el bloque

de desdifusificacién sirve para transformar una salida difusa en un valor nitido tinico.

Entrada 1

{difuszo) Mindo)

|
I vy S

Nitido o difuso’

Entrada 2

Figura 1.1: Estructura de sistema. Ver [6]. La Borrosidad
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Con el objeto de mantener coherencia en el desarrollo de las teorias de los conjuntos
difusos, hubo la necesidad de darle una denominacién a los conjuntos tradicionales es-

tudiados hasta el momento y asi fue escogido el término Conjunto Nitido.

Método de Mandani

El método de inferencia propuesto por Ebrahim Mandani en 1975, tuvo inicialmente
como objetivo controlar una maquina de vapor y una caldera mediante la sintetizacion
de un conjunto de reglas de control lingiiisticas obtenidas de operadores humanos ex-
perimentados. Esta investigacién estuvo basada en un articulo de Lotfi Zadeh de 1973,

sobre algoritmos para sistemas y procesos de decisién complejos.

Para computar una salida de un FIS, se deben seguir una serie de pasos, como se detalla

a continuacion:

1. Crear las reglas difusas

Las reglas difusas seran la colecciéon de sentencias lingiiisticas que describen como

el FIS debe tomar la decision. Estas reglas son escritas de la siguiente forma:

If (SI) (entrada 1 es funcién de membresia 1) y/o (entrada 2 es funcién de
membresia 2) ... then (ENTONCES) (salida n es una funcién de membresia n)

2. Realizar la Difusificacién

En este paso se mapean las entradas a valores entre 0 y 1, usando las funcio-

nes de membresia de entrada.
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. Realizar las Combinaciones Difusas

Al hacer las reglas difusas, usamos los conceptos de y, o y no. Estas opera-

ciones estan definidas de diversas formas en la légica difusa.

. Computar la Consecuencia

La consecuencia de una regla difusa es computada utilizando dos pasos:

a) Computar la fuerza de la regla combinando las entradas difusificadas me-

diante el uso de operadores difusos.

b) Recortar la funcién de membresia de salida al nivel de la fuerza de la regla.

. Combinar las salidas en una distribucién de salida

Las salidas de todas las reglas difusas deben ser ahora combinadas para obte-
ner una distribucion de salida difusa. Esto corresponde al proceso de agregacion,
usualmente se utiliza una disyuncion difusa para obtener la distribucién de salida

mostrada en la esquina inferior derecha de la figura 1.1.

. Desdifusificar la distribucion de salida

En muchos casos es deseable conseguir un tnico valor nitido para la salida del
FIS. Este numero difuso se obtiene a través del proceso conocido como desdifu-

sificacion.



CAPITULO 2
SISTEMAS AUTONOMOS

Los sistemas més frecuentes son de la forma
&= f(t;x;u)

donde t es la variable temporal, xe R" es el vector de estados y ueR™ es el vector de
entradas. En muchos casos, el sistema a estudio no depende explicitamente del tiempo,

por lo que la ecuacion anterior puede escribirse asi

T = f(x;u).

Cuando queremos analizar un determinado sistema de control, para el cual conocemos

la senial de entrada u(t), el sistema puede escribirse como

T = f(t;x).

Supondremos que la funcion f verifica un conjunto condiciones de regularidad respecto
de las variables t, x y u que aseguran la existencia y unicidad de la solucién de la
ecuacion diferencial para una condicion inicial dada. En general vamos a buscar acciones
de control que dependan de los estados, es decir, del tipo u = H(z). En ese caso
hablaremos de control por realimentacién de estados y la descripcion del sistema resulta

ser la ecuacion no forzada:
= f(x) (2.1)

que es un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo.

2.1. Punto de Equilibrio

Los sistemas sobre los que nos centraremos son del tipo (2.1) y dedicaremos buena parte
del presente capitulo a su estudio. Un concepto importante relacionado con la ecuacion
de estado (2.1) es el de Punto de Equilibrio.

23
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Definicién 2.1. Un punto x = z* en el espacio de estado es un punto de equilibrio
(PE) de (2.1) si posee la propiedad de que cuando el estado inicial del sistema es x*, el

estado permanece en x* en todo tiempo futuro.

Los PE de (2.1) son las raices de la ecuacion

f(z) =0

Un PE puede ser aislado, es decir no tiene otros PE en la vecindad donde habita,
o puede existir un continuo de PE. Cuando el sistema es lineal, (2.1) tiene la forma

conocida

T = Ax + Bu.

El tnico PE aislado posible (tomando u = 0) es = 0. Como las técnicas de andlisis
y control lineales son bien conocidas, siempre es conveniente, al analizar un sistema no
lineal, comenzar linealizando el sistema alrededor de algin punto de equilibrio y estudiar
el sistema lineal resultante. Sin embargo, esto no es suficiente debido basicamente a dos

razones:

= La linealizacion sélo predice el comportamiento local, no sirve para estudiar el

comportamiento lejos del punto de operacion.

» La dindmica de un sistema no lineal es mucho mas rica que la de un sistema
lineal debido a la presencia de fenémenos no lineales como: escape en tiempo fi-
nito, multiples PE aislados, ciclos limite, oscilaciones sub-armonicas, arménicas o

casi-perioddicas, caos, entre otros.

Ejemplo 2.1. (Sistema de péndulo).
Uno de los problemas mas simples en robdtica es el de controlar la posicién de una
junta usando un motor ubicado en el punto de giro. Matematicamente esto no es mas

que un péndulo, representado en la figura siguiente:
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2N
|' \r

\

Il g

Figura 2.1: Grafica del péndulo simple.

Usando la segunda ley de Newton podemos escribir la ecuaciéon de movimiento en la

direccion tangencial como:
mlf = —mgsin(0) — ki6.

Donde m es la masa de la bola, 1 es la longitud del brazo, 0 es el angulo entre la vertical
y el brazo, g es la aceleracién de la gravedad, y k es el coeficiente de friccion. Tomando

como variables de estado

=0y xgzé.

Podemos escribir las ecuaciones de estado

) . = k. .
Ty =%T2 Y T2= (Tg)xl - (E)@

Luego, haciendo #; = 23 = 0 los PE son (nm,0), con n = 0,41, £2, ... Obviamente sélo

los PE (0,0) y (m,0) son no triviales, ya que el resto son repeticiones de los mismos.

Fisicamente podemos ver que el PE en (0,0) es estable mientras que el PE en (7,0) es

inestable, como ya vamos a estudiar con mas detalle mas adelante.

Definicién 2.2. Se dice que un sistema lineal & = Az tiene un punto de equilibrio
aislado en x = 0 si detA # 0, Ademads, posee un continuo de PE o subespacio de

equilibrio cuando detA = 0.
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Ejemplo 2.2. (Sistema Masa-Resorte). Consideramos el sistema masa-resorte de la

figura siguiente.

Figura 2.2: Fuerzas del sistema masa-resorte.

Usando la ley de Newton:
my + Fy + F. = F,

donde F es una fuerza resistiva de friccién, F, es la fuerza de recuperacién del resorte,
y F' es una fuerza externa a nuestra disposicién. Asumimos que F,. es solo funcion del
desplazamiento, es decir F, = ¢(y), g(0) = 0. Para desplazamientos pequenos, F,
puede modelarse como la relacién lineal g(y) = ky. Para grandes desplazamientos, la
fuerza de recuperacion puede depender no linealmente de y. Por ejemplo, hay resortes

suaves donde
g(y) = k(1 —a®y)y, |ay| <1,
o resortes duros donde

9(y) = k(1 + a*y*)y.

Un ejemplo de fuerza de friccién es la fuerza viscosa o amortiguamiento del aire, que
suele modelarse como una funcién no lineal de la velocidad F, = h(y), h(0) = 0. Para
velocidades pequenas podemos asumir que F, = cy. Combinando un resorte duro con
amortiguamiento lineal y una fuerza externa periédica F' = Acos(wt) obtenemos la
ecuacién de Duffing

mij + ¢y + ky + ka*y® = Acos(wt),
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que es un ejemplo clasico en el estudio de excitacién periddica de sistemas no lineales.
Otro ejemplo de fuerza de friccién es la friccién estatica o de Coulomb. Este tipo de
amortiguamiento aparece cuando la masa se desliza sobre una superficie seca. Cuando
la masa esta en reposo, existe una fuerza de friccion estatica F; que actua paralela a la
superficie y esta limitada por los valores pusmg, donde 0 < pugs < 1 es el coeficiente de
friccién estatica. Esta fuerza toma cualquier valor, dentro de sus limites, para mantener
la masa en reposo. Para que haya movimiento, debe ejercerse una fuerza en la masa
que venza a la fuerza de friccién. En ausencia de la fuerza exterior, F' = 0, la fuerza de
friccion estatica compensa la fuerza de recuperacion del resorte y mantiene el equilibrio
si |g(y)] < psmg. Una vez que la masa entra en movimiento, aparece una fuerza de
friccion de deslizamiento de magnitud uimg que se opone al movimiento, donde py, es
el coeficiente de friccién cinética, que asumimos constante. Un modelo ideal de la fuerza

de friccién es

—ppmg, para y <0
Fg=<F,, para 3y =0

Hemg, para y > 0.

Combinando un resorte lineal con amortiguamiento viscoso, friccion estdtica y fuerza
externa nula tenemos

mij + ky +cy +n(y,y) =0
donde

urmgSign(y), para \y| > 0
n(y,y) = § —ky, para §y =0y |y| < psmg/k

psmgSign(y), para =0 y |y| > psmg/k.

El valor de n(y,y) para gy = 0y |y| < psmg/k resulta de la condicién de equilibrio

y=9y=0. Tomando z; =y y x5 =1y, la ecuacion de estado es

k c

Ty = Doy = ——x] — —x9 — —1(T1, T3)
m m
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Dos caracteristicas de esta ecuacién son:

1. Tiene un conjunto de equilibrio en lugar de PE aislados.

2. La funcién del lado derecho es una funcién discontinua del estado.

Considerando z9 > 0 0o x93 < 0 se obtienen dos modelos lineales diferentes. El
comportamiento del sistema no lineal puede estudiarse en cada region via el andlisis

lineal.



CAPITULO 3
TEORIA DE ESTABILIDAD

Antes de estudiar el comportamiento local de un sistema no lineal alrededor de un PE,
repasemos el retrato de fase de sistemas lineales de segundo orden como una herramien-

ta de ayuda al estudio.

Consideremos el sistema de segundo orden
T = Ax.

La solucion para un estado inicial xq estda dada por

x(t) = Me"" M .

Donde J, es la forma real de Jordan de A y M es una matriz real no singular tal que
M=YAM = J,. Dependiendo de los autovalores de A, la forma real de Jordan toma

alguna de las siguientes tres formas:
A1 0 Ak a —f
0 X| [0 A Y 3 al

Donde k es 0 6 1. La primera forma corresponde al caso en que los autovalores A\; y
Ao son reales y distintos, la segunda corresponde al caso en que los autovalores son
reales e iguales, y la tercera corresponde al caso de autovalores complejos A1 2 = £ j 3.
En el caso de autovalores reales, hay que separar el caso en que al menos uno de los
autovalores es cero. En este caso, el origen no es un PE aislado y el comportamiento

cualitativo del sistema es distinto de los otros casos.

29
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2 Autovalores Reales \; # \; # 0

En este caso M = [v1, v5], donde v y v son los autovectores asociados con A y Ag. El

retrato de fase es el de un:

e Nodo estable si ambos autovalores son negativos, las trayectorias en el plano de
fase son pardbolas que se hacen tangentes al autovector lento (correspondiente al mayor
autovalor) cuando se acercan al origen, y paralelas al autovector rédpido (correspondiente

al menor autovalor) lejos del origen.

..
.
"
\
\_\. \ ‘\\
A\ ~
N

Figura 3.1: Retrato de fase de un nodo estable.

e Nodo wnestable si ambos autovalores son positivos, las trayectorias en el plano de

fase son parabolas con formas similares a la del nodo estable pero con sentido invertido.

e Ensilladura Si los autovalores tienen distinto signo, las trayectorias en el plano de
fase (excepto las correspondientes a los autovectores, que son rectas) son hipérbolas que
“comienzan” tangentes al autovector estable (correspondiente al autovalor estable) en
infinito, y “terminan” tangentes al autovector inestable (correspondiente al autovalor

inestable), también en infinito.
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Figura 3.2: Retrato de fase de una ensilladura.

Y Autovalores Complejos A\, = o £ 5

En coordenadas polares r y 6 el modelo de estado se desacopla, tomando la forma

De forma que el radio es una funcion exponencial de la parte real de los autovalores,

a, y el angulo crece linealmente con la parte imaginaria (. El retrato de fase es el de un:

e foco estable Si o es negativa. Las trayectorias en el plano de fase son espirales

logaritmicas que convergen al origen.

Figura 3.3: Retrato de fase de un foco estable.
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e foco inestable Si o es positiva. Las trayectorias en el plano de fase son espirales

logaritmicas que divergen del origen.

e Centro si a = 0. Las trayectorias en el plano de fase son elipses centradas en el

origen.

Figura 3.4: Retrato de fase de un centro.

4 Autovalores Multiples No Nulos A\; = Ay #£ 0

El retrato de fase en este caso se asemeja al de un nodo (estable o inestable) segin
A sea negativo o positivo. Las trayectorias no tienen en este caso el comportamiento

asintotico rapido o lento como en el caso de autovalores distintos.

Figura 3.5: Retrato de fase del caso de autovalores multiples no nulos.
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Nota 3.1. (Resumen del caso en que el origen es un PE aislado.) El sistema puede tener
6 retratos de fase diferentes asociados con diferentes tipos de equilibrio: nodo estable,
nodo inestable, ensilladura, foco estable, foco inestable y centro. El tipo de equilibrio
estd completamente especificado por la ubicacion de los autovalores de la matriz A.
El comportamiento global del sistema (en todo el plano de fase) estd cualitativamente

determinado por el tipo de equilibrio.

" Uno o Ambos Autovalores es Cero

En este caso A tiene un kernel o espacio nulo no trivial, es decir existe un subespacio
no trivial del espacio de estado cuyos elementos son mapeados al cero bajo la transfor-
macién lineal definida por A. Todo vector en el kernel de A es un punto de equilibrio

del sistema. La dimensién del kernel puede ser uno o dos.

- Si es dos, entonces A es la matriz nula y todo punto en el espacio de estado es un

punto de equilibrio.

- Si la dimensién del kernel de A es uno, entonces la forma de Jordan de A dependerd de

la multiplicidad del cero como autovalor.

Observacion 3.1. Cuando la multiplicidad del cero como autovalor es uno, el autovec-
tor correspondiente define el conjunto o subespacio de equilibrio del sistema. Todas las
trayectorias en el plano de fase convergen al subespacio de equilibrio cuando el auto-
valor no nulo es negativo, y divergen cuando es positivo; el caso mostrado en la Figura
3.6.

Observacién 3.2. Cuando la multiplicidad del cero como autovalor es dos, el auto-
vector vy, donde M = [vy, v5] es la transformacion que lleva a la forma de Jordan, es el
conjunto o subespacio de equilibrio del sistema. Las trayectorias que comienzan fuera

del subespacio de equilibrio se mueven paralelas a él, como se ve en la Figura 3.7.
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Figura 3.6: Retrato de fase para \; =0, Ay > 0.

Figura 3.7: Retrato de fase para \; = 0 = X,.

Nota 3.2. (Persistencia del Tipo de Equilibrio Frente a Perturbaciones). Veamos el
caso de perturbaciones lineales. Supongamos que A tiene autovalores distintos y consi-
deremos la matriz A + AA, donde AA es una matriz real de 222 cuyos elementos son
arbitrariamente pequenos. Por la teoria de perturbaciones de matrices, ver [8], sabemos
que los autovalores de una matriz dependen continuamente de sus parametros. Es decir,
dado € > 0, existe § > 0 tal que si la magnitud de la perturbacién de cada elemento de
A es menor que ¢, los autovalores de la matriz perturbada A + AA estaran en una bola
de radio € centrada en los autovalores de A. En consecuencia, todo autovalor de A que
esté en el semiplano derecho (o izquierdo) abierto, permanecera en ese semiplano frente
a perturbaciones de medidas arbitrariamente pequenas. Por otro lado, los autovalores
sobre el eje imaginario pueden moverse hacia cualquiera de los semiplanos frente a per-

turbaciones por mas pequeno que sea €.
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Por lo tanto, podemos concluir que si el PE 2 = 0 de £ = Ax, es un nodo, foco o
ensilladura, entonces el PE x = 0 de & = (A + AA)z, serd del mismo tipo frente a

perturbaciones suficientemente pequenas.

La situacion es muy distinta si el PE es un centro. Consideremos la siguiente perturba-

cién de la forma real de Jordan correspondiente a un centro

¥

Donde p es el parametro de perturbacién. Cuando p es positivo, el PE del sistema
perturbado es un foco inestable; cuando p es negativo es un foco estable. Esto pasa para
cualquier valor de p # 0. Dado que el retrato de fase de un foco es cualitativamente
distinto del de un centro, vemos que un centro no persiste frente a perturbaciones.
El nodo, foco y ensilladura se dicen estructuralmente estables porque mantienen su
comportamiento cualitativo frente a perturbaciones muy pequenas, mientras que el
centro no es estructuralmente estable. La diferencia entre ambos casos es debida a
la ubicacién de los autovalores de A, siendo los autovalores sobre el eje imaginario

vulnerables a perturbaciones. Esto lleva a la definiciéon de PE hiperbdlico.

Definiciéon 3.1. El origen x* = 0 es un PE hiperbdlico de £ = Ax si A no tiene

autovalores con parte real nula.

Cuando A tiene autovalores reales miiltiples, perturbaciones infinitésimamente pequenas
pueden transformarlos en autovalores complejos. Es decir que un nodo puede perma-
necer como nodo o transformarse en un foco. Cuando A tiene autovalores nulos, existe
una diferencia importante entre los casos en que uno o los dos (A # 0) autovalores sean
cero. En el primer caso, una perturbacion del autovalor en cero resulta en un autovalor
A1 = p donde p puede ser positivo o negativo. Como el otro autovalor A\, es distinto de
cero, la perturbacion lo mantiene fuera del cero. Es decir, resultan dos autovalores reales
distintos y el PE del sistema perturbado es un nodo o una ensilladura, dependiendo de
los signos de Ay y . Sin embargo, como la perturbaciéon es muy pequena, de forma que
A1 es muy pequenia con respecto de Ao, la forma de las trayectorias mantienen cierta

similitud con las del caso en que un autovalor es nulo.



36 Capitulo3. Teoria de Estabilidad

Cuando ambos autovalores de A son nulos, el efecto de una perturbacion es mas dramati-

co.
Consideremos las siguientes posibles perturbaciones de la forma de Jordan

S I I

Donde i puede ser positivo o negativo. Es facil de ver que el PE en cada uno de estos

cuatro casos puede ser un centro, un foco, un nodo o una ensilladura, respectivamente.
2 Equilibrios Miiltiples

Un sistema lineal puede tener un PE aislado en z = 0, y un subespacio de equilibrio.

Un sistema no lineal, en cambio, puede tener miltiples PE aislados.



CaApriTULO 4

ESTABILIDAD EN EL SENTIDO DE
LYAPUNOV

Un punto fijo o de equilibrio del sistema (2.1) es un 2y € R™ que verifica que f(zo) = 0.
Lo anterior implica que la trayectoria que se origina en xy permanece alli indefinidamen-
te. La propiedad de continuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales
nos asegura que dado un determinado tiempo positivo ¢, si partimos lo suficientemente
cerca de un punto fijo, la trayectoria que obtendremos se mantendra cerca del mis-
mo, por lo menos hasta el instante ¢;. Pero, ;bajo qué condiciones dicha propiedad de
permanecer cerca del punto fijo se cumplird para todo tiempo futuro? La respuesta a
esta pregunta nos lleva a los conceptos de estabilidad y estabilidad asintética. Antes
que nada, haremos la siguiente observacién: si zoeR" es un punto fijo del sistema (2.1),
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que xg = 0, ya que siempre podemos
realizar el cambio de variable z = x — xg que nos lleva a una sistema equivalente al

original, para el cual se cumple que z = 0 es un punto fijo.

Como el sistema es auténomo, se cumple la siguiente propiedad
x(rityx) = x(r —t;0;2); VE >0 (4.1)

o sea que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las trayectorias se originan
en t = 0, de modo que se cumple (4.1). Omitiremos el instante inicial en la notacién de
las trayectorias, asumiéndolo nulo. A continuacién introduciremos una serie de defini-
ciones, en las cuales se asume que el origen x = 0 es un punto fijo del sistema (2.1), es
decir que f(0) = 0.

37
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Considérese lo siguiente:

1. Sea B, la bola en R" con centro en el origen, es decir,
B,={z € R": ||z| < p, p >0, con|.|| la norma euclidea }

(no se excluye el caso en el que p = o0).
2. f:B,— R", x> f(z) es una funcién de clase C*.
3. f0) = 0.

La condicién (2) garantiza la existencia y unicidad de las soluciones de (2.1), mientras
que la condicién (3) implica que la funcién idénticamente cero es solucién de (2.1) la
cual llamaremos el equilibrio o el origen. Sea zyeB,, la solucién de (2.1) que en t = 0
pasa por zy la denotamos ¢(t, zg), es decir, esta solucién es tal que ¢(0,z9) = zo. Ver

la Figura 4.1 para el caso n = 2.

Figura 4.1: Grafica de la solucién ¢(t, zq). Autor: Leonardo Pérez.

Definicién 4.1. (Estabilidad en el sentido de Lyapunov) Si para el sistema (2.1)
se cumple que dado € > 0 existe un §(e) > 0 escalar positiva tal que V ||x,| < d(e) ,

|x(t, x0)|| < €,Vt >0 entonces el origen es estable segiin Lyapunov.

Definicién 4.2. Un estado de equilibrio es inestable si no es estable, esto es, existe
un 0 < € < R tal que para cada ¢ > ¢ > 0 haya un to con ||z(t,)|| > 0 v [|z(t1)]] > €
para algin t; > t;. Y ademas, el punto de equilibrio es completamente inestable si esta

condicién persiste para cada trayectoria dentro de la region D.
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Figura 4.2: Estabilidad del origen. Cualquier solucién que en ¢ = 0 comience en el
cilindro de base de radio  no puede abandonar el cilindro de base con radio €. Autor:
Leonardo Pérez.

Figura 4.3: Inestabilidad del origen. Autor: Leonardo Pérez.

Sea p(t, o) una solucién de (2.1), es decir esta solucién es tal que p(t,x¢) = xg, pode-
mos ver que en la Figura 4.3 la solucién de (¢, zo) se dice ser estable en el sentido de

Lyapunov, si V € > 0, o € B, con p > € existe un d(e) > 0 tal que si ||y,|| < ¢ entonces
||gp<t7y0) - QO(t,Z'(])H < €, vt Z 0.

L~
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ey ,,7 o
! ;'/m}tlwv)
P

<

{tgW)1 | /
&

Figura 4.4: Estabilidad de la solucién ¢(t, ). Autor: Leonardo Pérez.

Definicién 4.3. (Atractividad) El equilibrio de (2.1) se dice atractivo si existe § > 0,

xo € B, con p > §; tal que si ||z,|| < entonces limy_. ||z(t,2,)|| = 0.
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Figura 4.5: Atractividad del origen. Cualquier solucién que en ¢ = 0 comience en
el cilindro de base con radio ¢, eventualmente puede abandonarlo, pero finalmente
permanecera dentro del mismo. Autor: Leonardo Pérez.

4.1. Funciones Definidas y Semidefinidas

Definicién 4.4. (Funciones escalares definidas positivas) Se dice que una funcién
escalar V(x) es definida positiva en una regiéon D (que incluye el origen del espacio de

estado) si:
1. V(0) =0.

2. V(x) > 0 través de alguna regién de espacio de estado D fuera del origen, esto es,
V(z) >0,z € D;z#0.
3. V(x) es continua a través de D.

oV (x)

ox;

4. V(x) tiene primeras derivadas parciales continuas respecto de x;, esto es,

con ¢ = 1,...,n son continuas.

Si la condicién 2 se debilita para V(x) > 0, mas que para V(x) > 0, entonces V (x) es

semidefinida positiva.

Ejemplo 4.1. Muestre que la siguiente forma cuadrética es definida positiva:
V(x) = 1223 + 223 + 623 + 81179 + Tow3 — 31173
la forma cuadratica V(x), se puede escribir como

12 3 —2] [z
V(X) =x'Px = [231 ) 133} 5 2 -1 T
-1 2 6 T3
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Aplicando el criterio de Sylvester obtenemos que los menores

12 3 =2
12 3
12>0 | >0y 5 2 —1|>0.
5 2
-1 2 6

Luego, como todos estos menores principales sucesivos de la matriz P son positivos, se

concluye que V(x) es definida positiva.

Definicién 4.5. (Funciones escalares semidefinidas positivas) Se dice que una

funcién escalar V(x) es semidefinida positiva en una regién D, si V(x) >0,V x € D.

Ejemplo 4.2. Supongamos que x es un vector bidimensional, entonces la funcién esca-
lar V(x) = (z1 + 22)? es una funcién semidefinida positiva, ya que es positiva en todos
los estados de una regién D, excepto en el origen o en algunos otros estados donde es

cero.

Definicién 4.6. (Funciones escalares definidas negativas) Se dice que una funcién

escalar V(x) es definida negativa, si -V(x) es definida positiva.

Ejemplo 4.3. La funcién escalar V(x) = —27 — (321 + 225)? es una funcién definida

negativa.

Definicién 4.7. (Funciones escalares semidefinidas negativas) Se dice que una

funcién escalar V(x) es semidefinida negativa, si -V(x) es semidefinida positiva.

Ejemplo 4.4. La funcién escalar V(x) = —x% — 2x,25 — 73 es una funcién semidefinida

negativa.

Definicién 4.8. (Funciones escalares no definidas) Se dice que una funcién escalar
V(x) es no definida, si en la regién D toma valores tanto positivos como negativos, por

pequena que sea la regién D.
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4.2. Funcién de Lyapunov
Sea V una funcién de clase C! tal que
V:B,CcD — R, z— V(x) (4.2)

debemos considerar condiciones para las cuales se verifica si dicha funcién es de Lya-

punov para la ecuacién (2.1).

Definicién 4.9. (Funcién de Lyapunov) Llamaremos funcién de Lyapunov para el
sistema (2.1) a un mapa definido en un entorno D del origen de R", a valores reales,
V : D — [0,4+00), continuamente diferenciable

L' que verifica que:

V(0)=0 y V(X)>0, Vr € D—{0}. (4.3)

V(X) <0, Vo e D— {0 (4.4)

La derivada que aparece en la ecuacion (4.3) es la derivada de la funciéon V a lo largo

de las trayectorias del sistema y se define como:

V(X) = LV(X(t2)) o= L = 2 ()

Una funcién escalar candidata de V(x) se convierte en una funcién de Lyapunov si V(X)

dV (zx)

es definida positiva y si —

a lo largo de una trayectoria es semidefinida negativa en

una region D.

I Diremos también que un mapa continuamente diferenciable, o sea, derivable y con derivada con-
tinua, es de clase C!
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Ejemplo 4.5. Considérese el sistema descrito por

T1 = Ty — xl(ac% + x%)
Tg = —T1 — $2(1’% + 37%)

Es claro, que el origen (1 = 0, 25 = 0), es el tnico estado de equilibrio. Determinar

una funciéon de Lyapunov para el sistema.
Solucion:

Tomemos a V(x) = 7 + x5 como funcién escalar, la cual es definida positiva, entonces

la derivada de V' (x) respecto al tiempo a lo largo de cualquier trayectoria es

V(X) = 221y 4 239
= 2m@9 — 223 (2% + 23) — 22129 — 205 (23 + 3)
= (=227 — 23) (7 + 23)
= —2(x + 3) (2] + 23)
= —2(wy + 23)°
La cual, es semidefinida negativa. Esto muestra que V(x) es continuamente decreciente

a lo largo de cualquier trayectoria. Por tanto, V' (x) es una funcién de Lyapunov.
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Teorema 4.1. (Teorema de estabilidad de Lyapunov) Sea el origen © = 0 un
PE de (2.1) y sea D C R™ un dominio que contiene el origen. Si existe una funcion de

Lyapunov para (2.1), entonces el origen es estable.

Demostracion. Dado e > 0, elijamos r € (0, €] tal que

B, ={zeR"/||z||<r}CD

Sea v = min V(z). Entonces, por (4.3) a > 0. Ahora, tomemos ( € (0,a) y sea

llz]l=r

xp ={z € B,/V(x) < B}.
Afirmacion: xp € Int(B,).
En efecto, Supénganse por reduccién al absurdo que x3 no pertenece al interior de B,.
Entonces existe un punto p € xg que se encuentra sobre la frontera de B,. De este modo

V(p) > a>p, pero VzexgV(r)<p,locual es una contradiccion.

Entonces x s esta en el interior de B,; ver la figura 4.6.

Figura 4.6: Representacién geométrica de los subconjuntos en D. Autor: Leonardo
Pérez.

El conjunto xg tiene la propiedad de que toda trayectoria que comienza en xz con t = 0

permanece en yg para todo ¢t > 0. Esto se debe a que por (4.4)

V(z(t) <0 = V(x(t) < V(x(0) <8, V>0
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Como X es un conjunto compacto (cerrado por definicién y acotado porque estéd conte-
nido en B,), concluimos por el Teorema 1.3 que (2.1) tiene una solucién tnica definida
para todo ¢t > 0 cuando z(0) € xg. Luego, Como V' es continua y V' (0) = 0, existe 6 > 0
tal que

|lz]| <6 = V(z)<p

Entonces Bs C x3 C B, ¥y

z(0) € Bs = x(0) € x5
= x(t) € x3, Vt>0
=uz(t)€ B, Vt>0

Por lo tanto

leO) <8 = J2@ <r<e V>0

lo que demuestra que el PE 2 =0 es estable.
O

Definicién 4.10. (Estabilidad asintética) Si para el sistema (2.1) ademads de la esta-
bilidad se cumple que 0(¢) puede elegirse de modo tal que lim; ., ||z(,)|| = 0 entonces

el origen es asintéticamente estable segiin Lyapunov.

De tal modo que podriamos inferir que el equilibrio de (2.1) se dice ser asintéticamente

estable si es estable y a su vez atractivo.

Las definiciones de estabilidad pueden interpretarse de la siguiente manera: si el ori-
gen es estable, partiendo suficientemente cerca de él nos mantendremos cerca de él
indefinidamente (Ver Figura 4.7). La estabilidad asintdtica expresa que no sélo perma-

neceremos cerca del origen, sino que ademas nos acercaremos a €l en forma asintética
(Ver Figura 4.8).
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Figura 4.7: Estado de equilibrio estable. Autor: Leonardo Pérez.

Figura 4.8: Estado de equilibrio asintéticamente estable. Autor: Leonardo Pérez.

Ambos conceptos son muy importantes para la teoria de control, ya que muchas veces
podemos decir que tenemos un sistema controlado cuando logramos mantenerlo cerca
de una posicion de equilibrio estable, con la seguridad de que no se alejara mucho de ese
punto de funcionamiento. Si ademas se tiene estabilidad asintética, entonces después de

un periodo transitorio, el sistema funcionara practicamente en la posicion de equilibrio.



Leonardo A. Pérez B. 47

Teorema 4.2. (Teorema de estabilidad asintética de Lyapunov) Sea el origen
x =0 un PE de (2.1) y sea D C R"™ un dominio que contiene el origen. Si existe una
funcion de Lyapunov para (2.1) tal que V(X)<0, YeeD-— {0}, entonces . =0 es

asintdticamente estable.

Demostracion. Dado e > 0, elijamos r € (0, €] tal que
B, ={zeR"/||z||<r}cCD

Para mostrar la estabilidad asintética debemos probar que x(t) — 0, cuando t — oc.
Como V es continua y V(0) = 0, es suficiente mostrar que V(x(t)) — 0, cuando

t — oo. Como V' (z(t)) es mondtonamente decreciente y acotada inferiormente por cero,
V(z(t)) - ¢>0, cuando t— oo

Mostremos que ¢ = 0. Supongamos por reduccién al absurdo que ¢ > 0. Por continuidad
de V(z), existe d > 0 tal que la bola By estd contenida en el conjunto Q. = {z €
R"/ V(x) < ¢}. El limite V (z(t)) — ¢ > 0 implica que la trayectoria z(t) permanece
fuera de la bola B, para todo t > 0.

Sea —u = II”1aHX V(z), el cual existe ya que la funcién continua V(z) alcanza un
d<||z||<r

méaximo sobre el conjunto compacto {d < ||z|| < r}.
Como V(X)<0, VzeD-—{0}.

Integrando V(z) tenemos que,

V(z(t)) = V(z(0)) —i—/o V(z(r))dr < V(2(0)) — ut.

Como el lado derecho se va a hacer negativo después de un cierto tiempo, la desigualdad

contradice la suposicion de que ¢ > 0.

Asi, V(z(t)) — 0, cuando t — oo y porlo tanto z = 0 es asintéticamente estable. [
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Nétese que la condicién de que V' < 0 implica que cuando la trayectoria cruza la
superficie de Lyapunov V' (z) = ¢ se introduce en el conjunto 2. y nunca puede salir
de él. Cuando V < 0, la trayectoria se mueve de una superficie de Lyapunov a otra
superficie de Lyapunov interior con un ¢ menor. Luego, A medida que ¢ decrece, la
superficie de Lyapunov V(z) = ¢ se achica hasta transformarse en el origen, mostrando

que la trayectoria tiende al origen cuando t — oo.

Si, ademés, V(x,t) — oo cuando |[|x|| — oo, entonces el estado de equilibrio en el

origen es asintéticamente estable, en forma total.

4.3. Sistemas invariantes en el tiempo

Hay muchos caminos para la investigacién de la estabilidad asintética de sistemas li-

neales invariantes en el tiempo. Por ejemplo, para un sistema continuo en el tiempo
x = Ax

La condicién necesaria y suficiente para la estabilidad asintética del origen del siste-
ma, se puede expresar como que todos los valores propios de A tengan partes reales

negativas, o bien que los ceros del polinomio caracteristico
’pI - A| = pn + alpn_l + ...+ Ap—1P + an

tengan partes reales negativas.

Hallar los valores propios se hace dificil, o imposible, en el caso de sistemas de orden

superior, o si alguno de los coeficientes del polinomio caracteristico son no numéricos.

Ejemplo 4.6. Consideremos el siguiente sistema

S kI

donde el tnico estado de equilibrio es el origen, = 0. Determinar la estabilidad.
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Solucion:

Si elegimos la siguiente funcién escalar, como una posible funciéon de Lyapunov:
V(x) = 223 + 23

La cual por definicién es definida positiva, luego como

T1=T2 Y To2= —T1 — T2,

V(x) esta dada por

V(x) = 4x1T1 + 22909
= 4z (x9) + 229(—2x1 — 22)
=4xT9 — 201T9 — ng
= 2x1T9 — 23:%
Por lo cual es no definida. Esto implica que esta V(x) particular, no es una funcién

de Lyapunov y por lo tanto no se puede utilizar para determinar la estabilidad. Sin

embargo, nétese que

entonces
Ipl —Al=p>+p+1
Asi, w y w son los valores propios de la matriz de coeficientes, y por

tanto el origen es estable, Ver (3). Esto quiere decir que no hemos elegido una funcién

candidata adecuada.

Si elegimos la siguiente funcion escalar, como una posible funcién de Lyapunov:

V(x) = 22 + 23
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La cual por definicién es definida positiva, entonces
V(x) = 2m1@y + 2Wody = 27119 — 279wy — 275 = —213

es semidefinida negativa. Notese que si V(x) se extingue para t > t{, entonces x5 debe
ser cero, V t > ty, esto requiere que oo = 0, para t > t; y como &y = —T1 — Tg, I
también debe ser igual a cero para t > t;. Esto significa que V(x) se extingue sélo en
el origen. Asi, por el teorema 4.2 el estado de equilibrio en el origen es asintéticamente

estable en forma total.

4.4. Sintesis del método difuso de Lyapunov

En esta secciéon nuestro proposito es describir el método difuso de Lyapunov para el
diseno de un controlador. Para el caso convencional, es decir, cuando tenemos una
descripcién matematica exacta de un sistema (planta); y lo describimos en toda su ex-

tension en el caso difuso.
Consideremos un sistema de entrada simple y salida simple dado por

= F(x,u), y=h(z), (4.5)

donde F () = (F1(+), F5(*), ..., Fy(\))T y las Fi(-) para i = 1,2,...,n, son funciones con-
tinuas, ademas v € Ry y € R son las entradas y salidas del sistema, respectivamente.

x = (21, %9, ...,7,)T € R™ es el vector de estado del sistema.

El objetivo de control es estabilizar el sistema alrededor de un punto de equilibrio zq (Sin
perdida de generalidad, asumiremos que xy = 0). Especificamente la idea es disenar una
relacion de control u(z) tal que 0 pudiera ser un punto de equilibrio estable para (4.5).

En este caso podrian ser usadas otras definiciones de estabilidad entre ellas la asintotica.

En este punto, se puede extender la idea conceptual en un escenario més general y

realistico.
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Supongamos que (4.5) es desconocido, pero tenemos un conocimiento parcial sobre el
sistema (difuso). Como anteriormente se explico, una alternativa para estudiar la esta-
bilidad; es el uso del método de Lyapunov, es decir, determinar una funciéon candidata
de Lyapunov V(x) con x € D C R", encontrar su expresién al derivarla y hallar con-
diciones que prueben que, en efecto, V(x) es una funcién de Lyapunov. Sin embargo,
como nuestro conocimiento sobre la planta es vago (difuso), estas condiciones obtenidas

resultan en un controlador difuso .

Una manera de formular estas condiciones es en reglas, como las mencionadas en (1.4.3),

es decir:
1. Sizy es (VL) and/or ... and/or x, es (VL) Entonces u es (VL).

Donde (VL) son los valores lingiiisticos por ejemplo: largo, muy negativo, moderada-
mente alto, bastante corto, entre otros. Las cuales resultan ser la coleccién de sentencias

lingtiisticas que describiran la toma de decision en el sistema de inferencia difusa.






CAPITULO 5

SISTEMA NO LINEAL CONTROLADO CON
L OGICA DIFUSA

5.1. Aplicacion de la Teoria de Lyapunov

La aplicacién de los conceptos relacionados con la teoria de Lyapunov es enorme y
variada, desde su uso en el estudio de estabilidad en sistemas eléctricos de potencia
hasta en reactores quimicos, pasando por areas tan diversas como la medicina en la

propagacién de enfermedades contagiosas o el desarrollo de las células en un embrién.

Veamos como la teoria de Lyapunov puede estudiarse en el analisis de estabilidad de

un sistema controlado con légica difusa.

Tomemos por ejemplo, un modelo del Péndulo Invertido, mostrado en la figura 5.1,
y conformado por una carreta de masa M sobre la cual gira una barra de masa m
uniformemente distribuida y de longitud 1. El desplazamiento de la carreta es x y la

fuerza aplicada a la carreta es U.

Figura 5.1: Modelo de un Péndulo invertido. Autor: Leonardo Pérez.

Definamos un sistema coordenado X — Y como se muestra en la figura 5.2 y observe-
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mos la dindmica del sistema de la barra y la carreta y obtengamos las ecuaciones del

movimiento.

Yi

Figura 5.2: Modelo de un Péndulo invertido. Autor: Leonardo Pérez.

La posicion horizontal y vertical de la masa del péndulo son — x +[sinfy y [cos6by,

respectivamente.

Aplicando la segunda ley de Newton a la direccién x del movimiento da

d2 2
Z(M—Fm)i:Mﬁqumﬁ(m—i—lsinﬁo) =U. (5.1)

Y observando que

% sin 6y = cos 8y0,.

L sinfy = (—sin 00)62 + (cos 6,)bo.

% cos By = (—sin 6y)by.

2 .

> cos by = (— cos 00)62 — (sin 6p)0o.

Donde un punto denota derivacién con respecto al tiempo, la ecuacién (5.1) puede

reescribirse asi:

(M 4+ m)Z& — mlsin 6093 + mi cos by = U. (5.2)

A continuacién, considérese el movimiento del péndulo invertido con respecto al punto

A de la figura 5.2. Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento, tenemos:
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Psinfy+ N cosbty + mgsinty = mléo + ma cos b

multiplicando por [
Plsin 6y + Nl cos 0y + mgl sin 0y = mi*6y + mlicosy (x).
Sumando los momentos sobre el centroide del péndulo tenemos que
—Plsiny — Nlcosfy = I, ().
Y posteriormente, al sumar (%) y (#):
mli cos Oy + mi260y + 10y = mgl sin ;.

Luego, al despejar @

mgl sin 0y — mlzé'o — ]9"0

ml cos b,

Ahora, calculemos el momento de inercia I de la barra uniforme de longitud [ (Figura
5.3). Sea r la distancia perpendicular de la particula al eje de rotacién y dm el diferencial

de masa de la particula, la cual es una funcion de densidad, entonces

I = /erm.

ol

4‘_'—\ X

—wl [

dx

Figura 5.3: Barra uniforme. Autor: Leonardo Pérez.

dm = pdzx.

m = pl.
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Donde p es la densidad de la barra, m es la masa de la barra y [ su longitud. De modo

que, el momento de inercia de la barra alrededor del eje Y es:
I,= fol r?dm = fol 2?(pdz) = ,ofol rdx
I3 m m. 2
= pl5 o = 3p1* = ()P = =~
ml?

por tanto, I = "-.  Asi

 gsindy — 1,

5.3
o cos 6y (5:3)

Luego, despejando 0, de (5.2) tenemos que
g U= (M + m)i + ml(sin )62 (5.4)

ml(cos )

Y sustituyendo (5.3) en (5.4)

gsin@o—geo . 12
U—(M+m)(——2=) + mi(sinby)b;

0"0 _ cos o
ml(cos fy)
i (1 4 —i—m)) _ U— (M-IFm)% + ml(sin 6y) 62
3m cos? Oy ml(cos by)
6, — U—(M+ m)% + ml(sin@o)ég
ml(cos fy) — 49&“;’3”
i = U cos 8y — (M + m)gsin 6y + ml(sin 6 cos 6,)62
ml(cos? By) — Zgl(M +m)l
i — (M + m)gsin 6y — ml(sin §, cos 90)9(2) — U cos 0y

1(53(M 4+ m) — mcos? b)
de tal manera que
. B ml(sin O cos 90)0'02 cos g
i gsin by (M+m) _ (M+m) U
0= l(4 mcosQ@o) l(‘_l _ MS”)O) '
3

3 (M+m) (M+m)

Definamos x1 =6y y x5 = 6y. Entonces las ecuaciones del sistema dindmico son:
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1:1 = T2, 252 = F([El, ZL’Q) + G(l’l, 1132) U (55)
donde o
SNy — mlz3 sin zy cos 1
Flay,ag) = o Mim (5.6)
l(x_,L __ (mcos :1:1))
3 M+m
_ Mim
G(xth) - l(é _ (mcostl))' (57)
3 M+m

Como se quiere aplicar la sintesis del método difuso de Lyapunov asumiremos que las
ecuaciones matematicas de (5.5) son desconocidas y que sélo tenemos un conocimiento
parcial acerca del péndulo. Considerando relevante el estado de las variables x, y o,
donde z5 es proporcional a U, es decir, cuando U se incrementa (decrece) #s también

se incrementa (decrece).
Nuestro objetivo esta en disenar U(x1,z3) que balanceard el péndulo invertido. Para

encontrar U tal que (0,0)7 pueda ser un punto estable para (5.5).

Consideremos la siguiente funcién:
L s 2
V(SL’l,QZQ) = §($1 —+ .CL’Q) (58)
La cual va a ser nuestra funcién de Lyapunov candidata, para la cual las condiciones

(1), (2), (3) y (4) de la definicién 4.4 se satisfacen, donde

V(x) = 212 + 2. (5.9)

Por lo cual se debe verificar que (4.4) se cumple, esto es:

V(X) = X1T9 + ToZs < 0 (510)

en alguna vecindad de (0, 0)7.

Se pueden extraer condiciones para las cuales (5.10) se cumple, las cuales nos propor-

cionaran el diseno del controlador de estabilidad, esto es
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1. Si z1 y a9 tienen signos opuestos, entonces x1xs < 0 y necesariamente zs = 0

para que (5.10) se cumpla.
2. Si 1 y 9 son ambos positivos, entonces (5.10) se cumple si 2o < —z.

3. Si 1 y x2 son ambos negativos, entonces (5.10) se cumple si 2y > —x;.

Ahora bien, usando estas observaciones y recordando el hecho de asumir que x5 es

proporcional a U, obtenemos pues las siguientes reglas difusas:

1. Si x; es positiva y x5 es negativa entonces u es cero

[N}

. Si 77 es negativa y xo es positiva entonces u es cero

3. Si 7 es positiva y x5 es positiva entonces u es negativa grande

W

. Si z7 es negativa y x9 es negativa entonces u es positiva grande

Siguiendo las ecuaciones planteadas en [25]. Caracterizando las variables lingiiisticas
positivo (P), negativo (N), positivo grande (PG), negativo grande (NG) y cero (C),

tenemos que las funciones de membresia para cada una son:

pp(z) = 1+eXp1(—30:c) (5.11)
1

pun(z) = 15 oxp(307) (5.12)

pra(z) = exp(—(u — 5)%) (5.13)

png(z) = exp(—(u + 5)?) (5.14)

pe(r) = exp(—(u?)) (5.15)

Luego, usando el Fuzzy Logic Toolbox [23], el disefio del controlador, las funciones de

membresia y las reglas, quedan planteados de la siguiente manera
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File Edit View

XX~
1

- enduloiny
Angulo P
{mamdani)
ﬂ Fuerza
Velocidad
‘ FiS Name. m—— FIS Type ——
And method in + | |cunentvariable
Ormethod e o ||name ey
Implication i | outpt
Range [-40 4]
Aggregation v =
Defuzzification e — 5 Help Close | ‘

Opening Membership Function Editor

Figura 5.4: Disenio del controlador del Péndulo invertido. Autor: Leonardo Pérez.

FIS Variables

Angulo  Fuerza

Velocidad

Membership function plots  plot points:

negativa-grande

cero

positiva-grande

(X

1

)

output variable "Fuerza"

181

Current Vavishle

Name Fuerza
Type output
Range [-20.20)

DisplayRange  [20 21

Current Membership Function (elick on MFta select)

Name cern

Type gaussmi -
Params ]

‘ Help Close ‘

Selected variable "Fuerza”

Figura 5.5: Funciones de

membresia del diseno del controlador.

De este modo, con el desdifusificador de centro de gravedad y el producto de la maquina

de inferencia, obtenemos el siguiente controlador de estabilidad:

U= —5fl(l’l,$2) — 5f2<$1,l’2)

donde

pp(z)pp(r2)

Jilay, w2) = pp(z1)pp (w2)+pp (@)

pn(z1)pn (z2)

pn (z2)+pun (z1)pp(z2)ton (z1)pN (22)

f2(x17x2> - pp(z1)pp(x2)+pp(

@) N (x2)+pn (@1)pp (@2)+Hpun (1) pN (22)
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B Rule Viewer: fismatriix SRS
File Edit View Options

Angulo =0 Velocidad = 0
Fuerza = -1.84e-016

r~al

AL
e
LI

‘lnpu« o0 Hlepmma Er HMD\/E left [ right [down| up ‘

‘RenamsdF\Stu"(lamatmx” H Help | Close \‘

Figura 5.6: Reglas del disenio del controlador. Autor: Leonardo Pérez.

5.2. Diseno del Controlador

Las Figuras siguientes muestran los resultados de la simulacién de lazo cerrado del sis-

tema.

En la figura 5.7 se muestra el dngulo del péndulo x; como funcién del tiempo para las

siguientes 5 condiciones iniciales:

(1(0), 22(0)) = (4°,0), (9°,0), (12°,0), (17°,0), (20°,0).

25 / T

Figura 5.7: El angulo z;(t) para 5 condiciones iniciales (z1(0),0). Autor: Leonardo
Pérez.
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Donde se puede notar que para angulos pequenos la tendencia del controlador es ha-

cia z1 = 0, esto nos indica que se obtiene la estabilidad local del sistema de lazo cerrado.

En la figura 5.8 se muestra el péndulo en el plano de fase para la condicién inicial
z1(0) = 0,068rad (~ 4°), x2(0) = 1rad/seg.

o -
™
08F 3
N,
& \\\
g \
» )

015 01 -005 (] 0.05 Q.1 C.15

X (rad)

Figura 5.8: Plano de fase con condicién inicial z1(0) = 0,068rad y x5(0) = 1rad/s.
Autor: Leonardo Pérez.

Notese que la velocidad angular x5 decrece y se aproxima a cero y luego el polo se

mueve lentamente tendiendo a x; = 0. Esto concuerda con 5.9 donde

V(X) = T129 + IQI:Q, (516)

entonces V=0 en la linea x9 = 0.

5.3. Simulacién

Haciendo uso del Fuzzy logic tool box [23]. A través de las 4 reglas difusas anteriormen-
te mencionadas. Podemos crear un nuevo controlador, agregando condiciones para la
posicion del carro z3 y la velocidad adquirida por el carro x4, y asi observar y estudiar
el sistema bajo el entorno del SIMULINK [22].
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Siguiendo la caracterizacién de las variables lingiiisticas positivo (P), negativo (N),
positivo grande (PG), negativo grande (NG) y cero (C), y agregando 2 nuevas variables:
medianamente negativa (MN) y medianamente positiva (MP), tenemos las siguientes

reglas difusas:

1. Si z; es positiva y x5 es negativa y x3 es medianamente positiva y x4 es media-

namente positiva entonces u es cero.

2. Si x; es negativa y x es positiva y x3 es medianamente negativa y z, es media-

namente negativa entonces u es cero.

3. Si xy es positiva y xo es positiva y x3 es medianamente positiva y x4 es mediana-

mente positiva entonces u es negativa grande.

4. Si xq es negativa y x5 es negativa y r3 es medianamente negativa y x4 es media-

namente negativa entonces u es positiva grande.

Donde, las funciones de membresia de estas dos nuevas caracterizaciones estan dadas

por:
(z) : (5.17)
MMP\Z) = T 73371" .
14| =2
(z) : (5.18)
HUMN\T) = =377 .
=0

Donde ppp v sy son funciones de membresia de Bell generalizadas de parametros

(a=3,b=2,c=-3)y (a=3,b=2,¢c=3), respectivamente.

Luego, usando [23], el nuevo del controlador y las funciones de membresia quedan
planteados como se muestra en la figura 5.9 y 5.10. Luego, al crear el esquema de la
figura 5.11 en el SIMULINK y utilizando el controlador, podemos observar la animacién

de la figura 5.12.
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B s Editor: fismatriiix ST
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Figura 5.9: Diseno del controlador del Péndulo invertido. Autor: Leonardo Pérez.
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Figura 5.10: Funciones de membresia del diseno del controlador. Autor: Leonardo
Pérez.
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Figura 5.11: Simulacién del péndulo invertido en SIMULINK. Autor: Leonardo Pérez.

Bl i i i ido2: Cart & Pole Animati =11 -
File Edit View Insert Tools Window Help

|
—

‘ Shaw Trails Clear Trails TargetPosition:  Random Wave -

‘ Time: 100000 Star Simulation |H Help ‘ Closa H

Figura 5.12: Animacién del péndulo invertido. Autor: Leonardo Pérez.

Donde se puede notar que para angulos pequenos la tendencia del controlador es hacia

x1 = 0, esto nos indica que se obtiene la estabilidad local del sistema.

Noétese que mediante el uso del controlador la velocidad angular x5 decrece y se aproxima

a cero en cada perturbacién que presenta la barra. Esto concuerda con (5.9) donde

V(%) = 2122 + 22, (5.19)

Donde se verifica que x1x9 + 2225 < 0, y Cuando x5 = 0 entonces V = 0. Por tanto

obtenemos el resultado de estabilidad deseado.
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5.4. Conclusiones y Recomendaciones

A través de este trabajo se aproveché la teoria de Lyapunov para disenar un controlador
difuso a un sistema no lineal, en particular un péndulo invertido. Creando un base de
reglas a partir de las condiciones obtenidas mediante el método de selecciéon de una
funcion candidata a ser de Lyapunov, todo esto con un minimo conocimiento sobre la
dindmica del sistema. Permitiendo en grandes rasgos disminuir la cantidad de reglas
que hacen lentos los procesos computacionales. Luego, usando el Fuzzy Logic Tool Box
del paquete MatLab se construyo un controlador difuso con dichas reglas, permitiendo

el modelado de la planta y observando resultados satisfactorios sobre su estabilidad.

Se recomienda hacer estudios similares en sistemas como el Ball and Beam, sistemas
de llenado de tanques y de reacciones térmicas, usando el método de Sugeno y control
con modo deslizante, asi como, en circuitos eléctricos elementales donde las ecuaciones

no son sencillas, (ver [12], [17], [20]).
O bien, Considere un sistema no lineal gobernado por la ecuacién diferencial

x(”) = f(l',.j], ...711("71)) —|—g(l’,l‘, "'7'T(n71)>u (520)

T eg el

donde x € R y es la salida del sistema, u € R es el control, x = (z, 4, ..., 2("™V)
vector de estado (el cual asumimos que es medible y computable), y f y g son funciones
no lineales particularmente desconocidas. Asumamos que, g > 0. Haciendo uso de [1], se
sabe que este sistema es en forma normal y de manera general, un sistema no lineal que
puede ser transformado a esta forma. La mayor restriccion es que el control u deberia

aparecer expresado linealmente en la ecuacion.
Ahora, supongamos que se tiene listo el disenio de un controlador difuso

U= Ufyzs (5.21)

para el sistema. Este puede ser construido por ensayo y error (ver [2]). La tarea seria
garantizar el sistema de lazo cerrado y, al mismo tiempo, no realizar cambios al diseno

del controlador difuso existente.
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