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RESUMEN

Consideremos un espacio de medida o-finito (X, .4, i), el Teorema ergddico de
Birkhoff establece que dada una transformacién T : X — X, ergodica, que preserva

la medida u se cumple: si u(X) < oo, dada ¢ € L(p) entonces

n—1
1 1
lim — gooTk(x):—/apd,u p—ctp zeX
Jin 2 n(X) )y

Ver [3] v [7].

El objetivo fundamental de este trabajo es probar que si (X) = oo, no es posible un
Teorema de Birkhoff en un contexto de probabilidad, en otras palabras probaremos
que:

Dada T : X — X una transformaciéon ergodica, conservativa que preserva la medida
p en un espacio de medida o-finito infinito (X, A, 1) v (a,), n > 1, una sucesion
cualquiera de ntmeros reales positivos, entonces se cumple una de las siguientes
proposiciones:

i) liminf SZ—(f) = 0 p-ctp para todo f € LY(u),

n—o00 n

i1) Existe una sucesion ny T oo tal que 5ni () —— 00 00 fi-Ctp para todo f € L1 (i)

ank

donde S, (f) :== S p—y foT"

Para lograr dicho objetivo, seguiremos la lectura contenida en [1].
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

El proposito de este capitulo es presentar algunas definiciones y resultados basicos
en Teorfa de la Medida que son ttiles para lo que sigue, como referencias para las

demostraciones de los teoremas que aqui presentamos se encuentran los libros [2],[6]

1.1. Espacios Medibles

Definicion 1.1. Sea X un conjunto no vacio, una familia A de subconjuntos de X

es un dlgebra si:
e ). XecA
e Ac A= A°c A

e ABe A= AUB.

Como consecuencia de la definicion: AN B = (A°UB°)°e Ay
A — B = AN B° € A para cualesquiera A, B € A; ademas por asociatividad, la

unién y la interseccion finita de conjuntos en A también estan en A.

Definicion 1.2. Un dlgebra A se dice que es una o-dlgebra si es cerrada por uniones
numerables, esto es:
o
o Aje Aparaj=1,2,...,n,... implica |J 4; € A.
j=1
Obsérvese que la o-dlgebra A también es cerrada por intersecciones numerables: si

Aje Aparaj=1,2,...,n,... entonces [| A; = (J Af)° € A
j=1 j=1

Ejemplo 1.1. Sea A la familia de subconjuntos de X definida por A = {0, X'}
entonces A es una o-algebra llamada la o-dlgebra trivial, y es igual a la interseccion

de todas las o-algebras definidas en X.
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Ejemplo 1.2. Consideremos X un conjunto cualquiera no vacio y sea A = P(X) =

{A: A C X} entonces A también es una o-algebra definida en X.

Notemos que si A es una o-algebra de un conjunto X entonces {0, X'} € A C P(X),

asi {0, X} es la menor o-algebra y P(X) es la mayor o-algebra de un conjunto X.

Definicién 1.3. Sea A una o-algebra y B una familia de subconjuntos de X, diremos
que A es generada por B si B C Ay toda g-algebra C de subconjuntos de X tal que
B C C satisface que A C C.

En términos mas precisos, una o-dlgebra generada por una familia B de subconjuntos
de X es la menor o-dlgebra que contiene a la familia B.

Si X es un espacio topologico se denomina o-dlgebra de Borel de X a la o-algebra
generada por la familia de subconjuntos abiertos. En este caso los conjuntos en la

o-algebra de Borel se denominan Borelianos de X.

Definicion 1.4. Un espacio medible es una dupla (X, A), donde X es un conjunto y
A es una o-algebra de subconjuntos de X. Los elementos de A son llamados conjuntos

medibles.

1.2. Espacios de medida

Ahora introducimos el concepto de medida y analizamos algunas de sus propiedades

fundamentales.

Definicion 1.5. Una medida en un espacio medible (X, .A) es una funcion

p A —[0,00] que satisface:

e 1(0)=0

e /(B) >0 para todo B € A

y para cualquier sucesion B,, disjunta dos a dos de conjuntos en A se cumple que:
« w(U BJ)= > u(B,).

La terna (X, A, u) es llamada un espacio de medida, cuando pu(X) = 1 diremos que
i es una medida de probabilidad y en este caso (X,.A, i) es llamado un espacio de
probabilidad.

A los conjuntos A € A con p(A) = 0 son llamados conjuntos de medida cero.

2
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Definicién 1.6. Diremos que p es una medida o-finita si existe una sucesion (£,)
de conjuntos en A tal que X = |J E, (numerable) y u(E,) < co para todo n € IN.
n=1

Cuando p(X) = oo diremos que p es de medida infinita y en este caso (X, A, ) es

llamado un espacio de medida o-finito infinito.

A continuaciéon presentaremos algunas definiciones muy usada en teoria de la medida
y que forman parte del lenguaje de la misma. (X, A, ) denotard un espacio de

medida.

Definicion 1.7. Una propiedad aplicable a elementos de un conjunto S C X se
cumple en casi todo punto relativo a la medida p (el cual abreviaremos ctp) si el

conjunto de puntos de S donde dicha propiedad es falsa tiene medida cero.

Definicion 1.8. Diremos que dos conjuntos A;, As C X coinciden mod p y se
denota por A; = Ay mod (u) si A;AA; tienen medida cero.
A C B mod (u) significa que A, B€ A, u(B—A)=0.

Ejemplo 1.3. Sea X un conjunto no vacio y consideremos la o-algebra A = P(X).

Dado cualquier p € X, consideremos la funcion 4§, : P(X) — [0, oc] definida por:

5(A) = 1, sipe A
? 0, sip¢ A.

Tenemos que ¢, es una medida que usualmente es llamada Delta de Dirac en el punto
.

Ejemplo 1.4. Si X = R y A es la o-dlgebra de Borel entonces existe una tnica
medida A definida en A tal que \(I) = longitud(l) para todo intervalo I. Esta

medida es llamada medida de lebesgue, no es una medida finita pero si o-finita.
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1.3. Funciones medibles e integracién en un espacio de medi-

da

En esta seccion daremos el concepto de funciones medibles y definiremos la in-
tegral de una funcién medible definida en un espacio de medida. Denotaremos por

R =RU{—00,+00}.

Definicién 1.9. Diremos que una funcion entre espacios medibles f : (X, A4;) —
(Y, As) es medible si para cada B € A, se tiene que f~(B) € A;.

Si (Y, A2) = (R, B(R)), donde B(R) denota la o-algebra de Borel de R, diremos que

f es una funcién medible que comtinmente se llama funcion borel medible.

Como consecuencia de la definicion anterior diremos que una funcion f : (X, A) —

(R, B(R)) es medible si y solo si, para cada ¢ € R, el conjunto
(e, +o0)) ={z € X : f(x) >c} € A
Veamos algunas propiedades de las funciones medibles
Proposicion 1.1. i) Si f es medible y o € R, entonces af es medible.
it) Si f y g son funciones medibles y a1, € R, entonces ay f + aag es medible.
i1i) Si f es medible, entonces |f| es medible.
i) Si f es medible, entonces —f es medible.
v) Si f y g son funciones medibles entonces, max{f,g} es una funcion medible.

vi) Si f es medible, la parte positiva f+ = max{f,0} y negativa f~ = max{—f,0}
respectivamente de f son funciones medibles. ademas f = [+ — [~y
|fl = fT+ [~ es medible.

Definicién 1.10. Sean (X, .A) un espacio medible y E € A, llamaremos funcion

caracteristica a la funcion 1g : X — R definida por:

Ly | bosieE
€Tr) =
" 0, siz¢E.
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Claramente la funcién caracteristica es una funciéon medible ya que el conjunto

{reX :1g(x)>ates X,Eo0l

Definicién 1.11. Diremos que f : X — R es una funcion simple si existen con-
stantes o, g, ..., a, € Ry conjuntos Ay, A, ..., A, € A disjuntos dos a dos tales

que
n

f= Z a;la,
i=1

Denotaremos por § al conjunto de todas las funciones simples finitas.

Introduzcamos ahora el concepto de integral, comenzando por definir la integral de

una funcién simple

Definicién 1.12. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sea f € S una funciéon no

negativa, es decir

f:ZailAi : X — [0, +00)

i=1

definimos la integral de fcon respecto de p como el valor en [0, +00] dado por:

/X fdp = Z a;i(A;).

En la igualdad dada en la definicién anterior, adoptamos la convencion, 0.(4+00) = 0.
Ademas se verifica facilmente, que la definicion es coherente, pues si dos combina-
ciones lineales definen una misma funcién simple, los valores de la integral obtenidos

apartir de las dos combinaciones coinciden.

Proposicion 1.2. Sean f,g € S no negativas y ¢ > 0 entonces:
i) [efdu=c/[ fdu.

i) [(f+g)du= [ fdp+ [ gdp.

iii) f<g= [ fdu< [ gdp.

Con esta proposicion, se observa que sobre las funciones simples en S no negativas,
la integral es lineal y monétona. Vamos a extender ahora la nociéon de integral a

funciones medibles no negativas.
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Definicién 1.13. Si f : X — R, f > 0 es una funciéon medible definimos la integral

de f con respecto de p en X de la siguiente forma:
/fd,u:sup{/ hdp:heS, 0<h<f}
X X

Nétese que el valor de la integral puede no ser finito. Si f : X — R es positiva,
medible y E € A, entonces 15 f también es una funcién positiva, medible, y se define

la integral de f sobre E con respecto a j como el numero real extendido

[E i = [ 1esdn

Teorema 1.1. i) Si f es una funcion medible no negativa y ¢ > 0 entonces cf
también es medible y [ cfdu=c [ fdu.

i1) Si f,g son funciones medibles no negativas entonces f+ g es una funcion medible

y J(f +g)dp= [ fdu+ [ gdp.
Definamos ahora la integral para cualquier funcién medible.

Definicién 1.14. Sea f : X — R medible, descomponemos f = f* — f~ donde
ft = méx{f(x),0} y f~ = méx{—f(x),0} las cuales son las partes positiva y
negativa de f respectivamente, y si uno de los términos [ x f+dp o / « J-dp es finito,

definimos la integral de f respecto de p como

/X fdp = /X frdy - /X fdn

Diremos que f es integrable si ambos terminos son finitos.

Denotaremos por £!'(X, A, 1) o simplemente £'(x) al conjunto de todas las fun-
ciones integrables, y por £}(X, A, i), o simplemente £'(x); al conjunto de todas

las funciones integrables no negativas.



CAPITULO 1. Preliminares 7

Teorema 1.2. i) Sea f una funcién medible. f estd en LY (u) si y sdlo si

|f| € LY(1), y en este caso:
|J fdu| < [ 1fldp.
i) Si f,g € LY1) y a € R entonces af € L'(p) y [afdu= o [ fdu.

iii) Si f,g € L) entonces f+g € LYu) y [(f+g)du= [ fdu+ [ gdp.

Definicién 1.15. Una sucesion (f,,) de funciones medibles se dice que converge casi
uniformemente a una funcion f si para todo € > 0 existe un conjunto F € A con

u(E) < € tal que f, converge uniformemente a f en X — F.

Teorema 1.3. (Teorema de Egoroff.)
Supongase que (X)) < oo, f: X —=Rysea f,: X =R, nelN una sucesion
de funciones medibles tal que lim f,(x) = f(x) ctp x € X entonces la sucesion f,

converge casi uniformemente a f.






CAPITULO 2
TEORIA ERGODICA

En este capitulo no se pretende dar una exposiciéon a profundidad de la teoria
ergodica, solo se desea presentar algunos conceptos bésicos que nos ayudaran a en-
tender el propodsito final de este trabajo.

Las demostraciones de algunos teoremas que aqui no presentamos estan contenida
en [1] y [3]

En el resto del presente capitulo (X, A, ) denotara un espacio de medida o-finito

2.0.1. Conceptos y Teoremas bésicos.

Definicion 2.1. Diremos que T : X — X es una transformacion medible si para
todo B € A se tiene que T7!(B) € A.

Definicion 2.2. Diremos que T': X — X es una transformacion no singular si T

es medible y cumple con:
w(TYB)=0 & uB)=0; BeA
En palabras, T" preserva la medida de los conjuntos de medida cero.

Definiciéon 2.3. Sea T': X — X medible, diremos que T preserva la medida (o

que p es T invariante) si:
w(T~YB)) = p(B) paratodo B € A.

Ademés se puede apreciar de la definicién que las transformaciones que preservan la

medida son también transformaciones no singulares.

Definicion 2.4. Sea T : X — X una transformacién no singular, y sea W C X
un conjunto en A, diremos que W es un conjunto errante por T' (oT-errante) si la

coleccion {T~™(W)}o2, es dos a dos disjuntas.

9
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Denotaremos por W=W(T)= |J W.

W' errante
Definicion 2.5. Sea T : X — X una transformacion no singular, diremos que 7T es

conservativa si (W) = 0.

Teorema 2.1. (Teorema de recurrencia de Halmos)
Sea T : X — X wuna transformacion no singular, A € A, u(A) >0

entonces
p(ANW) =0 para todo W € W
sty solo si
i lpoT™ =00 ctp en B para todo B € A, NA.

n=1

Demostracion. Ver [1] | pagina 15. O
El siguiente teorema establece una condicién para la conservatividad.

Teorema 2.2. (Teorema de recurrencia de Maharam)

Supongase que T : X — X es una transformacion que preserva la medida en un
espacio de medida o-finito (X, A, u). Si existe un conjunto A € A, con pu(A) < oo
tal que

X = U T7"(A) mod p
n=1
, entonces 'T' es conservativa.
Demostracion. Ver [1], pagina 19. O

Ejemplo 2.1. (La Transformaciéon de Boole)
Sean X = R, y A la medida de Lebesgue de R, y condideremos ¢ : R\ {0} — R

dada por
1
b(z) =z ——.

i

Dicha transformacion preserva la medida de Lebesgue de R, es decir ¢ ~'(I) = I
donde I es cualquier intervalo. En efecto, es suficiente verificar este resultado para
intervalos de la forma I = (0,7), n >0y I = (n,0) n < 0.

Para n > 0 se tiene que:

(0777> = ¢(_17a1) U w(LO‘?) = w_l(oﬂl) = (—1,&1) U (17&2)

10
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donde (—1,a7) y (1, ap) son intervalos disjuntos, y por tanto:

plp=H0n)] = pl(=1,01) U (1, a9)]
pl(=1, an)] + pl(1, az)]
—1+a+1+
= oy + O

Por otro lado,

1
Y(x)=n = sz—;

= 2 —nr—1=0

Las raices de esta tltima ecuacion vienen dadas por

2/ o 2/.2
asi:
/n*+4 v/n*+4
Oz1+042 = g—l- 772 +g— 772
=7

por lo tanto:

Al0,7)] = pl(0, 01 + a3)] = a1 + ap = A[p™1(0,7)]

de donde, 1) preserva la medida de Lebesgue.
Ademas R\ {0} = J T7™({) donde I = (—1,1), asi por el Teorema 2.2 anterior la
n=1

transformacion de Boole es conservativa. Ver [5].

Definicion 2.6. Sea T': X — X una trasformaciéon no singular de un espacio de

medida (X, A, ), diremos que T es ergddica si:
para todo A € A, T7'(A)=A mod = p(A)=0 o bien u(A°) =0.

Ejemplo 2.2. La transformacion de Boole dada en el ejemplo anterior es ergodica.

Para profundizar en el tema se aconseja la lectura contenida en [4], [5].

El siguiente teorema, nos dice que en un contexto de no singularidad y conservativi-

dad, se obtienen retornos en casi todo punto a un conjunto dado.

11
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Teorema 2.3. Sea (X, A, 1) un espacio de medida, y'T : X — X es una transfor-

macion no singular. entonces T es conservativa y ergodica si y solo si

Y 1aoT"™(x) =00 ctp v € A para todo A € A,.

n=1

Demostracion. Ver [1], pagina 22. O

2.0.2. La Transformacién inducida.

Supongamos que 7" es una transformacién conservativa y no singular, sea A € A,
entonces p-ctp z € A retorna infinitas veces a A bajo iteraciones de T'. Definamos la

uncion tiempo retorno, 4 : A — IN por
f P ;P P
wa(x) :=min{n >1: T"(z) € A}, parax € A

la cual es finita u-ctp x € A por el Teorema 2.1.

Definamos ademaés la transformacion inducida, Ty : A — A como:
Ta(z) = T%4® ().

Es importante resaltar que p, o7 " v 1, definen una medida en el espacio medible
(A, A, N A), Por otro lado, denotemos, [p =n| ={zx € A: pa(x) =n}, paran > 1
asi podemos escribir

T7'(B) = Jlp=nnT(B)

n=1

en efecto:

€T (B) rx €A tal que Ty(x) =2 paraalgin z € B
existe n>1:x0€A y T(z) =T (2)=2¢€ B

existe n>1:z€fp=n] y v €T"(DB)

x € U[gp =n|NT(B).

T ¢ ¢ 0

Ahora bien, utilizando este tltimo resultado se demuestra que pj4 o Tgl es abso-

lutamente continua con respecto a la medida pj,.

12
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En efecto, consideremos B € A y supongamos que ji4(5B) = 0

p 0Ty (B) = p,(Ty'(B))

[e.e]

= w(Jlp=nnT7(B)

n=1

= D> malp=nNT"(B))

IA

Y (T7(B))

= Z/J,‘A(B) (por ser T no singular)
n=0

= 0 (Por hipotesis)
por lo tanto:

u, (T"(B)) = 0.

Puesto que Ty : A — Ay pa: A — IN se sigue que w4 o T4 esta bien definida en
ctp # € A. Por induccién ahora se muestra que todas las potencias {Tk} estan bien
definida en ctp x en A y satisfacen la siguiente propiedad:
k—1
Ti(z) = T@V*)(z) donde (pa)i(z) = pa(z), (pa)i(z) = Z% pa o Th(x).

1=

Esto se debe al hecho que:
Ty(z) = T@A(I)(x)
asi que

Ti(x) = Ta(Ta(2))
T[@A(TA(OB))] (Tu(x))

— T[m(ﬂ(m))] (T?4@) (1))
7l

pa@reaTa@)] ()

13



CAPITULO 2. Teoria Ergédica 14

Ahora aplicando inducciéon matemética, supongamos que para k — 1 iteradas de

T, se cumple lo siguiente:

k—2
S paoTi(z)
Th Y (z) = T= o () = T#a)r-1(g) (Hipbétesis inductiva)

luego,

Th(z) = Ta(Ti ()
_ pleati @] (pr1 )

k—2 )
= rle @)@ EH O g
k—2
oT*(x k=1
_ T[Eo 0T (@) +pa (T (2))] (@)
(5 paori@)]
= T i:ogDA (l’)
= T (g)

Comprobando asi lo expuesto anteriormente.

2.0.3. Propiedades de la Transformacién inducida.

Proposicion 2.1. St T : X — X es una transformacion no singular, conservativa
yAe A p(A) > 0 entonces la transformacion inducida Ty : A — A es una

transformacion conservativa, no singular en el espacio de medida (A, AN A, p,).

Demostracion. Probemos en primer lugar que T4 es una transformacién no singular.
Sea B € AN A, como iy, o T,' < 1, se tiene que:

1,(B) = 0= 1y, (T3 (B)) = 0
probemos por lo tanto que

:U\A(szl(B)) =0= :u|A(B) =0.

Para ello procedemos por contrarreciproco, supongamos que p(B) > 0, entonces por
la conservatividad de T existe n > 1 tal que u(ANT~"(B)) > 0. Sea ng > 1 el menor
entero, tal que ANT " (B) C T;(B) mod p, asi que, u(ANT(B)) < u(T;"(B)).
Luego, como ;(ANT™™(B)) > 0 se concluye que u(T;*(B)) > 0.

14



CAPITULO 2. Teoria Ergédica 15

De donde, T4 es una transformacion no singular en el espacio de medida
(A, .A N A, IU|A).
Por tltimo probemos la conservatividad de T'4.

Por ser ¢4 el menor entero n para el cual 7"(z) € A ctp v € A C X, se tiene:
r,T"(z) € A = existe k <mn tal que T"(z) = T%(z).

Por la conservatividad de T', para A € A, B € ANAy por el teorema de recurrencia

de Halmos obtenemos que:

lpoTi(z) = > 1lgoT™(x) = oo ctp en B.

Lo cual demuestra la conservatividad de T'4. O

Proposicion 2.2. Supingase que T : X — X es una transformacion no singular,

conservativa y A € A, entonces
i) T es ergddica = Ty es ergddica

it) Ty es ergodicay |J T7"(A) =X mod p = T es ergddica.
n=1

Demostracion. Probemos ).

Supongamos que 7" es ergodica y consideremos B € A tal que B C A, u(B) >0y
B un conjunto T4-invariante, es decir 7' (B) = B, queremos probar que u(B°) =
u(A\ B) =0.

Razonemos por absurdo, supongamos que p(A — B) > 0 asi se tiene que:
r,T"(x) € (A\ B) = 3 k <n tal que T"(x) = Tk(x).
por el teorema de recurrencia de Halmos

lgoTh(x)= > 1lgoT"(x) =0 ctp x € (A — B),

pero por ser B un conjunto 74-invariante se tiene que

lgoTh(z) =0
n=1
lo cual es una contradiccion, por tanto p(A\ B) = 0.
Asi, hemos demostrado que T4 es ergodica.
Probemos i1).
Sea C' € A tal que u(C) >0y T71(C) = C, queremos probar que

pu(C = u(X \ C) = 0. Para algin n se cumple que:

15



CAPITULO 2. Teoria Ergédica 16

CNT"(A) =T"(CnA)

como |J T7™(A) = X mod pu, entonces para algun n, u(C NT "(A)) > 0, pero
n=1

como T es no singular se obtiene que p(C' N A) > 0. Esto obliga a que
C=UT™MC) 2 UT,(ANC)=Amod p
n=1 n=1
por la conservatividad y ergodicidad de Ty De donde

c=UT(C)2 U T-(4) = A mod s

n=1

asi tenemos que C' tiene medida total, y por lo tanto 1" es ergodica. O

2.0.4. El Teorema ergdédico de Birkhoff.

En esta seccion, con la cual finalizaremos el presente capitulo, presentaremos un
teorema fundamental en la teoria ergddica, el cual fue motivado por la busqueda de la
respuesta a la siguiente pregunta: Dada un transformacion T : X — X que preserva
la medida de un espacio de medida (X, .4, 1) y una funcion integrable ¢ : X — R,
dar condiciones para que el siguiente limite:

o $@)F9T(@) + o (T°(@) + . (T (@)

n—oo n

exista y sea el mismo en ctp z € X. En 1931 G.D Birkhoff encontro la respuesta a la
pregunta expuesta anteriomente, resultado que se conoce con el nombre de Teorema

Ergodico de Birkhoff que enunciaremos a continuacion.

Teorema 2.4. (Teorema Ergddico de Birkhoff.) Sea (X, A, 1) un espacio de
medida o-finito, supongamos que T : X — X es una transformacion que preserva la

medida y ¢ € L*(11) entonces:
1 n—1
- Z o TV (x) converge ctp x € X a una funcion o* € L (p).
j=1

Ademas o* o T = ¢* ctp x € X. Si u(X) < oo entonces [ @*du = [ @du

Demostracion. Ver [7]. O

16



CAPITULO 2. Teoria Ergédica 17

A continucacién presentaremos observaciones y comentarios importantes acerca

del Teorema ergodico de Birkhoff.

Observacion 1. e Si T es ergddica entonces p* es constante ctp x € X. Si ademas

(X)) < oo se tiene que: p* = ﬁ [ @du ctp x € X para toda ¢ € L(p).

e Si (X, A, 1) es un espacio de probabilidad y T': X — X es una transformacion

ergodica que preserva la medida p entonces. Dada ¢ € £'(u) se cumple:

n—1

1 .
lim—Z<poT’(x):/go(x)d,u wctp reX
- X

Comentarios.

i) Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad y sea 7' : X — X una transformacion
que preserva la medida pu. Sea E € A para x € X podiamos preguntarnos, ;Con
que frecuencia los elementos del conjunto {z,T(z),T*(z),...}' se encuentra en el
conjunto E7.

Claramente T7(x) € E siy solo si 15(T?(z)) = 1, asi el ntimero de elementos de

n—1
{2, T(x), T*(x),...} en Ees > 15(T7(x)).
i=0
El ntmero relativo de elementos de {z,T(x),T?*(x),...,T" ' (z)} en E es igual a

n—1

L3 1p(Ti(z)). Y si T es ergodica, aplicando el Teorema ergodico de Birkhoff se
j=0

tiene que:

n—1

1 .
— Z 1p(T7(z)) — p(F) cuandon — coenctp x € X
n
5=0
i1) Sea T una transformacion que preserva la medida en un espacio de probabilidad
(X, A, ) ysea o € L), definimos el tiempo medio de pertenencia (o simplemente
promedio de Birkhoff) de la érbita de x en E como:

n—1
1
lim — Z poT(x) si el limite existe.

n—oo M,
J=0

La fase o espacio medio de ¢ esta definido como:

/X p(x)dp.

! este conjunto es llamado la érbita de

17



CAPITULO 2. Teoria Ergédica 18

el Teorema ergodico de Birkhoff implica que estos promedio son iguales ctp z € X

para toda ¢ € L£'(u).

Para culminar, enunciaremos un teorema clasico en la teoria ergddica conocido con

el nombre de Teorema de Hopf.

Teorema 2.5. (Teorema de Hopf.)

Supongase que T : X — X es una transformacion conservativa, ergddica que
preserva la medida p en un espacio de medida o-finito (X, A, u) y sean f,g €
L), [y g9dp#0 para ctp x € X.

entonces

ctp vre X

kio /fdu
z< )

><

18



CAPITULO 3
TEOREMA CENTRAL

Comenzaremos con enunciar algunos teoremas previos, los cuales seran ttiles para
la demostracion del teorema que es nuestro objetivo fundamental: la no validez del
Teorema ergddico de Birkhoff caso medida infinita. Las demostraciones que aqui no

se presentan, estan totalmente contenidas en [1].

3.1. Teoremas previos.

Proposicion 3.1. Supongase que T : X — X es una transformacion conservativa,

ergodica que preserva la medida ju en un espacio o-finito infinito (X, A, u) entonces:
1 n
— E foT*(x) — 0 cuandon — oo ctp v € X, para toda f € L(u)
n

Demostracion. Sea f € L1(u) que suponemos positiva sin perder generalidad. Por
ser X es un espacio de medida o-finito infinito, consideremos X = [J 7, A, con
0<pu(A,) <ootalque A, C Ay, AT Xy
lim p(A,) = p(X) = o0 (3.1)
Sea j € IN y consideremos el espacio de medida finita (A;, AN Aj, pa,) v sea
BeA con 0< pu(B) < occ. (3.2)

Ahora bien, para toda x € X se tiene que:

—ZlBoTk ZlBOTA

ademés, para toda j € ]N, TAJ. : Aj — Aj preserva la medida [, Y €8 ergddica
con respecto a dicha medida, asi, aplicando limite en ambos lados de la desigualdad

anterior y aplicando el teorema ergédico de Birkhoff se obtiene:

n—1
1 fA ]-Bd:u|A IU|A,- (B)
fm =S 1p0THx) < m =y 10Tk }
n—oo N, kz:% nmeon Z A M‘Aj (AJ) 'ulAj (A])

19



CAPITULO 3. Teorema Central 20

pero:
(BNA;)
ma,(B) Ty pBNA) _ u(B)
1114, (A;5) 1 n(A;)  — p(4;)
Por lo tanto,
n—1
1 n(B)
lim — lgoTHz) <
S 22 de o T < L

n—1
De aquf se concluye por ser lim + 3~ 150 T%(z) > 0 que:
k=0

n—oo

z

1 n—1

— ) 1goTHz)=0 ct X

”_"’Onkz_o poT"(x)=0 ctpx €

luego, el teorema se esta cumpliendo s6lo para las funciones caracteristica, 15 con
0 < u(B) < oo razonemos por absurdo y supongamos que existe A € A con

0 < p(A) < oo, y existe {ng} C {n}, tal que, para toda = € A

ni—1

1 .
- ZfoTﬂ(x) — 29 # 0 cuando n — oo
Nng =0
1 nk—l )
denotando por S, (f) = -~ Z foT’(x), tenemos que
=0
Sny (f)
S (f n Snp 1
S k((lA)) — Snk(’le) = n—,: 50 — 0o cuando k — oo (ya que 2 # 0)
ng E— -
ng nk

por otro lado, aplicando el Teorema de Hopf:

Su(f) _ Sxfdn [y fdu
S”k(1A> fX 1B M(A)

Jx fdu

1(A)

lo cual es una contradiccion ya que es una constante por estar f € £L!(u)

20



CAPITULO 3. Teorema Central 21

concluyendo asi que:
1 n—1
— Zf o T*(x) — 0 cuando n — oo ctp x € X para toda f € £'(u1)
n
k=0

O

Teorema 3.1. Sean (X, A, 1) un espacio de probabilidad y T : X — X una trans-
formacion ergddica que preserva la medida p, supongamos ademds que f : X — R
es una funcion medible. Sea a : [0, 00) — [0, 00) una funcion continua, estrictamente
creciente, que satisface @ 1 0 cuando x — oco0. Si | a(|f])dp < oo, entonces

a([Su(f)])

n

donde S, (f) := :Z::Of oT*.

— 0 ctp x € X cuando n — o0,

Demostracion. Ver [Aaronson|, pagina 65. O

Proposicion 3.2. Supdngase que T : X — X es una transformacion conservativa,
ergodica que preserva la medida o de un espacio de medida o-finita (X, A, p), y sea
a:[0,00) — [0,00) continua tal que a(n) T oo, @ 1 0 cuando n — oo entonces:

Si existe Ae A, 0 < u(A) < oo tal que

/ a(pa)dp < oo,
A

donde ¢4 : A — N estd dada por p4 =min{n € N, n>1:T"(x) € A}.
Entonces:
Su(f)
a(n)

Demostracion. Sea A € A tal que 0 < u(A) < 0o y supongamos que

— oo ctp x € X para toda f € LM().

/ a(pa)dp < oo, aplicando el teorema anterior se tiene que
b's

1
Ea((goA)n) — 0 ctpzr € A cuando n — oo. (3.3)

n—1
donde (¢4)n = > w4 0Tk ahora bien,
k=0

(oaa(®) = 3 paoTh(x)

= oa(@) +pa(Ta(x) + ...+ ea(Ty ' (2))
= ki +thot... +k,

21



CAPITULO 3. Teorema Central 22

llamemos
oA(Th " (2)) = ky(z) para todo p € {1,2,...,n}

asl tenemos que

Sean(1a)(@) = D 1aoT/(x)

(k1 (2)+k2(2) 4 +hn () -1

= Z 1407 ()

j—O
ko(z)
= +Z1AoTﬂ + > LaoTi(a)+ ...
j=Fk1+1
kn(z)—
+ Z 1407 (x
j kn 1+1
= 1+...+1
——_——
= n
por lo tanto,
Seayn(la)(z) =n (3.4)

ahora, consideremos la sucesion {t;}52, dada por

tj = (pa);
asi, para cada n > 1 tomemos p, = max{1 < j <n: T/(z) € A}.
Luego, observemos que:
tpa(@)(®) = (Pa)pa(@) (2) < 1 <y, 1(x) = (Pa)pn(@)+1(2)
por lo tanto
(0a)pn(@) <1 < (Pa)pn@)1 (3.5)

como la funcién a es creciente y usando (3.5) tenemos que:

1 1
a(n) < a((pa)p,(@)+1(x)) = > 3.6
( ) (( A)P ( )+1( )) a(n) a((@A)pn(x)-i-l(x)) ( )
ademas, nuevamente de (3.5)
(PA)pn(@) <0 = Sn(1a) > S, (14) (3.7)

22



CAPITULO 3. Teorema Central 23

de (3.6) y (3.7) se tiene

Sn(la) o Ste)p, (14)
aln) = al(pa)pn@)+1(x))
Pn

= Wemen@) P G

— o0 ctp x€A cuando n — oo por (3.3)

en conclusion:

Sn(lA)

a(n)

— 00 ctp x € A cuando n — oo.

SnzSLA) — oo} entonces T71(C) = C, es decir el

es claro que si C = {zr € X :
conjunto C' es T invariante y ademas A C C, lo cual implica que pu(C) > u(A) > 0.

De lo anterior, y por la ergodidad de T tenemos que C' = X mod p. Asi,

— 00 ctp z€X cuando n — (3.8)

Ahora bien, sea f € L£(), cualquiera y supongamos sin perdida de generalidad que

1
Sn(1a) —(C<oo ctp z€X cuando n — oco. (3.9)
a(n)
luego,
Sn(la)
Sn(1 e
Sn((;)) = Srf(f)) — oo ctp & € X cuando n — oo (por (3.8) y (3.9))

a(n)

pero, por el Teorema de Hopf

Sn(14) Jx Ladp— p(A)
N — )
Sn(f) fxfdlu fxfdlu
lo cual es una contradiccién. De donde
Sn(f)
a(n)

— oo ctp z € X cuando n — oo para toda f € L'(u).

23



CAPITULO 3. Teorema Central 24

Proposicion 3.3. Supongase que T : X — X wuna transformacion conservativa,
ergodica que preserva la medida o-finita, de un espacio de medida (XA, 1), y sea
a(n) T oo, @ 1 0 cuando n — co. Si

lim inf Su(f)

e a(n)

# 0 para toda x € A, pu(A) >0,
entonces:
/ a(pa)dp < oo para todo B € A, N A.
A

Sn(f)

a(n)

Demostracion. Supongamos que lim inf # 0, por el Teorema de Egoroff
n—oo

(ver teorema 1.3) existe B € AL N Ay e> 0 tal que

Sn(14)(z) > ea(n) paratodo z € B, n>1

de donde
Son)(1a)(x) > ea(pp(x)), paratodo ze€ B
de aqui
1 n—1 1 n—1
S alen(TE@) £ > Sonio(10)(@n(Th)
k=0 k=0 )
= — 1
—S(ema (1))
por lo tanto
1~ 1
=3 alon(TEE) < — S, (La)(2) (3.10)
k=0
ahora bien, de la ecuacion (3.4) se tiene que
1
S(¢A)n(13) =n = ES(SDB)n(lB> =1 (3.11)

asi que, la parte derecha de la desigualdad (3.10) puede ser escrita, usando (3.11) de

la siguiente forma

| LS 1S, (10)@)
e Semn(14)(2) = 18 (18) (@) €. (15)(@) (312
por lo tanto
15, £y < L 5n (1a)(@)
n - (SOB(TB( ))) S ES(ng)n(lB)(x)

B
Il
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CAPITULO 3. Teorema Central 25

ahora, tomando limite en ambos lados de la desigualdad anterior y aplicando el

Teorema de Hopf

n—1
o 1S (@) 1)
lim — alep(Th(z))) < lim - =28 == < 0
i 5 2 alen(Ti@) < Jin g 2 ey = <)

esto tltimo implica que

/a(ng)d,u<oo, BeA NA
B

3.2. No validez de Birkhoff caso medida infinita.

Teorema 3.2. Suponga que T' : X — X es una transformacion ergodica, conser-
vativa que preserva la medida j1 en un espacio o-finito infinito (X, A, u) y sea
(an) >0, n > 1 una sucesion cualquiera de nimeros reales, entonces se cumple una

de las siguientes proposiciones:

i) lim infs’;—(f) =0 p-ctp para todo f € L)+

n—oo n

i1) Existe una sucecion ny T oo tal que Szk—m — oo OO i-Clp para todo

feLt(py!
donde S,(f) == S p—y foT"

Demostracion. Sea f € L'(u)y, ya que a, es cualquier sucesiéon de niimeros reales,
veamos algunas sucesiones particulares para las cuales se cumple el teorema:
(1) Si Consideramos el caso que exista N € N tal que a,, > n para toda n > N,

obtenemos lo siguiente:

11
Qp, 2 n = — S -
a, n
= S’;(f) < S"Tiﬁ (ya que S,(f)>0)
Su(f) Su(f)

=0

Por proposicién 3.1 se tiene que lim = 0 p-ctp, y por tanto lim inf

n—oo n n—oo an

p-ctp, cumpliéndose asi la parte (¢) del teorema.

Sn(f)

n

! Esta condicion es equivalente a: lim sup = oo p-ctp para todo f € L ()4

n—oo
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CAPITULO 3. Teorema Central 26

(2) Veamos ahora el caso cuando alguna subsucesion {a,, } de a, es convergente.
Ya que T es una transformacién que preserva la medida, ergédica y conservativa,
por teorema de 2.1 se tiene:

TLk—l

Sn,(1g) = ZlBoTk%kqoooo i —ctp x € X para toda B € A
k=1

por lo tanto, ya que a,, es convergente,

TLk—l
Z 1B o Tk
Sn(1B) i3
e 2 = e 000 i —ctp para toda B € A
ank ank

Ahora bien, el teorema se esta cumpliendo solo para las funciones caracteristicas.
Veamos que (i) se cumple, para ello razonemos por absurdo, supongamos que existe

Ae A 0<p(A) < oo tal que

lim sup Sulf)

n—oo a'n

S"p (f)

np

# 00 p-ctp en A

Es decir, existe {a,,} tal que

Asi,

— 0o C >0 pctpen A € A, u(A) >0

Snp (1A)
Snp(]-A) anyp

S, (f)  Snp(f)

[lnp

—— oo 00 Ctp z € X cuando n — oo

luego, aplicando el teorema de Hopf

Sy, (La) . fx Ladp _ 1(A)
Sy (f) fxfdlu fxfd,u

1(A)
fX fdp

— 00 00 cumpliéndose la parte (iz) del Teorema.

Lo cual es una contradiccion ya que

Su(f)

an

es una constante, obteniendo asi que

Ahora bien, supongamos que a, es una sucesion que no es ninguna de los casos
anteriores, en otras palabras:
(3) ap, — o0
(4) Para todo N € N existe n > N tal que a,, < n, equivalentemente, existe {n} C
{n} tal que a,, < ng.
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CAPITULO 3. Teorema Central 27

Supongamos ademas que (i) no se cumple, asi existe A € A, u(A) > 0 tal que

Sn(f)

liminf —== > 0 p — ctp en A. Consideremos:
n—oo an

a, = Max ai
1<k<n

Observemos que

{aray ... a,} C {aras ... anan11} = max{ajas...a,} < méx{aias...a,a,41}
= max ap < MAax apiq
1<k<n 1<k<n+1
= a_n S an+1

asi, @, es una sucesion creciente (a, 1) y ademas a, < @, luego, por ser @, = Ak(n)
donde 1 < k(n) <n, k(n) — oo cuando n — oo ya que por (3), para toda N € IN

existe m > N tal que a,, > ay, y asi, k(n) — oo cuando n — oo se tiene que:

Sl _ o Sal)

lim inf —* =
n—oo (07% n—oo ak(n)
Sk(n
> lim infM (ya que k(n) <n)
n—oo a‘k(n)
> Op—ctpen A (k(n) es una subsucesién de n)
Asi
Sn
lim inf if) >0pu—ctpen A (3.13)
Ahora definamos:
ay,
— 3.14
fo=" (3.14)

y veamos que liminf f,, < oco. Para esto probaremos lo siguiente:
n—oo

) , . Oy
liminf — < 0o = liminf — < oo.
n—oo n n—oo n

En efecto, sin perder generalidad supongamos que:

. a
lim — =ccR,

n—oo M

. . [ ao
ya que a, — 0o cuando n — 0o, podemos construir una subsucesion {4} de {92}

de la siguiente manera:
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CAPITULO 3. Teorema Central 28

Gy _ Oy (3.15)
ng o ny
a
luego, de la hipétesis se tiene que: lim —* = ¢ esto implica por (3.15) que
n—oo nk
a
lim — = ¢ por lo tanto
k—oo My

;. (7%
liminf —£ = ¢.
k—oo Mg

a
Garantizemos ahora que lim inf — < oo, por (4) existe {n;} C {n} tal que a,, < ny
n—oo n
a a
esto implica que 0 < —% < 1 y esto prueba que liminf — < oo pues toda suce-

’n,k n—o0

sion acotada posee una subsucesion convergente, digamos {an, }de{a, } tal que

[07% kp

oo K €10, 1].
", —p [0,1]

Observacion 2. Supongamos que existe N € IN tal que fy < f; para toda j € IN.
de donde

fv < f; paratoda jEN#%Sﬁzak—@ donde 1<k(j)<j
J
de esto dltimo se tiene que:
1 1
1<Ek(y)<j = —=>-
k(j) — J
W) - WG N
= =2 —— 2> —
k(j) = J N

asi existe una sucesion {my} tal que

A, > an

My

=C & IHmi} tal que a,, > Cmy.

y aqui procedemos como en el caso (1) cumpliéndose la parte la parte (i) del Teorema.

Ahora bien, como liminf f,, < 0o, se deduce que el conjunto

n—~o0

es un subconjunto infinito de nimeros naturales, en otras palabras A es una sub-
sucesion de nimeros naturales, digamos A = {ny }rew con 1 =ng < ny < ns...
Luego, Por la forma en que se definié el conjunto anterior tenemos que para toda

k>0
Jre > frpyrs ¥ también, ngfp, < ngyifn,,,, (De (3.14) y por ser @, creciente)
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de donde

0<% < Jrans

<1
Nk+1 fnk ’

g

ahora bien, sea hy(x) = (
(0,1) ademaés

x
claramente h es continua en R en particular en
N+1

B(0) =1 he(1) = .y como, < dme g
Nka1 Nk4+1 fnk

aplicando el Teorema del valor intermedio existe oy, € (0, 1] tal que:

hi(ag) = ( 1k )ak — M

definamos:
o f”knkk
g(z) = T v € [ng,np], k€N,
y
a(z) = xg(v)

claramente se comprueba que
a(ng) = ap,, ke
por la definicion de los ng, se tiene que para todo k € IN, y todo n € [ng, ng41)

fo 2 frp, deaqui fn > g(n),

en efecto:

fn nzk

k 23
nok

g(n) = < fu (;)ak < fn.  ( por ser % <1)

Ademas

y se obtiene que
a(n) < ay. (3.16)

ahora bien de (3.13) y (3.16) se obtiene que

i int o

>0 ctpen A.
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a(n

Por otro lado podemos comprobar que a(n) es creciente y —) es decreciente calcu-
n

lando sus derivadas, asi que estamos en las hipotesis de la proposicion 3.3 y por lo

tanto
/a(goB)du< oo, BeANA
B

luego aplicando la proposicion 3.2 se tiene:

Su(f)
a(n)

— oo cuando n — oo — ctpr € X.

por ultimo

an, < Qpy, = a(ng) = an, < alng)
I
Qny, N a(nk)
L Sul) L Sul)
Qny, a(nk)

en conclusion

N

existe ny T oo tal que — oo 00 Ctp z € X

n

cumpliéndose la parte (ii) del Teorema. O
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