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“CODISTRIBUCIONES CON SINGULARIDADES”

RESUMEN

En éste trabajo estudiaremos algunos resultados de la teoria de codistribuciones
con singularidades la cual es dual a la teoria de distribuciones con singularidades. Se
presentan la nociones de codistibucion puntual y local e integrabilidad, segiin Cartan y
Pfaff. Se estudian algunos ejemplos ilustrativos y resultados puntuales que relacionan

codistribuciones localmente integrables, en ambos sentidos.
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Introduccion

Alrededor del 1900, el matemético Elie Joseph Cartan,quien trabajé esencialmente
en la teoria de grupo de Lie, establece el concepto de forma diferencial y el de sistema
involutivo (completamente integrable) o codistribucién, que esta relacionado con un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden dado por 1-formas, conocido como
un sistema de Pfaff.

En este trabajo se estudian las nociones de codistribucién puntual y local, y la nocion
de integrabilidad segun Cartan, y Pfaff. Veremos ejemplos que ilustran la independen-
cia entre ambos tipos de integrabilidad, y veremos que el caso de una codistribucion
localmente integrable, segiin Cartan, es equivalente a integrabilidad segin Pfaff.

Este trabajo esta constituido por 3 capitulos. En los capitulo 1 y 2 se estudian las
nociones basicas sobre una variedade diferenciable, el fibrado tangente y cotangente y la
nocion de k-forma difencial. En el capitulo 3 se estudian las nociones de codistribucion
puntual y local e integrabilidad segtin Cartan y Pfaff. A continuacién describiremos
algunos conceptos desarrollados en este trabajo.

Se consideran M una variedad compacta y conexa de dimension finita de clase C",
F(M) el anillo de las funciones de valor real de clase C" definidas sobre M, y V(M)
el campo de vectores de médulo F(M) de clase C" y A¥(M) el médulo F(M) de las
k-formas de clase C" sobre M.

Por una forma Pfaffian entenderemos una 1-forma de clase C". Llamaremos sistema
diferencial de clase C"-(Pfaffian) sobre M a un médulo F(M) de una 1-forma de clase
C". Denotado por P. Llamaremos codistribucién sobre M, a la aplicacién P : x € M —
P(z) C T:M donde P(z) es un subespacio vectorial del subespacio cotangente a M en
z. La dimensién (o rango) de la codistribucién es dimP(z) (puntualmente definida).

Sea S el conjunto de las 1-formas de clase C" definida en todas partes. La codis-

tribucién generada por el conjunto S es:

P(x) = spang{w|,,w € S} Vo € M.



INDICE 2

Llamaremos codistribucién de clase C" sobre M, a una codistribucion P generada por
el conjunto S de las 1-formas de clase C". La codistribucién P se dice que es integrable
en el sentido de Cartan en xy € M si existe una subvariedad N ., S M (siendo i la

inclusién canénica) que pasa a traves de o, tal que
Tm-/\/-a.mo - (P(m))L,Vx € '/\/-E.ZU

(Mas atin, tenemos que: i%,(P(z)) = 0y dimP(x)+dimN- o, = dimM Vx € N. ,,, donde
i*, es el pull-back estandar de ¢ en z). Diremos que N, es una variedad integral de
la codistribucion y tambien que P es puntualmente integrable en xy. De la definicién se
tiene directamente que P es también puntualmente integrable en todo punto g € N, ,,.

La codistribucion es llamada localmente integrable si para cada punto en M existe
una variedad integrable de la codistribucién (a saber si esta es puntualmente integrable
en cada punto de M).

El sistema diferencial P se dice que es integrable en el sentido Pfaff si existe un
conjunto finito de generadores de formas exactas (es decir, si 3f; : M — R, 1 <i < p,
tal que: P = spanzoan{dfi,. ... dfp}).

Consideremos la codistribuciéon P y un punto zo € M. Si existe una vecindad de
xo donde la codistribucién tiene dimension constante, entonces el punto xg se llama
punto ordinario (o punto reqular) , de lo contrario este es llamado punto singular. Si la
codistribucion tiene puntos singulares entonces decimos que esta es una codistribucion

con singularidades.



CApriTULO 1
VARIEDADES DIFERENCIABLES

En este capitulo, introducimos la nocién de variedad diferenciable y funcion dife-
renciable, ademas, estudiamos las propiedades basicas de las estructuras diferenciables,
topologia de una variedad como también estudiaremos el concepto de funcién diferen-
ciable, espacio tangente a una variedad y el fibrado tangente a una variedad, conceptos
que seran necesarios posteriormente para desarrollar nuestro trabajo sobre las codis-

tribuciones.

§1.1. La Nocién de Variedad Diferenciable

Definicién 1.1. Un espacio topolégico M no vacio es un espacio localmente euclidiano
si para cada punto p € M existe una vecindad abierta U de p, un entero n > 0y
un homeomorfismo x : U — x(U) de U sobre un subconjunto abierto z(U) de R. El

entero n > 0 es la dimension del espacio M en el punto p.

Siz:U — z(U) C R es uno de los homeomorfismos que aparecen en la definicién

anterior y II; : R® — R,7 = 1,...,n son las proyecciones, consideramos las funciones
continuas ' = [[;ox :u — R,i=1,...,n, y, tenemos que
. 1 n
r=(x,...,2")

En consecuencia, para cada punto ¢ € U el punto z(q) € R" queda expresado del modo

siguiente:
2(q) = (¢'(q), ..., 2"(q))-

Por este motivo, al par (U, x) se le llama sistema de coordenada local o carta local.

Usamos la palabra local para indicar que, en general, U es un subconjunto propio de
M.
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Definicién 1.2. Una variedad topoldgica M de dimension n es un espacio topoldgico

no vacio (no necesariamente conexo) que cumple:
a. M es localmente euclidiano de dimensién n en todos sus puntos.
b. M es 2° enumerable, es decir, la topologia de M tiene una base enumerable.

c. M es de Hausdorft, esto es, dados p,q € M, existen subconjuntos abiertos disjuntos

de M digamos V,W tal quepe Vyqe W.

Definicién 1.3. Un atlas para un espacio topoldgico M es una colecciéon de cartas
locales A = {(Uq, Ta) faea de M tales que los dominios U, de estas cartas forman un

cubrimiento abierto de M, esto es:

M:UUa.

a€A

Un atlas es finito, enumerable, o no enumerable segtin si el conjunto de indices A es

finito, enumerable, o no enumerable respectivamente.

Nota 1.1. Notar que la primera condiciéon de la definicion de variedad topolégica es
equivalente a decir que M tiene un atlas A = {(U,, o) faca tal que el rango z(U,) de
todas las cartas x, : U, — 24(U,) son subconjuntos abiertos de R". Para indicar que

una variedad topoldgica tiene dimensién n escribimos M™.

Ejemplo 1.1. Un subconjunto abierto /N no vacio de una variedad topolégica M™ de
dimensiéon n, con la topologia de subespacio, es una variedad topoldgica de dimension
n (la misma dimensién de M). En efecto, N es de Hausdorff y 2° enumerable. Ademas,
si A = {(Ua, o) taea es un atlas para M™ entoces {(Uy [N, Za/Us[1N)}aca €s un
altas para N.

Nuestra intencién ahora es enriquecer la idea de variedad topoldgica en forma tal

que nos permita hablar también de diferenciabilidad.

Definicién 1.4. Dos cartas (U, x) y (V,y) de una variedad topoldgica M™ diremos que
son C*-relacionadas si UV =0 6 si UMV # 0, entonces las siguientes funciones

deben ser de clase C*:
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L. yox l:z(UNV) —y(UNV).
2. zoy tiy(UNV) —z(UNV).

Observar que z(U( V) y y(U V) son dos conjuntos abiertos de R™. Por lo tanto

pedir que yoz~ 'y z oy~ ! sean C* tiene sentido.

Definicién 1.5. Un atlas A de una variedad topolégica se dice que es C¥ si cualquier

par de cartas de A son C*-relacionadas.

Definicién 1.6. Un atlas A de clase C* de una variedad topoldgica Mse dice que es
maximal si este no esta propiamente contenido en otro atlas de clase C* de M. Esto es
si O es otro atlas de clase C* de M tal que A C O, entonces A = O.

Una estructura diferenciable de clase C* sobre una variedad topolégica M™ es

un atlas maximal.

Definicién 1.7. Una variedad diferenciable de clase C*y dimensién n es un par (M, A)
donde M es una variedad topoldgica de dimnsién n y A es una estructura diferenciable

(atlas maximal) de clase C* sobre M

Ejemplo 1.2. (R,U) donde U es el atlas maximal que contiene al atlas A = {(R",I)}
es una variedad diferenciable de clase C'"* y dimension n. U es la estructura usual de

R.

Como todo atlas de clase C* esté contenido en un tnico atlas maximal, para deter-
minar la estructura diferenciable de una variedad basta presentar un atlas, no necesa-
riamente el maximal, que este contenido en la estructura. Esto es lo que haremos de

aqui en adelante.

Ejemplo 1.3. Un subconjunto abierto N # () de una variedad diferenciable M de
dimensién n y de clase C* es tambien una variedad diferenciable de la misma clase y
dimensién que M.

En efecto, si A = {(Us, 7o)} aca es un atlas de clase C* para M entoces A =
{(UsNN,20/Us (N N)}aca es un altas de clase C*¥ para N. A N le llamaremos sub-

variedad abierta de M.
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§1.2. Funciones Difernciables

En esta seccién introducimos el concepto de diferenciabilidad para funciones definidas
en variedades. Sean M™ y N™ dos variedades y f : M — N una funcién. Supongamos
que tengamos (U,z) y (V,y) cartas para M y N respectivamente, para las cuales se
cumple que f(U) C V.

En este caso, en el conjunto abierto 2(U) C R™ podemos definir la siguiente funcién:
foy=yofox':z(U) — y(V)CR"
a la cual llamaremos funcién representativa de f en las cartas (U, z) y (V,y).

Definicién 1.8. Sean M™ y N dos variedades de clase C* y r < k. Diremos que la
funcién f . M™ — N" es diferenciable de clase C" en un punto p € M, si existe
una carta (U, x) de M alrededor de p y (V,y) carta de N alrededor de f(p), tales que
f(U) C V y la funcién representativa

f:cy = yofox_l : ZL‘(U) - y(V)
es diferenciable en el punto z(p) € z(U) C R™.

Observacion 1.1. En esta definicién es fundamental el hecho de que esta es indepen-
diente de la representacién de f . En efecto, si f,,, = ¢/ o foa’~! es otra representacion
total de f segun las cartas (U’,2") y (V',y), con p € U’, entonces la siguiente igualdad

muestra que f,,s es de clase C” en z(p) si y solo si f;, lo es en el punto z(p):

1 -1 -1 —1

f:}c’y’ = ylofoxli :ylo<y Oy)OfO(;C Ox>ox

= (Y oy )ofyo(zoa™)
La funcién f : M — N es de clase C" si f es de clase C* en todo punto de M.

Definicién 1.9. Sean M y N dos variedades de clase C* y 0 < r < k. Una funcién
f: M — N es un difeomorfismo local de clase C" si para todo punto p € M existe
vecindades abiertas U y V de de p y f(p) respectivamente, tales que f|y : U — V es

un difeomorfismo de clase C".
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Definicién 1.10. Sean M y N dos variedades de clase C* y 0 < r < k. La funcién
f: M — N es un difeomorfismo de clase C", si fes biyectiva y si f v f~! son de clase

C". En este caso M y N son difeomorfas.

Observacion 1.2. Todo difeomorfismo es un difeomorfismo local. El reciproco no se
cumple. Sin embargo f : M — N es un difeomorfismo si y solo si f es un difeomorfismo

local biyectivo.

§1.3. Espacio Tangente y la Derivada

§1.3.1. Espacio Tangente

Definicién 1.11. Sea M™ una variedad diferenciable y p un punto fijo de M. Sea C*°(p)
el conjunto formado por todas las funciones reales, diferenciables cuyos dominios son

vecindades abiertas del punto p.

Sia € Ry f,g € C®(p), con dominios V' y W respectivamente, definimos f + g,
fgyaf:

f+g9 = VOIW —R,(f+9)(q) = f(9) + 9(p). (1.1)
fg = V(W — R, (f9)(@) = f(@)g(a)- (1.2)
of = V(AW — R, (af)(g) = af(q). (1.3)

Definicién 1.12. Un vector tangente a una variedad diferenciable M en el punto p es

una funcion

v:C* — R
que cumple:

1. v es lineal, es decir,

v(af + Bg) = v(af) + v(Bg).

2. v es una derivacion, es decir,

v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g).
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Esta definicién estd inspirada en las propiedades de nuestras conocidas derivadas
direccionales en R™. Es de esperarse, por tanto, que los vectores tangentes satisfagan
propiedades similares a las derivadas direccionales. Asi, por ejemplo v(f) debe depender
unicamente del “comportamiento local de f "y en particular, si f es constante en una

vecindad de p, se debe cumplir que v(f) = 0.

Observacién 1.3. En general, el conjunto C'*°(p) no es un espacio vectorial. En efecto,
tomemos dos elementos cualesquiera f : V — Ry g: W — R de C*(p) tales que
V # W. Tenemos que f — f =0|y y g — g = 0lw. Si C*°(p) fuera un espacio vectorial

deberiamos tener que 0|y = 0|y. Pero esta igualdad no tiene sentido a menos que
C>(p)

V = W. Por eso en lugar de C*(p) consideremos el conjunto cociente , donde ~

es la siguiente relacién de equivalencia:
f ~ g < 3U,vecindad de p tal que f|y = g|w.

La adicién, multiplicacién por escalares y la multiplicacién ya definidas en C'*°(p)

o> . . . o>
# sus correspondientes operaciones, las cuales si hacen de #

inducen en un
algebra sobre R, llamada el algebra de germenes de funciones (diferenciables) en el
punto p. Un germen en el punto p es una clase de equivalencia, es decir, un elemento

de %(m. Entonces, un vector tangente de M en el punto p es una fucncién lineal

v:—C (p)—>R

~
que ademds es una derivacién. Esto es, v cumple las mismas condiciones exigidas en
nuestra primera definicion. De acuerdo a nuestros resultados anteriores, el valor solo
depende del “comportamiento local” de f, en consecuencia, ambas definiciones, son en

esencia, la misma.

Ahora definamos sobre el conjunto 7, M = {v/v es un vector tangente a M en el punto p}

operaciones de adicién y multiplicacién por escalares (reales):

1. Siv,w € T,M, entonces v 4+ w es el vector tangente definido por
(v +w)(f) = v(f) +w(f),Vf € C=(p).
2. SiveT,MyacR, entonces av es el vector definido por

(av)(f) = av(f),Vf € C=(p).
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T, M bajo estas dos operaciones es un espacio vectorial sobre R, al cual le llamaremos
espacio tangente de M en el punto p.

Nuestra siguiente inquietud es hallar bases para el espacio T,,M.

Sea m la dimensién (U, x) una carta de M™ alrededor del punto p. Si f: V — R
es cualquier elemento de C*°(p), entonces x(U (V') es un abierto de R™ que contiene

al punto z(p), y la funcién
fox™? :a:(UﬂV) — R

es diferenciable. En consecuencia tenemos a nuestra disposicion las derivadas parciales,
Di(f oz (z(p)),i = ..., m; de esta funcién calculada en el punto z(p) € R. Esto se
cumple para cualquier elemento de C*(p), lo que nos permite definir las siguientes m

funciones:

0 ~ . .
<8xi)p'c (p) —Ryi=1,...,m;

(aii>p(f> — Di(f oz ) (z(p)).

A ( aii)p (f) también lo denotaremos con g J{ (p). Esto es

) = (aiz‘)p(f )= Dilf o) x(p)).

Por la forma que hemos definido a

(@), = (%),

es de esperar que estos sean buenos candidatos para ser vectores tangentes.

Proposicion 1.1. Las funciones

< 8') :C®(p) — Ryi=1,...,m
ox? »

son vectores tangentes de M en p.

Demostracion.
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Linealidad:

(ai) (af +89) = Dil(af+0g)ox")(x(p))

(fox ™)+ B(goa™))(z(p))
= aDi(f oz M) (x(p)) + BDi(g o z~V)(x(p))
0

o) (0)

Derivacién:

() U9 = Do) oa™)(at)
D;

((fox™")(goz™")(z(p))
= Di(fox " )(x(p)g(p) + f(p)Dilg o ™) (x(p))

- (8) f)()+f()(8>p(g)-l

Teorema 1.1. Si (U, z) es una carta de M™ alrededor del punto p yv € T,M, entonces

U—Zv (ax)

Demostracion.

Sea z(p) = c€ R™. Si f € C*(p). Entonces:

m

o(f) = o)+ (" =)

(f(0) + Y _v((a' =)o)

=1

I
S

= 0+ [o(a’ = ) filp) + (2 (p) = ol fy)

10
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En particular, si tomamos a v = (

() ()=S0 (), @) =

‘)p y sabiendo que (%)p (z') = &%, tenemos

i(p) v asi obtenemos

De donde

Corolario 1.1. Si (U,x) (V,y) son cartas de M™ tales que p € UV, entonces

(5), 250 (52),

Teorema 1.2. Las funciones

0 - .
<8xi)p'c (p) —Ri=1,....m

forman una base para T,M
Demostracién. Ver [2],teorema 2.8.

Definicién 1.13. Sea M™ una variedad de clase C*, (k > 1), p un punto de M y
a: (—&,6) — M una curva de clase C* tal que a(0) = p. Se llama vector tangente a

la curva « en el punto p a la funcién v : C*(p) — R, tal que v(f) = (f o a)'(0).
Definicién 1.14. Sea M™ una variedad de clase C*, (k > 1), p un punto de M. Se
llama espacio tangente al conjunto 7, M formado por los vectores que son tangentes a
todas las curvas « : (—¢,&) — M de clase C* tal que «(0) = p.
§1.3.2. La Derivada
Sean M™ y N™ dos variedades diferenciables y
p: M — N

una funcién diferenciable.
Observar que sip € M y f € C*(¢(p)), entonces tenemos que f o € C(p).

Esta observacién nos permite definir la siguiente funcion:
Pap : TpM — Ty N

11
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U — Pxp (v)

donde ¢,,(v) es la funcién:
Pap(v) : CF(p(p)) — R

(P (0))(f) = 0(f 0 )

A la funcién ¢,,(v) : C*(¢(p)) — R la llamaremos la derivada de ¢ en el

punto p

Ejemplo 1.4. Sea « : (—&,e) — M una curva diferenciable. Si a(0) = p, tenemos la

derivada:
oy @ ToR — T, M.

Resulta que a.o((5)0) € T,M es el vector tangente a la curva « en el punto p. En

i)
at
efecto, si f € C*°(p) tenemos :

w((2)) - (3) 0o

d
= S(foalt
= (foa)(0)

§1.4. El Fibrado Tangente

En esta seccién presentamos el concepto de fibrado vectorial y luego nos abocamos
a uno de los fibrados mas importantes de la geometria: El Fibrado Tangente de una

variedad.

§1.4.1. Fibrados Vectoriales

La nocién de fibrado aparecié alrededor de los anos 30, motivados por el deseo de
linealizar los problemas no lineales de la Geometria y la Topologia. Desde entonces este
concepto es de uso muy frecuente en muchas ramas de la matematica, sobre las que ha

ejercido gran influencia.

12
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Definicién 1.15. Un Fibrado Vectorial diferenciable es un triple (F, M, ) donde
E y M son variedades diferenciables y w : E — M es una funcién diferenciable; y se

cumple que:
1. Vp e M,E, = 7 !(p) es un espacio vectorial de dimensién n.

2. E es Localmente Trivial. Esto es, para todo punto p € M existe una vecindad

abierta U y un difeomorfismo ¢ : 771 (U) — U x R™ tal que:

a. m = m o1 donde 7 es la proyeccién m : U x R — U.

b. ¢ : E, — p X R" es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Al conjunto E se le llama espacio total; a M espacio base; a 7 la proyeccién; a £, =

7~ 1(p), la fibra sobre p; a n la dimensién de las fibras.
Observaciéon 1.4. Si M tiene dimensién m, entonces E tiene dimension m + n.

Muchas veces cuando no hay confusién en lugar de decir el fibrado (E, M, 7) diremos

simplemente el fibrado F.

Definicién 1.16. Una seccién del fibrado (E, M, ) es una funcién s : M — E tal

que wo s = Iyy.
Observacién 1.5. La condicién 7 o s = Iy, implica que s(p) € E,,Vp € M.

Denotemos con I'(E) es conjunto formado por todas las secciones diferenciables del
fibrado (E, M, ).

Nota 1.2. Si C*°(M) es el conjunto formado por todas las funciones reales diferen-
ciables definidas en M, entonces C'*°(M), con las operaciones de suma de funciones,
multiplicacién de un escalar (real) por una funcién y multiplicacién de funciones, es un

algebra sobre R.

13



CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 14

A T'(FE) le damos la estructura de médulo sobre C*°(M), definiendo las siguientes

opaciones:

1. (s+t)(p) =s(p) +t(p),pe My s,t eT(E).

2. (fs)(p) = f(p)s(p),p € M,s € I(E), f € C=(M).

Ejemplo 1.5. Sea M una variedad, £ = M xR" y 7 : E — M la proyeccion natural.
El fibrado (M x R™, M, x) es un fibrado vectorial, al cual se le llama Fibrado Trivial.

Sis: M — M x R" es una seccién del fibrado, entonces s es de la forma s(p) =
(9(p), f(p)),donde g : M — My f: M — R". Pero p = (7 os)(p) = g(p), luego g es
la funciéon identidad de M.

En consecuencia s(p) = (p, f(p)), Vp € M. Esto nos dice que toda seccién del fibrado

trivial (M x R, M, ) puede identificarse con una funcién f : M — R™.

Ejemplo 1.6. Sea (E, M, ) un fibrado vectorial diferenciable. Si U es un subconjunto

abierto de M, entonces 7' (U) es un subconjunto abierto de F.

En consecuencia, U y 7~ }(U) son subvariedades de M y FE respectivamente.
Notese que (7~ (U), U, 7/U) es un fibrado vectorial de las mismas dimensiones que
(E, M, ). A este fibrado le llamaremos la restriccién del fibrado £ a U.

Definicién 1.17. Un sistema de referencias del fibrado vectorial (E, M, 7) es un con-
junto de secciones {s1, S, ..., s, } de este fibrado tal que, para cualquier p € M se tiene

que s1(p), s2(p), - - -, Sn(p) es una base para la fibra E,.

Ejemplo 1.7. Sea M una variedad diferenciable. Consideremos el fibrado trivial dado
por (M xR" M, ). Siey,es,...,e, eslabase canénica de R", definimos las n siguientes

secciones diferenciables de este fibrado:

Si:M— MxR"i=1,2,....,n
tal que
si(p) = (p, €i)
Es obvio que para cualquier p € M, s1(p), s2(p),...,sn(p) es una base para la fibra

{p} x R™. Luego {s1, s2,...,S,} es un sistema de referencias diferenciable del fibrado
(M xR, M, ).

14
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Observacién 1.6. No todo fibrado tiene un sistema de referencias. Mas adelante ve-
remos que un fibrado £ admite un sistema de referencias si y sélo si E es isomorfo a
un fibrado trivial. Sin embargo todo fibrado admite sistemas de referencias locales; es
decir , si (E, M, ) es un fibrado cualquiera, entonces para todo punto p € M existe
una vecindad U tal que el fibrado restriccion (E /U, U, ) tiene un sistema de referencias
diferenciable. En efecto, si tomamos U, la vecindad para la cual se cumple la propiedad
de trivialidad local de E.

7Y (U) 2= U x R™

SF

tenemos las n secciones siguienetes:
s;i:U—71U) = E/U i=1,...,n
sip) = v p @)
que constituyen in sistema de referencias para F/U.

De acuerdo con lo anterior podemos cubrir a M con una familia de abiertos {Uy }aca

tales que el fibrado E/U tiene un sistema de referencias
S ={s],85, ..., 8 baca

Si U,Ug # 0, entonces sobre U, (U tenemos dos sistemas de referencias dife-
renciables S y SP. Luego si p € U, [ Us, tenemos que:

de este modo obtenemos las funciones
ai:Us(Us — R
que resultan ser diferenciables. Aun més, la matriz
9ap(p) = (aj(p))

es invertible y la funcién gag : Uy [1Us — GL(n,R) tal que p — ga5(p) es también

diferenciable.

15



CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 16

A estas funciones {gag}apsea , se les llama las funciones de transicién del fibra-
do (E, M, ) respecto al cubrimiento {U, }aca. Estas funciones cumplen las siguientes

propiedades:
1. Gap = gﬁ_(i
2. 90898y = Joy, €0 Uy (U3

Las funciones de transicion caracterizan al fibrado en sentido de que mediante ellas

se puede reconstruir al fibrado.

§1.4.2. Variedades definidas por una familia de inyecciones

Hacemos un parentesis en el estudio de fibrados para obtener algunos resultados que
nos ayudaran a construir fibrados.

Anteriormente, para definir el concepto de variedad diferenciable comenzamos con
un espacio topolégico M de Hausdorff y 2° enumerable, al cual luego le proveimos de
un atlas A de clase C*. Nuestra intencién es ver que hemos podido comenzar solamente
con el conjunto M, sin ninguna construccion topoldgica, y reconstruir la topologia de

M mediante el atlas A.

Lema 1.1. Sea M un conjunto no vacio (sin estructura topologica) y A = {(Uy, T4) taca
una familia de pares (U, x,) donde Uy, C M y x4 : Uy, — R™ es una inyeccion que

cumple las siguientes condiciones:
1. 24(Uy) es un abierto de R",Va € A.

2. Los U, cubren a M :

M = UUa.

a€cA

3. Si (Un, o), (Ug,z5) € A y Uy, Uz # 0, entonces x4(Us(Us) y 25(Ua(\Us)
son abiertos de R"™ y la funcion: xgo x," : 2o(Us(Us) — x5(Ua(\Up) y su

INVETSA Xy © mgl son CF.

Entonces existe una y solo una topologia de M para la cual A es un altlas de M de

clase CF

16



CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 17

Demostracién. Ver [2], lema 4.1.

Lema 1.2. La topologia de M definida en el lema anterior es 2° enumerable si y solo
si el cubrimiento {Uy}aca, formado por los dominios de todas las cartas (Uy,x,) del

atlas A tiene un subcubrimiento enumerable.
Demostracién. Ver [2], lema 4.2.

Corolario 1.2. St M tiene un atlas enumerable, entonces la topologia de M definida

en el lema 1.1 es 2° enumerable.

§1.4.3. El Fibrado Tangente

Sea M™ una variedad diferenciable y

T™ = | J T,M.
peEM
Definimos la funcién
m:TM — M

del modo siguiente:
Si v € TM, entonces existe un tnico p € M tal que v € T,M. Hacemos 7 (v) = p, a

la funcién 7 le llamaremos proyeccion.
Lema 1.3. TM es una variedad diferenciable de dimension 2m.
Demostracién. Sea (U,, z,) una carta de un atlas A de M. Definimos la funcién :
Go i T H(Uy) — 24(Uy) x R™
SiveT,Myn*(v)=p, entonces

U—ma-<a)
- 3xgp

1=

Hacemos ¢, (v) = (z4(p), a1, - . ., a,). Es inmediato ver que ¢, es biyectiva, ademds, su

rango o (U,) X R™ es un subconjunto abierto de R™ x R™ = R?™

17
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Sea (U, xg) otra carta de del atlas A tal que U, [ Us # 0, esta carta da lugar a su

correspondiente biyeccién:
¢p: ™ (Up) — 25(Up) x R™

Luego tenemos,

S (Ua) (V7 (Up)) = o(m ' (Ua[\Us))
= 2(Ua[\Up)

Es un abierto de R™ x R™ = R?*™.

Veamos quien es

¢[3 o (bc_yl : xa(Ua ﬂ UB) x R™ — l’ﬁ(Uam UB) x R™.

Siven (U, NUs) y 7(v) = p, entonces tenemos dos expresiones para v:

0 0
U:;ai(a_xa> U:;bj (8_1%>

Ahora, por el corolario 1.1 tenemos

(), %529 ()
i ] TP\ 5T
ozt » jzlaxa &Ué ,

por consiguiente,

o’ A
b= 570 v a=Y Dirhor.)(zalp)).
J @ i
Esto es, si a = (ay,...,a,)y b= (b1,...,by), entonces
b= T, 0z (x(p))(a).
Ahora, si ¢ = x,(p) se tiene que z5(p) = (zgox,')(c) y

#5004 (ca) = o5(v)
= (23(p);b)
= (2502,'(0), Jy0urr (€)(a).

18



CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 19

Luego, ¢g o ¢, es diferenciable.

Aplicando el lema 1.1 conseguimos que T'M tiene una tinica topologia para la cual

A = {(ﬂ_l(Ua)a ¢a)/(Uas Ta) € A}

es un atlas diferenciable.

Ademas, T'M, con esta topologia , es de Hausdorff y 2° enumerable.ll
Lema 1.4. La funcion m es una funcion diferenciable.

Demostracién. Sea (U, z) una carta de M y (7= 1(U), ¢) la carta de T M asociada

a la primera.

2(U) x R™ L 2(U)

Tenemos que f(x(p),a) = (xomwo ¢ V) (z(p),a) = x(p),f = v omo¢~'. Luego
xomo ¢! es diferenciable y por tanto, 7 es diferenciable.ll

Ya tenemos el camino allanado para probar el siguiente teorema:

Teorema 1.3. (T'M,M,7) es un fibrado vectorial diferenciable, llamado el Fibrado

Tangente.

Demostracion. Ya tenemos que T'M y M son variedades diferenciables y que
m : TM — M es diferenciable. Ademés, para todo p € M, 7 '(p) = T,M es un
espacio vectorial.

Veamos pues la propiedad de trivialidad local.

Dado p € M, sea (U, ) una carta de M alrededor de p y (77 }(U), ®) la carta de
TM inducida por (U, z).

Asi, se tienen las funciones
¢: 7 (U) — z(U) x R™

(71, 1) :2(U) x R™ — U x R™,

Donde I es la funcion identidad de R™.

19
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Definamos entonces la funcién
Y Y (U) — U x R™

Dada por: ¢ = (z71,1) o ¢.
Claramente vemos que 1 es biyectiva y que m o ¢ = w. Veamos que ¢ es un difeo-

morfismo.

Tenemos que
(z,1)opop™ = (z,I)o(z7", I)ogogp™"

esla funcion identidad de z(U) x R™.
Luego la funcién anterior es un difeomorfismo. Por lo tanto, ¢ : 77 (p) — {p} xR™

es un isomorfismo.H

§1.5. Campos Vectoriales y Corchete de Lie

§1.5.1. Campos Vectoriales

Definicién 1.18. Un campo vectorial sobre una variedad M es una secciéon X del

fibrado tangente T'M. Esto es
X M-—TM y moX =1y

Ejemplo 1.8. Si (U, z) es uan carta de M™, tenemos los siguientes m campos sobre
U:

0
ox’ Uv— /v

0
p oxt »

Estos m campos nos proporcionan un sistema de referencias para TM/U. Ademés

estos son diferenciables. En efecto , si (771 (U), ¢) es una carta de T'M correspondiente

a (U, x), se tiene que la funcién F', representativa de %, es (z,e;)

20



CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 21

2(U) —%z(U) x R™
donde ey, ..., e, forman la base candnica de R™.
Al valor (vector tangente) X (p) de un campo X en un punto p de M también se le

acostumbra denotar por X,, esto es X, = X (p).

Nota 1.3. Nos interesaremos solo en campos vectoriales diferenciables. A todos estos
los juntaremos en un conjunto que lo denotaremos por V' (M), (r = 7 6 oo segin sea

el caso).

Consideremos ahora, a una variedad M de clase C". Sea F(M) el conjunto formado
por todas las funciones reales de clase C" | definidas sobre M. Veamos que §(M) es un

anillo, es decir, un conjunto con dos operaciones (+,.),tal que:

1. §(M) es un grupo abeliano.
2. w e M:(fgh)(x) = [f(x)g(x)]h(z) = f(z)lg(x)h(x)], V], 9, h € F(M).

3. weM:[flg+h)(x) = flx)g(x) + flx)h(z) ¥
[(f + 9)hl(z) = f(x)h(x) + g(x)h(x); V], g, h € F(M).
Verifiquemos la primera condicion.
Claramente F(M) # (), pues 30 : M — R tal que para todo p € M se tiene que

O(p) = 0 (funcién nula), la cual es de clase C".

Consideremos a +,la suma usual en R y dotemos a §(M) de esta operacién binaria.

Entonces, para x € M :

[(f +9) +hl(z) = (f+g)(x)+h(z)
= [f(@) +9(z) + h(z)
= [f(@) +[g(z) + h(z)]
= f(@)+ (g+h)(2)
= [[+(g+h)])
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30 eFM),VfeFM): (f+0)(x) = flz)
(

VieFWM), 3= fedM): (f+ (=) = [fl@)+(=f(2))
= f(z)
= 0+ f(2)
= (0+ f)(=).
Ademds, f,g € F(M) : (f +9)(z) = F(2) + 9(z) = g(x) + F(x) = (g + F)(x). Asf pues,
(§(M),+) es un grupo abeliano.

Las condiciones 2 y 3 se cumplen automéaticamente ya que son heredadas de R. Luego
§(M) es un anillo.l

§1.5.2. El médulo V(M)

Sobre V"(M) definimos las siguientes dos operaciones: Sean X,Y € V' (M), f €
S(M),pe M

(X+Y)p) = X +Y(p)
(fX)p) = [f(p)X(p).

Probemos que V"(M) con estas dos operaciones es un médulo sobre §F(M). Para ello
probemos que V(M) es un grupo abeliano aditivo.

Veamos que V" (M) # (. Sea (U, z) una carta de M. 3X : M — TM dada por
X==21<1<mtalqueVpe M: (roX)(p) =n(X(p)=r(%5
una seccion de T'M.

) = p, la cual es

Consideremos ahora la operacién suma definida sobre V" (M) como sigue:
(X +Y)(p) = X(p) + Y(p). X.Y € V(M)

22
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Vpe M :[(X+Y)+Z](p) = (X+Y)(p)+Z(p)
= X(p)+Y(p) + Z(p)
= X(p)+ (Y +2)(p)
= X+ Y +2)]p),X,Y,Z eV (M).

Sea p € M como T,M C TM es un espacio vectorial, entonces existe Op € T,,M tal que
O, +v =v+ 0, = v, para todo v € T, M.
Por definicién si X € V"(M), entonces X (p) € T,M luego:

X(p) = X(p)+ 0, = (X +0)(p) y X(p) = Op + X(p) = (O + X)(p)
donde O : M — T,M C TM, la cual cumple :

(moO)p) = w(O(p))

Asi, O es un campo vectorial. Por otro lado, si X € V"(M), entonces Vp € M :
X(p) € T,M C TM y como T,M es un espacio vectorial existe el vector —X(p) € T,
tal que O, = X(p) + (=X (p)) = (X + (=X))(p) donde

X M —TM

p— —X(p)

cumpliendo que
(mo—X(p)) =n(=X(p) =p

lo que implica: —X € V"(M). Por lo tanto, para todo X € V"(M), existe —X € V" (M)
tal que X + (—X) = O.
Sean X,Y € V"(M).

(X +Y)(p)=X(p) +Y(p) =¥+ X)(p)

En consecuancia de todo lo anterior tenemos que V"(M) es un grupo abeliano.
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CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 24

Consideremos a X € V(M) y f € §(M) y definamos la funcién
XM —TM

como sigue
(fX)(p) = f(p)X(p)
Como f(p) € Ry X(p) € T,M se tiene que (fX)(p) = f(p)X(p) € T,M. Asi, fX
estd bién definida. V(M) bajo esta operacion es un médulo. En efecto,
X +Y)p) = (f2)p).Z=X+Y

= f(p)Z(p)

= )X +Y)p)

= f)(X(p)+Y(p))

= [)X/)+ f(p)Y(p)

= (fX)(p)+ (fY)(p)

[(fo)(X)](p) = (fg

[(f +9)(X)]p) =

Para todo X,Y € V"(M) y para cualquier par f,g € F(M).1

§1.5.3. Corchete de Lie

Definicién 1.19. Para X,Y € X(M) definimos [X,Y] : C®(M) — C*(M) de la
manera siuguiente

X, Y)f = X(V]) - Y(X).
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CAPITULO 1. Variedades Diferenciables 25

Proposicién 1.2. El corchete de Lie satisface:
1. [ X+Y,Z]=[X,Z]+]|Y,Z].
2. [ X, Y+ Z] =X, Y]+ X, Z].
3. [ X,Y]=-[Y, X].
4. [ XYV, Z|+ [V, [X, Z)) + [Z,[X, Y]] =0 (Identidad de Jacobi).
Demostracién. Ver [2],capitulo 4.

Proposicién 1.3. Si X,Y e V' (M) y f,g € C*(M), entonces

[fX,9Y] = fglX. Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X.

Demostracién. Ver [2],capitulo 4.

Proposicién 1.4. Si X,Y € V" (M), entonces [X,Y]| € V'(M).
Demostracién. Ver [2],capitulo 4.

Observacién 1.7. La proposicién anterior nos permite considerar el corchete de Lie

como una operacion binaria en V" (M):

V(M) x V" (M) — V" (M).
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CAPITULO 2

EL FIBRADO COTANGENTE Y FORMAS
DIFERENCIABLES

En este capitulo presentamos a los fibrados tensoriales de una variedad. Un ca-
so particular importante es el fibrado cotangente. Comenzaremos presentando algunos
resultados que nos permitiran construir nuevos fibrados a partir de otro dado previa-

mente.

Lema 2.1. Sea M™ wuna variedad diferenciable, E un conjunto y m : E — M una

sobreyeccion que cumplen:
1. Existe un cubrimiento abierto {Us}aca y una familia {1, }aca de biyecciones
Vo : T H(Uy) — Uy x R™.

2. Sim Uy X R™ — U, es la primera proyeccion, entonces el siquiente diagrama

es conmutativo

3. Va, 3 tales que U, (\Us # 0,las funciones
@/Jﬁogbgl : UaﬂUﬁ x R™ — UaﬂUﬁ x R™
son difeomerfismos.

Entonces, eziste una unica estructura diferenciable que hace de (E.M,m) un fibrado

vectorial diferenciable, para el cual las funciones
Y7 N U,) — Uy x R™

son trivializaciones locales.
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Demostracién. Ver [2],capitulo 5.
Teorema 2.1. Si M es una variedad diferenciable tal que
1. Para todo p de M, existe un espacio vectorial ), de dimension m.

2. Eziste un cubrimiento {U,}aeca de M, tal que para cada p € U, eziste un isomor-

fismo
Vop + By — R™.

3. Las funciones

Gop : Ua[ VUs — GLR™),  gap(p) = Yapo s,
son diferenciables.

4. Si definimos E = UPGM E,; m: E— M, la funcion proyeccion y
U1 (Us) — Ua x R, 0 (v) = (p, ap(v)).

Entonces, E tiene una unica estructura diferenciable que hace (E,M,7) un fibrado

vectorial para el cual las funciones
Y7 (Uy) — Uy x R™
son trivializaciones locales.

Demostracién. Ver [2],capitulo 5.
Construyamos ahora el fibrado cotangente.
Sea (E,M,r) un fibrado diferenciable cualquiera. A partir de este construyamos

otro fibrado (E*, M, 7*), al que llamaremos el fibrado dual de (E, M, 7).

Para cada fibra 77!(p) de E tomamos su dual [7~!(p)]* y hacemos

E =)

peEM

La funcién 7* : E* — M la definimos de la manera siguiente:
(A =p, sixe 7 (p)]".
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Sea v, : 7 Y(U,) — U, x R™ una trivializacién local de E. Vp € U, tenemos el

isomorfismo
2ﬁa,p = wa/ﬂ—l(p) : W_l(p) I {p} x R™

si p € Uy [\ Up, entonces ¢, ¥ 1g, inducen el isomorfismo
gop(p) : R™ — R™

definido por
Yap © V5 = (0, 908(D)) = (0, ), f = Gap(p)-

7 (p) 7 (p)
Vo lwﬁ,p (wﬁ,p)*i o)
{p} xR —{p} x R™ {p} xR™ ~———{p} x R™

(»:(f)) (,(£)*)

Pasando a duales conseguimos el isomorfismo
(9as(p))" : (R™)" — (R™)"
y la funcién diferenciable
9ap - Ua \Us — GL((R™)")
9o (P) = (9as(p))"-
Pero tomando un isomorfismo de (R™)* a R™ fijo podemos considerar que
s Ua[ \Us — GL(R™).

Ahora, por el teorema 2.1, E* tiene una tnica estructura diferenciable que hace de

(E*, M, 7*) un fibrado vectorial para el cual las funciones

Wa)™" 7 (Ua) — Ua x (R™)?

[0}

inducidas por
(Y5,) " m M p) — {p} x (R™)*
son trivializaciones locales.

Como se dijo anteriormente, al nuevo fibrado (E*, M, 7*) lo llamaremos fibrado dual
de (E, M, 7).
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Definicién 2.1. El Fibrado Cotangente de una variedad M es el fibrado dual del
fibrado tangente (7'M, M, ), al cual lo denotamos por (T*M, M, 7).

Definicién 2.2. Una 1-forma de una variedad M es una seccién w diferenciable del

fibrado cotangente T* M. Esto es
w:M-—TMy now=1y

p— w(p)

donde w(p) es una funcién lineal
w(p) : T,M — R.
Lema 2.2. Sea M una variedad diferenciable y sea (U, ) una carta de la variedad.

1. Stw: M — T*M en una seccion del fibrado cotangente y ademads

m

—_— m Z’ N . . 7/ . 1
wly = Y o, B'dx;, entonces w|y es diferenciable si y solo si B*,..., B™ son

diferenciables.

2. Sean u,v dos 1-formas cotangentes a M; f,g € §(M), entonces la seccion del

fibrado cotangente fu 4+ vg definida por

(fu+wvg)(p) = f(p)u(p) + g(p)v(p)

es tambien diferenciable, por lo que fu+ vg es una I-forma cotangente a M con
dominio Dom(f) () Dom(u) () Dom(g) () Dom(u).

Demostracién. Ver [3],capitulo 6.

Dada w una 1-forma de M, podemos definir el siguiente operador lineal inducido w
que aplica una campo X tangente a M en la funcion wX : M — R cuyo dominio es
Dom(w) (| Dom(X) y esta definida por

wX (p) = w(p)X(p).

Una aplicacién w : V' (M) — F(M) diremos que es un operador lineal sobre
un abierto U de M, si Dom(wX) = U Dom(X) y w(fX + gY) = fwX + gwY
donde f,g € §(M) y X, Y € V"(M). De modo reciproco, dado un operador lineal
w : V(M) — §(M) sobre un abierto U, podemos asociarle la 1-forma w tal que si
v e T,M yV esun campo tal que V(p) = v, entonces w(p)(v) = wV (p). Notemos que

el siguiente lema prueba la existencia del campo V elegido.
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Lema 2.3. Sea M una variedad diferenciable.

1. Siw: V(M) — §(M) es un operador lineal y X un campo tangente a M,

entonces (wX)|w = w(X|w).

2. Siv es un vector tangente en un punto p € M, entonces existe un campo tangente

V' definido en p tal que V, = v.

3. Sea w : V'(M) — F(M) es un abierto U y sean V,V' dos campos tangentes
definidos en un punto p € U, si V, =V}, entonces wV, = wV}.

Demostracién. Probemos (1). Notemos que:
X —Xlw=0X - X|w)
entonces

0 = WX —X|w)=w(0(X —X|w))

= w(0(X = X[w))
= w(X - Xlw)
= wX)—wX|w).

De aqui se obtiene que (w)|w = w(X|w).

Para (2), sea (U, x) una carta alrededor de un punto p € M, entonces

1),

Luego, el campo V =>"" X, (%) verifica que V,, = v.

Para (3): Sea X un campo definido en p tal que X, = 0 y sea (U, z) una carta para M
alrededor de p. Supongamos que X|y = >"1", fi (%), entonces aplicando (1) se tiene

que

(wX)(p) = (WX[)(p)
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De la condicién X, = 0 se desprende que f;(p) = 0 para todo i = 1,...,m. Asi,

(wX)(p) = 0.
Tomando ahora X =V — V', notese que X, = 0. Entonces

0 = (wV=V))(p)
= w(V)(p) —w(V'(p) ®

Definicién 2.3. Si f: M — R es una funcion diferenciable, se llama diferencial de
f ala l-forma df : M — T*M de M definida por

donde v € T, M.
Observacion 2.1. Notese que si X es un campo, entonces df (X) = X f.
Ejemplo 2.1. Sea o : (—e,e) — M una curva diferenciable y a(p) = 0.

Denotemos por 42|, al vector velocidad de esta curva en a(0) = p € M. Esto es

oo Oa 0
§|0 e1T,My §|0 = Qlx0 (ab) .

Tenemos que df (p) (22]0) = (f o @)'(0), en efecto
o (G) = (G0) 0
= (o (G0)) )

~ (Gib) o
= (foa)(0)

Sea (U, z) una carta de M™, entonces para las funciones diferenciables
ri:U—Ri=1,....m

sus correspondientes diferenciables dx;; i = 1,...,m cumplen que

dzi(p) <( f)) - ( ai)p(x» 4.
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En consecuencia, dxy, . . ., dx,,(p), es la base de Ty M dual a la base (i> e (i)

oz OTm

de T, M. Luego toda uno 1-forma w en U se escribe de una manera tnica como

m

w(p) Y wilp)dzi(p),Yp € U

i=1
o, simplemente,

w = Zwid:ci en U

donde wj : U—>Ryw¢=w<£i)

Proposicién 2.1. Si (U,z) es una carta de M™ y f : M — R es diferencialbe,

i=1

Demostracién. Si v € T,M, entonces

entonces

Ahora,
- 0
o)) = o) =i () @) =
i=1 ¢
de donde
“ 0
o= Y dn (o) (5
=1 p
Por tanto,

df(p)(v) = v(f) =) dxi(p)(v)a—%(p) => o, (p)d;(p)(v)

i=1 =1

En consecuencia

Corolario 2.1. Si (U,z) y (V,y) son dos cartas de M™ tales que UNV # (), entonces

tenemos
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Proposicion 2.2. Eziste una correspondencia biunivoca entre operadores respecto fun-
ciones de la forma w : V'(M) — F(M) y 1-formas w : M — T*M de una variedad
M.

Demostracion. En primer lugar veamos que w es una 1-forma, el correspondiente
operador es w y X un campo diferenciable. Si (U, z) es una carta de M se tiene que
w|y = > Aldx; y para el campo X |y = ZBJH%]-' Entonces (wX)|y = > A'B; que es
diferenciable, para cada carta (U, x). Por lo tanto wX es diferenciable. Veamos ahora

que w es lineal. En efecto,

(w(fX +9Y))p) = wp)(f(p)X(p)+9()Y(p)

= fP)w(p)X(p) +9(p)w(p)Y (p)
fp)wX(p) + g(p)wY (p)

= (fwX + gwY)(p)

para cada p € Dom(w) () Dom(X) (N Dom(Y), f,g € F(M), X, Y € V" (M).
Reciprocamente, supongamos que w es un operador lineal con dominio el abierto V.
Para cada p € W se tiene que w(p) es lineal. Para verlo supongamos que vy, vy € T,M

y que Vi, V5 son campos que extienden a vy y vy, entonces

w(p)(av + Pr2) = (w(aVi + BV2))(p)
= awVi(p)) + BwVa(p)
= aw(p)(v1) + Bw(p)(va).

Finalmente, queda probar que w es diferenciable. Sea p € W = Dom(w) y sea (U, x)
de M en p tal que Dom(x) C W. Entonces w = Z;’ilw(a%i)dxi. Puesto que para
i€ {l,...,m} setiene que w(a%i) es diferenciable, aplicando el lema 2.2 se obtiene que w
es diferenciable en p, para cada p € Dom(w). Entonces w en una seccién diferenciable.ll

Como consecuencia del resultado anterior utilizaremos la misma letra, digamos w

para denotar el operador lineal y la seccién.
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§2.1. Producto Tensorial

Para establecer una base algebraica para formas diferenciales, nosotros empezamos
definiendo ciertas generalizaciones del espacio dual a un espacio vectorial real V.

Sean V7,..., V} espacios vectoriales reales. Ademas, sea
T:-Vix---xV,—1R
una funcion multilineal, es decir que cumple
T(vi,...,v5+avy,...,v0p) =T(v1,...,05...,0) +al(vy,...,a0} ... V)

linealidad en cada componente, entonces el conjunto formado por todas las funciones
de este tipo es un espacio vectorial real, al cual denotaremos por Vi* @ ... ® V* y
lo llamaremos producto tensorial de Vi*,..., V. A los vectores de este producto los
llamaremos tensores covariantes de orden k.
En el caso que V; = Vo = --- =V}, = V al producto tensorial V' ® ... ® V" lo
k
denotaremos por ® V=,

1

Notese que para k = 1, se tiene que ® V* = V*. Por razones de completidud y
0

conveniencia estableceremos que ® V*=R.

Si f:V — W es una transformacion lineal,
k k
rR @V
T — f*T

donde
T (v, . ..,v) =T(f(v1), ..., f(vr))

Notar que para m = 1, f* no es otro cosa que la tranformacion
ffowr— v

ya definida anteriormente. Notar también quesi f: V — Wy g: W — Z, entonces

(go f)*= f*og" y quesi f es un isomortfismo, f* también lo es.
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k !
Definicién 2.4. Si T € ® Viy Se ® V* se llama producto tensorial de T" por S
ket
al elemento T'® S € ® V* definido por

e S(Uh vy Uk Vk41, - - - Jvk—‘rl) - T(UD cee 7Uk)S(Uk+l7 cee 7Uk+l)

Proposicién 2.3. SiT € év*, Se ®V* yU e ®V*, se tiene que (T®S)RU =
T®(SxU) ek(grv*. Ademds,

1. (M+T)@S=T1eS+Th®S

2. TR (S 4+ 8)=T®S +T®5S,

3. En general,l T @ S #S®T

Demostracién.Ver [2], capitulo 5.

Definicién 2.5. Un tensor es alternante si el signo de T' cambia siempre que dos

variables son transpuestas, esto es:
T(v1,.. oy Uy, 0) = =T(U1, 000U, oo Uy, )

Todos los 1-tensores son automaticamente alternantes. El determinante es también
alternante, pero el producto punto no lo es.

Sea Sj, el grupo de todas las permutaciones de los niimeros de 1 a k. Recordemos que
una permutacion w € Sy es llamada par o impar, dependiendo si es posible expresarla
como producto de un ntimero par o impar, respectivamente, de transposiciones simples.
Sea (—1)™ = 1 6 -1, dependiendo si 7 es par o impar. Para cada k-tensor 7"y cada

m € Sy se define otro k-tensor T por
T™(vi, ..., v) = T(Vr1)s - - - Va(i))-
Entonces, los k-tensores altenantes son aquellos que satisfacen
" = (—=1)"T.
Notese que siempre se cumple la igualdad (T7)7 = T™7.
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Existe un procedimiento para hacer tensores alternantes a partir de uno arbitrario.
Si T es un k-tensor cualquiera, definimos el tensor alternante Alt(T") por
1 K U
MWD:HE:@UT.
TEeSk

Notese que Alt(T) en efecto alternante, para esto se cumple que (—1)™7 = (—1)"(—1)°.

Asi,

1 ™ T\O 1 g ToO To O
D)) = o 3 (@) = (-1 3 ()T

TeS ’ TESE
Si hacemos 7 = woo, entonces como Sy es un grupo, tenemos que el rango de 7 mediante
Sk es el mismo de 7. Asi,
g g 1 T T g
mmﬂ]:¢4)H§]—nT:4—mAmn.

TESK
Notar también que si T' ya es alternante, entonces Alt(T) = T, para cada sumando
(—1)™T™ iguales a T, y existen exactamente k! permutaciones en Sy.

Ya que la suma y la multiplicacién por escalar de funciones alternantes son alter-
nantes, los k-tensores alternantes forman un subespacio vectorial A*(V*) de J*(V*). Los
productos tensoriales de tensores alternates no producen necesariamente tensores alter-
nantes. Pero en este caso el operador Alt puede ser 1til. Si T € A¥(V*) y S € A{V™),

definimos su producto cuna 7' A S € A*(V*) como:
TAS:= AT ® S).

El producto cuna es distributivo sobre la adiciéon y multiplicaciéon por escalar, ya que
Alt es un operador lineal; sin embargo para probar la asosiatividad se requerira cierto

trabajo.
Lema 2.4. Si Alt(T) =0, entonces TANS =0=SAT.

Demostracion. Siy; lleva una copia natural de Si, a saber, el subgrupo G' que
consiste de todas las permutaciones de (1,...,p,p+1,...,p+ q). La correspondencia
entre G y S que asigna a cada 7 € G la permutacién 7’ inducida por la restriccién de
ma(l,...,p). Notese que (T®S)" =T @5,y (=1)" = (=1)™. Asi

()T eS) = > (-7

[ @S = AT)® S =0
TeG 7' €Sk
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Ahora, un subgrupo G descompone Si; en una union disjunta de clases a derecha
Goo={moo:me G} pero para cada clase,

g

E:FU“%T®SW”:QJV[E}—U%T®@ﬂ —0

TeG TeG

Ya que TAS = Alt(T ® S) es la suma de las sumas parciales sobre las clases a derecha

de G, entonces T'A S = 0. De manera similar se verifica SAT = 0.1
Teorema 2.2. El producto cuna es asociativo
(TANS)ANAR=T A (SAR),
justificando la notacion T NS N R.
Demostracién. (T'AS) A R = Alt((T ® S)®), asi la linealidad de Alt implica que

(TAS)ANR—ART RS®@R)=Alt([T NS —-T ®S|®R).

Como T'A S es alternante
AT ANS —T®S)=Alt(TANS)—A(T®S)=TANS—-TANS=0.
Luego, por el lema anterior
A(ITANS —T® S]®R) =0
como se queria. Similarmente se puede probar que
TANSAR) =At(T®S®R)NR

Nuestra siguiente tarea es ver como se definen las k-formas de manera general, donde
k puede ser 0, 2, 3,etc..., asi como 1. Sin embargo, en este caso hay que senalar que
existen distintos criterios para la definicién de formas diferenciales, en nuestro caso lo
veremos como “productos” de funciones lineales. Una idea poco formal para las k-formas

es la siguinte: si M es de dimension 3, entonces
1. Las O-formas son fiunciones diferenciables f : M — R.
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2. Las 1-formas son expresiones de la forma fdxr + gdy + hdz.
3. Las 2-formas son expresiones de la forma fdxdy + gdydz + hdxdz.
4. Las 3-formas son expresiones de la forma fdxzdydz.

Finalmente podemos dar la definicion formal para las k-formas.

Definicién 2.6. Una k-forma con dominio abierto U de una variedad M es una

aplicacién multilineal (respecto funciones) y alternada de la forma
w: V(M) x V" (M) x---x V" (M) — F(M)

verificando que Dom(w(Xy,...,Xs)) = Dom(w)()Dom(X1)()...[ Dom(Xy). De-
notemos por A¥(M) el espacio de las k-formas de M y por AF(M) el espacio de las
k-formas el espacio de las k-formas con dominio un abierto U. En particular A%, (M) es

el espacio de las k-formas globales de M.
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CapriTULO 3

CODISTRIBUCIONES CON
SINGULARIDADES

En este capitulo estudiaremos la nocién de codistribuciones con singularidades la
cual es la dual a la teoria de las distribuciones con singularidades. Aqui presentaremos
algunos resultados sobre la integrabilidad de las codistribuciones en el sentido puntual
y local. Veremos diferencias entre la integrabilidad en el sentido de Cartan y el sentido
Pffaf.

Definicion 3.1. Una forma Pffafiana es una 1-forma de clase C". LLamaremos sis-
tema diferencial Pffafiano P sobre M, al F(M)-médulo de las 1-formas de clase

Cr.

Ejemplo 3.1. Sea M = R3 y consideremos f : M — R dada por
f(z,y,2) = (2% — 1)y + (y* + 2)z, luego la 1-forma definida por el diferencial de f:

df = 2axyde+ (22 — 1)dy + 2zzdy + (y* + 2)dz
= 2uwydr + (2 + 2yz — 1)dy + (v* + 2)dz
es de clase C", asi, la 1-forma df es Pffafiana.
Definicién 3.2. Llamaremos codistribucién sobre M a la aplicacion
P:zeM— P(x)CT:M

donde P(x) es un subespacio vectorial del espacio cotangente a M en z. La dimensién

(o rango) de la codistribucién P es dim P(x) (definida puntualmente).

Definicién 3.3. Sea S el conjunto de las 1-formas de clase C" definidas en todas partes.

La codistribucién generada por el conjunto S es:

P(z) = spang{w|,,w € S},Va € M.
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Definicién 3.4. Llamaremos codistribucién de clase C" en M, a una codistribucion P

generada por un conjunto S de 1-formas de clase C".

Ejemplo 3.2. Sea f como en el ejemplo anterior y sea S el conjunto formado por la
I-forma df = 2zydx + (2? + 2yz — 1)dy + (y* + 2)dz, esto es, S = {df }.

Si p = (w9, %0, 20) € R3, entonces
df (p) = 2xoyoda + (x5 + 2y0z0 — L)dy + (y§ + 2)dz = agdx + aydy + a.dz € T,R®.

Por tanto, para cada p € R®, P(x,y,2) = spang{df(z,y,2)} es subespacio de T;R?,

esto implica que S genera a la codistribucién P.

Ejemplo 3.3. Sea M = R3 y concideremos al conjunto de 1-fromas S = {w, A}, donde
w = ydx, N = zdy — ydz. Luego S genera la codistribucién

P:(2,y,2) €R® — P(x,y,2) C T(*x,y,z)RS

donde P(z) = spang{w(z,y,z), \(x,y, z)} el cual es un subespacio de T*R?* de dimen-

sién 2 y asi dim P(z) = 2

Definicién 3.5. La codistribucién P es integrable en el sentido de Cartan en

xo € M si existe una subvariedad N_ ., de M que pasa por xy, tal que:
ToNezy = (P(2))*, Vo € Ny,

N 2, es llamada variedad integral de la codistribucién y decimos que P es puntual-

mente integrable en cada punto g € N_,.

Observacién 3.1. Si la codistribucién P estd generada por las 1-formas w!, ..., w?, en-
tonces en la formulacién clasica, lo que se tiene es un sistema de ecuaciones diferenciales

totales de ¢ ecuaciones en n = dim M variables:

wh=ajdz' + -+ apda™ =0

w? = afde' + - +aldz" =0

Con aé funciones de (x',...,2") y se desea hallar localmente soluciones de ese sistema

que depende de s variables, s < n.
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Ejemplo 3.4. En M = R3, si P(z) = spang{w|z} y w = Qdx+Tdy+ Ldz # 0, entonces
hallar la variedad integral de P, significa encontrar x = z(u,v),y = y(u,v), z = z(u,v),

tales que Q(z, v, z)(g—ﬁdu—i- %dv)+T(m, Y, z)(g—Zdu—i- g—gdv)+L(a:, Y, z)(g—Zdu—i- %dv) = 0.

Ejemplo 3.5. En M = R3, si P(Z) = spang{wi |z, wa|z} con wy = Qidx+Tidy+ Lidz
Yy wy = Qadx + Thdy + Lodz, entonces hallar la variedad integral de P, significa

encontrar x = z(u,v),y = y(u,v), z = z(u,v), tales que

ox ox dy dy 0z 0z B
Q1(z,y, z)(%du + %dv) + Ty (z, vy, z)(%du + %dv) + Li(x,y, z)(%du + %dv) =0

ox ox Ay Jy 0z 0z ,
Qa(z,y, z)(%du + %dv) + Ty (z,y, z)(%du + %dv) + Lo(z, vy, z)(%du + %dv) =0.

Definicién 3.6. El sistema diferencial P se dice que es integrable en el senti-
do de Pffaf si existe un conjunto finito de generadores de formas exactas, es de-

cir, si existen f; : U C M — R,1 < i < p, funciones diferenciables, tal que P =
spangan{dfi, ..., dfy}.

Ejemplo 3.6. El sistema P es integrable en el sentido de Pfaff, no implica necesaria-

mente que la codistribucién P es integrable en el sentido de Cartan.

En efecto, Sean f1 = v +y y fo = sinx +y y P = spangan{dfi,dfe}, M =
R% Por definicién P es integrable en el sentido de Pfaff. Por otro lado, si P(z) =
spang{dfi|z, df2|z}, tenemos que para encontrar la variedad integral de P debemos con-

siderar el siguiente sistema:

{wlz df1:0<:>{x—|—y =
wy = dfy =0 sine+y =Cy

Donde C7, C5 € R son constantes reales. Ya que este sistema tiene una unica solu-
cién: z = z(Cy,Cy) vy y = y(C1, Cy) para cada par (Cy,Cy), esto implica que la codis-
tribucién P no es puntualmente integrable en el origen. Si (C},Cy) = (0,0), entonces
M = {(0,0)}, ahora como P(z) = spang{dfilz,dfs|z} = spang{cosxdr + dy|z, dx +

dy|z}. Si & = (0,0), entonces
w1(Z) =w1(0,0) = cosOdx +dy =dx +dy y
wa(Z) = ws(0,0) = dx + dy.
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Ademss, (P(7))t = {v € T;R?/{v,w;(7)) = 0,w; € P(T),i = 1,2}

(v,wi(@)) =0 & wi(@)(v) =0
& (dz+dy)(v) =0
& do(v) +dy(v) =0
< U+ v, =0
& vy, = —u,.
Ast, (P(z))* = {v € TzR*/v = (vs, —v,)} # {(0,0)} = Np. Por lo tanto, P no es

integrable segtin Cartan en el origen.

El siguiente ejemplo nos presenta un caso de integrabilidad puntual.

Ejemplo 3.7. P es integrable en el sentido de Cartan, pero P no es necesariamente

integrable en el sentido de Pfaff.

Sea P = spangn{w = dz — zzdy}, M = R3. Veamos,

dw = d(dx — zzdy)
= d(dz) — d(zzdy)
= —d(zzdy)
= —(zdx +xdz) Ndy
= —zdx Ndy — xdz N\ dy.

Luego,

dw Nw = (—zdx ANdy —zdz A\ dy) A (de — xzdy)
= —zdx Ndy A (dx — xzdy) — xdz A dy A (dx — xzdy)
= —zdx Ndy Ndx + zdx Ndy N\ zzdy — xdz ANdy N\ dx + zdz A\ dy A zzdy
= —xdz ANdy A\ dx
= —xdr Ndy Ndz
0.

Supongamos que P es integrable segtin Pfaff, asi, existe f : R? — R, tal que df = w.

En consecuencia dw = d(df) =0 = dv Aw =0Aw = Alt(0 @ w).
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Ademas,

Alt(0) = % > (—1Fo= % > 0=0

TES TESK
y por lema 2.4 tenemos que dw A w =0 A w = 0, lo que nos da una contradiccion pues
teniamos que dw A w # 0. Por lo tanto, P no es integrable en el sentido de Pfaff.
Ahora, sea P(Z) = spang{w|z = dx — xzdy|;}, para todo z € M. Consideremos al
conjunto Ny = {(0,y, 2)/y, z € R}. Veamos que Nj es una variedad integral de P que

pasa por el origen. Es decir,
TNy = (P(Z))*, Para cada, 7 € N.

Para ello basta probar que para cada v € P(Z) : (v, w)|z = 0, Vw € TeNy = Nb.
Dado que w € TzNy y v € P(Z) tenemos:
(v, W)z = (v(7))(w) = (Mdz — zzdy), (0,9, 2))|z v = Mdz — zzdy)
= (Adz — x2dy))(0,y, 2) = Mdz(0,y, z) — AN(xzdy)(0,y, 2)
= (v,w)]z = A0 — N0zy = 0.
Asi, Ny es una variedad integral de P que pasa por el origen. Por lo tanto P es

integrable segtin Cartan en el origen.

Definicién 3.7. Sea ¢ : M — N una funcién diferenciable y x € M. La aplicaciéon
dual ¢* es la funcion

QO* . (TW(I)N)* — (TIM)*
dada por (¢"(@))(v) = wy(e) (dpa(v)).

Observacion 3.2. Sea N subvariedad de M contenida en un abierto V' C M pasando

por z. Consideremos la inclusién i : N — M. Sea y € N,6 € T,N. Se tiene que
i (TigyM)" — (T,N)%i(y) =y

(i*(&7))y(8) = w],(diy (9)).
Si N es una variedad integral de la codistrubucién P generada por el conjunto
de 1-formas {w',...,w?}, ya que T,N = (P(y))*, tenemos: di,(T,N) = T,N. Luego,

1

i*(w) =0, j=1,...,q Peroi*(w’) no es mas que w’/y, es decir, w!, ... w7 restringi-

dos a N se anulan.

43



CAPITULO 3. Codistribuciones con Singularidades 44

Proposicién 3.1. Sean w',...,w" "= I-formas en una vecindad V de x € M que ge-

neran un sistema diferencial P. Entonces las condiciones siguientes son equivalenentes:

F1. Ezisten ¢* formas O’? en V tal que dw" = 3:1 0;1 A wl.

F2. do" Aw!. .. . Aw?=0,Yh=1,...,q=n—r.

Demostracion. F1=F2.

q
do AWt AW = ( 0?/\wj>/\w1.../\wq
J

Pues al conmutar y asociar convenientemente aparecen los factores w’ A w® = 0, para
todoi=1,...,q.
F2=F1.

Extendamos en una vecindad V de x las formas:

1 1 n—r

wh oo wT T a Wl o WL w™ tal que formen una base para las 1-formas

en cada punto y € V.

Sea dw" = Z aijk AW (k< ), se tiene que:
1<k<j<n

q
0=dw" ANw'.. . Aw! = ( Z azjwk/\wj)/\wl.../\wq
1<k<j<n
q
= Z a},;jwk/\wj/\wl.../\wq
1<k<j<n
q
= Z azjwk/\wj/\wl.../\wq
n—r<k<j<n

Ya que w' Aw' =0,Vi=1,...,q.
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Asi, aZj:O,k,j:n—r+1,...,n;h:1,...,r, implicando que

q
dw" = Z alkljwk Aw?
1<k<j<n
q
= Z 05-‘ AW
j=1
Donde » 7 i<, azjwk =olh=1,...,n—rM

Definicién 3.8. Consideremos la codistribucién P y un punto zy € M. Si existe una
vecindad de zy donde una codistribucién tiene dimension constante, entonces el punto
xo se llama punto ordinario o punto regular, de lo contrario es llamado punto
singular. Si la codistribucién tiene puntos singulares, entonces decimos que esta es

una codistribucién con singularidades.

Para el caso de codistribucién con rango constante el problema de integrabilidad es

resuelto por el clasico teorema de Frobenius:

Teorema 3.1. Si P es una codistribucion de clase C" sin singularidades, entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. P es localmente integrable (esto significa: P es integrable en el sentido de Cartan

para cada punto).
2. P es integrable en el sentido de Pfaff.
3. F1 o F2 (pues son equivalentes).

Demostracién. Ver [6].

En el caso de codistribuciones con singularidades se tiene la proposicion:
Proposicion 3.2. P es integrable en el sentido de Pfaff = F2 = F1

Demostraciéon. Si P es integrable en el sentido de Pfaff, entonces existen f; : U C
M — R,1 < i < p, funciones diferenciables, tal que P = spangan{dfi, ..., df;}.
Denotemos w" = dfy,h=1,...,q.

Luego,
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do" AWt AW = dldfy) AWt AW h=1,...¢q

= 0AW .. AW?

Asi, hemos probado que se cumple F2.
Ahora, segtin la proposicion anterior F2 = F1. B

El reciproco de este resultado esta dado en los articulos de Malgrange (ver [7] y
[8]) donde se imponen condiciones suplementarias sobre la codimension del conjunto de

singularidades.
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Conclusion

Como se dijo en la introduccion, el objetivo de esta tesis es estudiar las nociones de
codistribucion con singularidades: puntual y local y la de integrabilidad segun Pfaff y
segun Cartan. Se estudiaron ejemplos con el objetivo de comparar los dos tipos de inte-
grabilidad. Ademas, Vimos que ambos tipos de integrabilidad son equivalentes cuando la
codistribucién tiene rango constante (teorema de Frobenius). Cuando la codistribucién
tiene singularidades probamos que la integrabilidad segun Pfaff inplicaba una condicién
necesaria del teorema de Frobenius.

En esta teoria queda abierto el estudio de resustados que involucran las condiciones

de integrabilidad cuando la codistribucién tiene singularidades.
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