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OPTIMIZACION GLOBAL VIA SUB-ESTIMACION
LINEAL A TROZOS

Br. Yulimar Gonzalez Rodriguez

RESUMEN

Dada una funcién en IR” con varios minimos locales, la fina-
lidad es encontrar el minimo global de dicha funcién. Para
ello se puede aproximar la funcién con una funcién lineal a
trozos o una funcién cuadritica convexa a trozos mediante
puntos de muestra, cuyo minimo es una aproximacion del

minimo global de la funcién original.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. El problema de optimizacion

Un problema de optimizacion trata de tomar una decisioén Optima para maximizar
(ganancias, velocidad, eficiencia, etc) o minimizar (costos, tiempo, riesgos, error, etc)
un criterio determinado. Las restricciones significan que no cualquier decision es posi-

ble.

La optimizacién o también denominada programacién matematica intenta dar res-

puesta a un tipo general de problemas de la forma:
min f(x), xe C CR", (1.1)

donde x = (xy, x,, ..., x,)" es un vector y representa variables de decision, f : C — Res



Ilamada funcién objetivo y representa o mide la calidad de las decisiones (usualmente
nimeros enteros o reales) y C es el conjunto de restricciones o region factible del

problema.

Algunas veces es posible expresar la region factible C como solucién de un sistema
de igualdades o desigualdades. En esos casos, el problema de optimizacion se formula

de la forma siguiente

min f(x)
s.a. h(x) <0, iel, (1.2)

gi(x)=0, je&,

donde h;, g; : R" — Ry 1 y & son conjuntos de indices.

Dado un punto factible ¥ € R del problema (1.2) denotamos por A(X) al conjunto
de todas las restricciones que se cumplen como igualdad que en el futuro llamaremos

restricciones activas del punto X, es decir
Ax) =EU (i € 1 |h(x)}. (1.3)

Definicion 1. /8] Dado un punto x* € R. Diremos que A(x*) cumple con la condi-
cion de independencia lineal de las restricciones si el conjunto de los gradientes de las
restricciones activas {Vh;(x*) : i€ Ax")} U {Vg (x*) 1 je 8} son linealmente inde-

pendientes.

Teorema 1 (Condicién necesaria de primer orden). [8] Sea x* una solucion local de

(1.2) tal que A(x*) cumple la condicion de independencia lineal de las restricciones.
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Entonces existen vectores A*, u* llamados multiplicadores de Lagrange, con componen-

tesA;,i€ly K J € &, tal que las siguientes condiciones se cumplen en (x*, 1*, u*)

VXL(X*’ /1*’ /’l*) = 0’
gi(x) = 0 paratodo i€ &,
hi(x*) = 0 paratodo i€ I, (1.4)

AX > 0 paratodo i€ T,

1

A hi(x*) = 0 paratodo i€ 1,

donde L(x, A,p) = f(x) = )" Ahi(x) = Y 1;8,(0).
iel jeé
Las condiciones necesarias de optimalidad (1.4) son conocidas como condicio-
nes de Karush-Kuhn-Tucker. Un punto (x, 4, i) que satisface (1.4) es llamado punto

Karush-Kuhn-Tucker, o en forma abreviada, punto KKT.

Veamos un pequefio ejemplo ilustrativo [8],

min(x; — 2)> + (x, — 1)?
x2-x<0

s.a
X1 +x-2<0

Ahora tenemos que,

2
e = (1 =22+ (=12 y C(x) = Ci(x) _ X7+ x
Ca(x) —X]—Xx2+2

La Figura 1.1 muestra los contornos de la funcioén objetivo g(x). También ilustra

la region factible C (la regién sombreada), que es el conjunto de puntos que cumplen
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Figura 1.1: Representacion geométrica del problema.

todas las limitaciones.

1.2. Matrices definidas positivas

Definicion 2. [1] Sea x € R" y p € [1, ), la norma p denotada por ||xl|,, es la funcion

1
- 1l = R" — [0, +00) dada por: |Ixll, = (Zj-; IxI)".

Las matrices simétricas tienen especiales propiedades, en particular, respecto a sus

autovalores y autovectores. || - || denota la norma matricial inducida.
IAll = max [|Ax]|
[lxlI=1

Proposicion 1. [1] Sea A € M,,,(R) una matriz simétrica. Entonces

(a) Los autovalores de A son reales.



(b) A tiene un conjunto ortogonal de autovectores no nulos xi, xa, . .., X,.

(© Sillx;]l=1i=1,...,n en(b), entonces
n
A= Z /liXiX;
i=1
Aiy ..., A, son los autovalores de A, asociados a x, . .., x, respectivamente.

Definicion 3. [/] Sea A € M, (R) simétrica. Diremos que A es definida positiva si

xTAx > 0Vx € R, x # 0. A es semidefinida positiva si xTAx > 0 Vx € R".

Proposicion 2. [1] Sea A € M,,«,(R)

(a) ATA es semidefinida positiva. AT A es definida positiva si rang(A) = n. En particu-

lar, sim = n, AT A es definida positiva si y solo si A es no singular.

(b) Sim =ny A es simétrica, A es semidefinida positiva (definida positiva) si y solo si

todos sus autovalores son no negativos (positivos).
(¢) La inversa de una matriz simétrica definida positiva es definida positiva.
(d) A es simétrica definida positiva si el det(r) > 0,k =1,...,n donde

ayy ... A

A
ayg ... Qrg

Definicion 4. Una funcion cuadrdtica viene dada por
t 1 t
gqx)=a+c'x+ EXHX’

donde a € R,c € R" y H € R™™".



= f es una funcién cuadritica estrictamente convexa si H es simétrica definida

positiva.

= f es una funcién cuadritica estrictamente concava si H es simétrica definida

negativa.

1.3. Conjuntos convexos, funciones convexas

Definicion 5. [6] C es un conjunto convexo si para cada par (x,y) € C X C se cumple
que ax + (1 —a)y € C, Ya € [0, 1]. La expresion ax + (1 — a)y es el segmento de recta
que une a x cony, es decir: C es convexa si para cada par de puntos de él, el segmento

que los une estd totalmente incluido en C.

Conjunto no convexo Conjunto convexo

Figura 1.2: Conjunto convexo y no-convexo

Definicion 6. [6] Sea C C R" un conjunto convexo no vacio. Una funcion f : C —» R
se llama convexa en C cuando, para todo par (x,y) € C X C y para todo « € [0, 1], se

tiene

flax+ (1 -a)y) < af(x) + (1 -a)f(). (1.5)



Figura 1.3: Funcién convexa

Una funcién céncava es lo opuesto de una funcién convexa, es decir, f es una
funcién concava entonces (—f) es una funcién convexa. Asi su definicion seria,
Sea C un conjunto convexo no vacio en R". Una funcién f : C — R se llama céncava

en C cuando, para todo par (x,y) € C X C y para todo a € [0, 1], se tiene

flax+ (1 =a)y) =2 af(x) + (1 -a)f(). (1.6)

Figura 1.4: Funcién céncava

Definicion 7. [8] Sea f : C € R" — R una funcion, esta tiene un minimo global en
x* € C si se cumple

J&) < fx), YxeC (1.7)
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y de forma similar seria, Sea f : C € R" — R una funcion, x* € C es un minimo local

de f si existe una vecindad B(x") de x* tal que

f(x*) < f(x), Vxe B(x") (1.8)

f(x1)
f(x2)

Figura 1.5: Minimo local (x;) en una vecindad de x; y el minimo global x, de la funcién.

Hay funciones que el gradiente en un punto no es f4cil de encontrar o simplemente
no existe, por ello surge el supergradiente para funciones concavas y el subgradiente

para las funciones convexas. Asi podriamos definirlas como [4]:

= Sea f : R” — R una funcién concava, el vector df(x) es un supergradiente de f

en x, con x € R", si satisface lo siguiente:
f() — f(x) < df(x)(y — x) para cualquier y € R". (1.9)

= Sea f : R” — R una funcién convexa, el vector df(x) es un subgradiente de f

en x, con x € R", si:

f(x) = f(y) = df(x)(x —y) para cualquier y € R". (1.10)



f(x)
f(y)

Figura 1.6: Supergradiente de f

f(y)
f(x)

Figura 1.7: Subgradiente de f



Capitulo 2

Sub-estimador cuadratico.

2.0.1. Sub-estimador cuadratico.

Definiciéon 8 (Sub-estimador cuadratico). [7] Sea f : R" — R, y consideremos la
data (x/,y)) con x¥) € R"yy = f(x/),j = 1,...,m, un sub-estimador cuadrdtico

estrictamente convexo de la funcion f es una funcion de la forma
t 1 t
gx)=a+c'x+ ExHx,
donde @ € R,c € R"y H € R™" es una matriz simétrica definida positiva, que cumple

q(x’) <y’

Dado un conjunto {x!,x?,...,x™}, se puede obtener un sub-estimador cuadritico

10



resolviendo el siguiente problema de ajuste:

. A .
min S —la+ X + =(x)) Hx’
a,c,H ]Z:; (y ( 2( ) ))
o ) : .
s.a a+c'x +5(x)Hx <y, j=1,...,m,

H, S.D.P.

Figura 2.1: Sub-estimador cuadrético

Aproximar una funcién mediante un sub-estimador cuadratico puede ser impreciso
(ver [4]) y ademas la condicion definida positiva de la matriz H es complicado obtener
y en consecuencia g puede no ser un buen sub-estimador. Es por ello que se propone

estudiar el sub-estimador cuadratico a trozos.
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2.0.2. Sub-estimador cuadratico a trozos.

El problema que estamos interesados en resolver es encontrar el minimo global de

una funcién f : R” — R. Consideremos la data:

fh=y,j=1,...,m. 2.1)

Definicién 9 (Sub-estimador cuadrético a trozos). [5] Una funcion convexa a trozos es
de la forma:

q(x;p) :=mina’ + (¢')'x + ix’H,-x, (2.2)

I<i<t
donde o € R, ¢ € R" y H; € R™" es una matriz simétrica definida positiva y p'

representa las variables (o', ¢, H;) como sigue:

p
p=|cl,i=12,....1, p:=
H, o

Nuestra aproximacién para un sub-estimador de f(x) se obtiene resolviendo el si-

guiente problema de minimizacion.

I<ist

Ly . 1. .
z J _ z. l_I_ 1AV ]+_ ]tHi J
1311;12 (y (mma (c)'x 2(x )Y H;x ))

=]

s.a min(a’ + (¢')'x’ + E(x])tHix]) <y, j=1,....,m,

I<ist

H; SD.P.
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Figura 2.2: Sub-estimador cuadrético a trozos con £ = 2
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Capitulo 3

Sub-estimacion lineal a trozos

El problema que estamos interesados en resolver es encontrar el minimo global de

una funcién f : R* — R, dados m valores de la funcién f
f& =y k=1,...,m.

Definicion 10 (Sub-estimador lineal a trozos). [4] Una funcion lineal a trozos viene
dada por:

p(x) = a+c'x+ ||Ax + bl|y, (3.1)
donde € R, c € R", A € R*" y b € RY, donde t es el niimero de funciones lineales
que generan esta sub-estimacion lineal a trozos.

p debe cumplir:
P < f

Asi el problema de encontrar un sub-estimador de f estd dado por el siguiente

14



problema de minimizacion

m

znilz ; (yk - (a + 'k + |AXK + blll)) 52

s.a. a+ X+ AR+ b, <Y, k=1,...,m.

O. L. Mangasarian y R. R. Meyer (1979) [3] probaron que el problema (3.2) tiene

los mismos puntos Karush-Kuhn-Tucker que el problema

m

min Z (yk - (a + X+ A + bl) + ee[sk)

(LC,A,bA,sk k=1
3.3
s.a a+cx+est <y k=1,....m (3.3)
—sS*<AX*+b<s5 k=1,...,m,
donde € € (0,€] paraalgin € > 0y s* € R, k= 1,...,m, y e € R’ es un vector de

unos.

Figura 3.1: Sub-estimador lineal a trozos con £ = 3
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Lema 1. [6] Sea f una funcion convexa y sea C un conjunto poliédrico convexo no
vacio contenido en el dominio de f. Supongamos que C no tiene lineas que van al
infinito y que f es acotada sobre C entonces el supremo de f en C es alcanzado en uno

de los extremos de C.

Proposicion 3 (Solucion de la existencia de un vértice). [4] Supongamos que la region
factible del problema de programacion lineal (3.3) no tiene lineas rectas que van al

infinito en ambas direcciones, entonces existe una solucion vértice al problema.

Demostracion. Sabemos que la funcion objetivo de (3.3) es concava y acotada en la

region factible, en efecto, del conjunto tenemos
—sF<A¥ +b <
Por propiedad de valor absoluto y multiplicando por ¢’ se obtiene,
A +b < e, >0 (3.4)
Luego sustituyendo (3.4) en la regién factible vemos que esta acotada inferiormente
Vo= (@ + X+ €A + b)) + ee's* >V — (@ + X + e'sE) + ee' st

Y esto es equivalente a,

Vo= (@ + X+ A + b)) + ee's" >y —a— X -1 - e)e's (3.5)

Ahora veamos que la region factible de (3.3) es un conjunto poliédrico no vacio, para
esto tomemos,c =0, A=0, b=0, s£=0 para k=1,...m y a = min yk.
tenemos que

a+cxX+est <y k=1,...,m

16



Luego, sustituimos valores,

@+ 0xF + 60 <y

@ = min y* <y*

k=1,..m

Y de

sC <A+ b < $F

Sustituyendo valores,

0<0xX+0<0

Por tanto la regién factible de (3.3) es un conjunto no vacio.
Por otro lado, el problema matematico (3.3) es equivalente a

m
max — Z (yk — (@ + X + €A + b)) + eetsk)
@A b,sk k=1

s.a a+cxkvesk <y k=1,...m (3.6)

—st<AX*+b<sk k=1,....m

la cual cumple que la funcién objetivo de (3.6) es convexa y es acotada superiormente
ya que (3.3) esta acotada inferiormente y la regién factible es un conjunto poliédrico
convexo. Ahora aplicando el Lema (1) tenemos que existe una solucion vértice del

problema minimizacién (3.3). |
Algoritmo de linealizacion sucesiva (SLA).
Denotemos 6(z) = Z (yk - (a + x4 el|AXE + bl) + ee’sk) que es la funcién objetivo

k=1

17



del problema (3.3) y su region factible por

a+cx+est <y k=1,....m

7 = z € R1+n+€+€n+[+€m/
—s*<AX+b <SS k=1,...,m,

entonces (3.3) puede ser escrita como

min 6(z). (3.7)

z€Z

Para el estudio del algoritmo SLA debemos evaluar el supergradiente de la funcion

objetivo (3.3). Primero representaremos a las variables de optimizacién de (3.3) por

1+n+l+€n+€+C
7€ R n n m’

z=|A/ (3.8)

donde @ € R, ¢ € R", A € R™, A, = (Cln ap ... am) y b € RY, donde ¢ es el

numero de funciones lineales que generan la sub-estimacion lineal a trozos.

Un supergradiente de 6(z) con respecto a z es dado por,

1
m xk
90 = )" = |OIAR + blxt, i=1,2,.,¢ (3.9)
k=1
I+ b, i=1,2,.,C
—ife

18



donde e € R, parai=1,2,...0yk=1,2,...m:

1 si Axk+b; > 0
NAX + bl =|e[-1,1] si Axk+b, = 0 (3.10)
-1 si Axk+b;, < 0
Algoritmo 1. Algoritmo de linealizacion sucesiva (SLA).[4] Comienza con un 7° €
RtmHnttem ql qzar. Si tenemos 7', determinar 7' como una solucién vértice del pro-
grama lineal:

min 90z (z - 7°) (3.11)

es decir: 7' € arg vertex min 00(z')(z — 7').
zeZ

Parar cuando 00(z)(Z*' - 7') = 0.

Demostraremos que este algoritmo termina en un nimero finito de pasos de la si-

guiente manera.
Lema 2 (Condicién necesaria de optimalidad de principio minimo). [2] Sea 7 una

solucion local de min 6(z) donde Z es un conjunto convexo en R" y 6 es una funcion
€Z

concava en R". Entonces 7 satisface el siguiente principio minimo

002)(z-2) >0, Yze€Z (3.12)

Demostracion. Sea Z un minimo local, por definicién tenemos que,
0(z) <6(y), Yye B(x)NZ, (3.13)

donde B(Z) es una vecindad de Z. Por otro lado tenemos por hipétesis que Z es convexa,

entonces para algin z € Z que no pertenece a B(Z), se deduce que, existe 4 € (0, 1) tal
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que

(1 -7+ Az € B(?),

Por lo tanto

0(2) < O((1 -z + A7)

En consecuencia

0<6((1 -7+ 122) —6(2)
Luego, por definicidn, si 96(Z) es un supergradiente de 6 en Z se tiene
0<0((1 =7+ 1A2) - 0(2) < I0D)(((1 = D7+ A2) — 2)
Asi nos queda que
0<O0((1 —Dz+ A7) — 0(2) < 00(Z)(Az — A2)

Entonces

0 < 206(2)(z - 2)

Y como 4 > 0, se concluye que,

0<00(2)(z-2)

(3.14)

O

Teorema 2 (Terminacion finita SLA). [2] Sea 6(z) una funcion concava en R", acotada

inferiormente en Z. El SLA genera una sucesion finita de iterados {4, 2,...

, z;} estric-

tamente decreciente de los valores de la funcion objetivo: {0(z') > 6(2?) >,...,> 6(z7)}

tal que 7' satisface la condicion necesaria de optimalidad de principio minimo:

00Nz -7) 20, VzeZ

20
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Demostracion. Por hipétesis tenemos que 6 es acotada inferiormente en Z, es decir,

—oo0 < Inf 6(z) < 6(z)

€Z

sumando —6(z') y aplicando definicién de supergradiente obtenemos lo que sigue,
—o0 < Inf 0(z) - 6(z) < 0(z) — 0(z') < 00Nz —2), Vz€Z (3.16)

Esto se cumple para ¥ z' € R", incluso para algin 7' ¢ Z , que d0(z')(z — 7') es acotado
inferiormente en Z, esto es por (3.16). Por lo tanto el programa lineal (3.15) tiene una

solucién y es un vértice, digamos z'*!. Esto se debe a que Z es un conjunto poliédrico

convexo (Politopo). Se sigue parai =1,2,..., que
VzeZ:00(z)z—-7) > mindo(Z)(z - 7') = 00() (" - 7°) (3.17)
2€Z
Veamos que para 7' € R” parai = 1,2,..., tenemos que 00(z')(z*' — z') < 0, en efecto,

si definimos g(z) = 90(z')(z — Z') y tenemos que
g(@*") = ming(z)
z€Z

Luego,
8@ <g(), VzeZ

Entonces se tiene,
8@ <g@) =002V -7)=0, 7 €Z

Por tanto g(z*') = 90(z')(z*' — z') < 0. Ahora se nos presentan dos casos. Caso (a):
00(Z) (™ — 7') < 0, el algoritmo dado no se para en la iteracién i, por la definicién de

supergradiente y la desigualdad estricta del caso (a) se tiene
0" - 0(z) < 90(H(EH - ) < 0
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Q(Zi+l) < H(Zi) + ag(zi)(ZHl _ Zi) < G(Zi)

Por lo tanto,

0z < 0(z"), para i=1,2,...,

Caso (b): 06(z')(z"*! — 7') = 0, por el algoritmo tenemos que z' es solucién de min 6(z) y
zeZ

Z es un conjunto convexo, aplicando el Lema (2) tenemos que

VzeZ: 00(Z)z—-7)>0 (3.18)

Debido que 7' € Z establecemos i = i. El punto z' por lo tanto cumple con la condi-
cién necesaria de optimalidad de principio minimo con z = 7' y z posiblemente puede
ser solucion global. Puesto que {H(Zi)}i es estrictamente decreciente, 8 esta acotada in-
feriormente en Z y Z es un conjunto poliédrico convexo, entonces la sucesién de los 7’

es finita (ya que los z' son vértices de Z). O

Corolario 1 (Terminacién finita de SLA). [4] Supongamos que la region factible Z
del programa lineal a trozos (3.3) no tiene lineas rectas que van al infinito en ambas
direcciones, la SLA genera una sucesion finita de vertices factibles {z', 2%, ..., zi} de Z
estrictamente decrecientes de los valores de la funcion objetivo: {6(z), 6(z*), .. ., 0(z")},

tal que 6(7) satisface la condicion necesaria de optimalidad de principio minimo:

00Nz -7)=0, YzeZ (3.19)

Demostracion. Sabemos que 6(z) es concava y acotada inferiormente, luego aplican-

do el teorema (1) tenemos que la SLA genera una sucesion finita de vertices factibles
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(z!',2%,...,7'} de Z estrictamente decrecientes de los valores de la funcién objetivo:
{6(z"), 0(z%), . .., (")}, tal que 6() satisface el minimo principio de la condicién nece-
saria de optimalidad:

00(Z)z-7)>0, VzeZ (3.20)

O

Una vez terminado el algoritmo SLA, obtenemos un sub-estimador lineal a trozos
de la funcion original. Dado que nuestra meta es encontrar el minimo global de la fun-
cién original, buscamos el minimo global del sub-estimador para llegar a dicha meta.
En otras palabras, una vez obtenido el sub-estimador lineal a trozos debemos resolver

el siguiente problema

m]1;{130+c’x+||Ax+b||1. (3.21)

El problema (3.21) es equivalente a resolver el siguiente problema de programacion

lineal

min a4+ c'x+ey
X,y

sa. —y<Ax+b<y,
a' <x<d,

donde a', a® son las cotas inferior y superior conocidas del vector x.
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Ejemplo 1. Ahora nosotros generaremos una sintesis de una funcion cuadrdtica a

trozos no convexa como sigue:

y(x) = min h;(x), (3.22)
jellor}
donde hj(x), j = 1,...,r son funciones arbitrarias cuadrdticas estrictamente convexas,
tales como:
) " 1 P
hix)=p"+d x+ Ex’(O,SI + M M)Hx, ,j=1,...,r, (3.23)

donde 7 € R, d’ € R" y M/ € R™" son escogidos.
Algo interesante de la funcion cuadrdtica a trozos generada como ya vimos, es que
su solucion exacta del minimo global puede ser computado como sigue:

Proposicion 4 (Solucion exacta del minimo global de (3.22) y (3.23)). [4] Un minimo
global exacto de (3.22) y (3.23) viene dado por:

min min /;(x). (3.24)
je(l,...r} xeR"
Mas especificamente,
m]I;{n y(x) = min h;(x)), (3.25)
xER” jelr)
donde:
X = (=051 + M M) '\d/, jell,...,r. (3.26)

Demostracion. Dado que hj, j = 1,...,r son funciones cuadraticas estrictamente con-
vexas, podemos asegurar la existencia de minimos de las funciones h;, j = 1,...,r.

Denotemos por X/ el minimo global de hj, j = 1,2,...,r. Entonces,

min y(x) = min min /;(x)
xeR" xeR" je{l,...r}
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min min h;(x) = min{h;(x), hy(x), ..., h.(x)}
xeR? je(l,...r} xeR"

Tenemos entonces

min min A;(x) = h;(x’)
xeR™  je{l,...r}

Y esto es equivalente a

min min h;(x) = min{hy(&'), ha(F), ..., h(¥)}
xeR™ je(l,...r}

Asi

min min /;(x) = min{min /;(x), min /,(x), . .., min 4,(x)}

xeR"  je(l,...r} xeR? xeR? xeRM

En consecuencia se tiene que,

min min /;(x) = min min A;(x)
xeR"  jefl,...r} Jjell,...,r} xeRM

donde j € {1,2,...,r}, es tal que j = argmin{h,(x"), ho(X?),..., h(X")}, es decir

hj-()_cj) = _r(rln’n) h j(xj ) Por lo tanto
JEll,...,r

min min /;(x) = min min /A;(x) (3.27)
xeR"  je{l,...r} Jjell,...,r} xeRM

Veamos donde /;(x) toma su valor minimo, para esto veamos para que puntos x’ la
derivada se anula o no existe.

Derivando h;(xj ) tenemos,
hs(x7) = d' + X(0,51 + M MY), ,j=1,...,r, (3.28)
Notamos que el tinico punto que anula a (3.28) es:

x = =051+ M MH'd, [ j=1,...,r (3.29)
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Capitulo 4

Conclusion

Después de estudiar el trabajo hecho por Mangasarian, Rosen y Thompson (2004),

llegamos a las siguientes conclusiones:

= Se ha encontrado un algoritmo que halla el minimo de una funcién basada en sub-
estimacion lineal a trozos. Dicho algoritmo consiste en resolver en cada iteracion

un problema de programacion lineal.

= QOtra estrategia que estudiamos consiste en la sub-estimacion cuadratica, donde se
tiene la dificultad de encontrar una matriz definida positiva, problema que origina

usar la sub-estimacion lineal a trozos mencionada anteriormente.

= Seria un estudio interesante (en el futuro) aplicar un sub-estimador lineal a trozos

que fuese convexa a trozos para que solventara el de la mala estimacién que
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produce el sub-estimador cuadrético.
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