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RESUMEN

Los nimeros primos y sus propiedades fueron estudiados de manera exhaustiva
por los mateméticos de la antigua Grecia, que estaban interesados en los ntimeros, por
su misticismo y sus propiedades numeroldgicas. Desde esa fecha hasta entonces se
ha trabajado mucho acerca de los ntimeros primos, teniendo un gran desarrollo en
el siglo XVIII y siglo XIX, entre los cuales se tiene el famoso Teorema del Nimero
Primo (T.N.P), cuyo enunciado es: “Si 7(x) es el nimero de primos menor o igual
a z, entonces r'7(x)In(z) — 1 cuando x — o00” . El Teorema del Numero Pri-
mo, fue conjeturado por Adrien-Marie Legendre (1752-1833) en 1778 y la conjetura
fue posteriormente refinada por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) con la expresién
que actualmente se asocia més frecuentemente al teorema. Sin embargo, a finales del
siglo XIX el teorema fue finalmente establecido (independientemente) por Jacques
Salomon Hadamard (1865-1963) y Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962) en
el ano 1896. Asi, todas las pruebas del T.N.P, datan desde Hadamard y de la Vallée
Poussin hasta el ano 1949 cuando Paul Erdos (1913-1996) y Atle Selberg (1917-2007)
consiguieron exitosamente una prueba elemental, donde usaron métodos de variable
compleja en un camino esencial. En 1980, Donald.J.Newman (1930-2007) publica una
nueva prueba del Teorema del Nimero Primo, el cual hizo un buen uso del anélisis com-
plejo; sin embargo, esta prueba representa una significante simplificacién de las pruebas
anteriores. En este trabajo desarrollaremos una prueba del T.N.P, cuya demostracion

es basada en el articulo publicado por Donald.J.Newman.
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CapriTUuLO 1

FUNCION ZETA DE RIEMANN Y
ALGUNOS CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo se presentaran algunas definiciones basicas, proposiciones y teore-
mas clasicos del andlisis complejo y analisis matematico, ademas se presentara la funcion
Zeta de Riemann y algunas de sus propiedades que seran de gran utilidad para la de-
mostracion del Teorema del Nimero Primo y finalmente presentaremos “Una Version

Equivalente del Teorema del Niimero Primo”.

Definicién 1.1. Sea D C C un dominio, se dice que una funcién f : D — Ces
analitica en un punto 2y € C si f es diferenciable en una vecindad UCD de 2z, asi la

funcién f es analitica en D si es analitica en todo zg € D.

Definicién 1.2. Un punto zy es llamado un punto singular o una singularidad de la
funcién f(z), si f(2) no es analitica en 2y, pero toda vecindad de z, contiene al menos un
punto donde f(z) es analitica. z; es una singularidad aislada, si f(z) no es analitica

en zp, pero es analitica en cualquier vecindad de zy suprimiendo z.

Definicién 1.3. Se define la Transformacion de Mellin de f como,

o0

Mify = [ e ),

0

donde f es una funcién real a valores reales definida sobre (0, +00).
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Ejemplo 1.1. Si f(z) = e ™, donde n > 0, entonces

o0

M{e ™} = /a:p_le_m”d:r,

tomando nx = t, se tiene

M{e—nx} _ /tp 1 _tdt (p)

Para saber més sobre las transformaciones de Mellin y sus aplicaciones ver [3]. Cap8

pags. 339-365.

Definicién 1.4. (Funcion O grande): Sean f, g definidas sobre XCR. Supongamos que

g(x)>0, se dice f = O(g) (se lee fes O grande de g), si existen constantes C'y k>0

tales que

f(z) < Cg(z) paratodo x > k.

Ejemplo 1.2. Demostrar que f(z) = 2? + 2z + 1 es O(z?).

Tomemos k = 1, supongamos que x>1, entonces

fl@) 2 +2z2+41 _ 2?2 + 22% + 22
g(z) x? x?

=4,

escogiendo C' = 4, se concluye que z2 + 2x + 1 es O(x?).

Proposicién 1.1. (M. Weierstrass). Sea {M,} una sucesion de nimeros reales no-
o

negativos tal que >, M, < co. Sipara cadan € N, | f.(2) |[< M,, Vz € Q, entonces
n=0

> fa(z) converge uniformemente sobre €.

Demostracién: Ver [4].

Javier Colmenarez



Proposicién 1.2. (Sumas por Parte). Sea {a,} y {b.} sucesiones de nimeros com-

plejos. Si Aby, = by_1 — bi. Entonces

S S
E apAb, = agp1bsi1 — ayb, — E brr1Aay.
k=r k=r

Demostracion:

Z akAbk = Z ak(bk+1 - bk)
k=r k=r

= ar(br+1 - br) + ar+1(br+2 - b'r+1) + .+ as—l(bs - bs—l) + as<bs+1 - bs)
= arbr+1 —a,b, + ar+1br+2 - ar+1br+1 + oo+ @by — as_2bs_o

+ as—lbs - CLs—lbs—l + asbs—I—l - asbs
luego, sumando y restando a, 1bs11

= —a.by +bry1(a, — ars1) + brgo(arp1 — argo) + oo+ bs_1(as_2 — as_q)

+ bs(as—1 — ag) + asbey1 — agy1bsi1 + asp1bsy

= —a,by + bryi(ar — arp1) + brga(@ri1 — arga) + .o+ bs(as—1 — ay)

+ bsp1(as — aoq1) + asp1boin

= As41bs11 — a, by — br+1(ar+1 - Clr) - br+2(ar+2 - ar+1) e T bs(as - asfl)

- bs+1 (as—‘rl - as)
s

= Qg1bsp1 — arb, — E b1 (arsr — ax)

k=r

s
as+1bs+1 - arbr - E karlAak-

k=r

Proposicién 1.3. Suponga que [a,b] C R y sea ¢ una funcién continua de variable

compleja en el espacio producto Q0 X [a,b]. Suponga que para cada t € [a,b], la fun-

b
cion z — ¢(z,t) es analitica en 2. Definamos F en 2 por F(z) = / o(z,t)dt, z €

b
0
Q). Entonces, F es analitica en Q y F'(z) = / a—go(z,t)dz, z € Q.
. 0z

Demostracién: Ver [5].

Javier Colmenarez
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9(2)

Teorema 1.1. f(z) tiene un polo de orden m, si y solo si, f(z) = ( ] donde g(z)
2 — zp)™

es analitica en zy y g(zo) # 0.

Demostracién: Ver [6].

Teorema 1.2. Suponga que [ es una funcion de valores complejos la cual es continua

en la trayectoria v y | f(2)| <M Vz €v. Si L es la longitud de la trayectoria, entonces
/f(z)dz < ML.
S

Demostracién: Ver [4].

Lema 1.1. (Vitali). Sea {f.} una sucesion de funciones acotadas en A(Q2) donde €
es conexo. Suponga que {f,} convergen puntualmente en S C Q y S tiene un punto
limite en ). Entonces {f,} es uniformemente de Cauchy en subconjuntos compactos

de ), por lo tanto converge uniformemente en subconjuntos compactos de 2 a alguna

feAQ).

Demostracién: Ver [5].

Corolario 1.1. Si f(z) = > fr(z) : Q — C es una serie de funciones analiticas
k=0

fe : Q — C, que converge uniformemente sobre cada D(a,r)C Q, entonces f(z) es

analitica en 0y
fG) = 3RV
k=0

paran =1,2,3,..., converge uniformemente sobre cada D(a,r)C Q.

Demostracién: Ver [4].

Javier Colmenarez



1.1.Funcion Zeta de Riemann y sus propiedades. )

1.1. Funcién Zeta de Riemann y sus propiedades.

La funcién Zeta de Riemann, llamada asi en honor a Bernhard Riemann, tiene una

gran importancia en la teoria de niimeros, por su relacion con la distribucion de ntimeros

primos.
=1
Definicién 1.5. La funcién Zeta de Riemann ¢ es definida por ((z) = E —, donde
nZ
n=1
n? = e#™"_ En general solo se pide que z € C con R(z)>1

Teorema 1.3. La funcion Zeta de Riemann (, converge absolutamente en € donde

Q={z € C: R.(2)>1} y converge uniformemente en Qs={z € C: R.(z)>1+ §;V5>0}.

Demostracién:

Sea z = x + 1y, con x > 1.

[e.9]

2.

n=1

1

n*

= i ’TL_Z’ — i |n(—z—iy)‘ — i |6(—$—iy)ln(n)’ _ i }e—lln(n)‘ ‘e—yln(n)i|
n=1 n=1 n=1 n

=1

00 0o 00 [e's)
1 1
§ : - _ E : le—mln(n)| _ § ‘n—z‘ _ -
n*® n*
n=1 n=1 n=1 n=1

la serie converge ya que R.(z)=x > 1, asi la funcién ¢ converge absolutamente.

Ahora, sea {M,} la sucesién My =1, My =1/2P, M3 =1/3P, .., M,, = 1/n?, ....
donde 1 < p < x tal que

ZMn<oo vaque p>1

n=1

tomando p=1+4d con d >0

Javier Colmenarez
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1 1
comol<p§x=>np§nx:>—S—p,luegoparacadanEN
ne n
1 1 1
)l = || = < =

para todo z € Qs ={2€ C: R.(2) > 1+0; 6 >0}

asi, por proposicién 1.1 (M.Weierstrass), la serie converge uniformemente sobre {2s.

|
1.1.1. Propiedades acerca de la Funcién Zeta de Riemann.
1
Proposicién 1.4. Para R.(z) > 1, la funcion Zeta de Riemann ((z) = Z—Z es
n=1

equivalente al producto
q p j];[l T

donde {p;} es la sucesion creciente de nimeros

PTiMos.

Demostracion:

Sea R.(z) > 1y sea {p;} la sucesién creciente de nimeros primos (p; = 2,ps =
3,])3 = 5, )

1

=33 (5) oo
= Z - converge S1
n=0 p

L=p;~ p;

1
T Re(z
pj()

<1

J

consideremos para m=2 el siguiente producto parcial:

2 2
1_1Z = (1+%+%+...)
j=1 P; j=1 pj  pj
_ 1 1 1 . 1 1
= ( +§+ﬁ+...)( +§+@+.”)
I G|
— %2”2)(;3”)

Javier Colmenarez
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n

1 1
Sea a, = —,b, = — y ¢, = Zakbn_k, luego como cada serie es absoluta-
2nz 3nz —
mente convergente tenemos por el producto de Cauchy que la serie ) ¢, es también
n=0
convergente, ahora
ZZ 1 71+1+1+1+1+1+1+1+1+1
i 9kz S(n—k)z o R 9z 32z 2232 22z 33z 92232z 2223 93z
1 1 1 1 1
‘o= + + + + —+...

342 2z33z 22z322 23z3z 242

Luego, ordenando los términos de la serie de acuerdo al crecimiento de los

denominadores, obtenemos la siguiente serie cuyo término general es ———
2a1z3agz

Z Qa1z3az2z - Z alz a22 - Z donde n:pllllpéu con a; > 0 S {17 2}

Asi, para el caso m=k tenemos el siguiente producto parcial

De manera andloga al caso anterior, si multiplicamos todas estas series (abso-
lutamente convergente) y ordenamos los términos de acuerdo al crecimiento de los
denominadores obtenemos otra serie convergente cuyo término general es:

1

1
= — donde n=p{pPpl.pi* cona; >0 i€ {l,2
p(lzlnggng;gz kaz n? pl p2 p3 pk - { }

k
H = H < — —|— —5 + . ) 21: % donde 21: % estd extendida a

1 —p;~ J j=1 J
aquellos n cuyos factores prlmos son todos menores o iguales a py, luego

Javier Colmenarez
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- 1 1 1
C(z)— Z — = —— Z — = — dondez e estd extendida a aquellos
2

n? n
2

n que poseen por lo menos un divisor primo mayores que pg, luego

1 1 1 1
C(Z)_ZE — Z; <> —| < > ) conneN
1 2 2 n>py,
Cuando k — oo la ultima suma tiende a 0 ya que Z — converge.
nZ
n=1
Asi, tenemos  ((z) = H ! |
’ j=1 1- pj_z'

Teorema 1.4. ((z) es analitica en el semiplano R.(z) > 1.

Demostracién:
o0

1
Sean Qy={z € C: R.(2)>1}, (: Qo — C, dada por ((z) = Z —, luego tomando
nZ
n=1
fn : Qo — C, una sucesién de funciones analiticas dadas por: f,(z)=-=. Por teorema

1.3, la funcién ¢ converge uniformemente sobre €25 C €y, €25 como en el teorema 1.3, en
particular converge uniformemente en subconjuntos compactos de €25, luego el corolario

1.1, nos garantiza que ( es analitica en 2. ]

Lema 1.2. Para R.(z) > 1 se cumple

n+1 n+1

1 1
n 2onF
y también se cumple
k—1
1 1
— = 1+ — 1.2
; ne n=1 (TL + 1)Z ( )

Javier Colmenarez



1.1.Funcion Zeta de Riemann y sus propiedades. 9

Demostracion:

Para obtener la primera igualdad de (1.1)

n+1

L =] 1 1 1 1 1
=t = =— + S
-z, z(n+ 1)  zn? z|(n+1)F n?

n

por tanto

n+1

n{ﬁ—i} = —nZ/t_Z_ldt.
n Z n®

n

Como t varfa entre n. y n+1, se tiene que n puede escribirse como [t](parte entera),

Vt € [n,n+ 1], ast

n+1 n+1
—nz / t Nt = —2 / [t 'dt

con lo cual se obtiene la segunda igualdad de (1.1) por tanto se obtiene (1.1).

Ahora, veamos que se verifica la igualdad (1.2)

1 1T a1 <1
D1 D Dreh DFe

Teorema 1.5. La funcion ((z) — 1/(z — 1) tiene extension analitica en el semiplano
derecho R.(z) > 0. Asi C tiene extension analitica en {z € C/R.(z) > 0,z # 1} y tiene

un polo simple con residuo 1 en z=1.

Demostracion:

1

Para los R.(z) > 1, aplicando la férmula de sumas por partes con a, =ny b, = —
nZ

obtenemos que

k—

1 1 k—1
1n[n+1 ﬁ] - ;n—i—l

n=

Javier Colmenarez
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luego,

k—1
1 1 1 1
5 SNE TN W BT
“—~ (n+1) k < [(n+1) n
el lema 1.2 garantiza que

k 1 n+1

Zni = Z/ (L]t 1dt,

por otro lado,

k
[t tdt = / [t~ dt,

i
I

para obtener

cuando k — o0, obtenemos la férmula integral

((z) = z/[t]tZ1dt, para los R.(z) > 1. (1.3)
1
Consideremos ahora la integral en (1.3) con [t]=t,
[ —z—1 1
2| At = (1.4)
z—1
1
combinando (1.3) y (1.4) nosotros podemos escribir
1 I .
((z) = = = L4z [() -0 "dr
Z p—

1

Fijemos k > 1, [1,k] C R, se define ¢ : Cx[1, k] — C una funcién continua dada

por:

p(z,t) = (-1t

Javier Colmenarez
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la cual es analitica, en efecto:

(t] —t) <1, Yt e [Lk] y t7 1 =t T = o= EDnltdtidrgt) oy analitica para
todo z € C, luego ¢ es analitica para todo z € C, asi aplicando la proposicion 1.3,

k k

/go(z,t)dt = /([t]—t)tZ1dt

1 1

es analitica para todo z € C. También para R.(z) > 0, la integral es acotada, puesto

que

o)

k k
1
/([t]—t)t‘z_ldt g/t—Re<Z+1)dt§/t—l—Re(Z>dt - 5
1 1

) e(2)

k

Asi, la sucesién de funciones analiticas fi(z) = / ([t] —t)t*'dt es uniformemente

1
acotadas en subconjuntos compactos S C 2 = {z € C/R.(z) > 0}. Por tanto, por lema

1.1 (Vitali) la funcién limite

o0

1) = [(- o=t
1
(en este caso es limite uniforme en S C 2) es analitica en 2 y asi 1+ zf(2) es analitica
en Q. Note que 1+ zf(z) coincide con ((z) — ——, para los R.(z) > 1 con lo que se
Z JR—

1
tiene el requerimiento de la extension analitica de ¢ a R.(z) > 0.

Observacién 1.1. La férmula producto de Euler (Proposiciénl.4) implica que ¢ no
tiene ceros en R.(z) > 1, jqué podemos decir acerca de los ceros de ¢ en 0 <R.(2)<17. El
proximo teorema afirma que ¢ no tiene ceros en la linea R.(z) = 1. El cual es un hecho

crucial para la prueba del Teorema del Numero Primo (T.N.P).

Javier Colmenarez
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Teorema 1.6. La funcion zeta de Riemann no tiene ceros en R.(z) =1, (z — 1)((z)

es analitica y no-nula en una vecindad de R.(z) > 1.

Demostraciéon:

Fijemos un nimero real y # 0 y consideremos la funcion auxiliar
h(z) = (x)C*(x +iy)C(x + 2iy), paraz € R, conz > 1,

por la férmula producto de Euler, si R.(z) > 1 entonces

In|¢(z)] = —Zln|1—p] (Zbg 1—p; ) <] Z p_m>

1 n=1

donde usamos la expasiéon — log(1 — Z — s |w] < 1.

In|h(z)] = 3In|¢(x)| +4In|¢(z +iy)| + In|((x + i2y)]|

- s (Y ool (2)w ) iR, (ZZ( )i )
n(EZ () )
- (ii (%) P ) Re (3 +4p; ™ +p; ™)

para 6 = nyIn(p,)

—iny

Pj
p;i%y = e 2hi) = cos(—2nyIn(p;)) — isen(2nyIn(p;)) = cos(20) — isen(20)

o~y In(p;) _ cos(—nyIn(p;)) — isen(nyIn(p;)) = cos(f) — isen(0)

tenemos que R (3 + 4p; oy Z2”2’) tiene la forma
3 +4cos(f) +cos(20) = 3+ 4cos(d) +2cos*(0) — 1
= 2(cos*(#) + 2cos(f) + 1)
= 2(cos(f) +1)* >0,

Javier Colmenarez
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por tanto In |h(x)| > 0 y en consecuencia
h(z)| = |C@)][¢*(x +iy)| [C(z +i2y)] = 1.

Luego
|A()]

r—1

(xﬂy

= |z = 1)¢(@)f

' o+ i2g) > (1.5)

Supongamos que ((1 + iy) = 0, entonces la desigualdad izquierda se aproxima al
limite finito |¢'(1 + iy)|* |C(1 4 i2y)| cuando 2 — 1T, en efecto.

Sean f,g: D — C, zyp = 1+iy € D, f, gson analiticas dadas por f(z) = ((z+iy) y
g(z) = x—1, ademads, f(z0) = g(20) = ((1+iy) =0 y ¢'(20) = ¢'(1+iy) = 1 # 0, donde
D ={z€ C: R.(z) > 0}, luego

f(2) _ Clatiy) _ ((a+iy) — ) _ AR
g(2) r—1  x—-1-g(z) —x’i:Z(ZO)
ZHZSr Z— 20 Z—>Zo+ z—1
lim 9(2) = 9(z0) = lim r-1-0 =1=g'(2)
z—»zar Z— 20 Z—>Zo+ r—1
asi
S )
MG T g T 0
Por otro lado
lfm C(1+4+1d2y) = ((1+142y), (1.7)

luego como ya sabemos que ( tiene residuo 1 en z = 1, se tiene por (1.6) y por (1.7)

que

i PO = 1))

Z*)Z(T r—1 z~>zo+

M

‘ C(x + i2y)]

= ¢ +ay)["|¢(1 +i2y)] < +oo

Javier Colmenarez
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es decir

T E]

z—>za" €r — 1

< +o0. (1.8)

En el lado derecho de la desigualdad de (1.5) se tiene

1
lim = 400, (1.9)

luego por (1.8) y (1.9) se tiene |¢'(1 4 iy)|* [¢(1 + i2y)| > +o0, la cual es una contradic-
cién. Por lo tanto (1 + iy) # 0; Vy # 0. Asi, la funcién ¢ no tiene ceros en la recta
R.(z) = 1. [

Observaciéon 1.2. La ingeniosa introduccién de la funcién auxiliar h es debido a
Mertens (1898), ahora en cuanto a los ceros de ¢ en R.(z)>0 deberian encontrarse en la
franja 0<R.(z)<1. El estudio de los ceros de ( en esta franja ha sido sujeto a una intensa
investigacion por varios matematicos. Riemann publicé en un seminario de 1859 donde
consider6 que probablemente todos los ceros de ¢ en la franja 0<R.(z)<1 (llamada la
franja critica), estdn en la linea R.(z) = % Este hecho es conocido como la hipdtesis
de Riemann, el cual hizo dicha conjetura y atin estd sin resolver. Para mas informacién

sobre este tema visitar http://mathworld.wolfram.com/RiemannHypothesis.html.

Vamos a introducir lla funcién Von Mangoldt A para luego obtener una repre-

sentacién integral para —.

¢
Se define la funcién

™ para m>1

) In(p) si n=p
Al = { 0  EOC

ahora definamos, 1 : [0, +00) — R por:

Ylx) = > An). (1.10)

n<x

Javier Colmenarez
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Una expresion equivalente para ¢ es ¢(x Z my(z ); donde la suma es sobre
p<lzx
los primos p < z 'y m,(x) es el entero mas grande tal que P < g

Ejemplo 1.3. ¢(10,4) = 31n(2) 4+ 21n(3) + In(5) + In(7).

Notemos que p™® < . siy sélo si, m,(x) In(p) < In(z), si y s6lo si, my,(z) <

In(z)
In(p)

2
S

asi my,(z) = [ } : la funcion v serd usada para obtener la representacién integral

para —=.

¢

Teorema 1.7. Para R.(z) > 1

—i S z/w(t)t“dt (1.11)
1

donde ) es definida en (1.10).

Demostracion:

Para R.(z) > 1y partiendo del producto de Euler
) = [I(;—
— p——

w) T

luego derivando en ambos miembros de la igualdad se tiene

)
_p*Z ’

In(¢(z)) = In (

(=) Z pzln —p7)
(2) )2 '

Javier Colmenarez
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Ahora

R == B ML B WALINE

p n=0 p n=0

= > » " (p)

p n=l1

- Yy

p n=l1

Esta suma iterada converge absolutamente para R.(z) > 1, pues esta suma puede

ser reordenada como una sola suma

Z (p")*In(p Zk “In(p), donde k = p" para algin n.

(p,n),n>1

Asi

D kTA(R) = kT (w(k) —¢b(k — 1)) por definicién de A y 1),
k=1 k=1

usando sumas por partes (Proposicién 1.2), obtenemos con a,, = k™%, by = (k) y

by =1(0)=0

SRR — k= 1) = (s+1) D .

= (s+1)° +Zw — (k+1)7%).

De la definicién de 1) tenemos que (k) < klIn(k), en efecto.

ZA ) <nln(k) donden > 1,

n<k

como,

n<k=nlnk) < kln(k) = (k) < kln(k).

Javier Colmenarez
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Para R.(z) > 1, ¥(s)(s+1)7* — 0 cuando s — +o00. Mdas ain podemos escribir

por un argumento similar que obtuvimos en el teorema 1.5

k+1

21/1 —(k+1)” Zw /t—z Lt = Z /w P 1dt_z/¢ ()1,

Y es constante en cada intervalo [k, k + 1), luego tomando limite cuando s — +00

z/w(t)t_z_ldt, para R.(z) > 1
1

1.2. Una Version Equivalente del Teorema del Nimero Primo

La funcién ¢ definida en (1.10) proporciona otra conexion, a través de (1.11), entre
la funcién Zeta de Riemann y las propiedades de los niimeros primos. La integral en
(1.11) se llama la transformada de Mellin de . Estableceremos una reduccién, debido
a, Chebyshev, del Teorema del Niimero Primo a un enunciado que involucra a la funciéon

1, mas adelante en el teorema 1.8.

Lema 1.3. Sea v : [1,400) — R dada por:

In(z)
In(p)

Zmp(x) In(p), donde m,(z) = [

p<z

|

y sea (x) el nimero de primos menor o igual a x, entonces se cumple

U(z) In(z) 1 In(z) U(z)
x = x m(e) < In(x) * In(x) —2In(In(z)) =
Demostracién:
o) = X ||| ) < X o) = 100) 1 = (. (112

Javier Colmenarez
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Note que, 1 < y < x, entonces

w(z) = =w(y)+ Z 1

<+ 3 20
< vty 3
< y+@ (x_),
donde 1 <y <p=1In(y) <In(p) =1 < %, asi
m(z) < y+ Y(x), (1.13)

In(y)

en (1.13) obtenemos que

PRI (in(a)y?

T 1
@) S et e = 2mme) Y

, en ambos lados de la desigualdad,

In(x) 1 In(z) ¥(z)
x = In(x) * In(z) —2In(In(z)) = ’

luego de (1.12) y (1.14) tenemos que

multiplicando por

In(x)

(1.14)

Teorema 1.8. El Teorema del Nimero Primo equivale a x~'m(z)In(x) — 1, siy sélo

si, v '(x) — 1 cuando x — +oo0.

Demostracion:
Partiendo de la desigualdad del lema 1.3
() < hl(w)w(a:) < 1 N In(x) w(w)’
x x In(z)  In(z) —2In(ln(z)) =

Javier Colmenarez
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In(x)

aplicando la regla de L’'Hospital a In(2) — 2In(In(x)) obtenemos
1
= In(x)
1i S = lim ———=1= 1 :
e g o250 In(z) — 2In(ln())

v

xZ

— 1 cuando x — o0, se sigue de la desigualdad del lema 1.3

1< lim (M) <1 = lim ln(x)ﬁ(x) = 1.

Tr—00 X Tr—00 €T

In(z)

(<) Supongamos que 7(x) — 1 cuando = — o0, se sigue que

TG P G )

r—00 I r—00 I r—00 I

= 1.

Por tanto 77 (z) In(z) — 1, si y sélo si, x 1) (z) — 1.

Teorema 1.9. Existe C > 0 tal que ¥(z) < Cz, x > 0, es decir ¥(z) = O(x).
In(x)
In(p)

Demostracién: Recordando que (z) = Z {

p<w

} In(p); « > 0. Fijemos x>0

y m un entero tal que

2m < p < 2t (1.15)
v(z) = P(27) +¥(x) —p(27)
< P2M) (27T —p(2™)
- 25 e 2 [P ee- 2 [5G e
_ 2™ (™Y,
= X [er e S (g e

om <p<omtl

Javier Colmenarez
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Por otra parte, consideremos para cualquier entero positivo n
Z In(p) = In ( H p) :
n<p<2n n<p<2n

Ahora para cualquier primo p tal que n < p < 2n, se tiene que p divide a

| |
@ = n!(Qn) :n'ﬂ en efecto

n! n (2n —n)In!’

% _ (2n)(2n—1)(2nn7 2)--(n+1)n! _ ) —1)(@n—2) -+ (n 4 1)

n<p<2n = p=2n-—i+1 para algin i€ {1,2,... n}
asi p no divide a n! y se obtiene que p divide a , ademas
n

2
H p < < n> < (141)* =2*, en efecto,

n
n<p<2n

de la segunda desigualdad de donde,

por eso

H p < 2°"

n<p<2n

Javier Colmenarez
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Luego

1n< 1T p) < I(@™) = )  In(p) <2nn(2), (1.16)

n<p<2n n<p<2n

y en consecuencia

m

) = D> [ D )| <> W@ <2 n(2)  (1.17)

p<2m k=1 \2k-l<p<2k

donde 2n = 2F < n = 2k 1,

La primera desigualdad en (1.17) es directa por (1.16) mientras la segunda desigual-
dad

ilen(Q) = In(2) iﬁ)

k=1
1
— 2m+11n<2)< 2 1)
=35
= 2"t n(2)
asi > Infp) < 2" n(2) (1.18)
p<2m
y
> In(p) < 2""'In(2),  por (1.16). (1.19)
2m < p<om+1

Javier Colmenarez
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Ahora,

In
p < x talque[1

In(x) In(z)
In(p) In(p)

cuando p < /x y la suma de los términos de esta forma contribuye no més que
In(x)

In(p)

] In(p), donde, [

asl estos términos en la suma g [

] > 1, ocurre sélo
p<x

In(p) = n(v/x) In(x). Siguiendo de la discusién anterior cuando 2™ <z <21

p<Vz
se tiene
. In(2™) , In(2m+1) ,
W) < Z[ ek (p”w%m“[—ln(p) ()
- <Z2ml.ln(p) + ;m [ 13&2;) ]m(p) + ) Zmﬂl.ln(p)—k ) Zmﬂ { —lnfj;;

< 2™ n(2) 4+ 2" In(2) + 7(v/7) In(x)
= 22" 1n(2) + w(v/x) In(z)
= 2"21n(2) 4 7(v) In(x)
dzIn(2) + 7(vz)In(z)  vaque 2" <z
< 4oxln(2) ++vrln(z)  yaque 7(va) <V
~ |am@)+ ixln@:) v

VT

1
como — In(z) — 0 cuando z — oo concluimos que ¥ (z) = O(x).

VT
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CAPITULO 2

PRUEBA DEL TEOREMA DEL NUMERO
PRIMO

En este trabajo, como ya se ha dicho antes, se desarrollara el Teorema del Nimero
Primo siguiendo los métodos aplicados por D.J. Newman en 1980 y publicado en [1], el

cual es modificado por J. Korevaar en 1982 y publicado en [2].

2.1. Teoremas Centrales

Lema 2.1. Sea F' acotada y continua a trozos en [0,+00). Sea

G(z) — / F(t)e—dt

la transformada de Laplace de F'. Entonces, la transformada existe y es analitica en
R.(z) > 0.

Demostracion:

Sea F' acotada y continua a trozos en [0, 4+00). Supongamos también |F(t)|<1,

Vt > 0. Sea G(z) = /F(t)e_tht, la transformada de Laplace de F'. Para 0 <k< ooy

0
definamos la integral

Gr(z) = /F(t)e_ztdt.
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por proposicién 1.3 cada Gy es una funcién entera de z, ademés si R.(z)>0, entonces

k k
/ F(t)e#dt| < / |F(t)e ™| dt
0 0
k
< / e gy

0
oo

S / e_Re(Z)tdt

0
) e—Re(z)t:| b

= Ilim —
0

b—oo Re(z)

y efRe(z)b 1
T o (‘ R.(z) Re<z>>

Por tanto,

/ —zt 1
0/ PN at| < .

Asi la sucesion G(z) de funciones analiticas en R.(z) > 0 es uniformemente acotada
sobre subconjuntos compactos de R.(z) > 0, luego por lema 1.1 de Vitali la funcién
limite

G(z) = lim Gi(z) =

k—o0

F(t)e *dt

0\8

es analitica en R.(z) > 0.

Javier Colmenarez
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Lema 2.2. Sea G como en el lema 2.1, supongamos que G tiene una extension analitica

en una vecindad del eje imaginario, R.(z) = 0. Sea v dada por:

) = Re'?, si 0=sen ' (&) A 0<8 <d(R)<R
r —6(R)+i0, si —+/RZ—0%(R) <0< \/RZ—0*R)

entonces se cumple,

o [ ©E =6 (@) (T ) < 5

TR

Demostracion: Consideremos la siguiente desigualdad triangular

1 1

o / (G(2) — Gr2)) () (2 N %) "

Tr

TR

= |L(R)|+ |L2(R)].

< |- / a(2) () (3 4 %) 2|+ |- / (=) () G N %) 0

Tomando en cuenta primero a |I5(R)|. GA(z) es una funcién entera, nosotros pode-

mos reemplazar la trayectoria de integracion v, por la trayectoria semicircular de iR a

—iR en el semiplano izquierdo. para z = R.(z) <0

_ A _ _
e a:t:| e xA 1 e T\
X
0

T T r m

A A
GA(2)] = / Ft)edt| < / et = —
0 0

luego, para z en este arco semicircular, el médulo del integrando en I5(R) es

1 =z 1 2|R.(2)] 2
Az TA A\ _
Crlz)e (ZJFR?)‘ SRS TR R

Javier Colmenarez
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asi por el teorema 1.2

_ 1 Az 1 i
|L(R)| = 2m,/G,\(z)e (Z+R2>dz

Luego, considerando |I;(R)|. Este serd el més delicado de todo ya que sélo cono-
cemos que sobre 7., G es una extensiéon analitica de la explicitamente definida G
en el semiplano derecho. De acuerdo con este caso, primero escogemos una constante
M(R)>0tal que |G(z)] < M(R) para z € 75. Sea un 0; tal que 0 < 6 < 6(R) y

dividamos la integral en dos partes, correspondientes a R.(z) < —d1 y R.(z)>—6;.

Para R.(z) < =4

'G(z)w G+%)’ < M(R)e™

IN
=
=
Q
:
+
~—

IA
=
=
[
5
7~ N N~
‘H
_l’_
N———
Q
S
3
=
=
A
=
A
Ay

luego por teorema 1.2

() = |5 [ 6 (o) ] < oM™ (e ) 1o
i < % (R)e (% . %) R
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para la cual R y d; fijos, el lado derecho tiende a cero cuando A — oo.

Ahora para R.(z) > —d

por teorema 1.2

1 (1 oz 1 11 /6
= | — Z —_ —_— < _— _— —_ 2 _
|11, (R)| 5 /G(z)e (z + R2) dz| < 27TM (R) (5(3) + R) Rsen (R) ,
R

para la cual R y ¢, fijos, el lado derecho tiende a cero cuando §; — 0.

4
Tomando R = — y fijamos §(R) con 0<§(R)<R tal que G es analitica en el interior
€

y sobre la curva 75, para todo A se tiene

1 Az €
L) = |5 [ G (D4 ) a5,

y
)] < R (b ) < 5
por tanto,
37 [ (66 =) () (S 55 ) €| < IR+ |l
2mi ) z  R? -
< 0. (B) + 1y (B)] + B(R)
< 32. n

Javier Colmenarez



28 Capitulo2.Prueba del Teorema del Nimero Primo

Teorema 2.1. (Tauberiano) Sea F acotada y continua a trozos en [0, +00), tal que su

transformada de Laplace

G(z) = /F(t)e_tht

existe y es analitica en R.(z) > 0. Supongamos que G tiene extension analitica en una
o0

vecindad del eje imaginario, R.(z) = 0. Entonces /F(t)dt existe como una integral

0
00

impropia y es igual a G(0) | en realidad, /F(t)e_iytdt converge Yy € R a G(iy)
0

Demostracién:

Sea F' acotada tal que |F(t)| < 1,Vt > 0 y continua a trozos en [0, +00), luego por

lema 2.1
Glz) = / F(t)edt
0
existe y es analitica en R.(z) > 0.

Comenzaremos el andlisis usando la férmula integral de Cauchy para obtener un
estimado preliminar de |G,(0) — G(0)|. Para cada R>0 sea §(R)>0 suficientemente
pequeno tal que G es analitica en el interior y sobre la trayectoria cerrada yg, d(R)—0
cuando R — +00. 7 denota la porcién de g que estd en R.(z)>0y vz denota la

porcién de vg que estd en R.(z) < 0.

Por la formula integral de Cauchy, se tiene
1 1
_ - = — - 2.1
G0) = Gr(0) = 5= [ (G(2) — Gr(=) S 21)
TR
luego para z€v;, y & = R.(z), aplicando el teorema 1.2 a la integral del lado derecho
de (2.1), se sigue que
1 1
R R.(z)

< . (2.2)

z

‘G(Z) — Gi(2)

Javier Colmenarez
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1

Re(2)
para demostrar que G(0) — G5 (0) — 0 cuando A — oco. Newman reemplaza el factor

no es acotada sobre 7}, vemos que se requiere una delicada aproximacién

1 1
_ por ;) + (%) en (2.1), de manera que (G(z) — Gi(2)) % es analitica, el valor
de la integral a lo largo de vy permanece constante. La idea de Newman es modificar

(2.1) reemplazando G(z) y G(z) por sus respectivos productos con e**. Ademas e** es

entera y tiene el valor de 1 en z = 0, asi

1 v (1 z
G(0) — GA(0) = % [G(z) — GA(2)] e (; + ﬁ) dz.
R
1 z 2
Note que para |z| = R, nosotros tenemos que <—) + (%) = ﬁ + % = RR%SZ),
z z

asi

<ma—e«amdﬂ(§a%)\: waaaﬁ@mwg§%ﬁ

I 2R,
< / |F(t)e | dt (M) _Rgz)
A

< /e—Re(z)tdt (M) 2R.(2)

< 2
b\
_ o~ Re(2) . e(z)) 2R.(z)
R.(2) R?
2
— ﬁ’
por lo tanto
(1 z 2
G -G (T )| < i veen

Por otro lado para vj, = Re® con —5 <t <75 sulongitud es L = R, luego por el

teorema 1.2, se sigue que:

Javier Colmenarez
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1

5 [0 =6 (@) (T4 5o = it

4
Luego para, R = — y aplicando el lema 2.2 sobre la trayectoria vy, para todo
€

A suficientemente grande, digamos para un A > \q, se tiene que

[GA(0) = G(0)] < e

Corolario 2.1. Sea f wuna funcion no-negativa, continua a trozos y no decreciente en

[1,4+00) tal que f(x) = O(x), entonces su transformada de Mellin
g(z) = z/f(x)x_z_ldx
1

existe y es analitica para R.(z) > 1. Si para alguna constante c la funcion

tiene una extension analitica en una vecindad de la linea R.(z) = 1, entonces

fz)

X

— ¢ cuandor — —+00.

Demostracién:

Sea f(x) como en el enunciado del corolario, sea

g(z) = z]of(x)x_z_ldx

Javier Colmenarez
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31

reexpresando

p / f(x)e(—z—l)logacdw
1

esta integral es una funcién entera de z. Si R.(z) > 1, para 1 < k < oo

o0

k
C
(—z—1)logz < —Re(2) N
/f(:v)e dx _C’/:IJ dx Ro(z) =1
1

1

luego de manera similar a la prueba del teorema 1.5 se tiene que

z/f(:c)x21dx, (transformada de Mellin de f)

existe y es analitica para R.(z) > 1.

Definamos F' sobre [0, +00) por:
F(t) = e'f(e) -

note que F es acotada en [0, +00) ya que,

|F(t)] = |e’tf (") —c|
< e FeN)] + el
< e 'Ke'+ |
= K+c

= M donde M=K-+-c.

Entonces F satisface la primera parte de la hipétesis de el teorema Auxiliar Taube-

riano 2.1, asi consideramos la transformada de Laplace de F

G(z) = / Ye?tdt = 7 et flel) — ¢) et
0

Javier Colmenarez
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haciendo el cambio de variable x = €', se sigue que

ahora
0o b
27 e = lim [ 275 Ydx
b—oo
1 1
b
= lim —
b—o0 A
1
b—Z 1—Z
= lim | — + ,
b—oo z z
vemos que
-z —zlog(b) __ 1
b = e = ——— — (0 cuando z — 400,
ez log(b)
asi

1 1 1
—z—1 _ 7 - - —
/‘:Ij dr = blirglo( Zezlog(b) T Z) Z’

1

que al sustituir en (2.3), obtenemos

G(z) = ff(x)x”d:c—g

1
= m— ¢ por definicién de g
z+1 z
1 &
_ - 1)
Z+1(g(z—|— ) Z(z—i— )
1 c

= —(g(z—i—l)—;—c).

z+1

c
Se tiene, de la hipétesis, que g(z 4+ 1) — — tiene extension analitica en una vecindad

2
de la linea R.(z) = 0, y en consecuencia G también lo es. Asi, se satisfacen las hipotesis

del teorema Auxiliar Tauberiano y podemos concluir que la integral impropia f F(t)dt
0

Javier Colmenarez
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existe y converge a G(0). En términos de f,se dice que [ (e7'f(e") — c¢)dt existe
0
f=@)

= c) df existe. Recor-

6 equivalentemente (con el cambio de variable x=e') [ (
1

dando que f es no-decreciente, nosotros podemos inferir que

@ — ¢ cuando £ — o0.
T

Sea e>0, supongamos, por absurdo, que para algin x¢>0, (f(x¢))/x¢) — ¢>2¢. De esto

se deduce que

f(x) = [fwo) = wo(c +2€) = w(c+€) para zp <z < <ch—2:) o,

asi

VR
~
8
|
o
~__
|&
5
IV
|
QU
S

o o

c—+ 2¢
= ¢ln [(c—l—e)%}_dn(%)
c+ 2¢
= eln(c+€>+eln(:c0)—eln(xo)
(C+2€>
= ¢ln .
c+e

Por lo tanto
()20

J)s. w2 w

zo

x dx
Como / (M — c) — — 0 cuando zy,r9 — 00, para todo x( suficiente-
x x
1

mente grande,

(558 )0

/ (@—c)df < el (CCJ;Q:). (2.5)

o
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Por (2.4) y (2.5)

c+2e c+2e

JECEERNACRE

lo cual es una contradiccion, por tanto para todo xy suficientemente grande,

(f(xo)/z0) — c<2e.

Probemos ahora que (f(xg)/xg)—c>—2¢, paratodo xy suficientemente grande. Supongamos

que (f(xo)/xg) — c<—2¢. De lo cual se sigue

c— 2¢

f@) < flwo) <mlc—2) <a(c—e) para ( )xosmo,

cC—¢€

[ (-)%s | e i,
= —eln(zg) + €ln ch—_2:) 950}

-2
= —eln(zg) +€eln(zg) + €ln (C 6)

c— €
= eln(c_2€),
c— €

por lo tanto

-2
/ (m—c)d—m < eln(c 6)<0 yaque c—2<c—e€
x x c—e€

pero,
i) d o0 d

/ (_f(x) - c) 2 .0 cuando T1,Ty —> OO0 ya que / (Lx) - C) = existe.
T T T T

X1 1
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Siguiendo de manera similar al caso anterior

o
lm / (E—c)d—x — Ogeln(c_2€><()
To—00 x x 0_6

c—2¢
(=)o

AG)

Zo

lo cual es una contradiccion, por lo tanto — ¢ > —2e.Se tiene entonces que

—2e < @—c < 2e,

f(z)

es decir — ¢ cuando £ — o0.

X

2.2. Teorema Principal (T.N.P)

Teorema 2.2. Siw(x) es el numero de primos menor ¢ igual a z, entonces
-1
z In(z)r(x) — 1 cuando x — +oo.

Demostracion:

Sea v : [1,400) — R dada por:

luego, 1 es no negativa, continua a trozos y no-decreciente sobre [1,+00).

Ahora por teorema 1.9, ¢(z) = O(z), y aplicando el corolario 2.1 a v, vemos que

la transformada de Mellin para

g(z) = =z 7¢(I)J}_Z_1dl‘
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existe y es analitica para R.(z) > 1. Adem as, por teorema 1.7 se tiene para R.(z)>1

_d)
¢(2)

9(2)

Sabemos que ( es analitica y no tiene ceros en R.(z)>1, por teorema 1.5 y teorema
1.6, ¢ es analitica para {z € C: R.(z) > 0 z # 1} y no tiene ceros en {z € C: R.(z) =

1 z # 1} respectivamente, ahora la derivada de ( (derivada de funcién analitica)!
/

, también es analitica en {z € C : R.(2) > 0 z # 1}. Por tanto > es analfica en
una vecindad de {z € C: R.(z) > 1 z # 1}. Por teorema 1.5 sabemos que ( tiene un
/

polo simple en z = 1y Res((,1) = 1, también = tiene un polo simple en z = 1, pero
!/
con Res(f, 1) = —1,en efecto.

( tiene un polo simple en z = 1, luego por el teorema 1.1, existe una funciéon h tal

que ( se escribe de la forma

donde h es analitica y no-nula en z = 1, ahora

W(z)(z = 1) = h(z)

/ —
C (Z) - (Z . 1)2 )
luego
W (2)(z—1)—h(2)
() _ PEREE _we) 1 20
() © () -1 |
n B

donde (2) es analitico, en |[z—1| < R con R>0, luego (2) admite una representacioén

h(z) h(z)

en serie de potencias

W) o« n .
) > ba(z—1)"; [z—1] <R,

n=0

! La derivada de una funcién analitica en 2CC, también es analitica en Q. Demostracion: Ver[4] Cap
5
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OIS T
ORN > ba(z—1) — (2.7)

n=0

luego la ecuacién en 2.7 representa una serie de Laurent y en consecuencia, z = 1 es un

polo simple, y

Res (C—I,l) = lim {(z—1)¢(z)} T

¢ =1 ¢(2)
. > h(2) : L
Ahora despejando de la ecuacion 2.6 a m, se sigue que la expresion
z
!/
1
¢
C(z) =z-—1

tiene una extensién analitica en una vecindad de cada punto de R.(z) = 1, también

en consecuencia por corolario 2.1 se tiene que

(@)

T

— 1 cuando x — 400,
luego por el teorema 1.8 concluimos

v '7(z)In(r) — 1 cuando z — +oo0.
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