
UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL

“LISANDRO ALVARADO”

Decanato de Ciencias y Tecnoloǵıa
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RESUMEN

Los números primos y sus propiedades fueron estudiados de manera exhaustiva

por los matemáticos de la antigua Grecia, que estaban interesados en los números, por

su misticismo y sus propiedades numerológicas. Desde esa fecha hasta entonces se

ha trabajado mucho acerca de los números primos, teniendo un gran desarrollo en

el siglo XVIII y siglo XIX, entre los cuales se tiene el famoso Teorema del Número

Primo (T.N.P), cuyo enunciado es: “Si π(x) es el número de primos menor o igual

a x, entonces x−1π(x) ln(x) → 1 cuando x → ∞” . El Teorema del Número Pri-

mo, fue conjeturado por Adrien-Marie Legendre (1752-1833) en 1778 y la conjetura

fue posteriormente refinada por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) con la expresión

que actualmente se asocia más frecuentemente al teorema. Sin embargo, a finales del

siglo XIX el teorema fue finalmente establecido (independientemente) por Jacques

Salomon Hadamard (1865-1963) y Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962) en

el año 1896. Aśı, todas las pruebas del T.N.P, datan desde Hadamard y de la Vallée

Poussin hasta el año 1949 cuando Paul Erdös (1913-1996) y Atle Selberg (1917-2007)

consiguieron exitosamente una prueba elemental, donde usaron métodos de variable

compleja en un camino esencial. En 1980, Donald.J.Newman (1930-2007) publica una

nueva prueba del Teorema del Número Primo, el cual hizo un buen uso del análisis com-

plejo; sin embargo, esta prueba representa una significante simplificación de las pruebas

anteriores. En este trabajo desarrollaremos una prueba del T.N.P, cuya demostración

es basada en el art́ıculo publicado por Donald.J.Newman.
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Caṕıtulo 1

FUNCIÓN ZETA DE RIEMANN Y
ALGUNOS CONCEPTOS PRELIMINARES

En este caṕıtulo se presentaran algunas definiciones básicas, proposiciones y teore-

mas clásicos del análisis complejo y análisis matemático, además se presentará la función

Zeta de Riemann y algunas de sus propiedades que serán de gran utilidad para la de-

mostración del Teorema del Número Primo y finalmente presentaremos “Una Versión

Equivalente del Teorema del Número Primo”.

Definición 1.1. Sea D ⊂ C un dominio, se dice que una función f : D → C es

anaĺıtica en un punto z0 ∈ C si f es diferenciable en una vecindad U⊂D de z0, aśı la

función f es anaĺıtica en D si es anaĺıtica en todo z0 ∈ D.

Definición 1.2. Un punto z0 es llamado un punto singular o una singularidad de la

función f(z), si f(z) no es anaĺıtica en z0, pero toda vecindad de z0 contiene al menos un

punto donde f(z) es anaĺıtica. z0 es una singularidad aislada, si f(z) no es anaĺıtica

en z0, pero es anaĺıtica en cualquier vecindad de z0 suprimiendo z0.

Definición 1.3. Se define la Transformación de Mellin de f como,

M{f} =

∞∫

0

xp−1f(x)dx,

donde f es una función real a valores reales definida sobre (0, +∞).

1
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Ejemplo 1.1. Si f(x) = e−nx, donde n > 0, entonces

M{e−nx} =

∞∫

0

xp−1e−nxdx,

tomando nx = t, se tiene

M{e−nx} =
1

np

∞∫

0

tp−1e−tdt =
Γ(p)

np
.

Para saber más sobre las transformaciones de Mellin y sus aplicaciones ver [3]. Cap8

págs. 339-365.

Definición 1.4. (Función O grande): Sean f, g definidas sobre X⊂R. Supongamos que

g(x)>0, se dice f = O(g) (se lee f es O grande de g), si existen constantes C y k>0

tales que

f(x) ≤ Cg(x) para todo x > k.

Ejemplo 1.2. Demostrar que f(x) = x2 + 2x + 1 es O(x2).

Tomemos k = 1, supongamos que x>1, entonces

f(x)

g(x)
=

x2 + 2x + 1

x2
<

x2 + 2x2 + x2

x2
= 4,

escogiendo C = 4, se concluye que x2 + 2x + 1 es O(x2).

Proposición 1.1. (M.Weierstrass). Sea {Mn} una sucesión de números reales no-

negativos tal que
∞∑

n=0

Mn < ∞. Si para cada n ∈ N, | fn(z) |≤ Mn, ∀z ∈ Ω, entonces

∞∑
n=0

fn(z) converge uniformemente sobre Ω.

Demostración: Ver [4].

Javier Colmenarez
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Proposición 1.2. (Sumas por Parte). Sea {an} y {bn} sucesiones de números com-

plejos. Si ∆bk = bk−1 − bk. Entonces

s∑

k=r

ak∆bk = as+1bs+1 − arbr −
s∑

k=r

bk+1∆ak.

Demostración:

s∑

k=r

ak∆bk =
s∑

k=r

ak(bk+1 − bk)

= ar(br+1 − br) + ar+1(br+2 − br+1) + .... + as−1(bs − bs−1) + as(bs+1 − bs)

= arbr+1 − arbr + ar+1br+2 − ar+1br+1 + .... + as−2bs−1 − as−2bs−2

+ as−1bs − as−1bs−1 + asbs+1 − asbs

luego, sumando y restando as+1bs+1

= −arbr + br+1(ar − ar+1) + br+2(ar+1 − ar+2) + .... + bs−1(as−2 − as−1)

+ bs(as−1 − as) + asbs+1 − as+1bs+1 + as+1bs+1

= −arbr + br+1(ar − ar+1) + br+2(ar+1 − ar+2) + .... + bs(as−1 − as)

+ bs+1(as − as+1) + as+1bs+1

= as+1bs+1 − arbr − br+1(ar+1 − ar)− br+2(ar+2 − ar+1)− ....− bs(as − as−1)

− bs+1(as+1 − as)

= as+1bs+1 − arbr −
s∑

k=r

bk+1(ak+1 − ak)

= as+1bs+1 − arbr −
s∑

k=r

bk+1∆ak. ¥

Proposición 1.3. Suponga que [a, b] ⊆ R y sea ϕ una función continua de variable

compleja en el espacio producto Ω × [a, b]. Suponga que para cada t ∈ [a, b], la fun-

ción z → ϕ(z, t) es anaĺıtica en Ω. Definamos F en Ω por F (z) =

∫ b

a

ϕ(z, t)dt, z ∈

Ω. Entonces, F es anaĺıtica en Ω y F ′(z) =

∫ b

a

∂

∂z
ϕ(z, t)dz, z ∈ Ω.

Demostración: Ver [5].

Javier Colmenarez
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Teorema 1.1. f(z) tiene un polo de orden m, si y sólo si, f(z) =
g(z)

(z − z0)m
donde g(z)

es anaĺıtica en z0 y g(z0) 6= 0.

Demostración: Ver [6].

Teorema 1.2. Suponga que f es una función de valores complejos la cual es cont́ınua

en la trayectoria γ y |f(z)| ≤M ∀z ∈γ. Si L es la longitud de la trayectoria, entonces

∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ ML.

Demostración: Ver [4].

Lema 1.1. (Vitali). Sea {fn} una sucesión de funciones acotadas en A(Ω) donde Ω

es conexo. Suponga que {fn} convergen puntualmente en S ⊆ Ω y S tiene un punto

ĺımite en Ω. Entonces {fn} es uniformemente de Cauchy en subconjuntos compactos

de Ω, por lo tanto converge uniformemente en subconjuntos compactos de Ω a alguna

f ∈ A(Ω).

Demostración: Ver [5].

Corolario 1.1. Si f(z) =
∞∑

k=0

fk(z) : Ω −→ C es una serie de funciones anaĺıticas

fk : Ω −→ C, que converge uniformemente sobre cada D(a, r)⊂ Ω, entonces f(z) es

anaĺıtica en Ω y

f (n)(z) =
∞∑

k=0

f
(n)
k (z)

para n = 1, 2, 3, . . . , converge uniformemente sobre cada D(a, r)⊂ Ω.

Demostración: Ver [4].

Javier Colmenarez
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1.1. Función Zeta de Riemann y sus propiedades.

La función Zeta de Riemann, llamada aśı en honor a Bernhard Riemann, tiene una

gran importancia en la teoŕıa de números, por su relación con la distribución de números

primos.

Definición 1.5. La función Zeta de Riemann ζ es definida por ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz
, donde

nz = ezln(n). En general solo se pide que z ∈ C con Re(z)>1

Teorema 1.3. La función Zeta de Riemann ζ, converge absolutamente en Ω donde

Ω={z ∈ C : Re(z)>1} y converge uniformemente en Ωδ={z ∈ C : Re(z)≥1 + δ; ∀δ>0}.

Demostración:

Sea z = x + iy, con x > 1.

∞∑
n=1

∣∣∣∣
1

nz

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

∣∣n−z
∣∣ =

∞∑
n=1

∣∣n(−x−iy)
∣∣ =

∞∑
n=1

∣∣e(−x−iy)ln(n)
∣∣ =

∞∑
n=1

∣∣e−xln(n)
∣∣ ∣∣e−yln(n)i

∣∣

∞∑
n=1

∣∣∣∣
1

nz

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

∣∣e−xln(n)
∣∣ =

∞∑
n=1

∣∣n−x
∣∣ =

∞∑
n=1

1

nx

la serie converge ya que Re(z)=x > 1, aśı la función ζ converge absolutamente.

Ahora, sea {Mn} la sucesión M1 = 1,M2 = 1/2p,M3 = 1/3p, .., Mn = 1/np, ....

donde 1 < p ≤ x tal que

∞∑
n=1

Mn < ∞ ya que p > 1

tomando p = 1 + δ con δ > 0

Javier Colmenarez
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como 1 < p ≤ x ⇒ np ≤ nx ⇒ 1

nx
≤ 1

np
, luego para cada n ∈ N

|fn(z)| =
∣∣∣∣

1

nz

∣∣∣∣ =
1

nx
≤ 1

np
= Mn

para todo z ∈ Ωδ = {z ∈ C : Re(z) ≥ 1 + δ; δ > 0}

aśı, por proposición 1.1 (M.Weierstrass), la serie converge uniformemente sobre Ωδ.

¥

1.1.1. Propiedades acerca de la Función Zeta de Riemann.

Proposición 1.4. Para Re(z) > 1, la función Zeta de Riemann ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz
es

equivalente al producto
∞∏

j=1

1

1− p−z
j

donde {pj} es la sucesión creciente de números

primos.

Demostración:

Sea Re(z) > 1 y sea {pj} la sucesión creciente de números primos (p1 = 2, p2 =

3, p3 = 5, ....)

1

1− p−z
j

=
∞∑

n=0

(
1

pz
j

)n

converge si

∣∣∣∣
1

pz
j

∣∣∣∣ =
1

p
Re(z)
j

< 1

consideremos para m=2 el siguiente producto parcial:

2∏
j=1

1

1− p−z
j

=
2∏

j=1

(1 +
1

pz
j

+
1

p2z
j

+ ...)

= (1 +
1

2z
+

1

22z
+ ...)(1 +

1

3z
+

1

32z
+ ...)

= (
∞∑

n=0

1

2nz
)(

∞∑
n=0

1

3nz
)

Javier Colmenarez
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Sea an =
1

2nz
, bn =

1

3nz
y cn =

n∑

k=0

akbn−k, luego como cada serie es absoluta-

mente convergente tenemos por el producto de Cauchy que la serie
∞∑

n=0

cn es también

convergente, ahora

∞∑
n=0

n∑

k=0

1

2kz

1

3(n−k)z
= 1 +

1

3z
+

1

2z
+

1

32z
+

1

2z3z
+

1

22z
+

1

33z
+

1

2z32z
+

1

22z3z
+

1

23z

+
1

34z
+

1

2z33z
+

1

22z32z
+

1

23z3z
+

1

24z
+ ....

Luego, ordenando los términos de la serie de acuerdo al crecimiento de los

denominadores, obtenemos la siguiente serie cuyo término general es
1

2a1z3a2z

∑ 1

2a1z3a2z
=

∑ 1

pa1z
1 pa2z

2

=
∑ 1

nz
donde n=pa1

1 pa2
2 con ai ≥ 0 i ∈ {1, 2}

Aśı, para el caso m=k tenemos el siguiente producto parcial

k∏
j=1

1

1− p−z
j

=
k∏

j=1

(
1 +

1

pz
j

+
1

p2z
j

+ ...

)

De manera análoga al caso anterior, si multiplicamos todas estas series (abso-

lutamente convergente) y ordenamos los términos de acuerdo al crecimiento de los

denominadores obtenemos otra serie convergente cuyo término general es:

1

pa1z
1 pa2z

2 pa3z
3 ...pakz

k

=
1

nz
donde n = pa1

1 pa2
2 pa3

3 ...pak
k con ai ≥ 0 i ∈ {1, 2}

k∏
j=1

1

1− p−z
j

=
k∏

j=1

(
1 +

1

pz
j

+
1

p2z
j

+ ...

)
=

∑
1

1

nz
donde

∑
1

1

nz
está extendida a

aquellos n cuyos factores primos son todos menores o iguales a pk, luego

Javier Colmenarez
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ζ(z)−
∑

1

1

nz
=

∞∑
n=1

1

nz
−

∑
1

1

nz
=

∑
2

1

nz
donde

∑
2

1

nz
está extendida a aquellos

n que poseen por lo menos un divisor primo mayores que pk, luego

∣∣∣∣∣ζ(z)−
∑

1

1

nz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

2

1

nz

∣∣∣∣∣ ≤
∑

2

∣∣∣∣
1

nz

∣∣∣∣ ≤
∑
n>pk

1

nRe(z)
; con n ∈ N

Cuando k →∞ la ultima suma tiende a 0 ya que
∞∑

n=1

1

nz
converge.

Aśı, tenemos ζ(z) =
∞∏

j=1

1

1− p−z
j

. ¥

Teorema 1.4. ζ(z) es anaĺıtica en el semiplano Re(z) > 1.

Demostración:

Sean Ω0={z ∈ C : Re(z)>1}, ζ : Ω0 −→ C, dada por ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz
, luego tomando

fn : Ω0 −→ C, una sucesión de funciones anaĺıticas dadas por: fn(z)= 1
nz . Por teorema

1.3, la función ζ converge uniformemente sobre Ωδ ⊂ Ω0, Ωδ como en el teorema 1.3, en

particular converge uniformemente en subconjuntos compactos de Ωδ, luego el corolario

1.1, nos garantiza que ζ es anaĺıtica en Ω0. ¥

Lema 1.2. Para Re(z) > 1 se cumple

n

[
1

(n + 1)z
− 1

nz

]
= −nz

n+1∫

n

t−z−1dt = −z

n+1∫

n

[t]t−z−1dt (1.1)

y también se cumple

k∑
n=1

1

nz
= 1 +

k−1∑
n=1

1

(n + 1)z
(1.2)

Javier Colmenarez
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Demostración:

Para obtener la primera igualdad de (1.1)

n+1∫

n

t−z−1dt =

[
t−z

−z

]n+1

n

= − 1

z(n + 1)z
+

1

znz
= −1

z

[
1

(n + 1)z
− 1

nz

]

por tanto

n

[
1

(n + 1)z
− 1

nz

]
= −nz

n+1∫

n

t−z−1dt.

Como t vaŕıa entre n y n+1, se tiene que n puede escribirse como [t](parte entera),

∀t ∈ [n, n + 1], aśı

−nz

n+1∫

n

t−z−1dt = −z

n+1∫

n

[t]t−z−1dt

con lo cual se obtiene la segunda igualdad de (1.1) por tanto se obtiene (1.1).

Ahora, veamos que se verifica la igualdad (1.2)

1 +
k−1∑
n=1

1

(n + 1)z
=

1

1z
+

k∑
n=2

1

nz
=

k∑
n=1

1

nz

¥

Teorema 1.5. La función ζ(z) − 1/(z − 1) tiene extensión anaĺıtica en el semiplano

derecho Re(z) > 0. Aśı ζ tiene extensión anaĺıtica en {z ∈ C/Re(z) > 0, z 6= 1} y tiene

un polo simple con residuo 1 en z=1.

Demostración:

Para los Re(z) > 1, aplicando la fórmula de sumas por partes con an = n y bn =
1

nz

obtenemos que

k−1∑
n=1

n

[
1

(n + 1)z
− 1

nz

]
=

1

kz−1
− 1−

k−1∑
n=1

1

(n + 1)z

Javier Colmenarez
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luego,

1 +
k−1∑
n=1

1

(n + 1)z
=

1

kz−1
−

k−1∑
n=1

n

[
1

(n + 1)z
− 1

nz

]
,

el lema 1.2 garantiza que

k∑
n=1

1

nz
=

1

kz−1
+ z

k−1∑
n=1

n+1∫

n

[t]t−z−1dt,

por otro lado,

k−1∑
n=1

n+1∫

n

[t]t−z−1dt =

k∫

1

[t]t−z−1dt,

para obtener

k∑
n=1

1

nz
=

1

kz−1
+ z

k∫

1

[t]t−z−1dt,

cuando k →∞, obtenemos la fórmula integral

ζ(z) = z

∞∫

1

[t]t−z−1dt, para los Re(z) > 1. (1.3)

Consideremos ahora la integral en (1.3) con [t]=t,

z

∞∫

1

tt−z−1dt = 1 +
1

z − 1
(1.4)

combinando (1.3) y (1.4) nosotros podemos escribir

ζ(z)− 1

z − 1
= 1 + z

∞∫

1

([t]− t)t−z−1dt.

Fijemos k > 1, [1, k] ⊂ R, se define ϕ : Cx[1, k] −→ C una función continua dada

por:

ϕ(z, t) = ([t]− t)t−z−1,

Javier Colmenarez



1.1.Función Zeta de Riemann y sus propiedades. 11

la cual es anaĺıtica, en efecto:

([t] − t) < 1, ∀t ∈ [1, k] y t−z−1 = t−(z+1) = e−(z+1)(ln |t|+iArg(t)), es anaĺıtica para

todo z ∈ C, luego ϕ es anaĺıtica para todo z ∈ C, aśı aplicando la proposición 1.3,

k∫

1

ϕ(z, t)dt =

k∫

1

([t]− t)t−z−1dt

es anaĺıtica para todo z ∈ C. También para Re(z) > 0, la integral es acotada, puesto

que

∣∣∣∣∣∣

k∫

1

([t]− t)t−z−1dt

∣∣∣∣∣∣
≤

k∫

1

t−Re(z+1)dt ≤
∞∫

1

t−1−Re(z)dt =
1

Re(z)

Aśı, la sucesión de funciones anaĺıticas fk(z) =

k∫

1

([t]− t)t−z−1dt es uniformemente

acotadas en subconjuntos compactos S ⊂ Ω = {z ∈ C/Re(z) > 0}. Por tanto, por lema

1.1 (Vitali) la función ĺımite

f(z) =

∞∫

1

([t]− t)t−z−1dt

(en este caso es ĺımite uniforme en S ⊂ Ω) es anaĺıtica en Ω y aśı 1+ zf(z) es anaĺıtica

en Ω. Note que 1 + zf(z) coincide con ζ(z)− 1

z − 1
, para los Re(z) > 1 con lo que se

tiene el requerimiento de la extensión anaĺıtica de ζ a Re(z) > 0.

¥

Observación 1.1. La fórmula producto de Euler (Proposición1.4) implica que ζ no

tiene ceros en Re(z) > 1, ¿qué podemos decir acerca de los ceros de ζ en 0 <Re(z)≤1?. El

próximo teorema afirma que ζ no tiene ceros en la ĺınea Re(z) = 1. El cual es un hecho

crucial para la prueba del Teorema del Número Primo (T.N.P).

Javier Colmenarez
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Teorema 1.6. La función zeta de Riemann no tiene ceros en Re(z) = 1, (z − 1)ζ(z)

es anaĺıtica y no-nula en una vecindad de Re(z) ≥ 1.

Demostración:

Fijemos un número real y 6= 0 y consideremos la función auxiliar

h(x) = ζ3(x)ζ4(x + iy)ζ(x + 2iy), para x ∈ R, con x > 1,

por la fórmula producto de Euler, si Re(z) > 1 entonces

ln |ζ(z)| = −
∞∑

j=1

ln |1− p−z
j | = −Re

( ∞∑
j=1

log
(
1− p−z

j

)
)

= Re

( ∞∑
j=1

∞∑
n=1

1

n
p−nz

j

)

donde usamos la expasión − log(1− w) =
∞∑

n=1

wn

n
si |w| < 1.

ln |h(x)| = 3 ln |ζ(x)|+ 4 ln |ζ(x + iy)|+ ln |ζ(x + i2y)|

= 3Re

( ∞∑
j=1

∞∑
n=1

(
1

n

)
p−nx

j

)
+ 4Re

( ∞∑
j=1

∞∑
n=1

(
1

n

)
p−nx−iny

j

)

+ Re

( ∞∑
j=1

∞∑
n=1

(
1

n

)
p−nx−i2ny

j

)

=

( ∞∑
j=1

∞∑
n=1

(
1

n

)
p−nx

j

)
Re

(
3 + 4p−iny

j + p−i2ny
j

)

para θ = ny ln(pj)

p−iny
j = e−iny ln(pj) = cos(−ny ln(pj))− isen(ny ln(pj)) = cos(θ)− isen(θ)

p−i2ny
j = e−i2ny ln(pj) = cos(−2ny ln(pj))− isen(2ny ln(pj)) = cos(2θ)− isen(2θ)

tenemos que Re

(
3 + 4p−iny

j + p−i2ny
j

)
tiene la forma

3 + 4 cos(θ) + cos(2θ) = 3 + 4 cos(θ) + 2 cos2(θ)− 1

= 2(cos2(θ) + 2 cos(θ) + 1)

= 2(cos(θ) + 1)2 ≥ 0,
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1.1.Función Zeta de Riemann y sus propiedades. 13

por tanto ln |h(x)| ≥ 0 y en consecuencia

|h(x)| =
∣∣ζ3(x)

∣∣ ∣∣ζ4(x + iy)
∣∣ |ζ(x + i2y)| ≥ 1.

Luego

|h(x)|
x− 1

= |(x− 1)ζ(x)|3
∣∣∣∣
ζ(x + iy)

x− 1

∣∣∣∣
4

|ζ(x + i2y)| ≥ 1

x− 1
. (1.5)

Supongamos que ζ(1 + iy) = 0, entonces la desigualdad izquierda se aproxima al

ĺımite finito |ζ ′(1 + iy)|4 |ζ(1 + i2y)| cuando x −→ 1+, en efecto.

Sean f, g : D −→ C, z0 = 1+iy ∈ D, f, g son anaĺıticas dadas por f(z) = ζ(x+iy) y

g(z) = x−1, además, f(z0) = g(z0) = ζ(1+iy) = 0 y g′(z0) = g′(1+iy) = 1 6= 0, donde

D = {z ∈ C : Re(z) > 0}, luego

f(z)

g(z)
=

ζ(x + iy)

x− 1
=

ζ(x + iy)− f(z0)

x− 1− g(z0)
=

ζ(x+iy)−f(z0)
z−z0

x−1−g(z0)
z−z0

ĺım
z→z+

0

f(z)− f(z0)

z − z0

= ĺım
z→z+

0

ζ(x + iy)− ζ(1 + iy)

x− 1
= ζ ′(1 + iy) = f ′(z0)

ĺım
z→z+

0

g(z)− g(z0)

z − z0

= ĺım
z→z+

0

x− 1− 0

x− 1
= 1 = g′(z0)

aśı

ĺım
z→z+

0

f(z)

g(z)
=

f ′(z0)

g′(z0)
= ζ ′(1 + iy). (1.6)

Por otro lado

ĺım
z→z+

0

ζ(1 + i2y) = ζ(1 + i2y), (1.7)

luego como ya sabemos que ζ tiene residuo 1 en z = 1, se tiene por (1.6) y por (1.7)

que

ĺım
z→z+

0

|h(x)|
x− 1

= ĺım
z→z+

0

|(x− 1)ζ(x)|3
∣∣∣∣
ζ(x + iy)

x− 1

∣∣∣∣
4

|ζ(x + i2y)|

= |ζ ′(1 + iy)|4 |ζ(1 + i2y)| < +∞

Javier Colmenarez
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es decir

ĺım
z→z+

0

|h(x)|
x− 1

< +∞. (1.8)

En el lado derecho de la desigualdad de (1.5) se tiene

ĺım
z→z+

0

1

x− 1
= +∞, (1.9)

luego por (1.8) y (1.9) se tiene |ζ ′(1 + iy)|4 |ζ(1 + i2y)| ≥ +∞, la cual es una contradic-

ción. Por lo tanto ζ(1 + iy) 6= 0; ∀y 6= 0. Aśı, la función ζ no tiene ceros en la recta

Re(z) = 1. ¥

Observación 1.2. La ingeniosa introducción de la función auxiliar h es debido a

Mertens (1898), ahora en cuanto a los ceros de ζ en Re(z)>0 deberian encontrarse en la

franja 0<Re(z)<1. El estudio de los ceros de ζ en esta franja ha sido sujeto a una intensa

investigación por varios matemáticos. Riemann publicó en un seminario de 1859 donde

consideró que probablemente todos los ceros de ζ en la franja 0<Re(z)<1 (llamada la

franja cŕıtica), están en la ĺınea Re(z) = 1
2
. Este hecho es conocido como la hipótesis

de Riemann, el cual hizo dicha conjetura y aún está sin resolver. Para más información

sobre este tema visitar http://mathworld.wolfram.com/RiemannHypothesis.html.

Vamos a introducir la función Von Mangoldt Λ para luego obtener una repre-

sentación integral para
ζ ′

ζ
.

Se define la función

Λ(n) =

{
ln(p) si n = pm para m ≥ 1

0 E.O.C

ahora definamos, ψ : [0, +∞) −→ R por:

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n). (1.10)

Javier Colmenarez
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Una expresión equivalente para ψ es ψ(x) =
∑
p≤x

mp(x) ln(p); donde la suma es sobre

los primos p ≤ x y mp(x) es el entero más grande tal que pmp(x) ≤ x.

Ejemplo 1.3. ψ(10,4) = 3 ln(2) + 2 ln(3) + ln(5) + ln(7).

Notemos que pmp(x) ≤ x, si y sólo si, mp(x) ln(p) ≤ ln(x), si y sólo si, mp(x) ≤ ln(x)

ln(p)
,

aśı mp(x) =

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]
; la función ψ será usada para obtener la representación integral

para
ζ ′

ζ
.

Teorema 1.7. Para Re(z) > 1

− ζ ′(z)

ζ(z)
= z

∞∫

1

ψ(t)t−z−1dt (1.11)

donde ψ es definida en (1.10).

Demostración:

Para Re(z) > 1 y partiendo del producto de Euler

ζ(z) =
∏

p

(
1

1− p−z

)

ln(ζ(z)) = ln

(∏
p

1

1− p−z

)
=

∑
p

ln

(
1

1− p−z

)
,

luego derivando en ambos miembros de la igualdad se tiene

ζ ′(z)

ζ(z)
=

∑
p

−p−z ln(p)(1− p−z)

(1− p−z)2
.

Javier Colmenarez
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Ahora

−ζ ′(z)

ζ(z)
=

∑
p

p−z ln(p)

(1− p−z)
=

∑
p

∞∑
n=0

p−z ln(p)p−nz =
∑

p

∞∑
n=0

p−z(1+n) ln(p)

=
∑

p

∞∑
n=1

p−nz ln(p)

=
∑

p

∞∑
n=1

ln(p)

pnz
.

Esta suma iterada converge absolutamente para Re(z) > 1, pues esta suma puede

ser reordenada como una sola suma

∑

(p,n),n≥1

(pn)−z ln(p) =
∑

k

k−z ln(p), donde k = pn para algún n.

Aśı

−ζ ′(z)

ζ(z)
=

∞∑

k=1

k−zΛ(k) =
∞∑

k=1

k−z(ψ(k)− ψ(k − 1)) por definición de Λ y ψ,

usando sumas por partes (Proposición 1.2), obtenemos con an = k−z, bk+1 = ψ(k) y

b1 = ψ(0) = 0

s∑

k=1

k−z(ψ(k)− ψ(k − 1)) = (s + 1)−zψ(s)−
s∑

k=1

ψ(k)((k + 1)−z − k−z)

= (s + 1)−zψ(s) +
s∑

k=1

ψ(k)(k−z − (k + 1)−z).

De la definición de ψ tenemos que ψ(k) ≤ k ln(k), en efecto.

ψ(k) =
∑

n≤k

Λ(k) ≤ n ln(k) donde n ≥ 1,

como,

n ≤ k =⇒ n ln(k) ≤ k ln(k) =⇒ ψ(k) ≤ k ln(k).
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Para Re(z) > 1, ψ(s)(s+1)−z −→ 0 cuando s −→ +∞. Más aún podemos escribir

por un argumento similar que obtuvimos en el teorema 1.5

s∑

k=1

ψ(k)(k−z − (k + 1)−z) =
s∑

k=1

ψ(k)z

k+1∫

k

t−z−1dt =
s∑

k=1

z

k+1∫

k

ψ(t)t−z−1dt = z

s∫

1

ψ(t)t−z−1,

ψ es constante en cada intervalo [k, k + 1), luego tomando ĺımite cuando s −→ +∞

−ζ ′(z)

ζ(z)
= z

∞∫

1

ψ(t)t−z−1dt, para Re(z) > 1

¥

1.2. Una Versión Equivalente del Teorema del Número Primo

La función ψ definida en (1.10) proporciona otra conexión, a través de (1.11), entre

la función Zeta de Riemann y las propiedades de los números primos. La integral en

(1.11) se llama la transformada de Mellin de ψ. Estableceremos una reducción, debido

a, Chebyshev, del Teorema del Número Primo a un enunciado que involucra a la función

ψ, más adelante en el teorema 1.8.

Lema 1.3. Sea ψ : [1, +∞) −→ R dada por:

ψ(x) =
∑
p≤x

mp(x) ln(p), donde mp(x) =

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

y sea π(x) el número de primos menor o igual a x, entonces se cumple

ψ(x)

x
≤ ln(x)

x
π(x) ≤ 1

ln(x)
+

ln(x)

ln(x)− 2 ln(ln(x))

ψ(x)

x
.

Demostración:

ψ(x) =
∑
p≤x

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p) ≤
∑
p≤x

ln(x)

ln(p)
ln(p) = ln(x)

∑
p≤x

1 = ln(x)π(x). (1.12)

Javier Colmenarez
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Note que, 1 < y < x, entonces

π(x) = π(y) +
∑

y<p≤x

1

≤ π(y) +
∑

y<p≤x

ln(p)

ln(y)

< y +
1

ln(y)

∑
y<p≤x

ln(p)

≤ y +
1

ln(y)
ψ(x),

donde 1 < y < p ⇒ ln(y) < ln(p) ⇒ 1 <
ln(p)

ln(y)
, aśı

π(x) ≤ y +
1

ln(y)
ψ(x), (1.13)

para y =
x

(ln(x))2
en (1.13) obtenemos que

π(x) ≤ x

(ln(x))2
+

1

ln(x)− 2 ln(ln(x))
ψ(x),

multiplicando por
ln(x)

x
, en ambos lados de la desigualdad,

π(x)
ln(x)

x
≤ 1

ln(x)
+

ln(x)

ln(x)− 2 ln(ln(x))

ψ(x)

x
, (1.14)

luego de (1.12) y (1.14) tenemos que

ψ(x)

x
≤ ln(x)

x
π(x) ≤ 1

ln(x)
+

ln(x)

ln(x)− 2 ln(ln(x))

ψ(x)

x
.

¥

Teorema 1.8. El Teorema del Número Primo equivale a x−1π(x) ln(x) −→ 1, si y sólo

si, x−1ψ(x) −→ 1 cuando x −→ +∞.

Demostración:

Partiendo de la desigualdad del lema 1.3

ψ(x)

x
≤ ln(x)

x
π(x) ≤ 1

ln(x)
+

ln(x)

ln(x)− 2 ln(ln(x))

ψ(x)

x
,
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aplicando la regla de L’Hospital a
ln(x)

ln(x)− 2 ln(ln(x))
obtenemos

ĺım
x−→∞

1
x

1
x
− 2 1

ln(x)
1
x

= ĺım
x−→∞

1

1− 2
ln(x)

= 1 = ĺım
x−→∞

ln(x)

ln(x)− 2 ln(ln(x))
.

(⇒) Si
ψ(x)

x
−→ 1 cuando x −→∞, se sigue de la desigualdad del lema 1.3

1 ≤ ĺım
x−→∞

(
ln(x)π(x)

x

)
≤ 1 =⇒ ĺım

x−→∞
ln(x)

x
π(x) = 1.

(⇐) Supongamos que
ln(x)

x
π(x) −→ 1 cuando x −→∞, se sigue que

ĺım
x−→∞

ψ(x)

x
≤ 1 ≤ ĺım

x−→∞
ψ(x)

x
=⇒ ĺım

x−→∞
ψ(x)

x
= 1.

Por tanto x−1π(x) ln(x) −→ 1, si y sólo si, x−1ψ(x) −→ 1.

¥

Teorema 1.9. Existe C > 0 tal que ψ(x) ≤ Cx, x > 0, es decir ψ(x) = O(x).

Demostración: Recordando que ψ(x) =
∑
p≤x

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p); x > 0. Fijemos x>0

y m un entero tal que

2m < x ≤ 2m+1. (1.15)

ψ(x) = ψ(2m) + ψ(x)− ψ(2m)

≤ ψ(2m) + ψ(2m+1)− ψ(2m)

=
∑
p≤2m

[∣∣∣∣
ln(2m)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p) +
∑

p≤2m+1

[∣∣∣∣
ln(2m+1)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p)−
∑
p≤2m

[∣∣∣∣
ln(2m)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p)

=
∑
p≤2m

[∣∣∣∣
ln(2m)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p) +
∑

2m<p≤2m+1

[∣∣∣∣
ln(2m+1)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p).
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Por otra parte, consideremos para cualquier entero positivo n

∑
n<p≤2n

ln(p) = ln

( ∏
n<p≤2n

p

)
.

Ahora para cualquier primo p tal que n < p ≤ 2n, se tiene que p divide a

(2n)!

n!
= n!

(
2n

n

)
= n!

(2n)!

(2n− n)!n!
, en efecto

(2n)!

n!
=

(2n)(2n− 1)(2n− 2) · · · (n + 1)n!

n!
= (2n)(2n− 1)(2n− 2) · · · (n + 1)

n < p ≤ 2n =⇒ p = 2n− i + 1 para algún i ∈ {1, 2, . . . , n}

aśı p no divide a n! y se obtiene que p divide a

(
2n

n

)
, además

∏
n<p≤2n

p ≤
(

2n

n

)
< (1 + 1)2n = 22n, en efecto,

de la segunda desigualdad de donde,

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk

(
2n

n

)
< (1 + 1)2n =

2n∑

k=0

(
2n

k

)

=

(
2n

0

)
+

(
2n

1

)
+ · · ·+

(
2n

2n

)

= 22n,

por eso

∏
n<p≤2n

p < 22n.
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Luego

ln

( ∏
n<p≤2n

p

)
< ln(22n) =⇒

∑
n<p≤2n

ln(p) < 2n ln(2), (1.16)

y en consecuencia

∑
p≤2m

ln(p) =
m∑

k=1


 ∑

2k−1<p≤2k

ln(p)


 <

m∑

k=1

2k ln(2) < 2m+1 ln(2) (1.17)

donde 2n = 2k ⇔ n = 2k−1.

La primera desigualdad en (1.17) es directa por (1.16) mientras la segunda desigual-

dad

m∑

k=1

2k ln(2) = ln(2)

(
m∑

k=1

2k

)

= ln(2)
(
2 + 22 + · · · ·+2m

)

= 2m+1
(
2−m + 2−m+1 + 2−m+2 + · · · ·+2−1

)
ln(2)

= 2m+1

(
1

2
+

1

22
+ · · · ·+ 1

2m

)
ln(2)

= 2m+1

m∑

k=1

(
1

2

)m

ln(2)

< 2m+1 ln(2)
∞∑

k=1

(
1

2

)k

= 2m+1 ln(2)

( 1
2

1− 1
2

)

= 2m+1 ln(2)

aśı
∑
p≤2m

ln(p) < 2m+1 ln(2) (1.18)

y

∑

2m<p≤2m+1

ln(p) < 2m+1 ln(2), por (1.16). (1.19)
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Ahora,

p ≤ x tal que

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

> 1 =⇒ ln(x)

ln(p)
≥ 2,

aśı estos términos en la suma
∑
p≤x

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p), donde,

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

> 1, ocurre sólo

cuando p ≤ √
x y la suma de los términos de esta forma contribuye no más que∑

p≤√x

ln(x)

ln(p)
ln(p) = π(

√
x) ln(x). Siguiendo de la discusión anterior cuando 2m<x≤2m+1,

se tiene

ψ(x) ≤
∑
p≤2m

[∣∣∣∣
ln(2m)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p) +
∑

2m<p≤2m+1

[∣∣∣∣
ln(2m+1)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p)

=
∑
p≤2m

1. ln(p) +
∑
p≤2m

[∣∣∣∣
ln(2m)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p) +
∑

2m<p≤2m+1

1. ln(p) +
∑

2m<p≤2m+1

[∣∣∣∣
ln(2m+1)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p)

< 2m+1 ln(2) + 2m+1 ln(2) + π(
√

x) ln(x)

= 22m+1 ln(2) + π(
√

x) ln(x)

= 2m+2 ln(2) + π(
√

x) ln(x)

< 4x ln(2) + π(
√

x) ln(x) ya que 2m < x

≤ 4x ln(2) +
√

x ln(x) ya que π(
√

x) ≤ √
x

=

[
4 ln(2) +

1√
x

ln(x)

]
x

como
1√
x

ln(x) −→ 0 cuando x −→∞ concluimos que ψ(x) = O(x).

¥
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Caṕıtulo 2

PRUEBA DEL TEOREMA DEL NÚMERO
PRIMO

En este trabajo, como ya se ha dicho antes, se desarrollará el Teorema del Número

Primo siguiendo los métodos aplicados por D.J. Newman en 1980 y publicado en [1], el

cual es modificado por J. Korevaar en 1982 y publicado en [2].

2.1. Teoremas Centrales

Lema 2.1. Sea F acotada y continua a trozos en [0, +∞). Sea

G(z) =

∞∫

0

F (t)e−ztdt

la transformada de Laplace de F . Entonces, la transformada existe y es anaĺıtica en

Re(z) > 0.

Demostración:

Sea F acotada y cont́ınua a trozos en [0, +∞). Supongamos también |F (t)|≤1,

∀t ≥ 0. Sea G(z) =

∞∫

0

F (t)e−ztdt, la transformada de Laplace de F . Para 0 <k< ∞ y

definamos la integral

Gk(z) =

k∫

0

F (t)e−ztdt.

23



24 Caṕıtulo2.Prueba del Teorema del Número Primo

por proposición 1.3 cada Gk es una función entera de z, además si Re(z)>0, entonces

∣∣∣∣∣∣

k∫

0

F (t)e−ztdt

∣∣∣∣∣∣
≤

k∫

0

∣∣F (t)e−zt
∣∣ dt

≤
k∫

0

e−Re(z)tdt

≤
∞∫

0

e−Re(z)tdt

= ĺım
b→∞

−e−Re(z)t

Re(z)

]b

0

= ĺım
b→∞

(
−e−Re(z)b

Re(z)
+

1

Re(z)

)

Por tanto, ∣∣∣∣∣∣

k∫

0

F (t)e−ztdt

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

Re(z)
.

Aśı la sucesión Gk(z) de funciones anaĺıticas en Re(z) > 0 es uniformemente acotada

sobre subconjuntos compactos de Re(z) > 0, luego por lema 1.1 de Vitali la función

ĺımite

G(z) = ĺım
k→∞

Gk(z) =

∞∫

0

F (t)e−ztdt

es anaĺıtica en Re(z) > 0.

¥
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2.1.Teoremas Centrales 25

Lema 2.2. Sea G como en el lema 2.1, supongamos que G tiene una extensión anaĺıtica

en una vecindad del eje imaginario, Re(z) = 0. Sea γ−R dada por:

γ−R(θ) =

{
Reiθ, si θ = sen−1( δ1

R
) ∧ 0 < δ1 < δ(R) < R

−δ(R) + iθ, si −
√

R2 − δ2(R) ≤ θ ≤
√

R2 − δ2(R)

entonces se cumple,
∣∣∣∣∣∣∣

1

2πi

∫

γ−R

(G(z)−Gλ(z))
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 3

ε

4
.

Demostración: Consideremos la siguiente desigualdad triangular
∣∣∣∣∣∣∣

1

2πi

∫

γ−R

(G(z)−Gλ(z))
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

G(z)
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

Gλ(z)
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
= |I1(R)|+ |I2(R)|.

Tomando en cuenta primero a |I2(R)|. Gλ(z) es una función entera, nosotros pode-

mos reemplazar la trayectoria de integración γ−R por la trayectoria semicircular de iR a

−iR en el semiplano izquierdo. para x = Re(z) <0

|Gλ(z)| =
∣∣∣∣∣∣

λ∫

0

F (t)e−ztdt

∣∣∣∣∣∣
≤

λ∫

0

e−xtdt = − e−xt

x

]λ

0

= −e−xλ

x
+

1

x
< −e−xλ

x
=

1

|x|e
−xλ,

luego, para z en este arco semicircular, el módulo del integrando en I2(R) es

∣∣∣∣Gλ(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)∣∣∣∣ ≤ 1

|x|e
−xλeλx 2|Re(z)|

R2
=

2

R2
,
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26 Caṕıtulo2.Prueba del Teorema del Número Primo

aśı por el teorema 1.2

|I2(R)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

Gλ(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣

≤ 1

2π

2

R2
πR

=
1

R
.

Luego, considerando |I1(R)|. Este será el más delicado de todo ya que sólo cono-

cemos que sobre γ−R , G es una extensión anaĺıtica de la expĺıcitamente definida G

en el semiplano derecho. De acuerdo con este caso, primero escogemos una constante

M(R)>0 tal que |G(z)| ≤ M(R) para z ∈ γ−R . Sea un δ1 tal que 0 < δ1 < δ(R) y

dividamos la integral en dos partes, correspondientes a Re(z) < −δ1 y Re(z)≥−δ1.

Para Re(z) < −δ1

∣∣∣∣G(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)∣∣∣∣ ≤ M(R)eλx

∣∣∣∣
1

z
+

z

R2

∣∣∣∣

≤ M(R)e−λδ1

(∣∣∣∣
1

z

∣∣∣∣ +
|z|
R2

)

≤ M(R)e−λδ1

(
1

δ(R)
+

R

R2

)
con δ(R) ≤ |z| ≤ R

= M(R)e−λδ1

(
1

δ(R)
+

1

R

)
,

luego por teorema 1.2

|I1a(R)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

G(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π
M(R)e−λδ1

(
1

δ(R)
+

1

R

)
L(γ−R)

≤ 1

2π
M(R)e−λδ1

(
1

δ(R)
+

1

R

)
πR

=
1

2
RM(R)e−λδ1

(
1

δ(R)
+

1

R

)
,

Javier Colmenarez



2.1.Teoremas Centrales 27

para la cual R y δ1 fijos, el lado derecho tiende a cero cuando λ −→∞.

Ahora para Re(z) ≥ −δ1∣∣∣∣G(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)∣∣∣∣ ≤ M(R)eλx

(∣∣∣∣
1

z

∣∣∣∣ +
|z|
R2

)

≤ M(R)

(
1

δ(R)
+

1

R

)
,

por teorema 1.2

|I1b
(R)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

G(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π
M(R)

(
1

δ(R)
+

1

R

)
2Rsen−1

(
δ1

R

)
,

para la cual R y δ1 fijos, el lado derecho tiende a cero cuando δ1 −→ 0.

Tomando R =
4

ε
y fijamos δ(R) con 0<δ(R)<R tal que G es anaĺıtica en el interior

y sobre la curva γ−R , para todo λ se tiene

|I2(R)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

Gλ(z)eλz

(
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε

4
,

ahora escogiendo δ1 con 0<δ1<δ(R) tal que

|I1b
(R)| ≤ 1

2π
M(R)

(
1

δ(R)
+

1

R

)
2Rsen−1

(
δ1

R

)
≤ ε

4

y

|I1a(R)| ≤ 1

2
RM(R)e−λδ1

(
1

δ(R)
+

1

R

)
≤ ε

4
,

por tanto,∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ−R

(G(z)−Gλ(z))
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |I1(R)|+ |I2(R)|

≤ |I1a(R)|+ |I1b
(R)|+ |I2(R)|

≤ 3
ε

4
. ¥
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28 Caṕıtulo2.Prueba del Teorema del Número Primo

Teorema 2.1. (Tauberiano) Sea F acotada y cont́ınua a trozos en [0, +∞), tal que su

transformada de Laplace

G(z) =

∞∫

0

F (t)e−ztdt

existe y es anaĺıtica en Re(z) > 0. Supongamos que G tiene extensión anaĺıtica en una

vecindad del eje imaginario, Re(z) = 0. Entonces

∞∫

0

F (t)dt existe como una integral

impropia y es igual a G(0)


en realidad,

∞∫

0

F (t)e−iytdt converge ∀y ∈ R a G(iy)


 .

Demostración:

Sea F acotada tal que |F (t)| ≤ 1, ∀t ≥ 0 y cont́ınua a trozos en [0, +∞), luego por

lema 2.1

G(z) =

∞∫

0

F (t)e−ztdt

existe y es anaĺıtica en Re(z) > 0.

Comenzaremos el análisis usando la fórmula integral de Cauchy para obtener un

estimado preliminar de |Gλ(0)−G(0)|. Para cada R>0 sea δ(R)>0 suficientemente

pequeño tal que G es anaĺıtica en el interior y sobre la trayectoria cerrada γR, δ(R)−→0

cuando R −→ +∞. γ+
R denota la porción de γR que está en Re(z)>0 y γ−R denota la

porción de γR que está en Re(z) < 0.

Por la fórmula integral de Cauchy, se tiene

G(0)−Gλ(0) =
1

2iπ

∫

γR

(G(z)−Gλ(z))
1

z
dz, (2.1)

luego para z∈γ+
R y x = Re(z), aplicando el teorema 1.2 a la integral del lado derecho

de (2.1), se sigue que
∣∣∣∣
G(z)−Gλ(z)

z

∣∣∣∣ ≤ 1

R

1

Re(z)
. (2.2)
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2.1.Teoremas Centrales 29

1

Re(z)
no es acotada sobre γ+

R , vemos que se requiere una delicada aproximación

para demostrar que G(0)−Gλ(0) −→ 0 cuando λ −→∞. Newman reemplaza el factor
1

z
por

(
1

z

)
+

( z

R2

)
en (2.1), de manera que (G(z)−Gλ(z))

z

R2
es anaĺıtica, el valor

de la integral a lo largo de γR permanece constante. La idea de Newman es modificar

(2.1) reemplazando G(z) y Gλ(z) por sus respectivos productos con eλz. Además eλz es

entera y tiene el valor de 1 en z = 0, aśı

G(0)−Gλ(0) =
1

2iπ

∫

γR

[G(z)−Gλ(z)] eλz

(
1

z
+

z

R2

)
dz.

Note que para |z| = R, nosotros tenemos que

(
1

z

)
+

( z

R2

)
=

z

|z|2 +
z

R2
=

2Re(z)

R2
,

aśı

∣∣∣∣(G(z)−Gλ(z))
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∞∫

λ

F (t)e−ztdt

∣∣∣∣∣∣
(
eλRe(z)

) 2Re(z)

R2

≤
∞∫

λ

∣∣F (t)e−zt
∣∣ dt

(
eλRe(z)

) 2Re(z)

R2

≤
∞∫

λ

e−Re(z)tdt
(
eλRe(z)

) 2Re(z)

R2

=
e−λRe(z)

Re(z)

(
eλRe(z)

) 2Re(z)

R2

=
2

R2
,

por lo tanto
∣∣∣∣(G(z)−Gλ(z)) eλz

(
1

z
+

z

R2

)∣∣∣∣ ≤ 2

R2
; ∀z ∈ γ+

R .

Por otro lado para γ+
R = Reit con −π

2
< t < π

2
su longitud es L = Rπ, luego por el

teorema 1.2, se sigue que:
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30 Caṕıtulo2.Prueba del Teorema del Número Primo

∣∣∣∣∣∣∣
1

2iπ

∫

γ+
R

(G(z)−Gλ(z))
(
eλz

) (
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π
.

2

R2
.Rπ

=
1

R
.

Luego para, R =
4

ε
y aplicando el lema 2.2 sobre la trayectoria γ−R , para todo

λ suficientemente grande, digamos para un λ ≥ λ0, se tiene que

|Gλ(0)−G(0)| < ε.

¥

Corolario 2.1. Sea f una función no-negativa, cont́ınua a trozos y no decreciente en

[1, +∞) tal que f(x) = O(x), entonces su transformada de Mellin

g(z) = z

∞∫

1

f(x)x−z−1dx

existe y es anaĺıtica para Re(z) > 1. Si para alguna constante c la función

g(z) − c

z − 1

tiene una extensión anaĺıtica en una vecindad de la ĺınea Re(z) = 1, entonces

f(x)

x
−→ c cuando x −→ +∞.

Demostración:

Sea f(x) como en el enunciado del corolario, sea

g(z) = z

∞∫

1

f(x)x−z−1dx
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2.1.Teoremas Centrales 31

reexpresando

g(z) = z

∞∫

1

f(x)e(−z−1) log xdx

esta integral es una función entera de z. Si Re(z) > 1, para 1 < k < ∞

∣∣∣∣∣∣

k∫

1

f(x)e(−z−1) log xdx

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∞∫

1

x−Re(z)dx =
C

Re(z)− 1
,

luego de manera similar a la prueba del teorema 1.5 se tiene que

g(z) = z

∞∫

1

f(x)x−z−1dx, (transformada de Mellin de f)

existe y es anaĺıtica para Re(z) > 1.

Definamos F sobre [0, +∞) por:

F (t) = e−tf(et)− c,

note que F es acotada en [0, +∞) ya que,

|F (t)| =
∣∣e−tf(et)− c

∣∣
≤

∣∣e−tf(et)
∣∣ + |c|

≤ e−tKet + |c|
= K + c

= M donde M=K+c.

Entonces F satisface la primera parte de la hipótesis de el teorema Auxiliar Taube-

riano 2.1, aśı consideramos la transformada de Laplace de F

G(z) =

∞∫

0

F (t)e−ztdt =

∞∫

0

(
e−tf(et)− c

)
e−ztdt
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32 Caṕıtulo2.Prueba del Teorema del Número Primo

haciendo el cambio de variable x = et, se sigue que

G(z) =

∞∫

1

(
1

x
f(x)− c

)
x−z dx

x
=

∞∫

1

f(x)x−z−2dx− c

∞∫

1

x−z−1dx, (2.3)

ahora

∞∫

1

x−z−1dx = ĺım
b→∞

b∫

1

x−z−1dx

= ĺım
b→∞

− x−z

z

∣∣∣∣
b

1

= ĺım
b→∞

(
−b−z

z
+

1−z

z

)
,

vemos que

b−z = e−z log(b) =
1

ez log(b)
−→ 0 cuando x −→ +∞,

aśı

∞∫

1

x−z−1dx = ĺım
b→∞

(
− 1

zez log(b)
+

1

z

)
=

1

z
,

que al sustituir en (2.3), obtenemos

G(z) =

∞∫

1

f(x)x−z−2dx− c

z

=
g(z + 1)

z + 1
− c

z
por definición de g

=
1

z + 1

(
g(z + 1)− c

z
(z + 1)

)

=
1

z + 1

(
g(z + 1)− c

z
− c

)
.

Se tiene, de la hipótesis, que g(z + 1)− c

z
tiene extensión anaĺıtica en una vecindad

de la ĺınea Re(z) = 0, y en consecuencia G también lo es. Aśı, se satisfacen las hipótesis

del teorema Auxiliar Tauberiano y podemos concluir que la integral impropia
∞∫
0

F (t)dt
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existe y converge a G(0). En términos de f , se dice que
∞∫
0

(e−tf(et)− c) dt existe

ó equivalentemente (con el cambio de variable x=et)
∞∫
1

(
f(x)

x
− c

)
dx
x

existe. Recor-

dando que f es no-decreciente, nosotros podemos inferir que

f(x)

x
−→ c cuando x −→∞.

Sea ε>0, supongamos, por absurdo, que para algún x0>0, (f(x0))/x0) − c≥2ε. De esto

se deduce que

f(x) ≥ f(x0) ≥ x0(c + 2ε) ≥ x(c + ε) para x0 ≤ x ≤
(

c + 2ε

c + ε

)
x0,

aśı

( c+2ε
c+ε )x0∫

x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
≥

( c+2ε
c+ε )x0∫

x0

ε

x
dx

= ε ln(x) ]
( c+2ε

c+ε )
x0

= ε ln

[(
c + 2ε

c + ε

)
x0

]
− ε ln(x0)

= ε ln

(
c + 2ε

c + ε

)
+ ε ln(x0)− ε ln(x0)

= ε ln

(
c + 2ε

c + ε

)
.

Por lo tanto

( c+2ε
c+ε )x0∫

x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
≥ ε ln

(
c + 2ε

c + ε

)
. (2.4)

Como

x2∫

x1

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
−→ 0 cuando x1, x2 −→ ∞, para todo x0 suficiente-

mente grande,

( c+2ε
c+ε )x0∫

x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
< ε ln

(
c + 2ε

c + ε

)
. (2.5)
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Por (2.4) y (2.5)

( c+2ε
c+ε )x0∫

x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
<

( c+2ε
c+ε )x0∫

x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
,

lo cual es una contradiccion, por tanto para todo x0 suficientemente grande,

(f(x0)/x0)− c<2ε.

Probemos ahora que (f(x0)/x0)−c>−2ε, para todo x0 suficientemente grande. Supongamos

que (f(x0)/x0)− c≤−2ε. De lo cual se sigue

f(x) ≤ f(x0) ≤ x0(c− 2ε) ≤ x(c− ε) para

(
c− 2ε

c− ε

)
x0 ≤ x ≤ x0,

luego

x0∫

( c−2ε
c−ε )x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
≤

x0∫

( c−2ε
c−ε )x0

− ε

x
dx = − ε ln |x|]x0

( c−2ε
c−ε )x0

= −ε ln(x0) + ε ln

[(
c− 2ε

c− ε

)
x0

]

= −ε ln(x0) + ε ln(x0) + ε ln

(
c− 2ε

c− ε

)

= ε ln

(
c− 2ε

c− ε

)
,

por lo tanto

x0∫

( c−2ε
c−ε )x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
≤ ε ln

(
c− 2ε

c− ε

)
< 0 ya que c− 2ε < c− ε

pero,

x2∫

x1

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
−→ 0 cuando x1, x2 −→∞ ya que

∞∫

1

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
existe.
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Siguiendo de manera similar al caso anterior

ĺım
x0→∞

x0∫

( c−2ε
c−ε )x0

(
f(x)

x
− c

)
dx

x
= 0 ≤ ε ln

(
c− 2ε

c− ε

)
< 0

lo cual es una contradicción, por lo tanto
f(x0)

x0

− c > −2ε.Se tiene entonces que

−2ε < f(x)
x
− c < 2ε,

es decir
f(x)

x
−→ c cuando x −→∞.

¥

2.2. Teorema Principal (T.N.P)

Teorema 2.2. Si π(x) es el número de primos menor ó igual a x, entonces

x−1 ln(x)π(x) −→ 1 cuando x −→ +∞.

Demostración:

Sea ψ : [1, +∞) −→ R dada por:

ψ(x) =
∑
p≤x

[∣∣∣∣
ln(x)

ln(p)

∣∣∣∣
]

ln(p)

luego, ψ es no negativa, cont́ınua a trozos y no-decreciente sobre [1, +∞).

Ahora por teorema 1.9, ψ(x) = O(x), y aplicando el corolario 2.1 a ψ, vemos que

la transformada de Mellin para ψ

g(z) = z

∞∫

1

ψ(x)x−z−1dx
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36 Caṕıtulo2.Prueba del Teorema del Número Primo

existe y es anaĺıtica para Re(z) > 1. Adem as, por teorema 1.7 se tiene para Re(z)>1

g(z) = −ζ ′(z)

ζ(z)
.

Sabemos que ζ es anaĺıtica y no tiene ceros en Re(z)>1, por teorema 1.5 y teorema

1.6, ζ es anaĺıtica para {z ∈ C : Re(z) > 0 z 6= 1} y no tiene ceros en {z ∈ C : Re(z) =

1 z 6= 1} respectivamente, ahora la derivada de ζ (derivada de función anaĺıtica)1

, también es anaĺıtica en {z ∈ C : Re(z) > 0 z 6= 1}. Por tanto
ζ ′

ζ
es anaĺtica en

una vecindad de {z ∈ C : Re(z) ≥ 1 z 6= 1}. Por teorema 1.5 sabemos que ζ tiene un

polo simple en z = 1 y Res(ζ, 1) = 1, también
ζ ′

ζ
tiene un polo simple en z = 1, pero

con Res(
ζ ′

ζ
, 1) = −1,en efecto.

ζ tiene un polo simple en z = 1, luego por el teorema 1.1, existe una función h tal

que ζ se escribe de la forma

ζ(z) =
h(z)

z − 1

donde h es anaĺıtica y no-nula en z = 1, ahora

ζ ′(z) =
h′(z)(z − 1)− h(z)

(z − 1)2
,

luego

ζ ′(z)

ζ(z)
=

h′(z)(z−1)−h(z)
(z−1)2

h(z)
z−1

=
h′(z)

h(z)
− 1

z − 1
, (2.6)

donde
h′(z)

h(z)
es anaĺıtico, en |z−1| < R con R>0, luego

h′(z)

h(z)
admite una representación

en serie de potencias

h′(z)

h(z)
=

∞∑
n=0

bn(z − 1)n ; |z − 1| < R,

1 La derivada de una función anaĺıtica en Ω⊂C, también es anaĺıtica en Ω. Demostracion: Ver[4] Cap
5
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ζ ′(z)

ζ(z)
=

∞∑
n=0

bn(z − 1)n − 1

z − 1
, (2.7)

luego la ecuación en 2.7 representa una serie de Laurent y en consecuencia, z = 1 es un

polo simple, y

Res

(
ζ ′

ζ
, 1

)
= ĺım

z→1

[
(z − 1)

ζ ′(z)

ζ(z)

]
= −1.

Ahora despejando de la ecuación 2.6 a
h′(z)

h(z)
, se sigue que la expresión

ζ ′(z)

ζ(z)
+

1

z − 1

tiene una extensión anaĺıtica en una vecindad de cada punto de Re(z) = 1, también

−h′(z)

h(z)
= −ζ ′(z)

ζ(z)
− 1

z − 1
= g(z)− 1

z − 1
,

en consecuencia por corolario 2.1 se tiene que

ψ(x)

x
−→ 1 cuando x −→ +∞,

luego por el teorema 1.8 concluimos

x−1π(x) ln(x) −→ 1 cuando x −→ +∞.

¥
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