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Resumen

Esta monografía se basa en el trabajo realizado por el profesor José Morales en [11℄y el objetivo 
entral de este trabajo es dar a 
ono
er algunas propiedades geométri
asde los espa
ios de Bana
h, entre las que podemos señalar: espa
ios uniformemente
onvexos, espa
ios uniformemente no 
uadrados, espa
ios lo
almente uniformemente
onvexos, espa
ios estri
tamente 
onvexos, entre otros; seguido de un análisis de
uando tales propiedades se trasladan al espa
io 
o
iente.
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Capítulo 1
CONCEPTOS FUNDAMENTALESEste 
apitulo tiene 
omo objetivo dar una breve introdu

ión a la teoría de es-pa
ios de Bana
h; las de�ni
iones y propiedades bási
as; y se estable
en nota
iones,que son ne
esarias para el buen desarrollo del trabajo y 
on ello ha
er la tarea menosardua al le
tor que no este familiarizado.Mere
e una aten
ión espe
ial las de�ni
iones y propiedades del espa
io 
o
iente;por ser parte 
entral de nuestro trabajo.El 
ampo de los números reales y 
omplejos son denotados por R y C, respe
ti-vamente. El símbolo K denota a un 
ampo que puede ser R o C, 
uyos elementosson llamados es
alares.

§1.1. De�ni
iones y nota
ionesUn Espa
io Ve
torial o Espa
io lineal sobre K, es un 
onjunto X de objetosllamados ve
tores dotado de una opera
ión + de X ×X en X llamada Adi
ión deve
tores y una opera
ión · de K×X en X, llamadamultipli
a
ión de ve
tores pores
alar que satisfa
en las siguientes 
ondi
iones:1. La adi
ión es 
onmutativa y aso
iativa.2. Existe el ve
tor nulo 0 ∈ X, a ve
es llamado el origen de X, tal que x+0 = xpara todo x ∈ X.3. Para todo es
alar α, β y x, y ∈ X, se 
umple α(x+ y) = αx+ βy, (α + β)x =

αx+ βx y α(βx) = (αβ)x.4. Para 
ada ve
tor x ∈ X, existe el ve
tor −x tal que x+ (−x) = 0.1



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales5. Para 
ada ve
tor x, 1x = x.En un espa
io topológi
o, la 
lausura de un 
onjunto A, se denota por: A.Un espa
io ve
torial topológi
o es un espa
io ve
torial dotado de una topologíade forma que las opera
iones suma y produ
to por es
alares sena fun
iones 
ontinuas.De�ni
ión 1.1. Sea X un espa
io ve
torial. La norma en X, es una fun
iónde valor real ‖ · ‖, en X que satisfa
e las siguientes 
ondi
iones para todo elemento
x, y ∈ X, y 
ada es
alar α ∈ K :1. ‖x‖ > 0 si x 6= 0 y ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0,2. ‖αx‖ = |α|‖x‖,3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.La de�ni
ión general de norma se basa en generalizar a espa
ios ve
toriales ab-stra
tos de la no
ión de módulo de un ve
tor de un espa
io Eu
lídeo.De�ni
ión 1.2. Un espa
io ve
torial dotado de una norma, es llamado espa
ionormado y denotado por (X, ‖ · ‖).Observa
ión 1.1. Todo espa
io normado genera una métri
a, en la 
ual la distan
ia
d(x, y) entre dos puntos x, y se de�ne por

d(x, y) := ‖x− y‖.La importan
ia de esto radi
a en que todo espa
io normado se 
onvierte en unespa
io ve
torial topológi
o.Y para 
ompletar las de�ni
iones y nota
iones sobre espa
ios normados, sólo restade�nir los abiertos bási
os en estas topología: la esfera SX y la bola unitarias BXen X:
SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}, BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.

2



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales
§1.2. Convexidad.De�ni
ión 1.3. Sea K un sub
onjunto de un espa
io normado X, se di
e que K es
onvexo si para todo par de puntos x, y ∈ K el segmento

[x, y] := {ty + (1 − t)x : t ∈ [0, 1]}está totalmente 
ontenido en K.Dados x1, x2, ..., xn ∈ X una 
ombina
ión lineal 
onvexa es un elemento x ∈ Xtal que
x =

n
∑

i=1

tixidonde 0 ≤ t ≤ 1, para todo i = 1, 2, ..., n y t1 + t2 + ...+ tn = 1.Se de�ne la 
ápsula o envolvente 
onvexa de A, 
omo el 
onjunto de todas las
ombina
iones 
onvexas de elementos de A, equivalentemente la de�ni
ión que sigue:De�ni
ión 1.4. Sea (X, ‖·‖) un espa
io normado. Si A es un sub
onjunto 
ualquierade X. Se de�ne la 
ápsula 
onvexa de A en X 
omo la interse

ión de todos los
onjuntos 
onvexos que 
ontienen a A, o lo que es equivalente; el menor 
onjunto
onvexo que 
ontiene a A.Usualmente se denota por Conv(A) ó Co(A).De forma similar, se de�ne la 
ápsula 
onvexa 
errada deX 
omo la interse

iónde todos los 
onjuntos 
onvexos 
errados que 
ontienen a A, y es denotado por
Conv(A) ó Co(A).Podemos 
itar las siguientes propiedades:Lema 1.1. Sean A y B dos sub
onjuntos de un espa
io lineal X,1. Co(αA) = αCo(A)2. Co(A+B) = Co(A) + Co(B)3. Co(A) = Co(A)4. Co(αA) = αCo(A)5. Si Co(A) es 
ompa
to, Co(A+B) = Co(A) + Co(B)3



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales6. Si las 
ápsulas de A y B son 
ompa
tos,
Co(A ∪ B) = Co(Co(A) ∪ Co(B))Teorema 1.1. Sean X un espa
io de Bana
h y A ⊆ X un sub
onjunto 
ompa
to.Enton
es Co(A) es 
ompa
to.Las pruebas pueden en
ontrarse en [6℄ y [2℄.Una fun
ión T se di
e operador lineal, o transforma
ión lineal, si su dominio yrango son espa
ios lineales sobre un mismo 
ampo K. Espe
í�
amente, se de�ne:De�ni
ión 1.5. Sean X y Y espa
ios ve
toriales 
on 
ampo de es
alares K. Lafun
ión fun
ión T : X → Y es llamada Operador Lineal si, para x, y ∈ X y

α ∈ K:1. T es lineal, es de
ir, T (x+ y) = T (x) + (y)2. T es homogéneo, es de
ir, T (αx) = αT (x)Se reserva el término Fun
ional lineal para aquellos operadores lineales 
uyorango está el 
ampo de 
oe�
ientes de X, K.De�ni
ión 1.6. Sean X, Y espa
ios topológi
os. Un fun
ional f : X → Y es:1. 
ontinuo en un punto x ∈ X si para 
ada ve
indad V de f(x), existe unave
indad U de x tal que f(U) ⊆ V .2. 
ontinuo en X si para 
ada sub
onjunto abierto V de Y, el 
onjunto f−1(V )es abierto en X.De�ni
ión 1.7. En un espa
io normado X se di
e que una su
esión (xn) es unasu
esión de Cau
hy si para 
ualquier ǫ > 0, existe un número entero N ∈ N talque para todo n,m mayores que N se tiene que ‖xm − xn‖ < ǫ.De�ni
ión 1.8. Sea X un espa
io normado. Si toda su
esión de Cau
hy en X
onverge a un punto de X, se di
e que X es Completo.
4



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales
§1.3. Espa
ios de Bana
h.De�ni
ión 1.9. Un Espa
io de Bana
h es un espa
io normado el 
ual es 
ompletoen la métri
a de�nida por su norma.Ejemplo 1.10. Podemos 
itar algunos ejemplos de espa
ios de Bana
h importantes
omo son:Sea X el espa
io ve
torial de todas las n-uplas de números reales o 
omplejos(Rn, Cn). La norma del supremo de�nida 
omo

‖ · ‖∞ = máx
i

(|xi|), donde x = (x1, x2, ..., xn).El espa
io (X, ‖ · ‖∞) es denotado por ℓn∞.Sea X = (Rn) ,Cn y 1 ≤ p <∞. Enton
es la fun
ión
‖ · ‖p =

(

n
∑

i=1

|xi|
p

)
1

p

, donde x = (x1, x2, ..., xn).El espa
io X 
onjuntamente 
on la norma ‖ · ‖p es denotado por ℓnp .Para 1 ≤ p < ∞ el espa
io ℓ∞(N) de todos las su
esiones {xi}
∞
i=1, las 
ualessatisfa
en ∑∞

i=1 |xi|
p <∞ dotado de la norma

‖ · ‖p =

(

∞
∑

i=1

|xi|
p

)
1

p

, donde x = (xi)
∞
i=1.es un espa
io de Bana
h.El espa
io ℓ∞ = ℓ∞(N) denota el espa
io normado de todas las su
esiones devalores es
alares a
otadas 
uya norma se de�ne 
omo

‖ · ‖∞ = sup{|xi|; i ∈ N} para x = (xi)
∞
i=1.En adelante ℓ∞(M) denota el espa
io normado de todas las fun
iones a
otadas

f : M → F 
on ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ M}, donde F denota el 
ampo dees
alares.El espa
io c = c(N) es el subespa
io lineal de ℓ∞(N) formado por todas lassu
esiones de valores es
alares x = (xi)
∞
i=1 en las 
uales ĺım

i→∞
(xi) existe y es�nito. 5



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesEl espa
io c0 = c0(N) es un subespa
io lineal de c formado por todas las su
e-siones es
alares x = (xi)
∞
i=1 en las 
uales ĺım

i→∞
(xi) = 0.De�ni
ión 1.11. Sea X un espa
io ve
torial topológi
o. El espa
io dual de X,o 
onjugado de X, que denotaremos por X∗, es el espa
io ve
torial de todos losfun
ionales lineales 
ontinuos sobre X.La suma y multipli
a
ión de elementos de X∗ son de�nidos por

(x∗1 + x∗2)(x) := x∗1(x) + x∗2(x), (αx∗1)(x) := α.x∗1(x).Ejemplo 1.12. Podemos men
ionar los duales de algunos de los espa
ios 
onsider-ados anteriormente:
c∗0 = ℓ1,
ℓ∗1 = ℓ∞Si p, q ∈ (1,+∞) son tales que 1

p
+

1

q
= 1, enton
es ℓ∗p = ℓq.Teorema 1.2. Un fun
ional lineal f de�nido en un espa
io ve
torial normado X esa
otado si y sólo si es 
ontinuo.Demostra
ión:La prueba se puede en
ontrar en [1℄.Teorema 1.3. Si X es un espa
io normado, X∗ es un espa
io de Bana
h.Debido a esto, una manera de demostrar que un espa
io normado es un espa
iode Bana
h es demostrar que es el dual de algún espa
io normado.Teorema 1.4. Suponga que x es un elemento de un espa
io normado X. Enton
es

‖x‖ = sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ BX∗}Además, el supremo es al
anzado en algún punto de BX∗ .
6



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales
§1.3.1. El bidual y la Re�exividad.De�ni
ión 1.13. Sea X un espa
io normado. El doble dual o bidual de X, es eldual del espa
io X∗, y lo denotaremos por por X∗∗.Así tomando 
omo referen
ia el ejemplo (1.12) podemos 
on
luir que c∗∗0 = ℓ∞ ypara 1 < p < ∞ se tiene que ℓ∗∗p = ℓp. Re
ordemos que estas igualdades sólo signif-i
an la existen
ia de isomor�smos entre estos espa
ios, y que el abuso del lenguajeusualmente nos permite es
ribirlo de esta forma.De�ni
ión 1.14. Sea X un espa
io de normado. La apli
a
ión

Q : X → X∗∗de�nida por
Q(x) : x∗ → x∗(x)para 
ada x ∈ X y x∗ ∈ X∗ es llamada apli
a
ión 
anóni
a de X en X∗∗.Note que si α, β son es
alares y x, y ∈ X y x∗ ∈ X∗ se tiene que

Q(αx+ βy)(x∗) = x∗(αx+ βy)

= x∗(αx) + x∗(βy)

= αx∗(x) + βx∗(y)

= αQ(x)(x∗) + βQ(y)(x∗)

= (αQ(x) + βQ(y))(x∗)Es de
ir, la linealidad de x∗ garantiza la linealidad de Q.Además, para 
ada x ∈ X se tiene que
‖Q(x)‖X∗∗ = sup

f∈BX∗

|Q(x)(f)| = sup
f∈BX∗

|f(x)| ≤ sup
f∈BX∗

‖f‖‖x‖ = ‖x‖.El teorema de Bana
h garantiza la existen
ia de f0 ∈ SX∗ tal que f0(x) = ‖x‖, en
uyo 
aso tenemos que ‖Q(x)‖ ≥ |f0(x)| = ‖x‖. Con lo 
ual se 
on
luye que Q esuna isometría sobre X∗∗.
7



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesProposi
ión 1.1. Sea X un espa
io normado. Enton
es Q es un isomor�smo de Xen X∗∗ . Y el subespa
io Q(X) es 
errado si y sólo si X es un espa
io de Bana
h.De�ni
ión 1.15. Un espa
io de Bana
h X se di
e re�exivo si la apli
a
ión Q, dela de�ni
ión (1.14), de X en X∗∗ es sobreye
tiva.En este 
aso, ha
iendo nuevamente un abuso del lenguaje, es
ribimos X = X∗∗.Teorema 1.5. Todo subespa
io de un espa
io normado re�exivo es re�exivo.
§1.4. Espa
io Co
iente.La idea ahora es, 
ono
ido un espa
io ve
torial, normado o Bana
h, X generarnuevos espa
ios; espa
ios 
o
ientes.En esta se

ión 
onsideramos X, un espa
io lineal sobre un 
ampo K, y 
onsid-eramos la familia F de todos los subespa
ios lineales de X.Dadas E y F en F se de�ne:E+ F := {x+ y : x ∈ E y y ∈ F} ,el 
ual sigue siendo un elemento de F.Un 
aso parti
ular o
urre 
uando E+ F = X y E ∩ F = ∅. Cuando esto o
urrese di
e queX es la suma dire
ta de E y F; que se denota usualmente porX = E⊕F.Las 
ondi
iones dadas garantiza que todo elemento x ∈ X, tiene una úni
a rep-resenta
ión de la forma x = e+ f donde e ∈ E y f ∈ F.Cada vez que en un espa
io lineal X se pueda des
omponer en la suma dire
tade dos de sus subespa
ios se di
e que di
hos subespa
ios son algebrai
amente
omplementarios.F. J. Murray en el año de 1937, noto la existen
ia de subespa
ios no 
omple-mentados en espa
ios de Bana
h. De he
ho, su des
ubrimiento se re�ere a ℓp 
on

p = 2, p > 1.Mas tarde, en el año de 1940, R.S. Phillips demostró que c0 no es 
omplementadoen ℓ∞. 8



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesDe�ni
ión 1.16. Sea M un subespa
io lineal del espa
io ve
torial X. Se de�ne elespa
io Co
iente X/M por
X/M := {x+M : x ∈ X}

[x] = x+M = {x+ y : y ∈M} es llamada 
lase lateral de M en X.La adi
ión y multipli
a
ión por un es
alar se de�nen por: [x]+[y] = [x+y], o lo quees equivalente (x+M)+(y+M) = (x+y)+M y α[x] = [αx] o α(x+M) = (αx)+M .Observa
ión 1.2. 1. 0 +M = M ,2. [x] = x+M = y +M = [y] si y sólo si y − x ∈M3. De lo anterior se sigue que para x, y ∈ X, se tiene que [x] ∩ [y] = ∅ ó [x] = [y]4. [x] = [x+ y] para 
ada y ∈M .Con estas observa
iones es fá
il veri�
ar que X/M es un espa
io ve
torial, lo 
ualnos permite de�nir ahora una norma en di
ho espa
io.De�ni
ión 1.17. SeaM un subespa
io 
errado de un espa
io normado X. Se de�nela norma 
o
iente de X/M es dada por la fórmula
‖x+M‖X/M

:= ı́nf{‖x−m‖ : m ∈M}Teorema 1.6. Si M es un subespa
io 
errado de un espa
io normado X, enton
esla norma 
o
iente de�nida en X/M satisfa
e las 
ondi
iones de la de�ni
ión (1.2).Demostra
ión:En efe
to, si x+M es un elemento del 
o
iente, es 
laro que
‖x+M‖X/M

≥ 0puesto que está de�nido 
omo el ín�mo de números que son no negativos.Si suponemos que ‖x + M‖X/M
= 0, eso impli
a que d(x,M) = 0. Cómo M esun subespa
io 
errado, eso impli
a que x ∈M , que por la observa
ión (1.2) se tieneque x+M = 0 +M .

9



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesAhora, si α 6= 0 ∈ K y x+M ∈ X/M enton
es
‖α(x+M)‖X/M

= ‖αx+M‖X/M

= ı́nf
m∈M

{‖αx−m‖X}

= ı́nf
m∈M

{

α
∥

∥

∥
x−

m

α

∥

∥

∥

X

}

= α ı́nf
m∈M

{‖x−m‖X}

= α‖x+M‖Finalmente, sean x+M , y +M y z +M 
lases en X/M , enton
es
‖(x+M) − (y +M)‖X/M

= ‖(x− y) +M‖X/M

= ı́nf
m∈M

‖(x− y) +m‖X

≤ ‖ x−m1‖X + ‖x−m2‖X para m1, m2 ∈MTomando ín�mo en 
ada uno de los lados de la desigualdad sobre elementos de M ,en
ontramos que
‖(x+M) − (y +M)‖X/M

≤ ‖ x+M‖X/M
+ ‖y +M‖X/M

.Esto 
on
luye la prueba de que hemos de�nido una norma sobre X/M . �Proposi
ión 1.2. Sea M un subespa
io 
errado de un espa
io normado X.(i) Si x ∈ X, enton
es ‖x‖ ≥ ‖x+M‖X/M
.(ii) Si x ∈ X y ǫ > 0, enton
es existe x′ ∈ X tal que x′ + M = x + M y

‖x′‖ < ‖x+M‖ + ǫ.Demostra
ión:
d(x,M) = ‖x+M‖X/M

= ı́nf{ ‖x− z‖ : z ∈M}1
≤ ‖x− 0‖ = ‖x‖.Así queda demostrada la primera parte de la proposi
ión, ‖x+M‖ ≤ ‖x‖.10



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesPara demostrar la segunda parte supongamos que x ∈ X y ǫ > 0.Podemos elegir m ∈M tal que ‖x−m‖ < d(x,M) + ǫ = ‖x+M‖ + ǫEnton
es el x′ bus
ado es x−m, 
on lo 
ual se 
on
luye la demostra
ión. �Como 
onse
uen
ia inmediata tenemos los siguientes teoremas:Teorema 1.7. Si M es un subespa
io 
errado de un espa
io de Bana
h X, enton
es
X/M también es un espa
io de Bana
h.Demostra
ión:. La prueba se puede hallar en [9℄.De�ni
ión 1.18. Sean (X, ‖ · ‖) un espa
io normado X, M un subespa
io 
erradode X. La apli
a
ión 
o
iente se de�ne

π : X → X/M

x 7→ x+MProposi
ión 1.3. Si X es un espa
io normado re�exivo yM un subespa
io normadode X. Enton
es X/M es re�exivo.Observa
ión 1.3. 1. Si toda su
esión de 
au
hy es 
onvergente en ‖ · ‖X , en-ton
es X/M es un espa
io de Bana
h. En parti
ular si X es un espa
io deBana
h X/M es un espa
io de Bana
h.2. ‖π(x)‖X/M
≤ ‖x‖X , lo 
ual quiere de
ir que π es 
ontinua; y si M = {y ∈ X :

‖y‖X = 0}, enton
es se 
umple la igualdad.3. Si U es un abierto en X enton
es π(U) es abierto en X/M , esto es: π es unaapli
a
ión abierta.Proposi
ión 1.4. Sean x+M, y +M ∈ BX/M
enton
es se 
umple que:

∥

∥

∥

∥

(x+M) + (y +M)

2

∥

∥

∥

∥

≤

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(x+M) − (y −M)

2

∥

∥

∥

∥

≤

∥

∥

∥

∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥ 11



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesDemostra
ión:En el primer 
aso:
‖(x+M) + (y +M)‖ ≤ ‖(x+ y) +M‖

= ı́nf{‖(x+ y) − z‖ : z ∈ M}

≤ ‖x+ y‖.Para el segundo 
aso usamos lo anterior y sustituyendo y por − y. �Proposi
ión 1.5. Si M es un subespa
io 
errado de un espa
io normado X y π laapli
a
ión 
o
iente de X en X/M enton
es la imagen sobreye
tiva de π de la bola
errada unitaria de X es la bola 
errada unitaria de X/MDemostra
ión:(⊇) Sea x ∈ BX .Note que:
‖π(x)‖X/M

= ‖x+M‖X/M

≤ ‖x‖X

≤ 1.Así π(BX) ⊆ BX/M(⊆) Sea y+M ∈ BX/M
. Si ‖y+M‖X/M

< 1, ha
iendo uso de la proposi
ión (1.2)podemos hallar y′ ∈ X de tal forma que
y +M = y′ +M y ‖y′‖X < ‖y +M‖X/M

+ (1 − ‖y +M‖X/M
) = 1De lo 
ual se sigue

π(y′) = y′ +M = y +M donde y′ ∈ BX .Obteniendo así la igualdad de 
onjuntos deseada. �Ejemplo 1.19. Consideremos el espa
io de las fun
iones ϕ : X → C, mediblestales que 12



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales
(∫

X
|ϕ|Pdµ

)

<∞.Se de�ne la seminorma 
omo:
‖ϕ‖P =

(
∫

X

|ϕ|Pdµ

)1/P

.Tomemos el subespa
io de las fun
iones 
on seminorma nula, esto es:S = {ϕ ∈ L
P :

∫

X

|ϕ|Pdµ = 0}Y observemos que por teoría de la medida de 
onjuntos se 
umple:S =

{

ϕ ∈ L
P :

∫

X

|ϕ|Pdµ = 0} = {ϕ ∈ L
P : ϕ = 0 
.t.p.}

El espa
io L
P/M es un espa
io normado 
ompleto 
on la norma (‖ · ‖)LP /M

y
(‖ϕ+M‖P )LP /M

= ‖ϕ‖P .Este es un espa
io de Bana
h muy importante que se le denomina espa
io de
lase de fun
ionales LP y generalmente se denota simplemente por (LP , ‖ · ‖P ).
§1.5. Topología Débil y Débil estrella.La idea de esta se

ión es ha
er una breve introdu

ión sobre la topología débil;puesto que un trabajo en análisis fun
ional que pretenda tener un buen grado deseriedad no podría pasar por alto esta topología.Informalmente, si tenemos un espa
io ve
torial topológi
o X, y notamos X∗ porsu dual, vamos a de�nir la topología débil en X
omo la topología más débil en Xque nos da el mismo dual, o sea, si notamos por ςw a la topología débil enton
estenemos que (X, τw)∗ = X∗. La topología débil siempre va a ser lo
almente 
onvexa.La importan
ia de esta topología es que el estudio de ésta nos da informa
ión valiosasobre la topología original.Lema 1.2. Sean ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, ψ fun
ionales lineales de un espa
io ve
torial X, en-ton
es son equivalentes: 13



CAPÍTULO 1. Con
eptos Fundamentales1. Dado ǫ > 0 existen 
onstantes k1, k2, ..., kn tales que |ϕi(x)| < ki impli
a que
|ψ(x)| < ǫ.2. ψ es 
ombina
ión lineal de ϕ1, ϕ2, ..., ϕn,3. Ker ψ ⊇

⋂

Ker ϕi.Proposi
ión 1.6. Sea X un espa
io ve
torial y φ un subespa
io del dual algebrai
ode X, X∗, que separa puntos. La mínima topología lineal que ha
e 
ontinuos a todoslos elementos de φ es una topología y su dual es φ.De�ni
ión 1.20. Sea (X, τ) un espa
io ve
torial topológi
o tal que X∗ separa puntos,la topología de la proposi
ión anterior para X∗ se llama topología débil de (X, τ).Si 
onsideramos la apli
a
ión 
anóni
a Q : X → X∗∗ dada por Q(x)(ϕ) = ϕ(x)para 
ada ϕ ∈ X∗ se tiene que Q(X) es un subespa
io de X∗∗ que separa puntos,y apli
ando la proposi
ión (1.6) se obtiene una topología lineal en X∗. La topologíaindu
ida por Q(X) en X∗ es llamada topología débil estrella y denotada por ω∗.La topología ω∗ es la mínima topología ve
torial que ha
e 
ontinuas a todas lasevalua
iones.De�ni
ión 1.21. Un 
onjunto dirigido es un 
onjunto I 
on una rela
ión � tal que:
x � x para 
ada x ∈ I,Si x � y y y � z enton
es x � z, para 
ada x, y, z ∈ I,Para 
ada x, y ∈ I existe z ∈ I tal que x � z y y � z.Una red o su
esión Moore-Smith en un 
onjunto X es una fun
ión desde un
onjunto dirigido I en X. El 
onjunto I es un 
onjunto de indi
es para la red.De�ni
ión 1.22. Sea (xα)α∈I es una red en un espa
io topológi
o X y sea x ∈ X.Enton
es (xα) 
onverge a x, y x es llamada el límite de la (xα) , si, para 
ada entorno

U de x, existe un αU en I tal que xα ∈ U siempre que sea αU � α. Esta 
onvergen
iase es
ribe generalmente por xα → x o ĺımα xα = x.De�ni
ión 1.23. La topología débil de un espa
io normado es la topología maspequeña para la 
ual 
ada miembro de la doble dual es 
ontinuo 
on respe
to a quela topología. 14



CAPÍTULO 1. Con
eptos FundamentalesEs importante tener presente la 
onvergen
ia de redes en esta topología, la 
ualse expresa en las siguientes proposi
iones.Proposi
ión 1.7. Supongamos que (xα)α∈I , donde I es un 
onjunto no va
ío dirigi-do, 
on rela
ión �, es una red en X y que x es un elemento de X. Enton
es xα
ω

−→
xsi y sólo si f(xα) → f(x) para 
ada f ∈ X∗.Proposi
ión 1.8. Sea (fα)α∈I , 
on I 
omo en la proposi
ión anterior, una red en

X y f ∈ X∗. Enton
es fα
w∗

−→
f si y sólo si fα(x) → f(x) para 
ada x ∈ X.Note que en las proposi
iones (1.7) y (1.8) nos ha
en ver que la 
onvergen
ia en latopología débil en X y la topología débil estrella en X∗ 
oin
iden 
on la topologíade la 
onvergen
ia puntual.Observa
ión 1.4. Cuando 
onsideremos un 
onjunto abierto en la topología dé-bil nos referiremos a él 
omo un w-abierto y los abiertos en la topología fuerte sedenotaran 
omo ‖ · ‖-abierto, o simplemente abiertos.Las pruebas se pueden hallar en [2℄Teorema 1.8. Si (xα) es una red w-
onvergente en un espa
io normado, enton
es
‖w − ĺım

α
xα‖ ≤ ĺım inf

α
‖xα‖.Teorema 1.9 (Teorema de Bana
h-Alaoglu). Si X es un espa
io normado, enton
es

BX∗ es 
ompa
ta en la topología débil estrella. (BX∗ es w∗-
ompa
ta).Corolario 1.10. Si X es un espa
io de Bana
h, un sub
onjunto de X∗ es w∗-
ompa
to si y sólo si es w∗-
errado y a
otado.Teorema 1.11 (Teorema de Goldstine). Sea X un espa
io normado y Q la apli-
a
ión natural de X en X∗∗. Enton
es la w∗-
lausura de BX en X∗∗ es BX∗∗. En
onse
uen
ia, X es w∗-denso en X∗∗.
BX

w∗

= BX∗∗Teorema 1.12. Sea X un espa
io Bana
h. Enton
es X es re�exivo si y sólo si BXes w-
ompa
ta.Proposi
ión 1.9. Un espa
io de Bana
h X es re�exivo si y sólo si X∗ es re�exivo.15



Capítulo 2
ALGUNAS PROPIEDADES

GEOMÉTRICAS DE LOS ESPACIOS DE

BANACH .El estudio de la geometría de un espa
ios de Bana
h X está rela
ionada 
on labola unitaria BX .
§2.1. Propiedades uniformes de los espa
ios de Bana
h.Comenzamos 
on el estudio de una importante sub
lase de espa
ios re�exivos: losespa
ios de Bana
h uniformemente 
onvexos. La no
ión de 
onvexidad uniforme parala bola unitaria de un espa
io de Bana
h es un 
on
epto geométri
o, que pretendepaliar las desventajas que la bola aso
iada a una norma 
ualquiera presenta enrela
ión a la de un espa
io de Hilbert.Imaginemos la bola unitaria 
errada de los espa
ios

(ℓ2, ‖.‖2) (ℓ1, ‖.‖2) (ℓ∞, ‖.‖2)

Note que ninguna de estas dos últimas bolas unitarias son redondas en el sentidousual de la palabra, ya que sus fronteras están formadas por segmentos de re
ta.Caso 
ontrario 
on la primera de las esferas dada. Todo esto se 
ono
e 
omo las16



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.propiedades de rotundidad o redondez de los espa
ios de Bana
h, que 
onsideramosa 
ontinua
ión.Dado que es más fá
il ha
er un análisis sobre un espa
io de Bana
h que tieneuna norma 
on buenas propiedades geométri
as que en espa
ios generales, es impor-tante 
ono
er aquellos espa
ios de Bana
h que puede ser equivalente a uno que seaestri
tamente 
onvexo bien sea de manera uniforme o no.
§2.1.1. Espa
ios uniformemente 
onvexos.De�ni
ión 2.1. Un espa
io de Bana
h (X, ‖·‖) se di
e uniformemente 
onvexo,

(UC), si para 
ada ǫ > 0, existe un δ(ǫ) > 0 tal que para todo
x , y ∈ BX y ‖x− y‖ ≥ ǫ se tiene que ∥∥x+y

2

∥

∥ ≤ 1 − δ(ǫ).Algunos ejemplos de espa
ios uniformemente 
onvexos son los espa
ios de Hilbert,los espa
ios ℓp y los espa
ios de fun
iones Lp[0, 1] 
on 1 < p < +∞.Veamos a 
ontinua
ión dos ejemplos de espa
ios que son uniformemente 
onvexos:1. Sea p ∈ R 
on 1 ≤ p <∞. Se de�ne
Lp(Ω) = {f : Ω → R : f es medible y |f |p ∈ L1(Ω)}y su norma viene dada por

‖f‖p =

[
∫

Ω

|f |pdx

]1/p

.Sean p ≥ 2, ǫ > 0 y supongamos que f, g ∈ BLp 
on ‖f − g‖p > ǫ.Ahora la desigualdad de Clarkson nos garantiza para 2 ≤ p <∞

∥

∥

∥

∥

f + g

2

∥

∥

∥

∥

p

p

+

∥

∥

∥

∥

f − g

2

∥

∥

∥

∥

p

p

≤
1

2
(‖f‖p

p + ‖g‖p
p)En nuestro 
aso:

∥

∥

∥

∥

f + g

2

∥

∥

∥

∥

p

p

≤
1

2
(‖f‖p

p + ‖g‖p
p) −

∥

∥

∥

∥

f − g

2

∥

∥

∥

∥

p

p

≤
1

2
(1 + 1) −

( ǫ

2

)p

= 1 −
( ǫ

2

)p

17



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Así ∥∥f+g
2

∥

∥

p
≤ 1 − δ 
on δ = 1 −

(

1 −
( ǫ

2

)p)1/p

> 0.Con lo 
ual queda demostrado que el espa
io Lp es uniformemente 
onvexo.2. Re
ordemos que para 1 ≤ p < ∞ el espa
io ℓp(N) de todas las su
esiones
x = {xn}

∞
i=1 las 
uales satisfa
en ∑ |xi|

p < ∞. Dotado de la norma ‖x‖p =

(
∑

|xi|
pdx)1/p donde x = {xn}

∞
i=1.Sea ǫ > 0 y supongamos que x, y ∈ Bℓp

, ‖x− y‖p > ǫ.Ahora por la desigualdad:
|α + β|p + |α− β|p ≤ 2p−1(|α|p + |β|p)Así tenemos en nuestro ejemplo:

|xi + yi|
p ≤ 2p−1(|xi|

p + |yi|
p) − |xi − yi|

p

∞
∑

i=1

|xi + yi|
p ≤ 2p−1

(

∞
∑

i=1

|xi|
p +

∞
∑

i=1

|yi|
p

)

−
∞
∑

i=1

|xi − yi|
p

∞
∑

i=1

|xi + yi|
p ≤ 2p−1 (‖x‖p + ‖x‖p) −

∞
∑

i=1

|xi − yi|
p

∞
∑

i=1

|xi + yi|
p ≤ 2p −

∞
∑

i=1

|xi − yi|
p

∞
∑

i=1

|xi + yi|
p ≤ 2p − ‖x− y‖p

p ≤ 2p − ǫp

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

xi + yi

2

∣

∣

∣

∣

p

≤ 1 −
( ǫ

2

)p

,

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

p

≤ 1 −
( ǫ

2

)p

.En 
uyo 
aso ∥∥∥
∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

p

≤ 1 − δ donde δ = 1 −
(

1 −
( ǫ

2

)p)1/p.Geométri
amente, un espa
io de Bana
h es uniformemente 
onvexo si que dadosdos puntos diferentes en la bola unitaria del espa
io tal que su distan
ia sea al menos18



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.
ǫ enton
es su punto medio se en
uentra dentro de la esfera, lo 
ual nos garantizaque la bola no puede tener segmentos.

x y
bbbbbb

‖x− y‖ ≥ ǫ

∥

∥

x+y
2

∥

∥ ≤ 1 − δ(ǫ)

Aso
iado a la 
onvexidad uniforme, se de�ne el módulo de 
onvexidad del espa
io.De�ni
ión 2.2. El módulo de 
onvexidad o módulo de Clarkson de un espa
iode Bana
h X se de�ne por:
δX(ǫ) = ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ SX , ‖x− y‖ ≥ ǫ

} para 
ada 0 < ǫ ≤ 2. El módulo de 
onvexidad estima la menor de las distan
ias a la esfera unitariade los puntos medios de 
ada par de puntos que distan al menos ǫ.

19



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.

bb

bb

bb

bb

bb

b

b

}

x

x′

y

y′

x+y
2

x′+y′

2

δx(ε)

Observa
ión 2.1. En [4℄ puede en
ontrarse la prueba de que
ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ SX , ‖x− y‖ ≥ ǫ

}

= ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ SX , ‖x− y‖ = ǫ

}

= ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ BX , ‖x− y‖ ≥ ǫ

}

= ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ BX , ‖x− y‖ = ǫ

}Proposi
ión 2.1. X es un espa
io uniformemente 
onvexo si y sólo si δX(ǫ) > 0,para todo 0 < ǫ ≤ 2.Demostra
ión:
(=⇒) Sean X un espa
io uniformemente 
onvexo y 0 < ǫ ≤ 2, lo 
ual impli
a laexisten
ia de δ(ǫ) > 0 tal que para 
ada x, y ∈ BX 
on ‖x − y‖ ≥ ǫ se sigueque ∥∥∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ(ǫ).Esto garantiza que δ(ǫ) es una 
ota inferior para el 
onjunto
{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ BX y ‖x− y‖ ≥ ǫ

}20



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.en 
onse
uen
ia
δX(ǫ) = ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ BX y ‖x− y‖ ≥ ǫ

}

≥ δ(ǫ) > 0.Con lo 
ual se 
on
luye la prueba de la 
ondi
ión ne
esaria.
(⇐=) Ahora supongamos que δX(ǫ) > 0 para todo 0 < ǫ ≤ 2, veamos que δX(ǫ)satisfa
e las 
ondi
iones de la de�ni
ión de uniformemente 
onvexo.En efe
to sean x, y ∈ BX tales que ‖x−y‖ ≥ ǫ. Ha
iendo uso de las propiedadesde ín�mos

0 < δX(ǫ) ≤ 1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

,lo que es equivalente a ∥∥∥
∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δX(ǫ). �En un espa
io de Hilbert H una poderosa herramienta geométri
a es la ley delparalelogramo ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2). En el 
aso parti
ular en que
‖x‖ = ‖y‖ = 1 se tiene que ∥∥∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

2

= 1 −
‖x− y‖2

4
. De esta desigualdad sepuede determinar la distan
ia entre el punto medio del segmento que une x y y enla esfera S = {x ∈ H : ‖x‖ = 1} en H mediante 1−

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

= 1−

√

1 −
‖x− y‖2

4
.Evidentemente, esta distan
ia siempre está entre 0 y 1, además si ‖x−y‖ > ǫ enton
es

1 −
‖x+ y‖

2
≤ 1 −

√

1 −
ǫ2

4
.En 
onse
uen
ia el módulo de 
onvexidad de un espa
io de Hilbert H está dadopor

δH(ǫ) = 1 −

√

1 −
ǫ2

4
.Note que, si(i) ǫ1 < ǫ2 se tiene que δX(ǫ1) < δX(ǫ2),(ii) δX(0) = 0,(iii) 0 ≤ δX(ǫ) ≤

ǫ

2
, para todo ǫ ∈ [0, 2], en 
onse
uen
ia ĺım

ǫ→0+
δX(ǫ) = 0.21



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.El lema siguiente nos da una 
ara
teriza
ión de los espa
ios uniformemente 
on-vexo en términos de su
esiones.Lema 2.1. Un espa
io de Bana
h X es uniformemente 
onvexo si y sólo si dadas
(xn), (yn) dos su
esiones en BX donde ĺım

n→+∞

∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

= 1, enton
es ĺım
n→+∞

‖xn − yn‖ = 0.Demostra
ión:
(=⇒) Sean X un espa
io uniformemente 
onvexo y (xn), (yn) su
esiones en BX talesque ĺım

n→+∞

∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

= 1 y supongamos que ‖xn − yn‖ no 
onverge a 
ero.Así, existen ǫ > 0 y subsu
esiones(xnj
), (ynj

) de (xn), (yn) ⊆ BX , tales que
‖xnj

− ynj
‖ ≥ ǫ. para todo j ∈ N.De lo que se sigue que

0 < ǫ ≤ ‖xnj
− ynj

‖ ≤ ‖xnj
‖ + ‖ynj

‖ ≤ 1 + 1 = 2.Luego, 
omo X es uniformemente 
onvexo existe δX(ǫ) > 0 tal que x, y ∈ BX
on ‖x− y‖ ≥ ǫ se tiene que
∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ(ǫ).

En parti
ular esto se 
umple para (xnj
), (ynj

), 
on 
ada j ≥ 1.Es de
ir:
δX(ǫ) ≤ 1 −

∥

∥

∥

∥

xnj
+ ynj

2

∥

∥

∥

∥

, para 
ada j ≥ 1

0 ≤

∥

∥

∥

∥

xnj
+ ynj

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δX(ǫ).

0 ≤ ĺım
j→+∞

(
∥

∥

∥

∥

xnj
+ ynj

2

∥

∥

∥

∥

)

≤ ĺım
j→+∞

(1 − δX(ǫ)).

1 ≤ 1 − δX(ǫ).

δX(ǫ) ≤ 022



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Lo 
ual 
ontradi
e el he
ho de que δX(ǫ) > 0.
(⇐=) Supongamos ahora que X no es uniformemente 
onvexo. Enton
es existe ǫ > 0tal que para 
ada δn =

1

2n
existen (xn), (yn) su
esiones en BX tales que

‖xn − yn‖ ≥ ǫy
∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

> 1 −
1

2n
.Luego

1 = ĺım
n→+∞

(

1 −

(

1

2n

))

≤ ĺım
n→+∞

(
∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

)

.

≤ ĺım
n→+∞

(

‖xn‖ + ‖yn‖

2

)

≤ ĺım
n→+∞

(

1 + 1

2

)

= 1

Esto es, ĺım
n→+∞

(
∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

)

= 1. Así por hipótesis ĺım
n→+∞

‖xn − yn‖ = 0 lo 
uales absurdo puesto que para 
ada n ∈ N ‖xn − yn‖ ≥ ǫ > 0. �Teorema 2.1. (Teorema de Milman-Pettis)Si X es un espa
io de Bana
h uniformemente 
onvexo, enton
es X es un espa
ioRe�exivo.Demostra
ión:Sea x∗∗ ∈ X∗∗. Si x∗∗ = 0 = Q(0) no hay nada que probar. Así podemos suponer,sin pérdida de generalidad que ‖x∗∗‖ = 1.El teorema de Goldstine nos garantiza que es Q(BX) es w∗-densa en BX∗∗ ; en 
on-se
uen
ia, podemos elegir una red (xα)α∈I ⊆ BX tal que Q(BX) w∗
−→
x∗∗ en X∗∗.23



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Ha
emos (α1, β1) � (α2, β2) si sólo si α1 � α2 y β1 � β2 y 
onsideramos la red
(

Q
(

xα+xβ

2

))

(α,β)∈U.Para 
ualquier abierto U que 
ontenga a x∗∗, existe α1 ∈ I tal que Q(xα) ∈U para α1 � α. Como U puede ser elegido 
onvexo, (Q(xα+xβ

2

))

∈ U para
(α, β) � (α1, α1) y 
omo esto es para todo entorno 
onvexo U de x∗∗, se sigueque (Q(xα

xβ

))

(α,β)∈I×I

w∗
−→
x∗∗. En 
onse
uen
ia, ‖x∗∗‖ ≤ ĺım

α

∥

∥

∥

∥

Q

(

xα + xβ

2

)
∥

∥

∥

∥

.Esto es
1 ≤ ĺım

α

∥

∥

∥

∥

Q

(

xα + xβ

2

)
∥

∥

∥

∥

= ĺım
α

∥

∥

∥

∥

xα + xβ

2

∥

∥

∥

∥

≤ ĺım
α

1 = 1.Es de
ir, ĺım
α

∥

∥

∥

∥

xα + xβ

2

∥

∥

∥

∥

= 1.Como X es uniformemente 
onvexo se sigue que ĺım
α

‖xα − xβ‖ = 0,lo 
ual impli
a que (xα)α∈I es una red de Cau
hy en X; que es un espa
io deBana
h.Luego 
onverge a algún x ∈X y en 
onse
uen
ia Q(xα) → Q(x).Así, Q(x) = x∗∗ lo 
ual prueba la re�exividad de X. �

§2.1.2. Uniformemente No-Cuadrado.En el año de 1964, R.C. James en el artí
ulo �Uniformly nonsquare Bana
hSpa
es� introdujo otro tipo de espa
ios, llamados los espa
ios uniformemente No-Cuadrado.De�ni
ión 2.3. Un espa
io de Bana
h X se di
e uniformemente no-
uadradosi y sólo si existe un δ > 0 tal que
mı́n

{
∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

,

∥

∥

∥

∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

}

≤ 1 − δ si ‖x‖ = ‖y‖ = 1 (2.1)24



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Una interpreta
ión geométri
a es:
x y

bbbbbb

∥

∥

x+y
2

∥

∥

∥

∥

x−y
2

∥

∥

Proposi
ión 2.2. Un espa
io normado X es uniformemente no-
uadrado si y sólosi su dual X∗ es uniformemente no 
uadrado.Demostra
ión:Comen
emos suponiendo que X es uniformemente no 
uadrado y
X∗ no lo es. Enton
es para 
ada n ∈ N existen fn, gn ∈ SX∗ tales que

∥

∥

∥

∥

fn + gn

2

∥

∥

∥

∥

X∗

> 1 −
1

n
y ∥

∥

∥

∥

fn − gn

2

∥

∥

∥

∥

X∗

> 1 −
1

n
(2.2)Por de�ni
ión de norma en X∗, para 
ada n ∈ N podemos elegir xn, yn ∈ SXtales que

1 −
2

n
≤ 1 −

1

n
≤

∣

∣

∣

∣

(fn + gn)(xn)

2

∣

∣

∣

∣

1 −
2

n
≤ 1 −

1

n
≤

∣

∣

∣

∣

(fn − gn)(yn)

2

∣

∣

∣

∣Note que(i)
1 = ‖gn‖ = sup

x∈SX

|gn(x)| ≥ |gn(xn)|25



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Enton
es,
2 −

4

n
− gn(xn) ≥ 2 −

4

n
− 1 = 1 −

4

n
,

2 −
4

n
+ gn(xn) ≥ 2 −

4

n
− 1 = 1 −

4

n
. (2.3)De manera semejante se puede 
on
luir que

2 −
4

n
− gn(yn) ≥ 2 −

4

n
− 1 = 1 −

4

n
,

2 −
4

n
+ gn(yn) ≥ 2 −

4

n
− 1 = 1 −

4

n
. (2.4)(ii) Para n ≥ 2 se sigue que 1 −

2

n
≥ 0, por lo tanto de (2.2) y (2.3) tendremos que

fn(xn) + gn(xn) ≥ 2 −
4

n

fn(xn) ≥ 2 −
4

n
− gn(xn) ≥ 1 −

4

n
.De forma similar de (2.2) y (2.4) tendremos que

fn(yn) − gn(yn) ≥ 2 −
4

n

fn(yn) ≥ 2 −
4

n
+ gn(yn) ≥ 1 −

4

n
.De estas observa
iones se obtiene:

∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

X

:= sup
f∈SX∗

∣

∣

∣

∣

f

(

xn + yn

2

)
∣

∣

∣

∣

≥ fn

(

xn + yn

2

)

=
fn(xn) + fn(yn)

2
≥

1

2

(

1 −
4

n
+ 1 −

4

n

)

= 1 −
4

n
.Por otra parte,

∥

∥

∥

∥

xn − yn

2

∥

∥

∥

∥

X

:= sup
f∈SX∗

∣

∣

∣

∣

f

(

xn − yn

2

)
∣

∣

∣

∣

≥ gn

(

xn − yn

2

)

=
gn(xn) − gn(yn)

2
≥

1

2

(

1 −
4

n
+ 1 −

4

n

)

= 1 −
4

n
, 26



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.lo 
ual 
ontradi
e la hipótesis de que X es uniformemente no 
uadrado. La de-mostra
ión del re
ípro
o es similar por lo 
ual se deja al le
tor. �Proposi
ión 2.3. X es uniformemente no 
uadrado si y sólo si existe δ > 0 tal que
x, y ∈ SX

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

> 1 − δ ⇒

∥

∥

∥

∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ. (2.5)Demostra
ión:
(⇒) Supongamos que X es uniformemente no 
uadrado. En este 
aso existe δ > 0tal que

mı́n
x,y∈SX

{‖x+ y‖, ‖x− y‖} ≤ 2(1 − δ). (2.6)Si x, y ∈ SX tal que ∥∥∥
∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

> 1 − δ enton
es de inmediato de (2.6) que
∥

∥

∥

∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ.

(⇐) Supongamos ahora que existe δ > 0 de tal forma que para x, y ∈ SX se tiene
∥

∥

x+y
2

∥

∥ > 1 − δ ⇒
∥

∥

x−y
2

∥

∥ ≤ 1 − δ. Veri�
amos que este δ satisfa
e (2.6).Como ∥∥x+y
2

∥

∥ ∈ R podemos 
ompararlo 
on (1 − δ), así ∥∥x+y
2

∥

∥ > 1 − δ ó
∥

∥

x+y
2

∥

∥ ≤ 1 − δ.Si o
urre que ∥∥∥
∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1−δ enton
es ‖x+y‖ ≤ 2(1−δ) y asímı́n {‖x+ y‖, ‖x− y‖} ≤

‖x+ y‖ ≤ 2(1 − δ).En el otro 
aso, si ∥∥∥
∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

> 1 − δ se sigue, por hipótesis que ∥∥∥
∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ.Así
mı́n

x,y∈SX

{‖x+ y‖, ‖x− y‖} ≤ ‖x− y‖ ≤ 2(1 − α).

�En general, un espa
io lineal normado X es llamado uniformemente no-ℓ1(n) siexiste δ > 0 tal que para 
ada n elementos x1, x2, ..., xn de la esfera unitaria de X,
‖x1 ± x2 ± ...± xn‖ ≤ n(1 − δ) para alguna ele

ión de signos.El espa
io Lp(X) es uniformemente no 
uadrado si y sólo si X lo es.27



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Proposi
ión 2.4. Si X es un espa
io uniformemente 
onvexo enton
es X es uni-formemente No-Cuadrado.Demostra
ión: Supongamos que X no es uniformemente no-
uadrado. Enton
es,para 
ada n ∈ N existen xn, yn ∈ BX tales que
∥

∥

∥

∥

xn + yn

2

∥

∥

∥

∥

> 1 −
1

n
y ∥

∥

∥

∥

xn − yn

2

∥

∥

∥

∥

> 1 −
1

nEnton
es, si ‖xn − yn‖ ≥ 2(≥ 2(1−
1

n
)) se tiene que ∥∥∥

∥

xn − yn

2

∥

∥

∥

∥

> 1−
1

n
, es de
ir, Xno es uniformemente 
onvexo. �En [8℄ demostró que si X es un espa
io de Bana
h uniformemente No-Cuadrado,enton
es X es un espa
io Re�exivo. Sin embargo, la demostra
ión está fuera delal
an
e de este trabajo, así, sólo tendremos presente este importante resultado.

§2.1.3. Fully k-
onvexo.En el año de 1955, apare
en dos generaliza
iones de los espa
ios uniformemente
onvexos: los espa
ios Lo
al uniformemente 
onvexos introdu
idos por A.R. Lovagliay apare
e también los espa
ios Fully 
onvexo de�nidos por K Fan y I. Gli
ksbergFan y Gli
ksberg introdu
e la 
lase de espa
ios lineales normados fully 
onvexos.De�ni
ión 2.4. Sea k ≥ 2 un entero. Un espa
io normado X se di
e Fully k-
onvexo (kC), si para toda su
esión (xn)n∈N tal que
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖xn1

+ ... + xnk
‖ = kenton
es (xn) es una su
esión de 
au
hy en X.Observa
ión 2.2. Algunas impli
a
iones importantes son:UC⇒ 2C ⇒ ...⇒ kC⇒ (k+1)C ⇒ Re�exividad.El re
ípro
o de esta a�rma
ión no es 
ierto, sin embargo, no tenemos a mano losejemplos que lo garantizan.

§2.1.4. Débil 
onvexo.Mas tarde, en el año de 1991 Bor-Luh Lin - Wenyao Zhany generalizaron la de�ni-
ión anterior e introdujeron los espa
ios wC, 
omo sigue:28



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.De�ni
ión 2.5. Sea X un espa
io de Bana
h. Se di
e que X es un espa
io débil
onvexo wC, si para 
ualquier su
esión (xn) ⊂ BX 
on
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖xn1

+ ... + xnk
‖ = kpara todo k ∈ N, enton
es (xn) es 
onvergente en X.Es 
laro que para todo k ∈ N, se 
umple la impli
a
ión Fully k-
onvexo ⇒ wC.Observa
ión 2.3. Si X es un espa
io wC, enton
es X es Re�exivo.

§2.2. Propiedades lo
ales de los espa
ios de Bana
h.
§Lo
al uniformemente 
onvexo.De�ni
ión 2.6. Un espa
io de Bana
h X es lo
al uniformemente 
onvexo (LUC),si dado ǫ > 0 y x ∈ SX existe δ(ǫ, x) > 0 tal que para todo y ∈ BX y ‖x− y‖ ≥ ǫ setiene ∥∥x+y

2

∥

∥ ≤ 1 − δ.Geométri
amente esta no
ión di�ere de los espa
ios uniformemente 
onvexos enque se requiere que uno de los puntos �nales de la 
uerda variable permanez
a �ja.De�ni
ión 2.7. Se de�ne el módulo lo
al uniformemente 
onvexo para unespa
io de normado 
omo sigue:
δX(ǫ, x) = ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: y ∈ SX ‖x− y‖ ≥ ǫ

}

.Para 
ada 0 < ǫ ≤ 2.Teorema 2.2.1. X es un espa
io lo
al uniformemente 
onvexo si y sólo si δX(ǫ, x) >

0, para todo 0 < ǫ ≤ 2 y x ∈ SX .Demostra
ión:
(⇒) Sea X un espa
io de Bana
h lo
al uniformemente 
onvexo, sea 0 < ǫ ≤ 2 y

x ∈ SX X 
on ‖x−y‖ ≥ ǫ, así existe δ = δ(ǫ, x) > 0 tal que ∥∥x+y
2

∥

∥ ≤ 1−δ(ǫ, x)para todo y ∈ SX . 29



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Así δ(ǫ, x) es 
ota inferior del 
onjunto {1 −
∥

∥

x+y
2

∥

∥ : y ∈ SX , ‖x− y‖ ≥ ǫ
}.Luego δX(ǫ, x) = ı́nf

{

1 −
∥

∥

x+y
2

∥

∥ : y ∈ SX , ‖x− y‖ ≥ ǫ
}

≥ δ(ǫ, x) > 0.
(⇐) Ahora supongamos que δX(ǫ, x) > 0 para todo 0 < ǫ ≤ 2 y x ∈ SX ,veamos que δX(ǫ, x) satisfa
e las 
ondi
iones de la de�ni
ión de los espa
ioslo
al uniformemente 
onvexo.En efe
to: sea y ∈ SXtal que ‖x − y‖ ≥ ǫ, ha
iendo uso de las propiedadesde ín�mo tenemos 0 ≤ δX(ǫ, x) ≤ 1 −

∥

∥

x+y
2

∥

∥ 
on lo 
ual se tiene ∥∥x+y
2

∥

∥ ≤

1 − δX(ǫ, x). Así el δX(ǫ, x) bus
ado es pre
isamente el módulo de 
onvexidadpara los espa
ios lo
al uniformemente 
onvexo. �En términos de su
esiones la de�ni
ión de los espa
ios lo
al uniformemente 
on-vexo viene dada por:Proposi
ión 2.5. Un espa
io de Bana
h X es lo
al uniformemente 
onvexo siy sólo si para x ∈ SX , (yn) ∈ SX , tal que ĺım
n→+∞

∥

∥

∥

∥

x+ yn

2

∥

∥

∥

∥

= 1 se 
umple que
ĺım

n→+∞
‖x− yn‖ = 0.Demostra
ión:

(⇒) Sean X un espa
io de Bana
h lo
al uniformemente 
onvexo y supongamos que
x ∈ SX y (yn) ∈ SX tal que

∥

∥

∥

∥

x+ yn

2

∥

∥

∥

∥

→ 1 (2.7)pero que ‖x − yn‖ no 
onverge a 
ero. Eso impli
a la existen
ia ǫ > 0 y unasubsu
esión (ynj
)n∈N de (yn)n∈N tal que ‖x− ynj

‖ ≥ ǫ para todo j ∈ N. Ahorabien 
omo X es un espa
io lo
al uniformemente 
onvexo, posee δX(ǫ, x) > 0.

0 < δX(ǫ, x) ≤ 1 −

∥

∥

∥

∥

x− ynj

2

∥

∥

∥

∥

, ∀j

∥

∥

∥

∥

x− ynj

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δX(ǫ, x).

ĺım
j→+∞

(
∥

∥

∥

∥

x− ynj

2

∥

∥

∥

∥

)

≤ ĺım
j→+∞

(1 − δX(ǫ, x))

1 ≤ 1 − δX(ǫ, x) (por 2.7)30



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Lo 
ual es una 
ontradi

ión.
(⇐) Supongamos ahora que X no es Lo
al uniformemente 
onvexo, lo 
ual impli
aque podemos hallar un 0 < ǫ ≤ 2 y x ∈ SX 
on

δX(ǫ, x) = 0 (2.8)En 
onse
uen
ia, para 
ada j ∈ N, existe ynj
∈ SX tal que

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ ynj

2

∥

∥

∥

∥

≤
1

j
y ‖x− ynj

‖ ≥ ǫ,

ĺım
j→+∞

(1 −

∥

∥

∥

∥

x+ ynj

2

∥

∥

∥

∥

) ≤ ĺım
j→+∞

(

1

j

) y ‖x− ynj
‖ ≥ ǫ,

ĺım
j→+∞

(

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ ynj

2

∥

∥

∥

∥

)

≤ 0 y ‖x− ynj
‖ ≥ ǫAsí ∥∥

∥

x+ynj

2

∥

∥

∥
→ 1 y ‖x−ynj

‖ ≥ ǫ, lo 
ual 
ontradi
e la hipótesis que garantizaque ĺım
j→+∞

‖x− ynj
‖ = 0. �Teorema 2.2. Si X es un espa
io uniformemente 
onvexo, enton
es es lo
al uni-formemente 
onvexo.Demostra
ión:Sea x0 ∈ SX y 
onsideremos los 
onjuntos:

L =

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x0 + y

2

∥

∥

∥

∥

: y ∈ SX , ‖x0 − y‖ ≥ ǫ

}y
M =

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ SX , ‖x− y‖ ≥ ǫ

}Luego L ⊆ M y en 
onse
uen
ia ı́nf(L) ≥ ı́nf(M) y por hipótesis el módulo de
onvexidad es positivo, de lo 
ual se sigue 0 < δX(ǫ) = ı́nf(M) ≤ ı́nf(L) = δX(ǫ, x).Por tanto δX(ǫ, x) > 0. �Observa
ión 2.4. Los espa
ios lo
al uniformemente 
onvexo no impli
an la re�ex-ividad del espa
io. 31



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.
§Lo
almente Fully k-
onvexo.En el año de 1988 Nan-Chao Xun y Wan-Jian-Hun lo
alizan los espa
ios Fullyk-
onvexo e introdu
en los espa
ios Lo
almente Fully k-
onvexo pero Bur-Luh Lin yW.Zhang generalizan esta no
ión y de�nen los espa
ios LwC.De�ni
ión 2.8. Sea k ≥ 1 un entero. Un espa
io de Bana
h X se di
e que es unespa
io lo
almente Fully k-
onvexo denotado por LkC, si para todo x ∈ SX , y
ada su
esión (xn) ⊂ X tal que

ĺım
n1,...,nk→+∞

‖x+ xn1
+ ... + xnk

‖ = k + 1,enton
es
ĺım

n→+∞
‖xn − x‖ = 0.Note que X es un espa
io L1R si y sólo si para 
ada x ∈ BX y toda su
esión

(xn) ⊂ BX tal que ĺım
n→+∞

‖x+ xn‖ = 1 + 1 = 2, enton
es ĺım
n→+∞

‖xn − x‖ = 0.Por tanto las de�ni
iones de L1R y LUR 
oin
iden.
§Lo
al débilmente 
onvexo.De�ni
ión 2.9. Un espa
io de Bana
hX se di
e que es un espa
io lo
al débilmente 
onvexoy se denota por (LwC), si para todo x ∈ SX, y toda su
esión (xn) ⊂ BX tales que
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖x+ xn1

+ ... + xnk
‖ = k + 1 para todo k ∈ N, se tiene ĺım

n→+∞
‖xn − x‖ =

0.Observa
ión 2.5.LUC⇔ L1C ⇒ ...⇒ LkC ⇒ L(k+1)C ⇒ LwC.
§2.3. Otras propiedades de los espa
ios de Bana
h.
§Rotundo o estri
tamente 
onvexo.En 
uanto a los espa
ios estri
tamente 
onvexos, no se sabe a quien se debe suorigen, sin embargo la referen
ia más antigua apare
e en el trabajo de Clarkson.32



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.De�ni
ión 2.10. Un espa
io de Bana
h X se di
e rotundo o estri
tamente 
on-vexo (C), si para todo x, y ∈ SX y ‖x+ y‖ = 2, enton
es x = y.Note que lo
al débilmente 
onvexo ⇒ estri
tamente 
onvexo.Proposi
ión 2.6. Un espa
io de Bana
h X es estri
tamente 
onvexo si y sólo si
‖tx1 + (1 − t)x2‖ < 1 para 
ada x1 y x2 puntos diferentes en SX y 0 < t < 1.Teorema 2.3. Si X es un espa
io uniformemente 
onvexo, enton
es X es estri
ta-mente 
onvexo.Demostra
ión: Sea X un espa
io uniformemente 
onvexo y sean x0, y0 ∈ SX talque x0 6= y0.Así

δX(‖x0 − y0‖) = ı́nf

{

1 −

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ BX ‖x− y‖ ≥ ‖x0 − y0‖

}

,luego:
δX(‖x0 − y0‖) ≤ 1 −

∥

∥

∥

∥

x0 + y0

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x0 + y0

2

∥

∥

∥

∥

< 1 − δX(‖x0 − y0‖) < 1Así, X es un espa
io 
onvexo . �Teorema 2.4. Si X es un espa
io de Bana
h LwC, enton
es X es C.Demostra
ión:En efe
to, si x, y ∈ SX y ‖x+ y‖ = 2. Enton
es
ĺım

n→+∞
‖x+ xn‖ = 2 donde xn = y para todo n ∈ N, 
omo X es un espa
io LwCse tiene que

ĺım
n→+∞

‖xn − x‖ = 0.Esto es ‖y − x‖ = ĺım
n→+∞

‖y + x‖ = 0. En 
uyo 
aso y = x.Proposi
ión 2.7. Suponga que X es un espa
io normado. Enton
es las siguientesa�rma
iones son equivalentes: 33



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.1. El espa
io X es estri
tamente 
onvexo,2. Cuando x1, x2 ∈ X y ‖x1 + x2‖ = ‖x1‖ + ‖x2‖,uno de los dos ve
tores debenser un número no negativo múltiplo del otro.Demostra
ión:
(1 ⇒ 2)Supongamos que X es un espa
io estri
tamente 
onvexo.Sean x1, x2 ∈ X, y supongamos que ‖x1 + x2‖ = ‖x1‖ + ‖x2‖. Si uno de ellos esnulo, digamos x2, enton
es x2 = 0x1, así uno de los ve
tores es múltiplo no negativodel otro.Enton
es, sin pérdida de generalidad podemos suponer que x1 y x2 son no nulosy que ‖x1‖ ≤ ‖x2‖. Y hagamos el estudio por 
asos:Caso 1 Cuando 1 = ‖x1‖ ≤ ‖x2‖.Sea y = ‖x2‖

−1x2Con lo 
ual
2 ≥ ‖x1 + y‖

= ‖x1 + x2 − x2 + ‖x2‖
−1x2‖

= ‖x1 + x2 − (1 − ‖x2‖
−1)x2‖

≥ ‖x1 + x2‖ − ‖(1 − ‖x2‖
−1)x2‖ (por desigualdad triangular)

= ‖x1 + x2‖ − (|1 − ‖x2‖
−1)‖x2‖ (porque 1 − ‖x2‖

−1‖es un es
alar)
= ‖x1 + x2‖ − (1 − ‖x2‖

−1‖)‖x2‖

= ‖x1‖ + ‖x2‖ − ‖x2‖ + 1 (por ser 
onvexo el espa
io)
= ‖x1‖ + 1 = 1 + 1 = 2Así ∥∥x1+y

2

∥

∥ = 1.Por 
onvexidad 
omo x1, y ∈ SX , se sigue que x1 = y.Y en ese 
aso x1 =

‖x2‖
−1x2 
omo deseaba demostrarse.34



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.Caso 2 Cuando 1 6= ‖x1‖ ≤ ‖x2‖.Consideremos y1 = x1

‖x1‖
y y2 = x2

‖x1‖
. Veamos que ‖y1 + y2‖ = ‖y1‖ + ‖y2‖.En efe
to:

‖y1 + y2‖ =

∥

∥

∥

∥

x1

‖x1‖
+

x2

‖x1‖

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

x1 + x2

‖x1‖

∥

∥

∥

∥

=

∣

∣

∣

∣

1

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

‖x1 + x2‖ (propiedades de la norma)
=

∣

∣

∣

∣

1

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

(‖x1‖ + ‖x2‖)

=

∣

∣

∣

∣

1

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

‖x1‖ +

∣

∣

∣

∣

1

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

‖x2‖

=

∣

∣

∣

∣

x1

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

x2

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

= ‖y1‖ + ‖y2‖Así 1 = ‖y1‖ ≤ ‖y2‖ y usando el 
aso 1, se tiene que y1 = αy2. Enton
es
∣

∣

∣

∣

x1

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

= α

∣

∣

∣

∣

x2

‖x1‖

∣

∣

∣

∣

⇒ x1 = αx2.

(2 ⇒ 1) Suponga que la 
ondi
ión 2 se 
umple. Si x = 0 o y = 0 enton
es sean
x1, x2 ∈ X y tomemos z1 =

x1

‖x1‖
y z2 =

x2

‖x2‖
, luego z1, z2 ∈ SX 
on z1 6= z2.Enton
es ninguno de los dos ve
tores es múltiplo no negativo del otro, lo 
ual impli
aque ‖z1 + z2‖ ≤ ‖z1‖ + ‖z2‖ = 2 y además ∥∥∥

∥

z1 + z2
2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 el espa
io X es por tantorotundo.
§2.3.1. Kade
-Klee.En el año de 1959, K Fan y I. Gli
ksberg introdu
en la propiedad Kade
-klee ópropiedad H en los espa
ios de Bana
h estri
tamente 
onvexo y M.M. Day, quien leelimina la 
ondi
ión de ser espa
io estri
tamente 
onexo.De�ni
ión 2.11. Un espa
io de Bana
h X se di
e que posee la propiedad Kade
-Klee ó la propiedad H, si para todo x ∈ SX, y toda su
esión (xn) ⊂ SX tal que35



CAPÍTULO 2. Algunas propiedades geométri
as de los espa
ios de Bana
h.
xn → x, enton
es

ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn − x‖ = 0.Note que LwC ⇒ la propiedad Kade
-Klee.
§2.3.2. Uniformemente Kade
-klee.En 1980, R. Hu� generaliza los espa
iosUC y en términos de su
esiones introdu
elos espa
ios 
asi uniformemente 
onvexos y los espa
ios uniformemente Kade
-Klee,además presenta una reformula
ión de los espa
ios 
on la propiedad H.De�ni
ión 2.12. Un espa
io de Bana
hX se di
e que es uniformemente Kade
-klee,Ukk, si para todo ǫ > 0, existe 0 < δ < 1 tal que toda su
esión (xn) ⊂ BX

xn
w
−→
x, y Sep(xn) ≥ ǫ, enton
es ‖x‖ < δ.De�ni
ión 2.13. Un espa
io de Bana
h X, se di
e que es 
asi uniformemente
onexo,NUC, si para todo ǫ > 0,existe 0 < δ < 1 tal que toda su
esión (xn) ⊂ BX
on Sep(xn) ≥ ǫ, se tiene que Conv(xn) ∩ ((1 − δ)BX) 6= ∅.

36



Capítulo 3
RESULTADOSPor último este 
apítulo �nal tiene por objetivo 
entral mostrar 
uales de estaspropiedades estudiadas se 
umplen en el espa
io 
o
iente y bajo qué 
ondi
iones setras�eren a los espa
ios 
o
ientes.

§3.1. Propiedades uniformes de los espa
ios de Bana
h.Teorema 3.1. Sea X un espa
io de Bana
h uniformemente 
onvexo y M ⊆ X unsubespa
io 
errado. Enton
es X/M también es un espa
io uniformemente 
onvexo.Demostra
ión:Sea ǫ > 0. Como X es un espa
io de Bana
h uniformemente 
onvexo, existe
δ(ǫ) > 0 tal que para todo x, y ∈ BX y ‖x− y‖ ≥ ǫ enton
es ∥∥∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ(ǫ).Consideremos α +M,β +M ∈ BX/M
tales que ‖(α− β) +M‖X/M

≥ ǫ.Ahora por la proposi
ión 1.5 podemos garantizar la existen
ia de x, y ∈ BX talesque
π(x) = α +M y π(y) = β +M.Ahora bien, por la proposi
ión 1.2 se tiene ‖x− y‖ ≥ ‖(α− β) +M‖X/M

≥ ǫ.Se obtiene de la hipótesis que ∥∥∥
∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ(ǫ) y 
omo 
onse
uen
ia
∥

∥

∥

∥

(α + β) +M

2

∥

∥

∥

∥

X/M

≤

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ(ǫ)
on
luyendo así la demostra
ión. �Teorema 3.2. Sea X un espa
io de Bana
h uniformemente yM ⊆ X un subespa
io
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io uniformemente no-
uadrado.37



CAPÍTULO 3. ResultadosDemostra
ión:Por hipótesisX es un espa
io de Bana
h uniformemente no-
uadradoenton
es existe δ > 0 tal que si x, y ∈ BX y ∥∥∥
∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

> 1− δ impli
a que ∥∥∥
∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

≤

1 − δ.Ahora queremos ver que este δ es el bus
ado para el 
aso del espa
io 
o
iente.En efe
to, sean α +M,β +M ∈ BX/M
tales que

∥

∥

∥

∥

(α+ β) +M

2

∥

∥

∥

∥

X/M

> 1 − δ.La proposi
ión 1.5 nos garantiza la existen
ia de x, y ∈ BX tales que
π(x) = α +M y π(y) = β +M.Así, ha
iendo uso de la proposi
ión 1.2 obtenemos

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≥

∥

∥

∥

∥

(α + β) +M

2

∥

∥

∥

∥

X/M

> 1 − δ,lo 
ual impli
a ∥∥∥
∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ y seguidamente
∥

∥

∥

∥

(α− β) +M

2

∥

∥

∥

∥

X/M

≤

∥

∥

∥

∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1 − δ.Probando así que el espa
io 
o
iente es uniformemente No-
uadrado. �Teorema 3.3. Sea k ≥ 2 un entero. Sea X un espa
io de Bana
h fully k-
onvexo y
M ⊆ X un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io fully k-
onvexo.Demostra
ión:Sean k ≥ 2 y (xn +M) un su
esión de BX/M

tal que
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(xn1

+M) + ... + (xnk
+M)‖ (3.1)Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (xn + M) esta 
ontenida enla BX/M

, ya que podemos suponer que existe N ∈ N tal que si n ≥ N , enton
es
xn +M 6= 0 y así de�nimos x′n +M = (xn +M)/‖xn +M‖, de lo 
ontrario el limite
(3.1) no se 
umple, en 
onse
uen
ia existe una 
antidad �nita de 
eros en la su
esión.Veamos que (xn +M) es una su
esión de Cau
hy en X/M .Cómo antes existe xn ∈ BX tal que π(xn) = xn +M .Ahora anali
emos (3.1): 38



CAPÍTULO 3. Resultados
k = ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(xn1

+M) + ... + (xnk
+M)‖

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn1
+ ...+ xnk

‖ por la proposi
ión 1.2
≤ ĺım

n1,...,nk→+∞
(‖xn1

‖ + ...+ ‖xnk
‖) por desigualdad triangular

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

(1 + ...+ 1) pues xn ∈ BX

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

(k)

= kEn 
onse
uen
ia ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn1
+ ...+ xnk

‖ = k, y 
omo X es Fully k-Convexose tiene que (xn) es una su
esión de 
au
hy en X.Luego por la proposi
ión 1.2 parte (i) sabemos ‖(xn−xm)+M+‖X/M
≤ ‖xn−xm‖.Así (xn +M) es de 
au
hy en X/M . Y por tanto X/M es Fully k-Convexo. �Teorema 3.4. Sea X un espa
io de Bana
h débil 
onvexo y M ⊆ X un subespa
io
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io débil 
onvexo.Demostra
ión:Sea (xn + M) ⊆ BX/M

tal que ĺım
n1,...,nk→+∞

‖(xn1
+M) + ...+ (xnk

+M)‖ = kpara todo k ∈ N.Veamos que (xn +M) es una su
esión 
onvergente en X/M .Por la proposi
ión 1.5 existen xn ∈ BX tal que π(xn) = xn +M .Anali
emos lo siguiente:
k = ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(xn1

+M) + ... + (xnk
+M)‖ para todo k ∈ N

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn1
+ ...+ xnk

‖ por la proposi
ión 1.2
≤ ĺım

n1,...,nk→+∞
(‖xn1

‖ + ...+ ‖xnk
‖) por desigualdad triangular

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

(1 + ...+ 1) pues xn ∈ BX

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

(k)

= k 39



CAPÍTULO 3. ResultadosPor tanto ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn1
+ ... + xnk

‖ = k.Y 
omo X es débil 
onvexo, tenemos que (xn) es una su
esión 
onvergente en X.O sea: Dado ǫ > 0, existe N ∈ N tal que n > N , enton
es ‖xn − x‖ < ǫ para
x ∈ X.Ahora por la proposi
ión 1.2 parte (i) sabemos que: ‖(xn−x)+M‖X/M

≤ ‖xn−x‖.Luego tendríamos; ‖(xn − x) +M‖X/M
≤ ǫ para algún x ∈ X.Con lo 
ual podemos 
on
luir que el espa
io X/M es débil 
onvexo. �

§3.2. Propiedades lo
ales de los espa
ios de Bana
h.Teorema 3.5. Sea X un espa
io de Bana
h lo
al uniformemente 
onvexo y M unsubespa
io 
errado del espa
io X. Enton
es X/M también es un espa
io lo
al uni-formemente 
onvexo.Demostra
ión:Sea ǫ > 0 y x+M ∈ SX/M
.Ahora por la re�exividad de espa
io SX/M

= π(SX).Luego existe x ∈ SX tales que π(x) = x+M.Como X es Lo
al uniformemente Convexo, existe δ(ǫ, x) > 0 tal que para todo
y ∈ BX y ‖x− y‖ ≥ δ(ǫ, x).Supongamos que y +M ∈ BX/M

tal que ‖(x− y) +M‖X/M
≥ ǫ, nuevamente porla proposi
ión 1.5 existe y ∈ BX tal que π(y) = y +M .Así ‖x−y‖ ≥ ‖(x−y)+M‖X/M

por la proposi
ión 1.2 parte (i), enton
es ∥∥x+y
2

∥

∥ ≤

1 − δ(ǫ, x). Pues satisfa
en las 
ondi
iones de la de�ni
ión de Lo
al uniformementeConvexo.Y por la proposi
ión 1.2 parte (i)
∥

∥

∥

(x+y)+M
2

∥

∥

∥

X/M

≤
∥

∥

x+y
2

∥

∥.En 
onse
uen
ia tenemos ∥∥
∥

(x+y)+M
2

∥

∥

∥

X/M

≤ 1 − δ(ǫ, x).Demostrando así que el espa
io X/M es Lo
al uniformemente Convexo. �40



CAPÍTULO 3. ResultadosTeorema 3.6. Sea k ≥ 1 un entero.Sea X un espa
io de Bana
h re�exivo y lo
alfully k-
onvexo y M de un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es un espa
ioLo
al Fully k-Convexo.Demostra
ión:Sean x0 + M ∈ SX/M
y (xn + M) una su
esión de BX/M

. Supongamos que
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(x0 +M) + ... + (xnk

+M)‖ = k + 1. Veamos que
ĺım

n→+∞
‖(xn − x0) +M‖X/M

= 0.Por la re�exividad del espa
io tenemos que SX/M
⊂ π(SX).Así existe x0 ∈ SX tal que π(x0) = x0 +M además por la proposi
ión 1.5 existe

xn ∈ BX tal que π(xn) = xn +M .Ahora veamos lo siguiente:
k + 1 = ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(x0 +M) + (xn1

+M) + ... + (xnk
+M)‖

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

‖x0 + xn1
+ ...+ xnk

‖ por la proposi
ión 1.2 parte (i)

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

(‖x0‖ + ‖xn1
‖ + ...+ ‖xnk

‖) por desigualdad triangular
≤ ĺım

n1,...,nk→+∞
(1 + 1 + ...+ 1) pues xni

∈ BX y x0 ∈ SX

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

k + 1

= k + 1En 
onse
uen
ia ĺım
n1,...,nk→+∞

‖x0 + xn1
+ ... + xnk

‖ = k + 1. Pero por hipótesissabemos que X es Lo
al Fully k-
onvexo, así tenemos ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn − x0‖ = 0Pero por la proposi
ión sabemos que:
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(xn − x0) +M‖X/M

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn − x0‖ = 0Con lo 
ual podemos 
on
luir que el espa
io X/M es Lo
al Fully k-
onvexo. �Teorema 3.7. Sea X un espa
io de Bana
h re�exivo y lo
al débilmente Convexoy M de un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io lo
al débilmente
onvexo. 41



CAPÍTULO 3. ResultadosDemostra
ión:Sean x+M ∈ SX/M
y (xn +M) ⊆ BX/M

tal que
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(x+M) + ... + (xnk

+M)‖ = k + 1 para todo k ∈ N.Veri�quemos que ĺım
n→+∞

‖(xn − x) +M‖X/M
= 0.Por la re�exividad del espa
io tenemos que SX/M

⊂ π(SX).Así existe x ∈ SX tal que π(x) = x + M además por la proposi
ión 1.5 existe
xn ∈ BX tal que π(xn) = xn +M .Ahora veamos lo siguiente:
k + 1 = ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(x+M) + (xn1

+M) + ...+ (xnk
+M)‖ para todo k ∈ N

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

‖x+ xn1
+ ... + xnk

‖ por la proposi
ión 1.2 parte (i)

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

(‖x‖ + ‖xn1
‖ + ... + ‖xnk

‖) por desigualdad triangular
≤ ĺım

n1,...,nk→+∞
(1 + 1 + ...+ 1) pues xni

∈ BX y x0 ∈ SX

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

k + 1

= k + 1.En 
onse
uen
ia ĺım
n1,...,nk→+∞

‖x0 + xn1
+ ... + xnk

‖ = k + 1. Re
ordemos que porhipótesis sabemosX es lo
al débilmente Convexo, así tenemos ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn−x0‖ =

0 Pero por la proposi
ión sabemos que:
ĺım

n1,...,nk→+∞
‖(xn − x0) +M‖X/M

≤ ĺım
n1,...,nk→+∞

‖xn − x0‖ = 0.Así el espa
io 
o
iente también es LwC. �

§3.3. Otras propiedades de los espa
ios de Bana
h.Teorema 3.8. Sean X un espa
io de Bana
h re�exivo, estri
tamente 
onvexo y Mde un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io estri
tamente 
onvexo.Demostra
ión:Sean α +M,β +M ∈ SX/M
tal que ‖(α+ β) +M‖ = 242



CAPÍTULO 3. ResultadosAhora por ser X un espa
io re�exivo se 
umple que SX/M
⊆ π(SX), así existen

x, y ∈ SX tal que π(x) = α +M y π(y) = β +M.Por la proposi
ión 1.2 parte (i) tenemos 2 = ‖x+ y‖ ≥ ‖(α+ β) +M‖X/M
= 2.Así ‖x+ y‖ = 2 y en 
onse
uen
ia x = y, pues x, y 
umplen 
on la de�ni
ión deestri
tamente 
onvexo, 
on lo 
ual α +M = β +M .Y por tanto el espa
io X/M es un espa
io estri
tamente 
onvexo. �Teorema 3.9. Sean X un espa
io de Bana
h re�exivo, 
on la propiedad Kade
-Kleey M de un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io 
on la propiedadKade
-Klee.Demostra
ión:Sean x+M ∈ SX/M

, y una su
esión (xn +M) ⊂ SX/M
tal que (xn +M) w

−→
x+MAhora existen elementos x ∈ SX y (xn + M) ⊂ SX tales que π(x) = x + M y

π(xn) = xn + M para 
ada n ∈ N, esto por ser X un espa
io de Bana
h re�exivo
SX/M

⊆ π(SX),Veamos que ĺım
n→+∞

‖(xn − x) +M‖X/M
= 0.Por otro lado sabemos que (xn) es una su
esión a
otada en X un espa
io espa
iore�exivo, enton
es por el lema existe una subsu
esión (xnk

) de (xn) tal que
(xnk

) w
−→
z para algún z ∈ X.Luego 
omo la norma es débilmente 
ontinua inferiormente tenemos

‖z‖ ≤ ĺım ı́nf ‖xnk
‖

≤ ĺım ı́nf 1 = 1.Así tenemos ‖z‖ ≤ 1 (i)Ahora bien xnk
+M = π(xnk

) w
−→
π(z) = x+M.Observemos que 1 = ‖x+M‖X/M
= ‖π(z)‖X/M

= ‖z +M‖X/M
≤ ‖z‖ (ii)De (i) y (ii) tenemos que ‖z‖ = 1. Luego 
omo z ∈ SX 
on xnk

w
−→
z, enton
es

ĺım
n→+∞

‖xn − z‖ = 0 por ser X un espa
io que posee la propiedad Kade
-Klee. �43



CAPÍTULO 3. ResultadosTeorema 3.10. Sean X un espa
io de Bana
h re�exivo, 
on la propiedad uniforme-mente Kade
-klee y M de un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es un espa
io
on la propiedad uniformemente Kade
-klee.Demostra
ión:Sea ǫ > 0 y (xn +M) ⊂ BX/M
tal que (xn +M) w

−→
x+M y Sep(xn +M) ≥ ǫ.Veamos que existe 0 < δ < 1 tal que ‖x+M‖ < 1 − δ.Ahora por la proposi
ión 1.5 existe xn ∈ BX tal que π(xn) = xn +M .Por otro lado es 
laro que xn es una su
esión a
otada en el espa
io re�exivo X,enton
es por el lema existe una subsu
esión (xnk

) de (xn) tal que
(xnk

) w
−→
z para algún z ∈ X.Como la norma es débilmente semi
ontinua inferiormente se tiene que ‖z‖ ≤ 1.Además sabemos que para 
ada n,m ∈ N se 
umple:

ǫ < Sep(xn +M)

= ı́nf{‖(xn − xm) +M‖X/M
: n 6= m}

≤ ‖(xn − xm) +M‖X/M

≤ ‖xn − xm‖Luego ǫ es 
ota inferior para el 
onjunto {‖xn − xm‖ : n 6= m}.Así Sep(xn) = ı́nf{‖xn − xm‖ : n 6= m} ≥ ǫ > 0, 
on lo 
ual Sep(xn) ≥ ǫ, luegopor hipótesis X es uniformemente Kade
-Klee, enton
es ‖z‖ < 1 − αY 
omo xnk
+M = π(xnk

) w
−→
π(z), por 
onvergen
ia débil π(z) = x+M .Ahora ‖x+M‖X/M

= ‖π(z)‖X/M
= ‖z +M‖X/M

≤ ‖z‖ < 1 − δPor tanto el espa
io X/M es uniformemente Kade
-klee. �Teorema 3.11. Sean X un espa
io de Bana
h re�exivo, 
on la propiedad 
asi uni-formemente 
onvexo y M de un subespa
io 
errado de X. Enton
es X/M es unespa
io 
on la propiedad 
asi uniformemente 
onvexo.
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CAPÍTULO 3. ResultadosDemostra
ión:Sea ǫ > 0, 
omo X es 
asi uniformemente 
onvexo, existe 0 < δ < 1 tal que se
umplen las 
ondi
iones de la de�ni
ión.Sea (xn +M) ⊂ BX/M
tal que Sep(xn +M) ≥ ǫ.Como X es un espa
io re�exivo, así existe una su
esión (yn) ⊆ BX tal que

π(yn) = xn +M para 
ada n ∈ N.Sabemos que
ǫ ≤ Sep(xn +M) = ı́nf{‖(xn − xm) +M‖X/M

: n 6= m}

≤ ı́nf{‖xn − xm‖ : n 6= m}

≤ Sep(xn).Luego Sep(xn) = {‖xn − xm‖ : n 6= m} ≥ Sep(xn + M) ≥ ǫ. Así Sep(xn) > ǫ,así la hipótesis garantiza Conv(xn) ∩ ((1 − δ)BX) 6= ∅.Faltaría demostrar que x+M ∈ Conv(xn +M) ∩ ((1 − δ)BX/M
).Note que 1 − δ ≥ ‖x‖ ≥ ‖x+M‖. Luego, x+M ∈ (1 − δ)BX/M
.Además, x ∈ Conv(xn), tenemos x =

∑k
j=1 αjxnj

. En 
onse
uen
ia x + M =
∑k

j=1(αjxnj
+M).Luego x+M ∈ Conv(xn +M) 
on lo 
ual se 
on
luye la demostra
ión. �
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