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Resumen

Esta monografia se basa en el trabajo realizado por el profesor José Morales en [11]
y el objetivo central de este trabajo es dar a conocer algunas propiedades geométricas
de los espacios de Banach, entre las que podemos senalar: espacios uniformemente
convexos, espacios uniformemente no cuadrados, espacios localmente uniformemente
convexos, espacios estrictamente convexos, entre otros; seguido de un andlisis de

cuando tales propiedades se trasladan al espacio cociente.
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CAPITULO 1
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Este capitulo tiene como objetivo dar una breve introduccion a la teoria de es-
pacios de Banach; las definiciones y propiedades basicas; y se establecen notaciones,
que son necesarias para el buen desarrollo del trabajo y con ello hacer la tarea menos

ardua al lector que no este familiarizado.

Merece una atencion especial las definiciones y propiedades del espacio cociente;

por ser parte central de nuestro trabajo.

El campo de los nimeros reales y complejos son denotados por R y C, respecti-
vamente. El simbolo K denota a un campo que puede ser R o C, cuyos elementos

son llamados escalares.

§1.1. Definiciones y notaciones

Un Espacio Vectorial o Espacio lineal sobre IK, es un conjunto X de objetos
llamados vectores dotado de una operacion + de X x X en X llamada Adicién de
vectores y una operacion - de K x X en X, llamada multiplicacién de vectores por

escalar que satisfacen las siguientes condiciones:

1. La adicién es conmutativa y asociativa.

2. Existe el vector nulo 0 € X, a veces llamado el origen de X, tal que z+0 =z

para todo z € X.

3. Para todo escalar a, By z,y € X, se cumple a(x +y) = az + By, (a + )z =
axr + Bz y a(fx) = (af)x.

4. Para cada vector x € X, existe el vector —z tal que x + (—z) = 0.
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5. Para cada vector z, 1z = x.

En un espacio topoldgico, la clausura de un conjunto A, se denota por: A.

Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial dotado de una topologia

de forma que las operaciones suma y producto por escalares sena funciones continuas.

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial. La norma en X, es una funcion
de valor real || - ||, en X que satisface las siguientes condiciones para todo elemento

z,y € X, y cada escalar a € K :
Lzl >0 siz#0y |z|| =0 siy sdlo si x =0,
2. o] = lafl[z]],
3. [l +yll < llzll + vl

La definicion general de norma se basa en generalizar a espacios vectoriales ab-

stractos de la nocion de modulo de un vector de un espacio Euclideo.

Definicién 1.2. Un espacio vectorial dotado de una norma, es llamado espacio

normado y denotado por (X, | - ).

Observacioéon 1.1. Todo espacio normado genera una métrica, en la cual la distancia

d(x,y) entre dos puntos x,y se define por

d(z,y) = ||z —yl|.
La importancia de esto radica en que todo espacio normado se convierte en un

espacio vectorial topologico.

Y para completar las definiciones y notaciones sobre espacios normados, solo resta
definir los abiertos basicos en estas topologia: la esfera Sy y la bola unitarias By
en X:

Sy ={zeX: |z =1}, By ={z € X :|lz]| <1}.
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§1.2. Convexidad.

Definicién 1.3. Sea K un subconjunto de un espacio normado X, se dice que K es

convezxo si para todo par de puntos x,y € K el segmento
[z,y] ={ty+ (1 = t)z : £ € [0,1]}
estd totalmente contenido en K.

Dados x1, x9, ...,z, € X una combinacion lineal convexa es un elemento r € X

tal que
i=1

donde 0 <t <1, paratodoi=1,2,...nyt;+ta+..+1t,=1.
Se define la capsula o envolvente convexa de A, como el conjunto de todas las

combinaciones convexas de elementos de A, equivalentemente la definicion que sigue:

Definicion 1.4. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si A es un subconjunto cualquiera
de X. Se define la cdpsula convexa de A en X como la interseccion de todos los
conjuntos converos que contienen a A, o lo que es equivalente; el menor conjunto
convexo que contiene a A.

Usualmente se denota por Conv(A) ¢ Co(A).

De forma similar, se define la cipsula convexa cerrada de X como la interseccion

de todos los conjuntos convexos cerrados que contienen a A, y es denotado por
Conv(A) 6 Co(A).

Podemos citar las siguientes propiedades:
Lema 1.1. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio lineal X,
1. Co(aA) = aCo(A)

2. Co(A+ B) = Co(A) + Co(B)

3. Co(A) = Co(A)
}. Co(aA) = alo(A)

5. 8i Co(A) es compacto, Co(A+ B) = Co(A) + Co(B)
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6. Si las cipsulas de A y B son compactos,
Co(AUB) = Co(Co(A) U Co(B))
Teorema 1.1. Sean X un espacio de Banach y A C X un subconjunto compacto.

Entonces Co(A) es compacto.

Las pruebas pueden encontrarse en [6] y [2].
Una funciéon T se dice operador lineal, o transformacion lineal, si su dominio y

rango son espacios lineales sobre un mismo campo K. Especificamente, se define:

Definicién 1.5. Sean X y Y espacios vectoriales con campo de escalares K. La
funcion funcion T : X — Y es llamada Operador Lineal si, para x,y € X y

a e K:
1. T es lineal, es decir, T(x +y) = T(z) + (y)
2. T es homogéneo, es decir, T(ax) = oT(x)

Se reserva el término Functonal lineal para aquellos operadores lineales cuyo

rango estd el campo de coeficientes de X, K.

Definicién 1.6. Sean X, Y espacios topoldgicos. Un funcional f: X — Y es:

1. continuo en un punto x € X si para cada vecindad V de f(x), existe una
vecindad U de x tal que f(U) C V.

2. continuo en X si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~H(V)

es abierto en X.

Definiciéon 1.7. En un espacio normado X se dice que una sucesion (x,) es una
sucesion de Cauchy si para cualquier € > 0, existe un numero entero N € IN tal

que para todo n, m mayores que N se tiene que ||z, — z,|| < €.

Definicion 1.8. Sea X un espacio normado. Si toda sucesion de Cauchy en X

converge a un punto de X, se dice que X es Completo.
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§1.3. Espacios de Banach.

Definicién 1.9. Un Espacio de Banach es un espacio normado el cual es completo

en la métrica definida por su norma.

Ejemplo 1.10. Podemos citar algunos ejemplos de espacios de Banach importantes

como Son.

= Sea X el espacio vectorial de todas las n-uplas de nimeros reales o complejos

(R™, C"). La norma del supremo definida como
|| ’ ||OO = méx(|$l|)? donde x = (xlaléa 7$n)
El espacio (X, || - ||o) es denotado por (7.

m Sea X = (R"),C" y 1 < p< oo. Entonces la funcion

n v
|-l = (Z |£Ei|p) ; donde = (1,22, ..., Tp).
i=1

El espacio X conjuntamente con la norma || - ||, es denotado por (3.

m Para 1 < p < oo el espacio £ (N) de todos las sucesiones {x;}2,, las cuales

satisfacen Yy .o, |z;|P < oo dotado de la norma

1
- llp = <Z\xi\”> , donde x = ()2,

i=1

es un espacio de Banach.

» El espacio Uy, = U (N) denota el espacio normado de todas las sucesiones de

valores escalares acotadas cuya norma se define como
|- lloo = sup{|zi;i € N} para x = ()32,

En adelante U (M) denota el espacio normado de todas las funciones acotadas
f:M — F con ||f| = sup{|f(z)| : « € M}, donde F denota el campo de

escalares.

» El espacio ¢ = ¢(N) es el subespacio lineal de (o (N) formado por todas las
sucesiones de valores escalares x = (2;)52, en las cuales lim (x;) existe y es
1— 00

finito.
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» El espacio co = co(N) es un subespacio lineal de ¢ formado por todas las suce-

siones escalares x = (x;)32, en las cuales lim (x;) = 0.
11— 00

Definicién 1.11. Sea X un espacio vectorial topologico. El espacio dual de X,
o conjugado de X, que denotaremos por X*, es el espacio vectorial de todos los

funcionales lineales continuos sobre X.
La suma y multiplicacion de elementos de X* son definidos por
(2] +23)(2) == zi(2) + 23(2),  (az))(2) = a.zi(z).

Ejemplo 1.12. Podemos mencionar los duales de algunos de los espacios consider-

ados anteriormente:
| | CE’; —= El;
n 0=l
. 1 1
m Sip,q€ (1,+00) son tales que — + — = 1, entonces g; =5
p q

Teorema 1.2. Un funcional lineal f definido en un espacio vectorial normado X es

acotado si y solo si es continuo.
Demostracién:La prueba se puede encontrar en [1].
Teorema 1.3. 57 X es un espacio normado, X* es un espacio de Banach.

Debido a esto, una manera de demostrar que un espacio normado es un espacio

de Banach es demostrar que es el dual de algiin espacio normado.

Teorema 1.4. Suponga que x es un elemento de un espacio normado X . Entonces
||z|| = sup{|z*(z)| : 2" € Bx+}

Ademds, el supremo es alcanzado en algin punto de Bx«.
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§1.3.1. El bidual y la Reflexividad.

Definicién 1.13. Sea X un espacio normado. El doble dual o bidual de X, es el

dual del espacio X™, y lo denotaremos por por X**.

Asi tomando como referencia el ejemplo (1.12) podemos concluir que ¢§* =l y
para 1 < p < oo se tiene que £;* = {,. Recordemos que estas igualdades solo signif-
ican la existencia de isomorfismos entre estos espacios, y que el abuso del lenguaje

usualmente nos permite escribirlo de esta forma.

Definicién 1.14. Sea X un espacio de normado. La aplicacion
R: X — X*
definida por
Q(x) : " — 2" ()
para cada x € X y x* € X* es llamada aplicacion candnica de X en X**.

Note que si «, 3 son escalares y z, y € X y 2* € X* se tiene que

Qlax + py)(z") = a"(ax+ By)
= 2"(az) +2"(By)
= az"(z) + Bz"(y)
= aQ(z)(@") + BQ(y)(z")
= (aQ(z) + BQ(y))(z")

Es decir, la linealidad de z* garantiza la linealidad de Q).

Ademas, para cada x € X se tiene que

1Q(@)l[x=+ = sup [Q@)(f)| = sup [f(z)] < sup [If[l[lz]| = z[.
f€Bx~ f€Bx~ f€Bx~
El teorema de Banach garantiza la existencia de fo € Sx- tal que fo(z) = ||z, en
cuyo caso tenemos que |Q(x)|| > |fo(x)] = ||z||. Con lo cual se concluye que @ es

una isometria sobre X™**.
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Proposicion 1.1. Sea X un espacio normado. Entonces () es un isomorfismo de X

en X** . Y el subespacio Q(X) es cerrado si y sdlo si X es un espacio de Banach.

Definicién 1.15. Un espacio de Banach X se dice reflexivo si la aplicacion Q, de
la definicion (1.14), de X en X** es sobreyectiva.

En este caso, haciendo nuevamente un abuso del lenguaje, escribimos X = X**.

Teorema 1.5. Todo subespacio de un espacio normado reflexivo es reflexivo.

§1.4. Espacio Cociente.

La idea ahora es, conocido un espacio vectorial, normado o Banach, X generar
nuevos espacios; espacios cocientes.
En esta seccion consideramos X, un espacio lineal sobre un campo K, y consid-

eramos la familia § de todos los subespacios lineales de X.

Dadas E y F en § se define:

E+F ={zs+y:2€EyycF},
el cual sigue siendo un elemento de §.

Un caso particular ocurre cuando E+F = X y ENF = &. Cuando esto ocurre

se dice que X es la suma directa de E y F; que se denota usualmente por X = EQF.

Las condiciones dadas garantiza que todo elemento x € X, tiene una dnica rep-
resentacion de la forma z =e+ f dondeec Ey f € F.

Cada vez que en un espacio lineal X se pueda descomponer en la suma directa
de dos de sus subespacios se dice que dichos subespacios son algebraicamente
complementarios.

F. J. Murray en el ano de 1937, noto la existencia de subespacios no comple-
mentados en espacios de Banach. De hecho, su descubrimiento se refiere a ¢, con

p=2,p>1.

Mas tarde, en el ano de 1940, R.S. Phillips demostré que ¢y no es complementado

en {.
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Definicién 1.16. Sea M un subespacio lineal del espacio vectorial X. Se define el

espacto Cociente X/ por
X/y={z+M:zeX}
] =x+M={x+y:y € M} esllamada clase lateral de M en X.

La adicion y multiplicacion por un escalar se definen por: [z]+[y] = [x+y], 0 lo que

es equivalente (z+ M)+ (y+M) = (z4+y)+ M y alz] = [az] o a(x+ M) = (ax)+ M.
Observacion 1.2. 1. 0+ M = M,
2. [x|=c+M=y+M=]|y] siysolosiy—zecM
3. De lo anterior se sigue que para x,y € X, se tiene que [x] N [y] =0 6 [z] = [y]
4. [z] =[x +y] para cada y € M.

Con estas observaciones es facil verificar que X/, es un espacio vectorial, lo cual

nos permite definir ahora una norma en dicho espacio.

Definiciéon 1.17. Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado X . Se define

la norma cociente de X/, es dada por la formula
HZB + MHX/M = fnf{||a: - m” tme M}

Teorema 1.6. St M es un subespacio cerrado de un espacio normado X, entonces

la norma cociente definida en X/ satisface las condiciones de la definicion (1.2).

Demostracién:En efecto, si x + M es un elemento del cociente, es claro que
|z + Ml x/,, 20

puesto que esta definido como el infimo de ntimeros que son no negativos.
Si suponemos que |z + M||x/,, = 0, eso implica que d(z, M) = 0. Como M es
un subespacio cerrado, eso implica que x € M, que por la observacion (1.2) se tiene

que x + M =0+ M.
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Ahora, si a #0 € Ky o+ M € X/, entonces
ez + M)l[x/0, = llax+ Mllxy,,
= it {flaz—m|x}
AU e
meM a llx
= o it (e —mly)
= o|xz+ M|
Finalmente, sean = + M, y+ M y z + M clases en X /), entonces

[(z+M)—(y+M)x,, = ll(z—y)+M|x,,
= f |[(z —y)+mlx

< | x—m|lx + || — mal|x para mq,my € M

Tomando infimo en cada uno de los lados de la desigualdad sobre elementos de M,

encontramos que
@+ M) = (y+Mlx, < [l2+ Ml +lly+ Mllx,,-
Esto concluye la prueba de que hemos definido una norma sobre X/ ;. |
Proposicién 1.2. Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado X.
(i) Siz e X, entonces ||z|| > ||z + M| x/,, -

(ii) Siz € X y e > 0, entonces existe ' € X tal que 2’ + M =x+ M y
[2']] < llz+ M[| +e.

Demostracién:
d(z, M) = ||x+M||X/M
= {nf{||lz—z|| :2€ M}!
< |z =0f = [l=[|-

Asi queda demostrada la primera parte de la proposicion, ||z + M| < ||z||.

10
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Para demostrar la segunda parte supongamos que x € X y € > 0.

Podemos elegir m € M tal que ||z —m|| < d(x, M) +e= |z + M| +¢

Entonces el 2’ buscado es x — m, con lo cual se concluye la demostracion. |

Como consecuencia inmediata tenemos los siguientes teoremas:

Teorema 1.7. 5t M es un subespacio cerrado de un espacio de Banach X, entonces

X/M también es un espacio de Banach.
Demostracion:. La prueba se puede hallar en [9)].

Definicion 1.18. Sean (X, || - ||) un espacio normado X, M un subespacio cerrado

de X. La aplicacion cociente se define
X — X/u

r — x+M

Proposicioén 1.3. Si X es un espacio normado reflexivo y M un subespacio normado

de X. Entonces X/ es reflexivo.

Observacion 1.3. 1. Si toda sucesion de cauchy es convergente en || - ||x, en-
tonces X/p es un espacio de Banach. En particular si X es un espacio de

Banach X/ es un espacio de Banach.

2. |7(x)||x/0 < |lllx, lo cual quiere decir que 7 es continua; y si M = {y € X :

llyllx = 0}, entonces se cumple la igualdad.

3. Si U es un abierto en X entonces w(U) es abierto en X/, esto es: m es una

aplicacion abierta.

Proposiciéon 1.4. Sean x + M,y + M € By/,, entonces se cumple que:

_ (:B+M)+(y+M)H< a:+y”
2 | 2

i <a:+M>—<y—M>H< —yH
2 2

11
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Demostraciéon:En el primer caso:

@+ M)+ y+ M) < |[(z+y)+ M|
= nf{||(z+y)—z| :2€ M}
< o4yl

Para el segundo caso usamos lo anterior y sustituyendo y por — y. |

Proposicién 1.5. Si M es un subespacio cerrado de un espacio normado X y m la
aplicacion cociente de X en X/p entonces la imagen sobreyectiva de 7 de la bola

cerrada unitaria de X es la bola cerrada unitaria de X/

Demostracion:

(2) Sea x € By.

Note que:

Im(@)xrne = Nz + Mllxy,

IA

2 x

IN
—_

Asi W(Bx) Q Bx/M

(S) Seay+ M € Bxy,,. Si |ly+ M| x/,, <1, haciendo uso de la proposicion (1.2)
podemos hallar 3/ € X de tal forma que

y+ M=y +M y 1Y1lx < lly + Mllx/y + (L= lly+ Mllx/,,) =1
De lo cual se sigue
)=y +M=y+ M donde y' € Bx.
Obteniendo asi la igualdad de conjuntos deseada. |

Ejemplo 1.19. Consideremos el espacio de las funciones ¢ : X — C, medibles

tales que

12
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(fX |g0|Pd,u) < 0.
Se define la seminorma como:

1/P
ol = ( / W«w) |
X

Tomemos el subespacio de las funciones con seminorma nula, esto es:

S:{welLP:/X|s0|Pdu=0}

Y observemos que por teoria de la medida de conjuntos se cumple:

S:{goelLP:/X|g0|Pd,u:0}:{g0€]LP:g0:0 c.t.p.}

El espacio "/ es un espacio normado completo con la norma (| - ||)gr,,, ¥

(I + Mllp)rr/y, = llellp-

Este es un espacio de Banach muy importante que se le denomina espacio de

clase de funcionales I y generalmente se denota simplemente por (LY. | - ).

§1.5. Topologia Débil y Débil estrella.

La idea de esta secciéon es hacer una breve introduccion sobre la topologia débil,;
puesto que un trabajo en analisis funcional que pretenda tener un buen grado de
seriedad no podria pasar por alto esta topologia.

Informalmente, si tenemos un espacio vectorial topolégico X, y notamos X* por
su dual, vamos a definir la topologia débil en Xcomo la topologia mas débil en X
que nos da el mismo dual, o sea, si notamos por ¢, a la topologia débil entonces
tenemos que (X, 7,)* = X*. La topologia débil siempre va a ser localmente convexa.
La importancia de esta topologia es que el estudio de ésta nos da informacion valiosa

sobre la topologia original.

Lema 1.2. Sean 1, @, ..., on, ¥ funcionales lineales de un espacio vectorial X, en-

tonces son equivalentes:

13
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1. Dado € > 0 existen constantes ki, ks, ..., k, tales que |@;(x)| < k; implica que

()] <e.

2. Y es combinacion lineal de o1, @, ..., On,
3. Kery D Ker ;.

Proposiciéon 1.6. Sea X un espacio vectorial y ¢ un subespacio del dual algebraico
de X, X*, que separa puntos. La minima topologia lineal que hace continuos a todos

los elementos de ¢ es una topologia y su dual es ¢.

Definicién 1.20. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico tal que X* separa puntos,

la topologia de la proposicion anterior para X* se llama topologia débil de (X, T).

Si consideramos la aplicacion canonica @ : X — X** dada por Q(z)(p) = ¢(z)
para cada ¢ € X* se tiene que Q(X) es un subespacio de X** que separa puntos,
y aplicando la proposicion (1.6) se obtiene una topologia lineal en X*. La topologia
inducida por Q(X) en X* es llamada topologia débil estrella y denotada por w*.

La topologia w* es la minima topologia vectorial que hace continuas a todas las

evaluaciones.

Definicion 1.21. Un conjunto dirigido es un conjunto I con una relacion =< tal que:
» x <1z para cada x € I,
» Six =2y yy =z entonces x X z, para cada x,y,z € 1,

» Para cada x,y € I existe z € I tal que v 2z yy =X 2.

Una red o sucesion Moore-Smith en un conjunto X es una funcion desde un

conjunto dirigido I en X. El conjunto I es un conjunto de indices para la red.

Definicion 1.22. Sea (z,)acs €s una red en un espacio topolégico X y sea x € X.
Entonces (z,) converge a z, y x es llamada el limite de la (x,,) , si, para cada entorno
U de x, existe un ay en I tal que x,, € U siempre que sea oy = «. Esta convergencia

se escribe generalmente por x, — x o lim, x, = .

Definicién 1.23. La topologia débil de un espacio normado es la topologia mas
pequena para la cual cada miembro de la doble dual es continuo con respecto a que

la topologia.
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CAPITULO 1. Conceptos Fundamentales

Es importante tener presente la convergencia de redes en esta topologia, la cual

se expresa en las siguientes proposiciones.

Proposicion 1.7. Supongamos que (x4)acr, donde I es un conjunto no vacio dirigi-
do, con relacion =, es una red en X y que x es un elemento de X. Entonces xo “ x

si y solo si f(xy) — f(x) para cada f € X*.

Proposicion 1.8. Sea (f,)acr, con I como en la proposicion anterior, una red en

X y f € X*. Entonces fo ™ f siy sdlo si fo(x) — f(z) para cada x € X.

Note que en las proposiciones (1.7) y (1.8) nos hacen ver que la convergencia en la
topologia débil en X y la topologia débil estrella en X* coinciden con la topologia

de la convergencia puntual.

Observacion 1.4. Cuando consideremos un conjunto abierto en la topologia dé-
bil nos referiremos a €l como un w-abierto y los abiertos en la topologia fuerte se

denotaran como || - ||-abierto, o simplemente abiertos.
Las pruebas se pueden hallar en [2]
Teorema 1.8. Si (z,) es una red w-convergente en un espacio normado, entonces
lw = lim 2| < lm inf [|z, ).

Teorema 1.9 (Teorema de Banach-Alaoglu). Si X es un espacio normado, entonces

Bx+ es compacta en la topologia débil estrella. (Bx~ es w*-compacta).

Corolario 1.10. 57 X es un espacio de Banach, un subconjunto de X* es w*-

compacto si y solo si es w*-cerrado y acotado.

Teorema 1.11 (Teorema de Goldstine). Sea X un espacio normado y Q la apli-
cacion natural de X en X**. Entonces la w*-clausura de Bx en X** es Bx«. En

consecuencia, X es w*-denso en X**.

w

Bx" = By

Teorema 1.12. Sea X un espacio Banach. Entonces X es reflezivo si y solo si Bx

es w-compacta.

Proposicion 1.9. Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo st X* es reflexivo.

15



CAPITULO 2

ALGUNAS PROPIEDADES
GEOMETRICAS DE LOS ESPACIOS DE
BANACH.

El estudio de la geometria de un espacios de Banach X esta relacionada con la

bola unitaria By.

§2.1. Propiedades uniformes de los espacios de Banach.

Comenzamos con el estudio de una importante subclase de espacios reflexivos: los
espacios de Banach uniformemente convexos. La nocion de convexidad uniforme para
la bola unitaria de un espacio de Banach es un concepto geométrico, que pretende
paliar las desventajas que la bola asociada a una norma cualquiera presenta en
relacion a la de un espacio de Hilbert.

Imaginemos la bola unitaria cerrada de los espacios

(b, |1.]]2) (G [1-1l2) (Loos [I-1]2)

Note que ninguna de estas dos ultimas bolas unitarias son redondas en el sentido
usual de la palabra, ya que sus fronteras estan formadas por segmentos de recta.

Caso contrario con la primera de las esferas dada. Todo esto se conoce como las

16



CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

propiedades de rotundidad o redondez de los espacios de Banach, que consideramos
a continuacion.

Dado que es mas facil hacer un andlisis sobre un espacio de Banach que tiene
una norma con buenas propiedades geométricas que en espacios generales, es impor-
tante conocer aquellos espacios de Banach que puede ser equivalente a uno que sea

estrictamente convexo bien sea de manera uniforme o no.

62.1.1. Espacios uniformemente convexos.

Definicion 2.1. Un espacio de Banach (X, ||-]|) se dice uniformemente convexo,
(UQ), si para cada € > 0, existe un 6(e) > 0 tal que para todo
r .,y € Bx y |z —yl|| > € se tiene que H:”—ngH <1—=4(e).

Algunos ejemplos de espacios uniformemente convexos son los espacios de Hilbert,
los espacios £, y los espacios de funciones L”[0, 1] con 1 < p < 4o0.

Veamos a continuacion dos ejemplos de espacios que son uniformemente convexos:
1. Seap e R con 1 <p < oo. Se define

LP(Q) = {f : Q — R: fes medible y | | € L'(Q)}

1/p
11l = [ / |f|pdx]

Sean p > 2, ¢ > 0 y supongamos que f,g € By con || f — gl, > €.

y su norma viene dada por

Ahora la desigualdad de Clarkson nos garantiza para 2 < p < 0o

f+g|” f g 1

1= < 71+ )
En nuestro caso:

f+g| 1 f—gll

J T3 < = p py _ || 9

154 < s - |54

(VAN
| =
—~
—_
+
[
N—
|
/N
|
N——
i

17



CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Ast [| 552, < 1= dcond =1~ (1- (g)p)l/p > 0.

Con lo cual queda demostrado que el espacio I” es uniformemente convexo.

2. Recordemos que para 1 < p < oo el espacio ¢,(N) de todas las sucesiones

r = {z,}2, las cuales satisfacen ) |z;|/P < co. Dotado de la norma ||z, =
(3 |z |Pdz)"? donde x = {z,}%,.
Sea € > 0 y supongamos que x,y € By, ||z —yl|, > e

Ahora por la desigualdad:
|+ B + o — BIF < 207 (|af” + |B]7)

Asi tenemos en nuestro ejemplo:

|z +uil? < 227N (|l + ylP) — |z — wil?

S < 2 (zwuzw) R
i=1 i=1 i=1 i=1
Sl ulr < 227 (el + llally) = ) lwi — il
i=1 i=1
Yolwtylr < 2= |r— il
i=1 i=1
ri+yll < 2P —|lx—ylh <2P —¢€
p
i=1
Z xz"—yz S 1_(5)177
— 2 2
r+y P < 1- (E)p.
2 2
Tty P

<1—6donde §=1— (1 _ (g)p)w.

En cuyo caso

Geométricamente, un espacio de Banach es uniformemente convexo si que dados

dos puntos diferentes en la bola unitaria del espacio tal que su distancia sea al menos

18



CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

e entonces su punto medio se encuentra dentro de la esfera, lo cual nos garantiza

ue la bola no puede tener segmentos.
b b & le —yll > €

%5 < 1-4(e)

Asociado a la convexidad uniforme, se define el modulo de convexidad del espacio.

Definicién 2.2. El modulo de convexidad o modulo de Clarkson de un espacio
de Banach X se define por:

r+y

5x(€) = inf {1 .

H cx,y € Sx, ||z —y| 26} para cada0 < € < 2

El médulo de convexidad estima la menor de las distancias a la esfera unitaria

de los puntos medios de cada par de puntos que distan al menos e.
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Observacion 2.1. En [}] puede encontrarse la prueba de que

inf{l —

r+y
2

H cx,y € Sy, ||x—y||26} = inf{l— cx,y € Sy, ||93—y||=e}

— inf{l— Tty : 2,y € By, ||:c—y!|26}

— inf{l— Ty : 2,y € By, ||:c—y!|=6}

Proposicion 2.1. X es un espacio uniformemente convexo si y sélo si dx(e) > 0,

para todo 0 < € < 2.

Demostracion:

(=) Sean X un espacio uniformemente convexo y 0 < ¢ < 2, lo cual implica la

existencia de d(e) > 0 tal que para cada z,y € Bx con |z — y|| > € se sigue

r+y

que || —— < 1=4(e).

Esto garantiza que d(€) es una cota inferior para el conjunto

{1_

r+y

H :x,yeBXynx—ynze}

20



CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

en consecuencia

Tr+vy

Jx(€) = inf {1 -

H cx,y € By y ||z — y| 26} > d(e) > 0.
Con lo cual se concluye la prueba de la condiciéon necesaria.

(«<=) Ahora supongamos que dx(€) > 0 para todo 0 < ¢ < 2, veamos que Jx/(€)

satisface las condiciones de la definicion de uniformemente convexo.

En efecto sean x,y € By tales que ||z —y|| > €. Haciendo uso de las propiedades

de infimos
r+y

0<5x(€) <1-—

. +
lo que es equivalente a %H <1—dx(e). [

En un espacio de Hilbert H una poderosa herramienta geométrica es la ley del

paralelogramo ||z + y||*> + ||z — y||*> = 2(||z||* + ||ly]|?). En el caso particular en que

] P Lt &
2 4

puede determinar la distancia entre el punto medio del segmento que une z y y en

2
la esfera S = {z € H : ||z|| =1} enHmediantel—Hx;szl— 1_7”:)3 4y|| .

Evidentemente, esta distancia siempre esta entre 0y 1, ademas si |[z—y|| > € entonces

lz|| = |ly|l = 1 se tiene que . De esta desigualdad se

|2 + yli ¢*
<1—4f1-—.
= 4

1—

En consecuencia el modulo de convexidad de un espacio de Hilbert H esta dado

por

Note que, si
(1) e < € se tiene que dx(€1) < dx(€2),
(ii) 0x(0) =0,

(iii) 0 < dx(e) < =, para todo € € [0, 2], en consecuencia lim dx(e) = 0.

e—07F

N ™
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

El lema siguiente nos da una caracterizacion de los espacios uniformemente con-

vexo en términos de sucesiones.

Lema 2.1. Un espacio de Banach X es uniformemente convexo si y sélo si dadas
Tn + Yn

(), (yn) dos sucesiones en Bx donde lim

=1, entonces lim ||z, —y,| = 0.
n— 400 n

——400

Demostracion:

(=) Sean X un espacio uniformemente convexo y (z,), (y,) sucesiones en By tales
Tn + Yn

que lim = 1 y supongamos que ||z, — y,|| no converge a cero.

n—-4oo

Asi, existen e > 0y subsucesiones(zy,), (¥n,) de (2,), (yn) € Bx, tales que
|Zn; — yn,|| > €. para todo j € IN.

De lo que se sigue que
0<e < lan, — ol < Jlm |l + Il | S 141 =2.

Luego, como X es uniformemente convexo existe dx(e) > 0 tal que =,y € By

con ||x — y|| > € se tiene que

r+y

H < 1-4(e).

En particular esto se cumple para (z,,;), (yn,), con cada j > 1.

Es decir:
Ty + Yn, .
ox(e) < 1-— JTyJ , para cada 7 > 1
0< x32y3 < 1—dx(e).
; Ty, + Yn, )
< J J < _ .
s (22) < pwo-oeo
1 S 1—5)((6).
5x(€) S 0

22



CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Lo cual contradice el hecho de que dx(¢) > 0.

(«<=) Supongamos ahora que X no es uniformemente convexo. Entonces existe ¢ > 0

tal que para cada 9, = o existen (z,), (y,) sucesiones en By tales que
n

|20 — ynll > €
Tn + Yn 1 1
2 on’

Luego

—_
I
T=
+)—l
85
N
—_
|
N
[\
:|"
N——
N——
IA
3
=
+
8
VR

)

< i (el

. Ty + ) s
Esto es, lim ( n T In ) = 1. Asi por hipotesis lim ||z, — y,|| = 0 lo cual
n—-+00 n—-+00
es absurdo puesto que para cada n € N ||z, — y,,|| > ¢ > 0. |

Teorema 2.1. (Teorema de Milman-Pettis)
St X es un espacio de Banach uniformemente convexo, entonces X es un espacio
Reflexivo.

Demostracion:

Sea z** € X**. Si ™ = 0 = Q(0) no hay nada que probar. Asi podemos suponer,
sin pérdida de generalidad que [|z**|| = 1.

El teorema de Goldstine nos garantiza que es Q(Bx) es w*-densa en Bx-+; en con-

o en X**.

w*
—

secuencia, podemos elegir una red (z,)ae; € Bx tal que Q(Bx)
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Hacemos (a, £1) = (aw, 52) si sélo si a3 < ag y f; = G2 y consideramos la red

(Q <xo¢%))(a,ﬁ)eu'

Para cualquier abierto U que contenga a z**, existe ay € I tal que Q(z,) €
U para oy = «a. Como U puede ser elegido convexo, (Q (ma%)) € U para

(o, 5) = (c1,1) y como esto es para todo entorno convexo U de z** se sigue

* . , To +
que (Q <x—“>> “* 2**. En consecuencia, [|z*|| < lim ||Q [ =22
8 ) ) (a,B)elxI — o 9
Esto es

, To + 2
@ 2
, To + X
= lfm||=2 =7
(6%
< liml=1.
(6%
N To+ 2
Es decir, lim ||[=2——8 ‘ =1.
(6%
Como X es uniformemente convexo se sigue que lim ||z, — 25| = 0,
(6%

lo cual implica que (Z,)aecs es una red de Cauchy en X; que es un espacio de
Banach.

Luego converge a algin z €X y en consecuencia Q(z,) — Q(x).

Asi, Q(x) = 2™ lo cual prueba la reflexividad de X. |

§2.1.2. Uniformemente No-Cuadrado.

En el ano de 1964, R.C. James en el articulo "Uniformly nonsquare Banach
Spaces” introdujo otro tipo de espacios, llamados los espacios uniformemente No-
Cuadrado.

Definicion 2.3. Un espacio de Banach X se dice uniformemente no-cuadrado

sty solo si existe un 6 > 0 tal que

min Ty
2

Y

ZE;yH}Sl_(S si |zl = llyll =1 (2.1)
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Una interpretacion geométrica es:

1554
2

(=l
2

Proposicion 2.2. Un espacio normado X es uniformemente no-cuadrado si y solo

st su dual X* es uniformemente no cuadrado.

Demostraciéon:Comencemos suponiendo que X es uniformemente no cuadrado y

X" no lo es. Entonces para cada n € IN existen f,, g, € Sx- tales que

1
>1—— 2.2
5 2 (2.2)
Por definiciéon de norma en X*, para cada n € IN podemos elegir x,,y, € Sx

X+ n

>1—-— y
X~ n

tales que
2oL ‘fn"‘gn )
n n
(R ‘
n n
Note que

(1)

1= [lgnll = sup [gn(2)] = [gn(2n)|

zE€Sx
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Entonces,
4 4 4
2~ —gr)>2———1=1-—,
n n n
4 4 4
2 — 4 gn(rn) >2———1=1——. (2.3)
n n n

De manera semejante se puede concluir que

4 4 4
2 = —galyn) 22— —1=1-—,
n n n
4 4 4
2= —+gulyn) 22— ——1=1——. (2.4)
n n n

2
(ii) Para n > 2 se sigue que 1 — — > 0, por lo tanto de (2.2) y (2.3) tendremos que
n

Foltn) + gulza) > 2
i 4
falzn) > 2-— o gn(xy) > 1— -

De forma similar de (2.2) y (2.4) tendremos que

4
Ja(Yn) = gn(yn) = 2 - n

4 4
n\Yn >_ 2 _+nn>1——.
f(?/) n 9(?/)_ n

De estas observaciones se obtiene:

Tn + Yn — sw f<fvn+yn)’
2 lx  resx 2
Tn + Yn
- (1)
2 2 n n
4
= 1—-—.
n
Por otra parte,
= sup |f ( )‘
2 ix feSxe 2
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

lo cual contradice la hipotesis de que X es uniformemente no cuadrado. La de-

mostracion del reciproco es similar por lo cual se deja al lector. |

Proposicion 2.3. X es uniformemente no cuadrado si y solo si existe 6 > 0 tal que

x>y€SX

Tty

>1-0 = H%Hgl—d (2.5)

Demostracion:

(=) Supongamos que X es uniformemente no cuadrado. En este caso existe § > 0

tal que

min {[[z +yl], |z —yl[} <2(1 -9). (2.6)
WYESX

Sixz,y € Sx tal que T Y91 > 1 — & entonces de inmediato de (2.6) que

r—y

|<i-a

(<) Supongamos ahora que existe § > 0 de tal forma que para x,y € Sy se tiene
[£52]] > 1 -6 = |52 <1 - 6. Verificamos que este § satisface (2.6).
Como HmTJ’yH € R podemos compararlo con (1 — §), asi H%”H >1—0 06
15 < 1=
. Tty .,
Si ocurre que — | = 1—¢ entonces ||z+y| < 2(1-9) y asimin {||z + y||, |z — y||} <
lz +yl <2(1-9).

. + . . . T —
En el otro caso, si %H > 1 — 0 se sigue, por hipotesis que TyH <1-04.
Asi
min {[jz +yl], [z —yll} < llz -yl <2(1 - ).
m7y€SX
|

En general, un espacio lineal normado X es llamado uniformemente no-¢*(n) si
existe 0 > 0 tal que para cada n elementos x, zs, ..., x, de la esfera unitaria de X,
|1 £ 2o £ ... £ 2,]| < n(l—0) para alguna eleccion de signos.

El espacio L,(X) es uniformemente no cuadrado si y solo si X lo es.
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Proposiciéon 2.4. 51 X es un espacio uniformemente convero entonces X es uni-

formemente No-Cuadrado.

Demostraciéon: Supongamos que X no es uniformemente no-cuadrado. Entonces,

para cada n € N existen x,,y, € Bx tales que

Tn + UYn 1 Ty — Yn 1
— | >1—- - >1—-=
2 n Y 2 n
Entonces, si ||z, —yn|| > 2(> 2(1 — —)) se tiene que 5 > 1——, es decir, X
n n
no es uniformemente convexo. [ |

En [8] demostro que si X es un espacio de Banach uniformemente No-Cuadrado,
entonces X es un espacio Reflexivo. Sin embargo, la demostracion esta fuera del

alcance de este trabajo, asi, solo tendremos presente este importante resultado.

62.1.3. Fully k-convexo.

En el ano de 1955, aparecen dos generalizaciones de los espacios uniformemente
convexos: los espacios Local uniformemente convezros introducidos por A.R. Lovaglia
y aparece también los espacios Fully convexo definidos por K Fan y [. Glicksberg

Fan y Glicksberg introduce la clase de espacios lineales normados fully convexos.

Definicién 2.4. Sea k > 2 un entero. Un espacio normado X se dice Fully k-

convezxo (kC), si para toda sucesion (x,)nen tal que
lim |z, + ..+ 2] =k
N1,y...,Np—>+00
entonces (x,) es una sucesion de cauchy en X.
Observacion 2.2. Algunas implicaciones importantes son:

UC= 2C= .. = kC= (k+1)C = Reflezividad.

El reciproco de esta afirmacion no es cierto, sin embargo, no tenemos a mano los

ejemplos que lo garantizan.

§2.1.4. Débil convexo.

Mas tarde, en el ano de 1991 Bor-Luh Lin - Wenyao Zhany generalizaron la defini-

cion anterior e introdujeron los espacios wC, como sigue:
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Definicién 2.5. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es un espacio débil

convexo wC, si para cualquier sucesion (z,) C Bx con

lim |z, + .o+ 2] =F
N1y, Np—>+00
para todo k € N, entonces (x,,) es convergente en X.

Es claro que para todo k£ € N, se cumple la implicacion Fully k-convexo = wC.

Observacion 2.3. 51 X es un espacio wC, entonces X es Reflexivo.

§2.2. Propiedades locales de los espacios de Banach.

t§Local uniformemente convexo.

Definicién 2.6. Un espacio de Banach X es local uniformemente convexo (LUC),
si dado € > 0 y x € Sx existe §(e,x) > 0 tal que para todo y € Bx y ||x — y|| > € se

tiene HxTJFyH <1-9.

Geométricamente esta nocion difiere de los espacios uniformemente convexos en

que se requiere que uno de los puntos finales de la cuerda variable permanezca fija.

Definicién 2.7. Se define el modulo local uniformemente convexo para un

espacio de normado como sigue:

r+y

Ox(€,x) = inf {1 —

H . ||:L"—y||26}.

Para cada 0 < e < 2.

TEOREMA 2.2.1. X es un espacio local uniformemente convexo si y solo si dx (e, x) >

0, para todo 0 < e <2 yx € Sx.

Demostracién:

(=) Sea X un espacio de Banach local uniformemente convexo, sea 0 < ¢ < 2y

z € Sx X con ||z —y|| > ¢, asi existe § = (e, x) > 0 tal que || 22| < 1—d(e, z)

para todo y € Sx.
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Asi §(e, ) es cota inferior del conjunto {1 — HmTerH y € Sx, ||z —y|| > €}
Luego dx (€, x) = inf {1 — || 32| : y € Sx, ||z — y[| = €} > d(e, x) > 0.

(<) Ahora supongamos que 0x(¢,z) > 0 para todo 0 < ¢ < 2 y =z € Sy,
veamos que dx (€, x) satisface las condiciones de la definicion de los espacios

local uniformemente convexo.

En efecto: sea y € Sxtal que ||z — y|| > ¢, haciendo uso de las propiedades
de infimo tenemos 0 < 0x(e,x) < 1 — HIT”H con lo cual se tiene Hx—;yH <
1 —0x(e,x). Asi el dx(e,x) buscado es precisamente el modulo de convexidad

para los espacios local uniformemente convexo. [ |

En términos de sucesiones la definicion de los espacios local uniformemente con-

vexo viene dada por:

Proposiciéon 2.5. Un espacio de Banach X es local uniformemente convexo si

. , x +
y sdlo si para x € Sx, (yn) € Sx, tal que hI_P Yn |l = 1 se cumple que
n—-r+oo
1i — =0.
lim |z =y, =0
Demostracion:

(=) Sean X un espacio de Banach local uniformemente convexo y supongamos que
r € Sxy (yn) € Sx tal que
T+ Yn

— 1 (2.7)

pero que ||z — y,|| no converge a cero. Eso implica la existencia ¢ > 0 y una
subsucesion (Yn; Jnew de (Yn)nen tal que ||z —y,,[| > € para todo j € IN. Ahora

bien como X es un espacio local uniformemente convexo, posee dx (€, ) > 0.

x_ynj

0 < 5X(e,x)§1—H , Vi

1—dx(e ).

T = Yn,
2

) < lim (1 —dx(e,x))

j—-+oo

1 < 1—éx(e,x) (por 2.7)

lim (
j—Foo
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Lo cual es una contradiccion.

(<) Supongamos ahora que X no es Local uniformemente convexo, lo cual implica

que podemos hallar un 0 < e <2y x € Sx con

ox(e,x) =0 (2.8)

En consecuencia, para cada j € N, existe y,, € Sx tal que

T+ Un, 1
1— TJ < 3 y Hx_ynszev
T+ Yn, 1
lim (1— 2220 < dm (- — gl =6
I ] R R ) I TR
, z + Yo,
o (=) =0 v bz

Y, . . ' ‘
Asi H : g Ll — 1y [[z—yn,ll > € lo cual contradice la hipétesis que garantiza

que jEToon_y"jH = 0. |

Teorema 2.2. St X es un espacio uniformemente convexo, entonces es local uni-

formemente convezo.

Demostracion:

Sea xy € Sx y consideremos los conjuntos:

={1-
v={1-

Luego L C M y en consecuencia inf(L) > inf(M) y por hipotesis el modulo de

To+yY
2

H :yesx,nxo—yHZe}

r+y

H :x,yesx,na:—ynze}

convexidad es positivo, de lo cual se sigue 0 < dx(€) = inf(M) < inf(L) = dx(¢, x).
Por tanto dx(e,z) > 0. |

Observacioén 2.4. Los espacios local uniformemente convexo no implican la reflex-

widad del espacio.
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

tLocalmente Fully k-convexo.

En el ano de 1988 Nan-Chao Xun y Wan-Jian-Hun localizan los espacios Fully
k-convexo e introducen los espacios Localmente Fully k-convexo pero Bur-Luh Lin y

W.Zhang generalizan esta nociéon y definen los espacios LwC.

Definicién 2.8. Sea k > 1 un entero. Un espacio de Banach X se dice que es un
espacio localmente Fully k-convexo denotado por LkC, si para todo x € Sx, y

cada sucesion (x,) C X tal que

lim |z 4+z, +.. 4+, ) =k+1,

N1y...,Np—=400
entonces
lim ||z, —z| =0.

n—-+00

Note que X es un espacio L1R si y solo si para cada z € By y toda sucesion
(x,) C Bx tal que lim |z + z,|| =1+ 1= 2, entonces lim |z, — x| =0.
n——+o00 n——+o0o
Por tanto las definiciones de L1IR y LUR coinciden.

t§Local débilmente convexo.

Definicién 2.9. Un espacio de Banach X se dice que es un espacio local débilmente convexo
y se denota por (LwC), si para todo x € Sx, y toda sucesion (z,,) C Bx tales que

lim |z 4z + ... + 2, ]| = k+1 para todo k € N, se tiene lim ||z, —z| =
Ni,...,MNp—+00 n—-+o0o

Observacion 2.5.

LUC«< L1C= ..= LkC= L(k+1)C= LwC.

§2.3. Otras propiedades de los espacios de Banach.

tRotundo o estrictamente convexo.

En cuanto a los espacios estrictamente convexos, no se sabe a quien se debe su

origen, sin embargo la referencia méas antigua aparece en el trabajo de Clarkson.
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Definicién 2.10. Un espacio de Banach X se dice rotundo o estrictamente con-

vexo (C), si para todo x,y € Sx y ||z +y|| =2, entonces v = y.

Note que local débilmente convexo = estrictamente convexo.

Proposiciéon 2.6. Un espacio de Banach X es estrictamente convexo si y solo si

ltz1 + (1 — t)xs|| < 1 para cada x1 y xo puntos diferentes en Sx y 0 <t < 1.

Teorema 2.3. 57 X es un espacio uniformemente convexo, entonces X es estricta-

mente convero.

Demostracion: Sea X un espacio uniformemente convexo y sean xg,yy € Sy tal

que o 7 Yo-
Asi
; x +
sl = yol) = inf {1 | 252 oy € B o=yl 2 oo = ol
luego:
Zo + Yo
x(lzo = woll) < 1— | 2
Zo + Yo
P00 < 1o el < 1
Asi, X es un espacio convexo . |

Teorema 2.4. 57 X es un espacio de Banach LwC, entonces X es C.

Demostracion:
En efecto, si z,y € Sx v ||z + y|| = 2. Entonces
lim ||z + z,| =2 donde z,, =y para todon € N, como X es un espacio LwC
n—-+00

se tiene que

lim |z, —z| =0.
n—-+00

Esto es |ly — x| = lilgl ly + z|| = 0. En cuyo caso y = x.

Proposicién 2.7. Suponga que X es un espacio normado. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

1. El espacio X es estrictamente convexo,
2. Cuando x1,29 € X y ||x1 + z2|| = ||21]| + ||22]|,uno de los dos vectores deben
ser un numero no negativo multiplo del otro.

Demostracion:

(1=2)

Supongamos que X es un espacio estrictamente convexo.

Sean x1,xy € X, y supongamos que ||z1 + z2|| = ||z1|| + ||z2||. Si uno de ellos es
nulo, digamos xy, entonces xo = 0x1, asi uno de los vectores es miiltiplo no negativo
del otro.

Entonces, sin pérdida de generalidad podemos suponer que x; y x3 son no nulos

y que ||z1]] < ||z2||. Y hagamos el estudio por casos:
Caso 1 Cuando 1 = ||zy| < [Jz2]].

Sea y = ||xa]| " ay

Con lo cual

2 = oty

@1 + T2 — 2 + ||z2|| 22|

21 + 22 — (1 — [|za|| ") 22|

> o + 22 = ||(1 = ||a2)| Y]] (por desigualdad triangular)
= [lz1 + wof| = (11 = Jlzal| 7 lz2l (porque 1 — [|z2]| 7 [|es un escalar)
= lor+ @2l = (1= Jlwal| 7 |2l
= ||zy|| + [|z2]| — ||z2]] +1 (por ser convexo el espacio)
= || +1=1+1=2
st -1

Por convexidad como x1,y € Sx, se sigue que r; = y.Y en ese caso r; =

||@2|| 129 como deseaba demostrarse.
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CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

Caso 2 Cuando 1 # ||z1]| < [J22]|-

T )

Consideremos hn = 2] Y Y2 = IEXR Veamos que ||y1 + y2|| = HylH + ||y2||

En efecto:
T i)
s+l = |
o]l [l ]
o T, + X2
1]
1 .
= e ||lx1 + x2|| (propiedades de la norma)
L1
1
= \Tan ([l 4 llz=l)
o[RS e T
= x — | ||
[N Y
o T 4 T2
lzal[] [l
=yl + [l
Asi 1 = |jy1]] < |lye|]l y usando el caso 1, se tiene que y; = ayo. Entonces
! = = T1 = ATa.
] 1]

(2 = 1) Suponga que la condicién 2 se cumple. Si x = 0 0o y = 0 entonces sean

x x
r1,Ty € X y tomemos z; = || 1” y 29 = H—2H, luego 21,29 € Sx con z; # 2.
T )
Entonces ninguno de los dos vectores es miltiplo no negativo del otro, lo cual implica
+ .
que ||z1 + 22| < ||z + [|22]] = 2 y ademas A2 el espacio X es por tanto

rotundo.

§2.3.1. Kadec-Klee.

En el ano de 1959, K Fan y I. Glicksberg introducen la propiedad Kadec-klee 6
propiedad H en los espacios de Banach estrictamente convexo y M.M. Day, quien le

elimina la condicién de ser espacio estrictamente conexo.

Definicién 2.11. Un espacio de Banach X se dice que posee la propiedad Kadec-
Klee ¢ la propiedad H, si para todo x € Sx, y toda sucesion (x,) C Sx tal que

35



CAPITULO 2. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach.

T, — T, entonces

lim  ||x, —z| =0.
N1y, Np—400

Note que LwC =- la propiedad Kadec-Klee.

§2.3.2. Uniformemente Kadec-klee.

En 1980, R. Huff generaliza los espacios UC y en términos de sucesiones introduce
los espacios casi uniformemente convexos y los espacios uniformemente Kadec-Klee,

ademaés presenta una reformulacion de los espacios con la propiedad H.

Definicién 2.12. Un espacio de Banach X se dice que es uniformemente Kadec-

klee, Ukk, si para todo € > 0, existe 0 < 6 < 1 tal que toda sucesion (x,) C By

w

—

z, Y x,y Sep(x,) > €, entonces ||x|| < 9.

Definicién 2.13. Un espacio de Banach X, se dice que es cast uniformemente
conexo,NUC, si para todo € > 0,existe 0 < 6 < 1 tal que toda sucesion (r,) C Bx
con Sep(x,) > €, se tiene que Conv(x,) N ((1 —§)Bx) # 0.
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CAPITULO 3
RESULTADOS

Por ultimo este capitulo final tiene por objetivo central mostrar cuales de estas
propiedades estudiadas se cumplen en el espacio cociente y bajo qué condiciones se

trasfieren a los espacios cocientes.

§3.1. Propiedades uniformes de los espacios de Banach.

Teorema 3.1. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo y M C X un

subespacio cerrado. Entonces X /y también es un espacio uniformemente convezo.

Demostracion:
Sea € > 0. Como X es un espacio de Banach uniformemente convexo, existe
d(e) > 0 tal que para todo z,y € Bx y ||z — y|| > € entonces HITJF‘U) < 1—=4(e).
Consideremos o + M, 3+ M € Bxy,, tales que [[(a — 3) + M||x/,, > €.
Ahora por la proposicion 1.5 podemos garantizar la existencia de x,y € Bx tales

que
(@) =a+M y w(y) =06+ M.
Ahora bien, por la proposicion 1.2 se tiene ||z — y|| > ||[(a = 3) + M| x/,, > €.

Se obtiene de la hipotesis que

T+ .
Ty H < 1—4(e) y como consecuencia

(a+p6)+ M r+y

2

<

v

X/m

concluyendo asi la demostracion. [

Teorema 3.2. Sea X un espacio de Banach uniformemente y M C X un subespacio

cerrado de X. Entonces X/p es un espacio uniformemente no-cuadrado.
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CAPITULO 3. Resultados

Demostracion:Por hipotesis X es un espacio de Banach uniformemente no-cuadrado
r+y

<

entonces existe 0 > 0 tal que si x,y € Bx y > 1— 0 implica que ||—=
1—0.

Ahora queremos ver que este 0 es el buscado para el caso del espacio cociente.

En efecto, sean o + M, 3 + M € Bx/,, tales que

(a+06)+ M

>1-4.
2

X/m

La proposicion 1.5 nos garantiza la existencia de x,y € By tales que
m(z)=a+M y w(y)=p+ M.

Asi, haciendo uso de la proposiciéon 1.2 obtenemos

M
x_WH > ‘ lat D)+ M s
2 2 X/t
. . r—vy .
lo cual implica TH <1 — 0 y seguidamente
‘w < :E_y"gl_(;_
2 X/m
Probando asi que el espacio cociente es uniformemente No-cuadrado. |

Teorema 3.3. Sea k > 2 un entero. Sea X un espacio de Banach fully k-convexo y

M C X un subespacio cerrado de X. FEntonces X/y es un espacio fully k-convezxo.

Demostracion:
Sean k > 2y (x, + M) un sucesion de By/,, tal que

lm  [[(xp, + M)+ ... + (2, + M) (3.1)

N1y Np—7400

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (x, + M) esta contenida en
la Bx/,,, ya que podemos suponer que existe N € IN tal que si n > N, entonces
T, + M # 0y asi definimos z], + M = (x, + M)/|z, + M|, de lo contrario el limite
(3.1) no se cumple, en consecuencia existe una cantidad finita de ceros en la sucesion.
Veamos que (z,, + M) es una sucesion de Cauchy en X/ ;.

Como antes existe z,, € By tal que n(z,) = =, + M.

Ahora analicemos (3.1):

38



CAPITULO 3. Resultados

k= Hm+ (2, + M) + ... + (2, + M)||

N1,...,Np—+00

< lim . |Zp, + ... + 2| por la proposicion 1.2
M1 ,eery M —+00

< lim . (|zn, || + --- + ||n,||) por desigualdad triangular
N1,...,Mp—+00

< Hm+ (14..+1) puesx, € By
M1 ,eeey M —+00

< lim k

- nl,...,nk—>+oo( )

= k

En consecuencia  lim . |Zp, + ... + 2, || =k, y como X es Fully k-Convexo
N1,...,Np—+00

se tiene que (x,) es una sucesion de cauchy en X.
Luego por la proposicion 1.2 parte (i) sabemos ||(z,—zm )+ M+ x/,, < [|2n—2m]-

Asi (x, + M) es de cauchy en X/j. Y por tanto X/, es Fully k-Convexo. W

Teorema 3.4. Sea X un espacio de Banach débil convero y M C X un subespacio

cerrado de X. Entonces X/yr es un espacio débil convezo.

Demostracion:

Sea (v, + M) C Byy,, tal que 7111711?1_”rC>O |(Zny + M)+ oo+ (xn, + M)|| = k
para todo k£ € N.

Veamos que (z, + M) es una sucesion convergente en X/ ;.

Por la proposicion 1.5 existen x,, € By tal que n(z,) =z, + M.

Analicemos lo siguiente:

=~
|

lm  ||(zy, + M) + ... + (z,,, + M)| para todok € N

N1,...,Np—+00

< lim ||z, +... +2,,] por la proposicion 1.2
ni,...,p—=+00

< lim  (||zn, || + .-+ ||zn,|]) por desigualdad triangular
N1,ye..,Np—>+00

< lim (1+..4+1) puesuz, € Bx
ni,...,p—=+00

< lim (k)

N1,...,Np—+00

|
=~
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Por tanto lm  ||zn, + ... + 2, || = k.

N1,y Np—=400

Y como X es débil convexo, tenemos que (x,,) es una sucesion convergente en X.

O sea: Dado € > 0, existe N € N tal que n > N, entonces ||z, — z|| < € para
r e X.

Ahora por la proposicion 1.2 parte (i) sabemos que: ||(z,—z)+M| x/,, < ||z,—z]|.
Luego tendriamos; ||(z, — ) + M| x/,, < € para algin = € X.

Con lo cual podemos concluir que el espacio X/ es débil convexo. [ |

§3.2. Propiedades locales de los espacios de Banach.

Teorema 3.5. Sea X un espacio de Banach local uniformemente convexo y M un
subespacio cerrado del espacio X. Entonces X/y; también es un espacio local uni-

formemente convezo.

Demostracién:

Seae>0yx+ M€ Sy,

Ahora por la reflexividad de espacio Sx,,, = m(Sx).

Luego existe x € Sx tales que 7(z) = z + M.

Como X es Local uniformemente Convexo, existe (e, z) > 0 tal que para todo
y € Bxy |z —yll = d(e ).

Supongamos que y + M € Bxy,, tal que ||(z —y) + M|/ x/,, > €, nuevamente por
la proposicion 1.5 existe y € By tal que w(y) =y + M.

Ast ||z —y| > |[(x—y)+M]||x/,, por la proposicion 1.2 parte (i), entonces H:”TWH <
1 — d(¢, ). Pues satisfacen las condiciones de la definicion de Local uniformemente
Convexo.

Y por la proposicion 1.2 parte () < HmTJ’yH

(z+y)+M H
2 X/m
EﬂﬁMH <1—68c )
2 X/m ( ’ )

Demostrando asi que el espacio X/j; es Local uniformemente Convexo. [

En consecuencia tenemos
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Teorema 3.6. Sea k > 1 un entero.Sea X un espacio de Banach reflexivo y local
fully k-convexo y M de un subespacio cerrado de X. Entonces X/y es un espacio

Local Fully k-Convezo.

Demostracion:
Sean x9 + M € Sx;,, v (#, + M) una sucesiéon de By,,,. Supongamos que
lim  |[(zo+ M)+ ...+ (xn, + M)|| = k+ 1. Veamos que

N1,...,Np—+00

lim H(xn - .7}0) + MHX/M =0.

n—-+o0o

Por la reflexividad del espacio tenemos que Sx,,, C m(Sx).
Asi existe xy € Sx tal que 7(zg) = xo + M ademaés por la proposicion 1.5 existe

x, € Bx tal que w(z,) =z, + M.

Ahora veamos lo siguiente:

k+1 = nl,...,lriLgL—l-oo |(zo + M) + (2, + M) + ... + (xn, + M)]||
< . ...I%ILJFOO |lzo + xp, + ... + x5, ]| por la proposicion 1.2 parte (i)
< mli{%o(”ajon + ||z, || + .- + [|zn,]])  por desigualdad triangular
< m’ ’171;£r1_)+00(1+1+...+1) pues x,, € Bx y xy € Sx
< ""’Hm k+1
N1yeee—+00
= k+1
En consecuencia nl,...,lyl;in—wroo lzo + Tny + ... + || = k + 1. Pero por hipotesis
sabemos que X es Local Fully k-convexo, asi tenemos lim ||z, — x| =0

N1,...,Np—+00
Pero por la proposicion sabemos que:

lim ||(£L'n — ZL’Q) + MHX/M < lim ||£L’n — :L’OH =0
ni,...,ng—+00 ni,...,ng—+00

Con lo cual podemos concluir que el espacio X/, es Local Fully k-convexo. W

Teorema 3.7. Sea X un espacio de Banach reflexivo y local débilmente Convezo
y M de un subespacio cerrado de X. Entonces X/y es un espacio local débilmente

CONVETO.
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Demostracion:
Sean v + M € Sx/,, v (zn + M) C Bx/,, tal que

lim  |[(x+ M) +..+ (xn, + M)|| =k + 1 para todo k € N.

N ,ene,Np—+00

Verifiquemos que nEToo |(zn, — 2) + M||x/,, = 0.

Por la reflexividad del espacio tenemos que Sx,,, C 7(Sx).

Asi existe x € Sy tal que w(x) = x + M ademads por la proposicion 1.5 existe
x, € Bx tal que 7(z,) =z, + M.

Ahora veamos lo siguiente:

k+1 = Hm+ |(z+ M)+ (xn, + M)+ ...+ (x,, + M)|| para todo k € N

N1,...,Np—+00

< lim . |z + %, + ... + x| por la proposicion 1.2 parte (i)
M1 ,eeey T —+00

< lim . (Ilz]l + llzng | + --- + ||z, ||) por desigualdad triangular
N1,...,Mp—+00

< Hm+ (141+..+1) puesz, € By yxy € Sy
M1 ,eeey M —+00

< Iim k41
N1,...,Mp—+00

= k+1.

En consecuencia  lim  |zg+ 2, + ... + 2y, || = k£ + 1. Recordemos que por

N1yeeeyNEp—7400

hipotesis sabemos X es local débilmente Convexo, asi tenemos — lim ||z, —x¢| =
N1 ,eee,Np—+00
0

Pero por la proposicion sabemos que:

lim  |[(2zn — 20) + M||x/,, < lim ||z, — x| = 0.
ni,...,Nng—+00 n,...,Nng—+00
Asi el espacio cociente también es LwC. |

§3.3. Otras propiedades de los espacios de Banach.

Teorema 3.8. Sean X un espacio de Banach reflexivo, estrictamente convexo y M

de un subespacio cerrado de X. Entonces X/y es un espacio estrictamente convezo.

Demostracion:
Sean av+ M, 3+ M € Sy, tal que ||(a + 3) + M| =2

42



CAPITULO 3. Resultados

Ahora por ser X un espacio reflexivo se cumple que Sx,,, C m(Sx), asi existen
xr,y € Sx tal que 7(x) =a+ My w(y) =5+ M.

Por la proposicion 1.2 parte (i) tenemos 2 = ||z + y|| > |[(a + 5) + M||x/,, = 2.

Asi ||x + y|| = 2 y en consecuencia x =y, pues x,y cumplen con la definicion de
estrictamente convexo, con lo cual « + M = 3+ M.

Y por tanto el espacio X /), es un espacio estrictamente convexo. [ |

Teorema 3.9. Sean X un espacio de Banach refiexivo, con la propiedad Kadec-Klee

y M de un subespacio cerrado de X. Entonces X/ es un espacio con la propiedad
Kadec-Klee.

Demostracién:

Sean x4 M € Sxy,,, y una sucesion (x, + M) C Sx/,, tal que (x, +M) * v+ M

Ahora existen elementos z € Sx y (z, + M) C Sx tales que w(z) =z + My
m(x,) = x, + M para cada n € IN, esto por ser X un espacio de Banach reflexivo
Sx/u € 7(Sx),

Veamos que nl—l>r-|I-1c>o |(zn — ) + M| x/,, = 0.

Por otro lado sabemos que (x,,) es una sucesion acotada en X un espacio espacio
reflexivo, entonces por el lema existe una subsucesion (z,,) de (x,) tal que

(xn,) " = para algin z € X.

Luego como la norma es débilmente continua inferiormente tenemos

IN

2]l lim inf [z, |

< liminfl=1.

Asi tenemos ||z|| <1 (7)
Ahora bien z,, + M = n(z,,) ' n(z) =z + M.

Observemos que 1 = [z + Mx/,, = [I7(=) lx/0, = |2+ Mllxsy, < [12]| (i)

De (7) y (it) tenemos que ||z|| = 1. Luego como z € Sx con z,, " z, entonces
lirf |z, — z|| = 0 por ser X un espacio que posee la propiedad Kadec-Klee. |
n—-+oo
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Teorema 3.10. Sean X un espacio de Banach reflexivo, con la propiedad uniforme-
mente Kadec-klee y M de un subespacio cerrado de X. Entonces X/ es un espacio

con la propiedad uniformemente Kadec-klee.

Demostracion:

Sea € >0y (v, + M) C Byy,, tal que (z,, + M) " x+ My Sep(z, + M) > e.

Veamos que existe 0 < § < 1 tal que ||z + M| <1 — 0.

Ahora por la proposicion 1.5 existe x,, € By tal que n(z,) =z, + M.

Por otro lado es claro que x,, es una sucesion acotada en el espacio reflexivo X,
entonces por el lema existe una subsucesion (z,,) de (x,) tal que

(2n,) " = para algin z € X.

Como la norma es débilmente semicontinua inferiormente se tiene que ||z|| < 1.

Ademés sabemos que para cada n,m € IN se cumple:

e < Sep(z,+ M)
mf{||(zn, — ) + M| x/,, : 0 # m}
H(In - Im) + M”X/M

IA I

IA

Hxn - me

Luego € es cota inferior para el conjunto {||x, — | : n # m}.

Asi Sep(x,,) = inf{||z,, — x| : n # m} > € >0, con lo cual Sep(x,) > ¢, luego
por hipotesis X es uniformemente Kadec-Klee, entonces ||z]] < 1 — «

Y como x,, + M = 7(z,,) " 7(z), por convergencia débil 7(z) = x + M.
Ahora [z + Mllx/,, = [7(2)llx/ = Iz + Mllx/p <2 <1 -0
Por tanto el espacio X/j; es uniformemente Kadec-klee. |

Teorema 3.11. Sean X un espacio de Banach reflexivo, con la propiedad casi uni-
formemente convero y M de un subespacio cerrado de X. FEntonces X/ es un

espacio con la propiedad casi uniformemente convexo.
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Demostracion:

Sea € > 0, como X es casi uniformemente convexo, existe 0 < § < 1 tal que se
cumplen las condiciones de la definicion.

Sea (x, + M) C Bxy,, tal que Sep(x, + M) > €.

Como X es un espacio reflexivo, asi existe una sucesion (y,) C Bx tal que
7(yn) = ©,, + M para cada n € N.

Sabemos que
e < Sep(xn+ M) = mf{||(z, —zm) + M| x/,, :n#m}
< inf{||z, — zn|| : n #m}

Sep(zy,).

IN

Luego Sep(z,) = {||tn — xm]|| : n # m} > Sep(x, + M) > €. Asi Sep(z,) >
asi la hipotesis garantiza Conv(x,) N ((1 — §)Bx) # 0.

Faltaria demostrar que x + M € Conv(z, + M) N ((1 —0)Bx/,,)-

Note que 1 — & > |jz]| > |Jx 4+ M]|. Luego, z + M € (1 —0)Bxy,,.

o

Ademas, © € Conv(z,), tenemos = = Zle a;jry,. En consecuencia x + M =
k
Luego x + M € Conv(x, + M) con lo cual se concluye la demostracion. |
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