UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL
“LISANDRO ALVARADO”

Decanato de Ciencias y Tecnologia
Licenciatura en Ciencias Matematicas

“ EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES
PERIODICAS DE UNA ECUACION DE RICCATI. ”

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO PRESENTADO POR

BRr. JENIFER CRISTINA GONZALEZ VERILES.

COMO REQUISITO FINAL
PARA OBTENER EL TITULO DE LICENCIADO
EN CIENCIAS MATEMATICAS
AREA DE CONOCIMIENTO: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.
TuTOR: DR. FRANCISCO MONTES DE OCA.

Barquisimeto, Venezuela. Julio de 2009



“Lisandro Alvarado”
Decanato de Ciencias y Tecnologia S
> Licenciatura en Ciencias Matemaéticas

l | Universidad Centroccidental 7‘/—\/. -

ACTA
TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Los suscritos miembros del Jurado designado por el Jefe del Departamento de
Matematicas del Decanato de Ciencias y Tecnologia de la Universidad Centrocci-
dental “Lisandro Alvarado”, para examinar y dictar el veredicto sobre el Trabajo
Especial de Grado titulado:

“ EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES PERIODICAS DE
UNA ECUACION DE RICCATI. ”

Presentado por el ciudadano BR. JENIFER CRISTINA GONZALEZ VERILES. ti-
tular de la Cédula de Identidad N° 16.769.887. Con el propoésito de cumplir con el
requisito académico final para el otorgamiento del titulo de Licenciado en Ciencias
Matematicas.

Luego de realizada la Defensa y en los términos que imponen los Lineamientos
para el Trabajo Especial de Grado de la Licenciatura en Ciencias Matematicas, se
procedi6 a discutirlo con el interesado habiéndose emitido el veredicto que a contin-

uacion se expresa:
1

Con una calificacion de puntos.
En fe de lo expuesto firmamos la presente Acta en la Ciudad de Barquisimeto a
los dias del mes de de
TUTOR FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
PRINCIPAL FIRMA
OBSERVACIONES:

1 Aprobado 6 Reprobado



A mi Padre Celestial, por darme la
sabiduria para culminar con éxito esta
etapa de mi carrera.

"Si a alguno de ustedes le falta
sabiduria, pidasela a Dios, y él se la
dard, pues Dios da a todos
generosamente sin menospreciar a

nadie.

Santiago 1 : 5



AGRADECIMIENTOS

A Dios por darme la fortaleza y derramar de su gracia y favor sobre mi vida y

por cumplir este anhelo de mi corazon, gracias Dios te amo.

A mi amado esposo Elvi, por ser esa ayuda idonea que Dios me dio y ser ese

apoyo en todo el transcurso de mi carrera.

A mi amada hija Alexandra que estuvo conmigo en la realizacion de este trabajo

siempre regalandome una sonrisa y motivandome a seguir adelante.

A mi madre Cenaira por que con su esfuerzo y apoyo logramos culminar esta

etapa de mi carrera.

A mis padres espirituales los Apostoles José y Morela de Alavad y a la Pastora

Patricia Céspedes por cada oraciéon y ayuda que me han dado.

A mi tutor Dr. Francisco Montes de Oca por orientarme en la realizaciéon de

este trabajo.



“ EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES
PERIODICAS DE UNA ECUACION DE RICCATI. ”

RESUMEN

En este trabajo especial de grado se aborda el problema sobre la existencia y
estabilidad de soluciones periddicas de una ecuaciéon de Riccati sustentado en los
articulos "Existence and Stability of Periodic Solutions in a Riccati
equation" y "Estudios Cualitativos de las Soluciones de la Ecuaciéon de
Crecimiento de Poblacién con Cosecha " de Montes de Oca Francisco y
Lazer Alan respectivamente. El primer capitulo consta de los preliminares en el
cual se realiza una introduccién, se dan todas las definiciones y se enuncian con
su respectiva demostracion, los resultados fundamentales para el desarrollo de los
articulos antes mencionado.

El segundo capitulo se centra en el desarrollo de manera detallada de los resultados
expuestos en los articulos por Montes de Oca Francisco y Lazer Alan, utilizando
las herramientas estudiadas en los cursos de Ecuaciones Diferenciales y Sistemas
Din&micos.

A continuacién el resultado mas importante:

Dada la ecuacion @(t) = a(t)x(t)—b(t)z*(t)—h(t) donde a(t), b(t) y h(t) son funciones
T— periodicas, continuas y positivas. Supongamos que hy;(t) < %

tenemos entonces que existen dos soluciones T— periodicas x1(t) y z2(t),

(x1(t) > x4(t)). Por otra parte si () es una soluciéon de la ecuacion con

(i) «(0) > x1(0) entonces el intervalo maximal de existencia de z(t) es (3, 00) con

B <0ylime g+ x(t) =00y limyoo(x(t) —21(2)) =0

(i) 22(0) < 2(0) < x1(0) entonces el intervalo maximal de existencia de z(t) es

(—00, +00) con limy_, o (x(t) — x2(t)) = 0y Hmy_ oo (z1(t) — 2(t)) =0

(i) 0 < z(0) < x2(0) entonces el intervalo maximal de existencia de x(t) es (—o0,7)

con vy >0y limy_,- x(t) = —oo y limy_._o((t) — 22(t)) = 0.
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INTRODUCCION

Consideremos la Ecuacion Diferencial de Riccati no Auténoma
' (t) = a(t)x(t) — b(t)z*(t) — h(t) (1)

donde las funciones a(t), b(t) y h(t) son continuas, positivas y T'— periodica en
(—00, +00)
Esta ecuacion representa un modelo logistico de crecimiento poblacional sometido a
los efectos de una cosecha periodica. Aqui x(t) representa la poblacion en el instante ¢,
a(t) representa la taza de crecimiento de la poblacion, b(t) mide el efecto de inhibicion
de la especie sobre si misma y h(t) mide la taza de la cosecha.
En [5], Lazer cosidero el caso de la ecuacion (1) donde las funciones a(t) y b(t) son
constantes positivas y h(t) es una funcion continua, positiva y T- periodica. Lazer
demostré que si se sastifacen las desigualdades
2

0<h(t) < 0
entonces la ecuacion diferencial (1) tiene dos soluciones T-periddicas , z1(t) y z2(2),
(x2(t) < x1(t)). una solucién estable y una inestable.
En [3] Montes de Oca generaliza el resultado de Lazer en la forma siguiente considero
que las funciones a(t), b(t) y h(t) son positivas, continuas y T'—periodicas y demostro
que si se sastiface la desigualdad.

2

hay < ——
M 4bM7

donde hys = max{h(t) : t € [0,T]} , by = max{b(t) : t € [0, T]}

y ar, = min{a(t) : t € [0,T]} entonces existen dos soluciones T'—periddicas de la
ecuacion (1) una de ellas estable y la otra inestable.

Se desarrollaran demostraciones rigurosas y detalladas de los resultados arriba men-
cionados, con el propoésito de: Comprender y analizar el estudio cualitativo de las

soluciones de la ecuacion de Riccati con coeficientes periodicos.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Esta primera parte del trabajo esta compuesta por definiciones, enunciados y
pruebas necesarias para poder desarrollar los articulos [3] y [5]. Estos preliminares

son extraidos de [1], [4], [7]y esto nos permitira que el trabajo sea autocontenido.

§1.1. Ecuacion de Riccati

Los Teoremas planteados en esta seccidon presentan ciertos procedimientos para
resolver la ecuacion de Riccati que exigen el conocimiento previo de una o mas solu-
ciones particulares de esta ecuacién. También se realiza el estudio de las soluciones
de una ecuaciéon de Riccati con coeficientes constantes. Desafortunadamente, no
existe un método general que nos permita obtenerlas en el caso no auténomo. Para
el desarrollo de esté seccion utilizamos la referencia [[4],seccion 2|.

Consideremos la ecuaciéon general de Riccati
i = —b(t)z® + a(t)z — h(t), (1.1)

donde a(t),b(t),h(t) son funciones continuas en algtn intervalo de nimeros reales.

TEOREMA 1.1.1. Sia(t), b(t) y h(t) son funciones continuas en el intervalo [a, 3] y
x, es una solucion particular de (1.1) entonces cada solucion x(t) de (1.1) se puede

escribir asi:
xr = l’p + E,
donde w(t) satisface la ecuacion diferencial lineal
W+ [a(t) — 2b(t)z,(t)]w = b(t).

Demostraciéon: Veamos que el cambio de variable dependiente:
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1
t) =a,(t) + —
transforma la ecuacion de Riccati (1.1) en una ecuacion lineal de primer orden.
En efecto:
1 w(t)
) = (2,(t) + ——) = @, (t) —
y

Loy %@ T
o) —HW 2 T e

p
Introduciendo estas igualdades en la ecuacion diferencial, obtenemos:

_ () 200 — alta(t) — 2 _ _om(®0(t) ()
B(t) = gy T OB — al®)ap(t) = oy + Al = =27 5 = ey

2*(t) = (wp(t) +

Por ser x, una solucion particular de (1.1) tenemos que:

w(t) at) _ _9zp®Wbt) _ b(1)

w2(t) w(t) w(t) w2(t)

Multiplicando por w?(t) se tiene la ecuacioén lineal de primer orden
—w(t) — a(t)w(t) = —2b(t)x,w(t) — b(t).
Por tanto w satisface la ecuacion diferencial lineal:
W+ (a(t) — 2b(t)z,)w = b(t).

TEOREMA 1.1.2. Si se conocen dos soluciones particulares x1 y xo de (1.1) entonces
la solucion general de (1.1) estd dada por:

1 () — za(H)V(2)
0 ="Tym

donde V (t) es solucion de la ecuacion diferencial lineal
V() + [x1(t) — zo(8)]b(t)V () = 0.
Esto es,

V(t) = ke~ Jig b(s) (@1 () —w2(s))ds

Demostracién: Sea z(t) una solucion de (1.1) tal que x(t) # z1(t) y
x(t) # w2(t). Por unicidad podemos suponer que z;(t) < x(t) < z(t) para todo
t € Domzy(t) () Domas(t) () Domz(t). Como

3
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entonces

i =2 =a(t)(x —z1) = b(t)(2? — 22) = [a(t) — b(t)(x + z1)](x — x1)

& — &y = a(t)(x — x) — b(t)(2* — 23) = [a(t) — b(t) (2 + z2)](x — 22).

Asi tenemos:

T — T

= alt) b+ m)

LT ) — () (4 ).

r — X2
Por lo tanto:
T—1%, T — T9

— = —b(t)(z1 — z2).

r — I r — To

O sea:

%m{z_“}:—uw@xw—@@»

r — To

Integrando en ambos lados entre ¢ y ¢

/t: % In [%] ds = — /t: b(s)(z1(s) — z2(s))ds.

Asi,

(2(t) = 21(0) (@lto) = @alto))] _ _ ")y ) iah)ds
) [<x<t> —o2(0)) (a(to) —m(to»] - / b(s) w1 (5) = wa(s)) ds.

Al aplicar exponencial en ambos lados de la ecuacion se obtiene:

] [y miy] = o

z(t) — a1 (t)  x(to) — iEl(to)e— S b(s) (@1 (s)—2(s))ds
[L’(t) — l’g(t) [L’(to) — [L’g(to) '

4
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Haciendo V(t) = ke~ fi be)a(s)mea(e)ds p Mxl(zg) tenemos que:

(to)—x2(to)
x(t) — x1(t) ——
2(t) — w,(t)
Despejando x(t) nos queda:
. X1 — IQV(t)

W =T=ym

donde V es solucion de la ecuacion diferencial:

V(1) + (21(t) — 2a(8))b(H)V (£) = 0.

§1.2. Modelo de Poblacién Sometido a los Efectos de la

Cosecha

El crecimiento de algunas poblaciones aisladas se puede formular en términos de
la ecuacion diferencial logistica. Asi, consideremos la situacion donde miembros de
la poblaciéon son cosechados a una razén constante. Esto corresponde, por ejemplo,
a una poblacién de seres vivos, de la cual es removido un determinado ntimero de
ellos al ano, por medio de caceria o cosecha. Si la rata de cosecha en unidades de

tiempo es h, entonces el tamano de la poblacion esté ahora gobernada por la ecuacion

diferencial
& = ax — bx® — h, (1.2)
donde a, b y h son constantes positivas. Supondremos que la cosecha satisface la
desigualdad
a2
h < iR (1.3)

En este caso la ecuacion diferencial es auténoma, es decir, el campo

F(x) = ax — bx* — h es independiente del tiempo.

TEOREMA 1.2.1. Si las constantes a,b y h son positivas y si la cosecha h satisface

la. desigualdad h < % entonces la ecuacion diferencial (1.2) tiene dos puntos de

b
.y . /a2 _ /a2 _
equilibrio: aq = ‘“";717‘% Y Qg = %b‘“’h con 0 <oy <ayy

1. Si x(t) es una solucion de (1.2) con x(0) > a1, entonces el intervalo mazimal

de existencia de z(t) es (§,+00) con —oo <§ <0y

tl_1)r§1+ x(t) = +o0, tlggo x(t) = a.
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2. Si x(t) es una solucion de (1.2) con as < x(0) < ay, entonces el intervalo

mazximal de existencia de x(t) es (—00,00) ¥y

lim z(t) = ao, lim z(t) = ay.

t——o0 t—o0

3. Si x(t) es una solucion de (1.2) con x(0) < aq, entonces el intervalo mazimal

de existencia de x(t) es (—00,d) con 0 < < o0 y

lir? z(t) = —oo0, tlim z(t) = as.
t—o— ——00

Demostracion:
., . 2 . . ., . .
La hipotesis h < ¢ implica que la ecuacion —b2z? + ax — h = 0 tiene raices reales

dadas por:

a + va? — 4bh N _a—+a?—4bh
2b T 2b

Como a,b y h son positivas entonces 0 < s < .

a1 =

Por el Teorema 1.1.2 la solucion general de (1.2) esta dada por:

. g — OK1V(t)

donde V (t) es la solucion de la ecuacion diferencial lineal:
V(t) — (Va2 — 4bh)V = 0.
Por lo tanto V (t) = V(0)e*, donde A = Va2 — 4bh > 0y V(0) =

1. Sea x(t) una solucion de (1.2) con z(0) > «a;. Entonces

oy — o V(0)eM
"0 = Ty @)

A _ c1—z(0)

esta definida excepto cuando 1 — V/(0)eM = 0; es decir, e 220"

x(0) > oy implica que 1 > Z;:i%g; > (. Por lo tanto
1 o — z(0
t= \ In <a;—7x205) < 0.
Existe § =t < 0 tal que la solucién esté definida en el intervalo (§, 4+00). Por
otra parte
im 92 a1V (0)eM o
t—t+oo 1=V (0)eM
y

, g — OA1V(0)6M
| = .
o T v)e
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2. Sea x(t) una solucion de (1.2) con ay < x(0) < «;. Entonces

oy — oV (0)eM
"0 = e

ay — z(0)

ag — z(0)
tanto 1 — V(0)eM # 0 Vt € R. Asf x(t) esta definida en (—oo, c0).

La condicion inicial ap < 2(0) < «; implica que V(0) = < 0. Por lo

Observe que en este caso tenemos:

lim z(t) = oy y lim z(t) = as.

t——+o0 t——o00

3. Sea x(t) una solucion de (1.2) con x(0) < ay Entonces

o —aV(0)eM
™) = = gyen

x_ = 2(0)

esta definida excepto cuando 1 — V(0)e = 0; es decir, e )
ay — z(0)

a; — x(0)
ag — x(0)

t:§1n<:;:7i§8§)>0

existe =t > 0 tal que la solucion esta definida en el intervalo (—oo, (3). Por

z(0) < ay implica que > 1. Por lo tanto

otra parte
, g — 041V(0)e)‘t
lim
tm—oo 1 —V(0)eM

lim Qg — OA1V(0)€M - o
e IV

Luego obtenemos el espacio fase que se indica en la Figura 1.1
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041\\,

(0%

L

FicuraA 1.1: EspAcio FASE bh — % <0Yb>0

Observacion 1. lim; ., z(t) = ay implica que x(t) esta acotada en [0, +00).

Observacion 2. lim;_, ., z(t) = ay implica que x(t) esta acotada en (—oo, 0].

§1.3. Teorema de comparacion entre dos ecuaciones escalares

TEOREMA 1.3.1. Sean D un abierto de R%, f(t,y) y g(t,y) funciones continuas

frg:D—=Rey = f(t,y) ey = g(t,y) las correspondientes ecuaciones diferen-
ciales. Supongamos que una de las dos funciones, f o g, es localmente lipschitziana
en D con respecto de la variable y. Sean y, z:[a,b] — R soluciones respectivas de

v = f(t,y) ey = g(t,y). Supongamos que se verifica

g(t,y) < f(t,y)

en D, y que
entonces,

para todo t € |a,b).
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Demostracién: en [7]

TEOREMA 1.3.2. Sean D un abierto de R?, f(t,y) y g(t,y) funciones continuas
frg:D—=Rey = f(t,y) ey = g(t,y) las correspondientes ecuaciones diferen-
ciales. Supongamos que una de las dos funciones, f ¢ g, es localmente lipschitziana

en D con respecto de la variable y. Sean y, z:[b,a] — R soluciones respectivas de

v = f(t,y) ey = g(t,y). Supongamos que se verifica
9(t,y) < f(t,y)

en D, y que

entonces,

para todo t € [b, al.

Demostracion en [7]

§1.4. Ecuacion Diferencial T— Periédica

Counsideremos la ecuaciéon diferencial
= f(t,x) con  f(t+T,7)=f(t ), (1.4)

f : RzR — R continua y de clase C' en la variable z. Debido a la periodicidad
de f, las soluciones de la ecuacion (1.4) posee ciertas propiedades: las cuales son
utiles para el estudio del comportamiento asintotico de las soluciones. Para tomar
ventaja de estas propiedades nosotros supondremos a través de esta seccion que las
soluciones de la ecuacion (1.4) estan definida para todo t € R. Es facil verificar,
por sustitucion directa, que si z(t) es una solucion de (1.4), entonces para cualquier
entero k, z(t + kT') es también una solucion de (1.4).

Denotamos por ¢(t, to, zo) la soluciéon de la ecuacion (1.4) a través del punto (o, xo).
La observacion de arriba, més la unicidad de las soluciones de problemas con valor
inicial, implican que

QO(t—i—T, t0+T, [L’()) = QO(t,tQ,[L’()) (15)

QD(t+T, t(),!lﬁ'o) = (,O(t,t(),QD(tO +T> t0>$0))' (16)
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DEFINICION 1.4.1. Una solucion ¢(t, tg, o) de la ecuacion diferencial T— periodica

(1.4) es una solucion T— periodica si
o(t+ T, to, xo) = p(t,to, o) para todo t.

Si, ademaés, ¢(t + 7,ty, o) # @(t,to,zo) para cualquier 0 < 7 < T, entonces T es

llamado el periodo minimal.

§1.5. Funciéon de Poincaré

En esta seccioén la funciéon f : RxR — R es continua, de clase C! en la variable x
)

vy f(t+T,x) = f(t,z) Vt,» € R.

DEFINICION 1.5.1. La funciéon de Poincaré (funcion periodica) de la ecuacion

diferencial T'— periodica (1.4) es la funcion escalar
IM:R— R; xg — ©(T,0, z0).

La funciéon de Poincaré toma el valor inicial xg en ty = 0, para el valor de la solucién
©(t,0,29) en t = T. De esta manera resulta de la ecuacion (1.6) que la k—ésima

iteracion de xg bajo II estd dada por
Hk(x(]) = QO(]{?T, 07 .Z’(])-

LEMA 1.5.1. ¢(t,0,20) es una solucion T — periddica de la ecuacion diferencial (1.4)

sty solo si p(0,0,x0) = p(T,0,z0); esto es, II(zg) = xo.
Demostracién: ver [[1],lema 4.8,pag.114].

TEOREMA 1.5.1. Si ¢(t,0,x0) es la solucion de la ecuacion diferencial T— periddica

i = f(t,z), con p(0,0,z0) = z9. Entonces gi(t,o,xo) s la solucin del siguiente
Lo
problema de valor inicial para la ecuacion diferencial
0
= tpom) 01 (L.7)
Ox
esto es,
t
g—;(t,(),xo) = exp {/0 %(s,gp(s,o,xo))ds : (1.8)

Demostracion: ver [[1],lema 4.20,pag.129].

10
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TEOREMA 1.5.2. Sea ¢(t,0,x0) la solucion de la ecuacion diferencial T— periddica
T = f(t,x), con p(0,0,29) = x¢ y Il la funcion de Poincaré. Entonces la derivada

de la funcion de Poincaré estd dada por:

IT'(zo) = exp {/0 g—i(t, o(t,0,z0))dt| . (1.9)

Demostracion: Ver [[1],lema 4.21, pag. 130].

TEOREMA 1.5.3. Sea ¢(t,0,x0) una solucion T— periddica de la ecuacion
diferencial T— periddica (1.4) y defina

Tof

(t7 Sp(ta 07 xO))dt
0 8,1'

apg =
Entonces
1. o(t,0,%0) es asintoticamente estable si ag < 0.

2. p(t,0,xq) es inestable si ag > 0.

Demostracién: Ver [[1], teorema 4.22, pag. 130].

11



CAPITULO 2

EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE
SOLUCIONES PERIODICAS

En este capitulo desarrollaremos de manera detallada los resultados expuestos en
los articulos [3] y [5] por Lazer, Alan y Montes de Oca, Francisco respectivamente.

Counsideremos la ecuacién no—auténoma de Riccati
i(t) = a(t)z(t) — b(t)z>(t) — h(t), (2.1)

donde a(t), b(t) y h(t) son funciones continuas, positivas y T—periodicas en (—oo, +00).
Dada una funciéon f(t), T— periddica y continua. Denotamos por

Fu(t) = min{ f(8) : t € [0, 7]} v far = méx{f(2) : ¢ € [0,7]}.

La ecuacion (2.1) representa un modelo logistico de crecimiento poblacional sometido
a los efectos de una cosecha periodica. Aqui z(t) representa la poblacion en el
instante ¢, a(t) representa la taza de crecimiento de la poblacion, b(t) mide el efecto
de inhibiciéon de la especie sobre si misma y h(t) mide la taza de la cosecha.

Definamos como ecuacion diferencial superior e inferior de (2.1), respectivamente a:
y(t) = anry(t) — bry*(t) — he. (2:2)

Z(t) = aLz(t) — bMZZ(t) — hM (23)

Note que ar, aps, by, bar, hr y has son constantes positivas.

Consideremos la desigualdad:
2

hy < —. 2.4
M 4y, (2.4)
Como hy, < hy v a2by, < a3;bys siempre se cumple, entonces (2.4) implica que
2

a
hy < M 2.5
T (2:5)
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CAPITULO 2. Existencia y Estabilidad de Soluciones Periédicas 13

Las desigualdades (2.4) y (2.5) implican que las ecuaciones de Riccati (2.2) y (2.3)

tienen como puntos de equilibrio a: ayy,,an, ¥ ar,,0, respectivamente, con:

ay + a?\/[ - 4bLhL
2by,

apr — \/CL?V[ — 4bLhL

2by,

ar, + \/CL% - 4thM

2byy

ar — \/a% — 4thM

2bys

Oéjw1 =

Oé]\/[2 =

OéL1 =

(07

Las siguientes desigualdades 0 < ap, < o, < ag, < au,, se satisfacen; en efecto,

ar, < ap, v ay, < ayy, son evidentes. Probemos que ayy, < ap, v ap, < ayy. Con-

sideremos Fy;(z) = ayxr—bra?—hy y Fr(x) = agx—byz*—hyy los campos asociados

a (2.2) y (2.3) respectivamente, note que estozs campos son parabolas que 2abren ha-
. i o ay a a a

cia abajo cuyos vértices son Vj; = (%, ﬁ — hL) y Vp = (ﬁ, ﬁ — hM)

respectivamente, estos vertices estan en el primer cuadrante; ademés Vy; > Vp y

Fy(x) > Fr(z). Por lo tanto, ap, < ap, v ar, < aag.

Observacion 3. Si tomamos oy, < € < ap, y consideramos el campo asociado a
(2.3) Fr.(2) = apz — byz® — har = —by (2 — ar,) (2 — ar,) entonces
Fr(€) = are — bye® — hyr = —byr(e — ap,)(e — ag,) > 0.

Luego, por comparacion
a(t)e — b(t)e* — h(t) > ape — byre® — hay = Fr(e) > 0.
Por lo tanto,
a(t)e — b(t)e? — h(t) > 0 para todo t.

Observacion 4. Si tomamos k1 > ayy, v consideramos el campo asociado a (2.2)

Fu(y) = any — bry? — hy = —br(y — aar, ) (y — aag,) entonces
FM(k’l) = aMk‘l — bLk‘% — hL = —bL(k‘l — OéMl)(k‘l — OéMz) < 0.

Luego, por comparacion
a(t)kl — b(t)k’% — h(t) < G,Mkl — bLk’% — hL = FM(kfl) < 0.
Por lo tanto,

13



CAPITULO 2. Existencia y Estabilidad de Soluciones Periédicas 14

a(t)k; — b(t)k? — h(t) < 0 para todo t.

Observaciéon 5. Si tomamos 0 < kg < ayy, v consideramos el campo asociado a
(2.2) Fy(y) = apy — bry? — hp = —br(y — ang ) (y — aayg,) entonces
FM(]{JQ) = CLM]{ZQ — bL]{Zg — hL = —bL(]{ZQ — OéMl)(l{Zg — OéMz) < 0.

Luego, por comparacion
a(t)ky — b(t)k3 — h(t) < aprks — brks — hy = Fa(ks) < 0.
Por lo tanto,
a(t)ky — b(t)k3 — h(t) < 0 para todo t.

LEMA 2.0.2. Sixp(t,€) es la solucion de (2.3) con x1(0,€) = € entonces xr(t,€) > €
para todo t > 0.

Demostracion:
Por el Teorema 1.2.1 parte 2 z(t, €) esta definida en (—o0, +00). Como z(0,€) = €

y Fr(€) > 0 entonces

27(0,€) = apwp(0,€) — byt (0,€) — ha
= ar€e — bM€2 — hM

= FL(E) > 0.

Por la continuidad de 2, tenemos que existe 6 > 0 tal que 2 (¢,¢) > 0 para todo
t € (0,6]. Asi, x1(t) es creciente en (0,0] y por lo tanto, z(t,€) > € para todo
t € (0,d]. Supongamos por reduccion al absurdo que z (¢, €) no es mayor que € para
todo t > 0, entonces existe t; > ¢ tal que z(t,€) = €. Por el teorema de Rolle existe
ty € (0,t1) tal que 2 (t2,€) = 0 implica que apzy (ta, €) — by (ta, €) — hay = 0; es
decir, x (t2, €) es un punto de equilibrio. Por lo tanto, xy(t2,€) = ap, 6
xr(ta, €) = ap,. Si xp(te, €) = ay, entonces por unicidad x(t,€) = ay, para todo t,
en particular x,(0,€) = € = ay,, lo cual produce una contradiccion, ya que € < ay,.
Similarmente, si x(ts, €) = az, entonces por unicidad (¢, €) = oy, para todo ¢, en
particular (0, €) = € = a,, lo cual produce una contradiccion, ya que ay, < €.
Asi,

xr(t,e) > €  paratodo t > 0.

14



CAPITULO 2. Existencia y Estabilidad de Soluciones Periédicas 15

LEMA 2.0.3. Sixp(t, k1) es la solucion de (2.2) con xp(0, k1) = ki entonces
xpr(t, k1) < ki para todo t > 0.

Demostracion:
Por el Teorema 1.2.1 parte 1 xp(t, k1) esté definida en (v, +00) con —oo < v < 0.
Como z/(0,k1) = k1 y Fpr(k1) < 0 entonces

ZL'/]M(O, k‘l) = aM[L’M(O, k’l) — bL[L’?\/](O, k‘l) — hL
= ayk, — bk} — hy

= FM(kfl) < 0.

Por la continuidad de j, tenemos que existe 6 > 0 tal que ay,(t, k1) < O para
todo t € (0,d]. Asi, xp(t) es decreciente en (0,5] y por lo tanto, xp (¢, k1) < ki
para todo t € (0,6]. Supongamos por reduccion al absurdo que xp/(¢, k1) no es
menor que k; para todo t > 0 entonces existe t; > 9 tal que zp(t1, k1) = k.
Por el teorema de Rolle existe to € (0,%1) tal que x/,(t2,k1) = 0 implica que
anrzyr(ta, k1) — brad, (ta, ki) — hy = 0;
es decir, xp/(ts, k1) es un punto de equilibrio. Por lo tanto, xps(te, k1) = apy 0
xar(te, k1) = g, Si xp(ta, k1) = aypy, entonces por unicidad xy(to, k1) = ayy, para
todo ¢, en particular x/(0, k1) = k1 = ay,, lo cual produce una contradiccion abso-
luta, ya que k; > oy, > aypy,. Es decir,que no es necesario estudiar el caso en que
xpr(ta, k1) = anpg, puesto que, para que esto ocurra la solucion corta o debe pasar por

ay, - Asi,
xp(t, k1) < ki para todo t > 0.

LEMA 2.0.4. Six.(t,€) es la solucion de (2.3) con x1(0,€) = € entonces x(t,€) < €
para todo t < 0.

Demostracion:
Por el Teorema 1.2.1 parte 2 z(t, €) esta definida en (—o0, +00). Como x,(0,€) = €

y Fr(€) > 0 entonces

27(0,6) = apzp(0,€) — byt (0,€) — hy
= are— bM€2 — hM

= FL(E) > 0.
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CAPITULO 2. Existencia y Estabilidad de Soluciones Periédicas 16

Por la continuidad de 2, tenemos que existe 6 > 0 tal que 2 (¢,¢) > 0 para todo
t € [—0,0). Asi, z(t) es creciente en [—9,0) y por lo tanto, z(t,€) < € para todo
t € [=4,0). Supongamos por reduccion al absurdo que zp(t,€) no es menor que €
para todo ¢t < 0 entonces existe t; < —¢ tal que x(t1,€) = €. Por el teorema de Rolle
existe ty € (t1,0) tal que 2, (t2, €) = 0 implica que arxy(ta, €) — brra2 (t2, €) —hyr = 0;
es decir, x(t9, €) es un punto de equilibrio. Por lo tanto, z (t2,€) = o, 6
xr(ta, €) = ap,. Si xp(te,€) = ay, entonces por unicidad x(t,€) = oy, para todo t,
en particular x,(0,€) = € = ay,, lo cual produce una contradiccion, ya que € < ay,.
Similarmente, si x,(tq, €) = az, entonces por unicidad (¢, €) = oy, para todo ¢, en
particular (0, €) = € = a,, lo cual produce una contradiccion, ya que ay, < €.
Asi,

xr(t,e) <e  paratodo t < 0.

LEMA 2.0.5. Si xp(t, ka) es la solucion de (2.2) con xp(0, ke) = ko entonces
xpr(t, ko) > ko para todo t < 0.

Demostracion:
Por el Teorema 1.2.1 parte 3 (¢, ko) esta definida en (—o0,7) con 0 < v < oo.
Como z(0, ko) = ko v Fp(ke) < 0 entonces

SL’/]M(O, ]{32) = CLMLL’M(O, ]{72) - bLLL’?V[(O, ]{32) - hL
= aMk‘g — bLk’g — hL

= FM(]{ZQ) < 0.

Por la continuidad de 2, tenemos que existe § > 0 tal que 2'y,(¢, k2) < 0 para todo
t € [—=9,0). Asi, xp/(t) es decreciente en [—6,0) y por lo tanto, xp (¢, ko) > ko para
todo t € [—4,0). Supongamos por reduccion al absurdo que z(t, k2) no es mayor
que ko para todo t < 0 entonces existe t; < —J tal que xp/(t1, ko) = ko. Por el
teorema de Rolle existe to € (¢1,0) tal que 2, (t2, ko) = 0 implica que

anrwyr(ta, ko) — bpad,(ta, ko) — hy = 0; es decir, xp;(ts, ko) es un punto de equilibrio.
Por lo tanto, z(t2, k2) = an, 6 xar(ta, ko) = gy -Si xps(te, ko) = aupy, entonces por
unicidad xy(to, ko) = aypy, para todo t, en particular z/(0, ko) = ko = ayy,, lo cual
produce una contradiccién absoluta, ya que ko < apg, < apy,. Es decir,que no es
necesario estudiar el caso en que z)/(t2, k1) = aypy, puesto que, para que esto ocurra

la soluciéon corta o debe pasar por ayy,. Asi,
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CAPITULO 2. Existencia y Estabilidad de Soluciones Periédicas 17

xpr(t, ko) > ky para todo t < 0.
Denotemos por I, el intervalo maximal de existencia de la solucion z(t).

LEMA 2.0.6. Sea z(t) una solucion de (2.1) tal que x(0) > 0. Si xp(t) es una
solucion de (2.2) tal que xp(0) = x(0) y xL(t) es una solucion de (2.3) tal que

zr(0) = 2(0), entonces

(i) x(t) < xp(t) para todo t € 1, N I, N[0,00).

T M
(i) xp(t) < (t) para todo t € I, N 1, N]0,00).

(111) xp(t) < x(t) para todo t € 1, N I, N (—o0,0].

M
() z(t) < zL(t) para todo t € I, N1, N(—0o0,0].

Demostracion:

Las funciones

F(t,x) = a(t)r — b(t)x® — h(t)
FM(I’) =apyr — bLl'z - hL
FL(SL’) = arr — b]\/jilf2 — hM

son continuas en R x R, localmente lipschitziana y de clase C! en la variable x.
Sean x/(t) con intervalo de definicion I,,, y x.(t) con intervalo de definicion I,
soluciones de (2.2) y (2.3) respectivamente con x,(0) = z(0) y 2.(0) = z(0). Como
Fi(z) < F(t,x) < Fy(x) entonces, por el Teoremal.3.1

x(t) <axzpy(t) Viel,NI,, N[0,00)yxL(t) <z(t) Vtel, NI, N[0,00).

Por tanto, se cumple (i) y (ii).

Por otro lado tenemos que por el Teoremal.3.2 x,(¢) < z(t) Vt € [,NI,,,N(—00,0]
yxr(t) > x(t) Vtel,NI,, N(—o00,0] es decir, se cumple (iii) y (iv).

Asi, queda demostrado el Lema.
LEMA 2.0.7. Sea x(t) una solucion de (2.1).

(i) Si x(0) > apn entonces el intervalo maximal de existencia de z(t) es (3,00)

con 3 <0 ylim,_ g+ 2(t) = o0.

(i1) Si aps < x(0) < apy entonces el intervalo mazimal de existencia de x(t) es

(—00,4+0) y ane < z(t) < apy para todo t € (—o0, +00).
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(iii) Si x(0) < ape entonces el intervalo maximal de existencia de soluciones de

x(t) es (—o0,7) con vy >0 ylim,_,,- x(t) = —oo.

Demostracion:
Sean x(t) v x(t) las soluciones de (2.2) y (2.3) respectivamente con
xp(0) = 21,(0) = (0). Demostremos (i), por el Teorema 1.2.1 parte 1, se tiene
Ly = (7,00) y I, = (6,00), cony<0,0<0ylim+xp(t) =00y
lim; .5+ z1(t) = oo. Por otra parte por el Lema 2.0.6 parte (iii), y el hecho que
lim,_,+ zp(t) = 00, tenemos que existe [ tal que v < § < 0 y limy;_, 3+ z(t) = oo.
Como z(t) < z(t) < zp(t) se cumple para todo t € I,N[0,00 ) y por la observacion
1z (t) y p(t) son funciones acotadas en [ 0,00 ) entonces z(t) esta definida en todo
el intervalo [ 0,00). Asi [, = (f,00) con 3 < 0y limy_ g+ z1(t) = 0.
Probemos (it), como z(0) € (ar,,ar,) y zm(0) = 2(0) = (0) entonces
anp < ap, < xp(0) < ap, < ayn, v ar, <xp(0) < agp,. Por el Teorema 1.2.1 parte
2, se tiene que I, = I,, = (—00,00), ar, < z.(t) < ap, y an, < zp(t) < ang
para todo t € R.

Por el Lema 2.0.6 se tiene
(i) z(t) <am(t) tel,N[0,00)
(i) zr(t) <a(t) tel,N[0,00)
(i) za(t) <a(t) tel,n(—00,0]
(iv) 2(t) <zp(t)  tel,N(—o00,0]

Por lo tanto,

an, < z(t) < apy, vt € I,.

En consecuencia I, = R.
Demostremos (iii), por el Teorema 1.2.1 parte 3, se tiene que I,,, = (—00,0) y

I,, =(—00,0)con 0 < f<00,0<d <00y

lim () = —o0 y lim z,(t) = —o0.
t—pB~ t—0—
Por el Lema 2.0.6 parte (i7) y el hecho que lim;_,5- x/(t) = —00, tenemos que existe

v tal que 0 <y < By limy - 2(t) = —o0.
Como zy(t) < z(t) < zp(t) se cumple para todo t € I, N ( — 00,0] y por la
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observacion 2 x,(t) y xp(t) son funciones acotadas en ( — oo, 0], entonces z(t) esta
definida en todo el intervalo ( — 00,0]. Asi, [, = (—o0,y) cony >0y

lim,_,,- (t) = —oo.

TEOREMA 2.0.1. Dada la ecuacion (2.1) supongamos (2.4) tenemos entonces que
existen dos soluciones T— periddicas x1(t) y xo(t), (x1(t) > z2(t)). Por otra parte si

z(t) es una solucion de (2.1) con

(i) £(0) > z1(0) entonces el intervalo mazimal de ezistencia de x(t) es (3, 00) con

B <0 ylim_ g+ x(t) =00 ylimy o (x(t) —21(t)) =0

(i1) x2(0) < x(0) < x1(0) entonces el intervalo maximal de existencia de x(t) es

(—00, +00) con limy_, o (z(t) — 22(t)) =0 y limy_ oo (21 (t) — x(t)) =0

(111)) 0 < z(0) < x2(0) entonces el intervalo mazimal de existencia de x(t) es

(—00,7) cony >0 ylim_ - z(t) = —oo y limy_,_o(2(t) — z2(t)) =0

Demostracion
Si escogemos € en el intervalo (a,, ar,) por la observacion 3 tenemos que
a(t)e—b(t)e? —h(t) > 0 para todo t € R. Sean z(t,€) y x1(t, €) las soluciones de (2.1)
y (2.3) respectivamente con x(0,€) = x.(0,€) = €. Por el Teorema 1.2.1 y el Lema
2.0.7, I,, = (—00,00) y I, = (—00,00). Por el Lema 2.0.6 parte (ii) x(t,€) > x(t,¢€)
para todo t > 0 y por el Lema 2.0.2 z(t,€) > € para todo t > 0 tenemos que
x(t,€) > € para todo t > 0, de esta manera z(T,€) > e.
Similarmente si escogemos ki > s entonces por la observacion 4 tenemos que
a(t)ky — b(t)k? — h(t) < 0 para todo ¢t € R. Sean z(t, k1) y (¢, k1) las soluciones
de (2.1) y (2.2) respectivamente con x(0, k1) = x(0, k1) = k1. Por el Teorema 1.2.1
y el Lema 2.0.7 I,,, = (0,00) con 6 < 0y I, = (f,00) con 5 < 0. Por el Lema 2.0.6
parte (i) x(t, k1) < xp(t, k1) para todo t > 0y por el Lema 2.0.3 xp (¢, k1) < ki para
todo ¢ > 0 tenemos que x(t, k;) < ki para todo t > 0, de aca que x(T, k1) < k.
Por lo tanto, la funcion de Poincaré P : [e, k1] — [e,k1]; & — x(T,&) satisface
P(e) =x(T,e) > x(0,¢) = ey P(k1) = x(T, k1) < x(0, k1) = ky, lo cual implica que
existe un ¢ € (e, k1) tal que P(c) = ¢, es decir, P tiene un punto fijo correspondiente
a una solucion T— periodica x1(t) de (2.1) con z1(0) = ¢
Ahora consideremos la funcion de Poincaré P : [ky, €] — [ka, €] ; € — (=T, &), donde

0 < ko < aype. Veamos que esta funcion tiene un punto fijo d < ¢ el cual corresponde
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a una solucion T— periddica z5(t) de (2.1). En efecto; tomando el mismo €. Por el
Teorema 1.2.1 y el Lema 2.0.7, I,, = (—00,00) y I, = (—00,00). Por el Lema 2.0.6
parte (iv) z(t,e) < xp(t,€) para todo t < 0y por el Lema 2.0.4 z1(t,¢) < € para
todo t < 0 tenemos que x(t,€) < € para todo t < 0, de esta manera z(—T¢) < €.

Por otra parte, si escogemos 0 < ky < ayy, entonces por la observacion 5 tenemos que
a(t)ks — b(t)k3 — h(t) < 0 para todo t € R. Sean x(t, ko) v xs(t, ko) las soluciones de
(2.1) y (2.2) respectivamente con x(0, k2) = x/(0, k2) = ko. Por el Teorema 1.2.1 y
el Lema 2.0.7 1,,,

parte (i1i) x(t, ko) > xp(t, ko) para todo t < 0 y por el Lema 2.0.5 zp(t, ko) > ko

= (—00,0)cond >0y I, = (—o0,v) cony > 0. Por el Lema 2.0.6

para todo t < 0 tenemos que x(t, k) > ks para todo ¢t < 0, de aca que x(—T, kg) > ko.
Claramente xo(t) < z1(t).

Probemos que existen exactamente dos soluciones T— periddicas.

Supongamos que existen tres soluciones T— periddicas de (2.1) por unicidad podemos
suponer que x(t) > xa(t), x3(t) # x1(t) y x3(t) # x2(t) por el Teorema 1.1.2 z3(t)
la podemos escribir de la siguiente manera:

x1(t) — 2o (t) V(1)
1-V(t)

x3(t) = para todo t € R,

con
Vi) — 23(0) — $1(0)6_ JEb(s) @1 ()= (s))ds
263(0) — SL’Q(O)

Por ser z3(t) solucion T— periddica entonces

21(0) = 23OV (0) _ a1 (T) — 2o(T)V(T)
1—-V(0) 1—-V(T)

Esto es, (1 —V(T))(z1(0) — 22(0)V(0)) = (1 — V(0))(x1(T) — zo(T)V(T)).

Usando que x1(t) y x2(t) son funciones T— periddica y simplificando obtenemos:
(22(0) — 21(0))(V(T) — V(0)) = 0. Como x5(0) # x1(0) entonces V(T') — V(0) = 0.
Esto implica e~ Jo ¥&)@i(=)=a2()ds — 1 eg decir, —fOT b(s)(x1(s) — za(s))ds = 0, lo

cual produce una contradiccion por ser b(s) > by, > 0y x1(s) — x2(s) > 0.

x3(0) = x3(T) implica que

Por lo tanto hay exactamente dos soluciones T— periodicas de (2.1).
Nosotros probaremos que x1(t) es asintoticamente estable y x(t) es inestable.

Como 1 (t) y x2(t) son soluciones de (2.1) ellas satisfacen la ecuacion (2.1); esto es,
Z(t) = a(t)z:(t) — b(t)2¥(t) — h(t)
Ta(t) = a(t)za(t) — b(t)a;(t) — h(t).
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Entonces

a1 (t) — 22(t) = a(t)(z1(t) — 22(t)) — b(£) (21 (t) — 22(t)) (21(F) + 2(1)).
Asi, tenemos:
a1 (t) — 22(?)

x1(t) — x2(t) = a(t) — b(t)(z1(t) + 2a(t)).

O sea:

% In(z1(t) — 2(t)) = a(t) = b(t) (1 (t) + z2()).

Integrando entre 0 y T’

/0 %m(xl(t)—xz(t))dt: /0 a(t)dt — /0 b(t)(@1(t) + z2(t))dt.

Por ser 1 (t) y xo(t) soluciones T— periodicas In(z(t) — x2(t)) |g =0, asi

0= /0 a(t)dt — /0 b(t) (1 (£) + 2a(8) )t

/0 alt)dt = /0 b(t) (1 (t) + z2(t))dt.

Como z1(t) > x(t) > 0, tenemos:

/ Ta(t)dt: / Tb(t)(:):l(t)+x2(t))dt< / T2b(t):):1(t)dt (2.6)

/T a(t)dt = /T b(t)(z1(t) + xo(t))dt > /T 20(t)xo(t)dt. (2.7)
Asi, de (2.6) y (2.7)

/ ' 2b(t) 2o (t)dt < / ' a(t)dt < / ' 2b(t): (t)dt.

Por el Lema 1.5.2 y las desigualdades anteriores la derivada de la funciéon de Poincaré

P satisfacen las desigualdades

P/(a1(T)) = eap ( / Calt) - Qb(t)xl(t))dt) <1
P'(xy(T)) = exp ( /0 T(a(t) — 2b(t)x2(t))dt) > 1.
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Asi, por el Teorema 1.5.3 z1(t) es asintoticamente estable y x5(t) es inestable.
Por otra parte, sea x(t) una solucion de (2.1), como z1(t) y x2(t) son soluciones

T— perioddicas de (2.1) entonces por el Teorema 1.1.2

x1(t) — 2o(H)V (t)

2(t) =

1-V(t)
donde V (t) = ke~ Jo b@) @i (s)=wa(s)ds | f — M Demostremos (i) sea
) (fﬁ(o) — 25(0)
z(0) — T 0 .
0) > 1(0 t k= ————=< > 0. z(t) esta definid t d
z(0) > z1(0), entonces 20) = :(0) x(t) esta definida excepto cuando
1
1 —V(t) = 0; es decir, In (E) = — f(f b(s)(z1(s) — xa(s))ds. Veamos que existe un
valor de t = 3 tal que se satisfaga la ecuacion anterior.
Definamos f(t) = — f(f b(s)(x1(s) — z2(s))ds, estudiemos el comportamienro de esta
funcion:
- F(0)=0

w f/(t) = —b(t)(z1(t) — x2(t)) < 0; es decir, f es decreciente

= El rango de la funcién f es R. En efecto, definamos
IIléXtE[O’T] (Il(t) — IQ(t)) =L>0 y mintE[O,T] (Il(t) — l’g(t)) =D >0.
Nosotros sabemos que b, < b(s) < by;. Multiplicando por —(z1(s) — x2(s))

tenemos que
—b(21(s) = w2(s)) = —b(s)(w1(s) — x2(5)) = —bar(w1(s) — 2(s))
Asi,
—by L < —b(s)(z1(s) — xa(s)) < =brD.

Integrando entre 0 y t obtenemos:
Sit>0 .
b Lt < / b(s) (21 (s) — 22(s))ds < —by, Dt
0

Haciendo t — +o00, tenemos lim;_, fot —b(s)(z1(s) — x2(s))ds = —o0.

Sit < 0 entonces

/0 () (z2(s) — als))ds = / b(s) (1(s) — 2(s))ds

22
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y como by D < b(s)(x1(s) — x2(s)) < by L entonces

/t b Dds < /t " Bs) (21 (5) — a(8))ds < /t s Lds.

Asi, —b, Dt < f(t) < —by Lt haciendo t — —oo, tenemos lim;_, o, f(t) = +00.
2(0) — 21(0)
2(0) — 22(0)
1 1 1

— > 1. Por lo tanto, In (E) > (), entonces existe 5 < 0 tal que f(3) = In <E) ya que

Por otra parte, x2(0) < x1(0) < x(0) implica que 1 > > 0; es decir,

k
f es decreciente. Es decir, existe 8 < 0 tal que In = — fo — xo(s))ds.

Por tanto, V() = 1. Asi, x(t) esta definido en (3, —I—oo) y
, x1(t) — 22 () V(1)

lim,_, =

imy_, g+ V(@) +00

Ademas por ser x;(t) asintoticamente estable es un atractor.

Por lo tanto, lim;, o (z(t) — z1(t)) = 0.

g 2(0) — 21 (0)
Prob 0) <z(0) <x(0) ent k = ——— = < 0. Por lo tant
1o emos(zz) sea xQ( ) < x(0) < z1(0) entonces 20) = 1(0) or lo tanto,
1—kelo ¥o)@1(&)=w2() g5 £ 0 para todo t € R. Asi, x(t) esta definida en (—o0, +00).Ademas

por ser xq(t) un atractor y z3(¢) un repulsor se cumple que:
lim (z(t) — x2(t)) =0 y lim (z1(t) — z(t)) = 0.

t——00 t——+00
1(0)
2(0)
1
definida excepto cuando 1 — V/(t) = 0, es decir, ln(E) = —/ b(s)(x1(s) — z2(s))ds.

. . 0 ., .
Veamos que existe un valor de t = v tal que se satisface la ecuaciéon anterior.Del

Demostremos (i7i) Sea 0 < z(0) < x2(0) entonces k = > 1. z(t) esta

=
=

|
Sk

estudio de la funcion f(t) = — fo — x5(s))ds y del hecho que
f( ) 1(0) -
0) < 22(0) < z1(0 li k=————7<2>1 In{—) <0, ent
z(0) < 29(0) < 24 ( )1m1[1) ica que 7 2(0) — 22(0) y asi n<k) , entonces
existe v > 0 tal que ln(E) = / b(s)(z1(s) — z2(s))ds. Por tanto V(vy) = 1.Asi,
0

21 (t) — 22 () V(1)
1- V()

z(t) esta definido en (—oo,v) y lim; - (
xo(t) un repulsor tenemos que lim;_, o (x(t) — x2(t)) =

= —oo0 y ademas por ser

TEOREMA 2.0.2. Consideremos la ecuacion (2.1) donde las funciones a(t) y b(t)
son constantes positivas y h(t) es una funcion continua, positiva, T— periddica y
supongamos que se satisface la desigualdad h(t) < Z—Z entonces la ecuacion diferencial
(2.1) tiene dos soluciones T— periddicas, x1(t) y x2(t), (z2(t) < x1(t)). Ademds la

solucion mayor es estable y la solucion menor es inestable.
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Demostracion
Veamos que se satisfacen las hipotesis del teorema anterior, por ser a(t), b(t)

constantes positivas tenemos que a;, = ay; = a y by, = by = b. Por lo tanto,

CL2 a2
M™4b — 4by,

Asi, el teorema queda demostrado.
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