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Resumen

El teorema clásico del Folklore referente a la existencia de medidas invariantes,

absolutamente continuas, para transformaciones expansoras de Markov del intervalo,

requiere de la hipótesis conocida en la literatura como la propiedad de distorsión

limitada (ver [2], [12]). En general, cuando las transformaciones de Markov son no

expansoras, es complicado obtener un resultado parecido.

Sin embargo, como es conocido (ver [3], [9]) pueden obtenerse teoremas de exis-

tencia de buenas medidas invariantes fuera del contexto expansor.

Precisamente, esta monografía es una revisión del artículo de F. Schweiger (ver

[9]), la cual pretende resaltar las dificultades que se presentan cuando un sistema

posee puntos indiferentes (esto es, puntos fijos, con derivada igual a uno) y además

muestra algunos ejemplos bien conocidos en la literatura para ilustrar la teoría pre-

sentada en [9]. Las transformaciones del intervalo con puntos indiferentes son bas-

tante estudiadas en la actualidad, entre otros autores, por ejemplo [3], [9], [11] y

[13].
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Capítulo 1

UNA CLASE DE ENDOMORFISMOS

NUMÉRICO-TEÓRICOS

Para los conceptos involucrados con teoría de la medida y análisis clásico ver [5],

[8] y [10].

Sea (B, F, λ) un espacio de probabilidad. Consideremos la tranformación

T : B −→ B

sujeta a las siguientes condiciones:

a) T es medible y no singular.

b) Existe una partición P = {B(k)/k ∈ I}, excepto en un conjunto de medida

cero, de B, donde I es un conjunto de índices finito o numerable, tal que B(k) ∈ F,

para todo k ∈ I. Los átomos de P son llamados fibras.

c)Existe una familia de funciones medibles y no singulares V(k): B −→ B(k), k

∈ I tales que V (k) ◦ T |B(k) = Id(B(k)) y T ◦ V (k) = IdB.

d) Dado n ∈ N, para toda colección k1,...,kn de n índices en I, definimos,

V (k1, ..., kn) = V (k1, ..., kn−1) ◦ V (kn)

B(k1, ..., kn) = V (k1, ..., kn−1)B(kn).

Estos últimos son llamados cilindros de orden n, y Z(n) denota la familia de

todos los cilindros de orden n. Escribiendo Z =
⋃

Z(n) con n en N, suponemos que

Z genera a F. Además suponemos que se cumple,
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CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 2

ĺım
n→∞

(
sup

Z∈Zn

λ(Z)
)

= 0.

Antes de colocar la condición e), haremos algunas definiciones.

Sea n ∈ N, para toda colección k1,...,kn de n índices en I,

Consideremos ∆(k1, ..., kn) = dλV

dλ
, donde λV es la medida definida por

λV (k1, ..., kn)(A) = λ(V (k1, ..., kn)(A)), A ∈ F. (1.1)

ya que λV ≪ λ, el teorema de Radon- Nikodym, garantiza la existencia de la

función ∆(k1, ..., kn): B → R, con la propiedad,

λV (k1, ..., kn)(A) =

∫

A

∆(k1, ..., kn)dλ, (1.2)

para cualquier A ∈ F.

Dada una constante C ≥ 1, llamamos a los cilindros B(k1, ..., kn) un R-cilindro

con constante C, si este satisface la condición de Renyi,

sup
x∈B

∆(k1, ..., kn)(x) ≤ C ı́nf
x∈B

∆(k1, ..., kn)(x) (1.3)

la constante C es independiente de la escogencia de x ∈ B.

Además, T tiene la propiedad de distorsión limitada si se satisface,

sup
x∈B,n∈N,k1,...,kn∈I

∆(k1, ..., kn)(x) ≤ C ı́nf
x∈B,n∈N,k1,...,kn∈I

∆(k1, ..., kn)(x) (1.4)

Observación. Propiedad de distorsión limitada es equivalente a que todos los

cilindros son R-cilindros. Observe que la constante C es uniforme en x, en n y en la

escogencia de los k1, ..., kn en I.

El conjunto de todos los R-cilindros con constante C son denotado por G(C, T ).

Seria ideal determinar una constante C ≥ 1 tal que G(C, T ) = Z. En tal caso se

puede demostrar la existencia de una medida finita invariante equivalente a λ (Ver

[1]).
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CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 3

En nuestros ejemplos , ver capitulo 2, podemos encontrar casos en que G(C, T )

es una subclase propia de Z para toda C ≥ 1. Los ejemplos sugieren la imposición

de la siguiente condición:

e) Es posible determinar una constante C ≥ 1 y una subclase no vacía R(C, T )

⊆ G(C, T ), tal que,

e.1) Si B(k1, . . . , kn) ∈ R(C, T ) entonces B(a1, . . . , an, k1, . . . , kn) ∈ R(C, T ) para

cualquier secuencia (a1, . . . , an) que se escoja en I.

e.2) Dado n ∈N, sea Dn = {B(k1, . . . , kn) ∈ Z(n) : B(k1, . . . , ks) ∈ Z\R(C, T ), 1 ≤ s ≤ n}

suponemos que

ĺım
n→∞

∑

B(k1,...,kn)∈Dn

λ(B(k1, . . . , kn)) = 0

Observación. Cuando B = [0, 1], λ es la medida de Lebesgue y T es derivable,

es usual encontrar en la literatura la propiedad de distorsión limitada, escrita de la

siguiente forma,

sup
w,z∈B(k1,...,kn),n∈N

(
(T n)′(w)

(T n)′(z)

)
≤ C

En efecto, como

sup
x∈B,n∈N,k1,...,kn∈I

∆(k1, . . . , kn)(x) ≤ C ı́nf
x∈B,n∈N,k1,...,kn∈I

∆(k1, . . . , kn)(x)

y para cualquier y, t en B y n ∈ N tenemos que

∆(k1, . . . , kn)(y) ≤ C ı́nf
x∈B,n∈N,k1,...,kn∈I

∆(k1, . . . , kn)(x) ≤ C∆(k1, . . . , kn)(t)

de lo cual obtenemos que

∆(k1, . . . , kn)(y)

∆(k1, . . . , kn)(t)
≤ C

3



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 4

Recordemos que V (k1, . . . , kn)= V (k1, . . . , kn−1) ◦ V (kn) = . . .= V (k1) ◦ V (k2) ◦

. . . ◦ V (kn) donde además V (k) ◦ T |B(k) = Id(B(k)) y T ◦ V (k) = IdB, por lo que

V (k)=
(
T |B(k)

)−1
con esto, obtenemos

∆(k1, . . . , kn)(y) =
dλV (k1, . . . , kn)

dλ
(y) =

(
T−1 ◦ T−1 ◦ . . . ◦ T−1

)′
(y) =

(
T−n

)′
(y)

Por el teorema de la función inversa,

(
(T n)−1

)′
(y) =

1

(T n)′(T−n(y))
.

De lo cual nos resulta que,

∆(k1, . . . , kn)(y) =
(
T−n

)′
(y) =

1

(T n)′((T−n(y)))
=

1

(T n)′(V (k1, . . . , kn)(y))

Como

V (k): B−→ B(k), V (k1, k2): B−→ B(k1, k2),

y sucesivamente nos queda,

V (k1, . . . , kn) : B −→ B(k1, . . . , kn)

entonces como y ∈ B, se tiene que,

V (k1, . . . , kn)(y) ∈ B(k1, . . . , kn)

llamemos z = V (k1, . . . , kn)(y) ∈ B(k1, . . . , kn), de esta manera,

∆(k1, . . . , kn)(y) =
1

(
T n

)′
(z)

con z ∈ B(k1, . . . , kn).

Análogamente tenemos que

∆(k1, ..., kn)(t) =
1

(T n)′(w)

con w = V (k1, . . . , kn)(t) ∈ B(k1, . . . , kn).

Por lo tanto,

4



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 5

∆(k1, . . . , kn)(y)

∆(k1, . . . , kn)(t)
=

(T n)′(w)

(T n)′(z)

con w,z en B(k1, . . . , kn).

Y como
∆(k1, . . . , kn)(y)

∆(k1, . . . , kn)(t)
≤ C , entonces,

(T n)′(w)

(T n)′(z)
≤ C.

Así,

sup
w,z∈B(k1,...,kn),n∈N

(
(T n)′(w)

(T n)′(z)

)
≤ C.

5



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 6

1.1. Algunos resultados generales

Antes de enunciar y demostrar el teorema principal de este trabajo, introducire-

mos la siguiente definición. Ver [9].

Definición Sea n ∈ N, para cualquier colección k1, ..., kn de índices en I, se define

la clase Bn, una subclase de R(C, T ), por

Bn = {B(k1, ..., kn) ∈ Z(n) : B(k1, ..., kn) ∈ R(C, T ), B(k1, ..., kn−1) ∈ Dn−1}.

Observe que,
( n⋃

j=1

Bj

)⋃
Dn es un cubrimiento disjunto de B.

En las hipótesis establecidas en la sección anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema Principal Cualquier cilindro es, excepto un conjunto de medida cero,

la unión de R-cilindros.

Demostración 1. Ya que
( m⋃

j=1

Bj

)⋃
Dm es un cubrimiento disjunto de B, para

cilindros B(a1, ..., at) ∈ Bt con 1 ≤ t ≤ m y B(b1, ..., bm) ∈ Dm podemos expresar B

de la siguiente forma,

B =
m⋃

t=1

( ⋃

B(a1,...,at)ǫBt

B(a1, ..., at)
)⋃

(
⋃

B(b1,...,bm)ǫDm

B(b1, ..., bm)).

Consideremos un cilindro B(k1, ..., kn) ∈ Z \ R(C, T ).

Sabemos que B(k1, ..., kn) = V (k1, ..., kn)B, sustituyendo B por la exprersión

anterior y usando las definiciones hechas en d), obtenemos

B(k1, ..., kn) = V (k1, ..., kn)
(( m⋃

t=1

(
⋃

B(a1,...,at)∈Bt

B(a1, ..., at)
)⋃( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(b1, ..., bm)
))

=
m⋃

t=1

( ⋃

B(a1,...,at)∈Bt

V (k1, ..., kn)B(a1, ..., at)
)⋃( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm)
)

=
m⋃

t=1

( ⋃

B(a1,...,at)∈Bt

B(k1, ..., kn, a1, ..., at)
)⋃ ( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)
.

6



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 7

Y por e.1), tenemos que comoB(a1, ..., at) ∈ R(C, T ) entonces B(k1, ..., kn, a1, ..., at)

∈ R(C, T ).

Al tomar la medida λ de esta última expresión nos queda,

λB(k1, ..., kn) =
m∑

t=1

λ
( ⋃

B(a1,...,at)∈Bt

B(k1, ..., kn, a1, ..., at)
)

+ λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)
.

En particular nos interesa estudiar el valor de λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)
.

Sabemos que, al ser
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm) una unión disjunta,

λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)

=
∑

B(b1,...,bm)∈Dm

λ
(
B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)

)

Pero como B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)= V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm) entonces

λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)

=
∑

B(b1,...,bm)∈Dm

λ
(
V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm)

)
.

Ahora bien, veamos que valor tiene ĺım
m→∞

λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)
.

Definamos Am =
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(b1, ..., bm) ∈ F.

Veamos si {Am}m∈N ⊂ F es una sucesión decreciente.

Recordemos que para cualquier n ∈ N, y toda colección k1, ..., kn de I el conjunto

índices tenemos que para B(k1, ..., kn) ∈ Z se tiene que B(k1, ..., kn) ⊂ B(k1, ..., kn−1),

en particular para todo cilindro en Dn, por la forma en que está definido en e.2). De

esta forma, generalizando la relación B(k1, ..., kn) ⊂ B(k1, ..., kn−1) en Dn−1, tenemos

que

⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(b1, ..., bm) ⊂
⋃

B(b1,...,bm−1)∈Dm−1

B(b1, ..., bm−1).

Y por lo tanto, Am ⊂ Am−1.

Es decir, {Am}m∈N es una sucesión decreciente en F.

7



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 8

Y de esta manera, {V (k1, ..., kn)Am}m∈N ⊂ F es una sucesión decreciente.

Además, tenemos que

λ(

∞⋂

m=1

Am) = ĺım
m−→∞

λ(Am)

= ĺım
m−→∞

λ(
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(b1, ..., bm))

= ĺım
n−→∞

∑

B(b1,...,bm)∈Dm

λ(B(b1, ..., bm))

= 0

En el último paso usamos la hipótesis e.2), y como V (k1, ..., km): B −→B(k1, ..., km)

es medible y no-singular y entonces

λ
(
V (k1, ..., kn)

∞⋂

m=1

Am

)
= 0. (1.5)

Y ya que V (k1, ..., kn) es una tranformación medible inyectiva, tenemos que

V (k1, ..., kn)

∞⋂

m=1

Am =

∞⋂

m=1

V (k1, ..., kn)Am. (1.6)

Y además,

V (k1, ..., kn)Am = V (k1, ..., kn)
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(b1, ..., bm)

=
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm)

=
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)

Y también,

λ(

∞⋂

m=1

V (k1, ..., kn)Am) = ĺım
m−→∞

λ(V (k1, ..., kn)Am) (1.7)

Y utilizando (1.6) y (1.7), tenemos que,

8



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 9

λ(V (k1, ..., kn)

∞⋂

m=1

Am) = λ(

∞⋂

m=1

V (k1, ..., kn)Am) por (1.6)

= ĺım
m−→∞

λ(V (k1, ..., kn)Am) por (1.7)

= ĺım
m−→∞

λ(V (k1, ..., kn)
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(b1, ..., bm))

= ĺım
m−→∞

λ(
⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm))

= ĺım
m−→∞

(
∑

B(b1,...,bm)∈Dm

λB(k1, ..., kn, b1, ..., bm)).

Pero como λ(V (k1, ..., kn)

∞⋂

m=1

Am) = 0 por (1.5),

entonces ĺım
m−→∞

(
∑

B(b1,...,bm)∈Dm

λ(V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm))) = 0.

Y como,

λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
)

=
∑

B(b1,...,bm)∈Dm

λ
(
V (k1, ..., kn)B(b1, ..., bm)

)
.

Podemos concluir que, ĺım
m→∞

(
λ
( ⋃

B(b1,...,bm)∈Dm

B(k1, ..., kn, b1, ..., bm)
))

= 0.

Esto quiere decir que desde el punto de vista probabilístico no aporta nada en

límite.

Así, cualquier cilindro es, excepto un conjunto de medida cero, la union disjunta

de R-cilindros.

�

Teorema 1. Supongamos que λ es la medida de Lebesgue, B es un intervalo, tal que

λB = 1, T satisface las condiciones a), b), c), d), e), todos los V (k) son continuamente

diferenciables y existe un punto fijo y en B tal que , T ′(y) = 1, entonces para cualquier

C ≥ 1 la clase G(C, T ) es una subclase propia de Z.

Demostración 2. Sea y en B un punto fijo con derivada 1. Existe b ∈ I, tal que

y ∈ B(b), luego como T (y) = y, se tiene que y ∈ B(b, b, . . . , b), para todo n ∈ N , y

como
(
T |B(b)

)−1
(y) = y, tenemos que V (b)(y) = y.

Además para cualquier n ∈ N, y la secuencia b, b, . . . , b de n índices en I, lo cual

denotaremos b; n.

9



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 10

∆(b;n)(y) =
dλV (b;n)

dλ
(y) =

(
V (b;n)

)′
(y).

Como V (b;n)(y) = V (b;n−1)◦V (b)(y), al aplicar regla de la cadena, y teniendo

en cuenta que y es un punto fijo obtenemos,

∆(b;n)(y) =
(
V (b;n− 1)

)′
V (b)(y) ·

(
V (b)

)′
(y) =

(
V (b;n− 1)

)′
(y) ·

(
V (b)

)′
(y).

Y continuando con este proceso obtenemos que,

∆(b;n)(y) =
((
V (b)

)′
(y)

)n

.

Y esto a su vez es,

((
V (b)

)′
(y)

)n

=

(((
T |B(b)

)−1
)′

(y)

)n

.

Por el teorema de la función inversa y considerando el echo de que y es un punto

fijo, tenemos que,

((
T−1

)′
(y)

)n

=
( 1

T ′
(
T−1(y)

)
)n

=
((
T ′(y)

)−1
)n

y como, T ′(y) = 1 entonces
((
T ′(y)

)−1
)n

= 1

Así, ∆(b, b, . . . , b)(y) =
((
T ′(y)

)−1
)n

= 1.

De esta manera sup
x∈B

∆(b;n)(x) ≥ ∆(b;n)(y) = 1.

Así, sup
x∈B

∆(b;n)(x) ≥ 1.

Por otro lado, por (1.1) y (1.2), tenemos que,

λB(b;n) = λV (b;n)
(
B

)
= λV (b;n)

(
B

)
=

∫

B

∆(b;n)(x)dλx.

Pero λB(b;n) → 0, cuando n tiende a infinito, por la condición d), entonces∫

B

∆(b;n)(x)dλx→ 0, cuando n tiende a infinito, denotemos ǫ(n) =
∫

B

∆(b;n)(x)dλx.

10



CAPÍTULO 1. Una clase de endomorfismos numérico-teóricos 11

Sabemos que,
∫

B

∆(b;n)(x)dλx ≥

∫

B

ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x)dλx,

y además

∫

B

ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x)dλx = ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x)

∫

B

dλx

= ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x) · λ(B)

= ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x).

En el último paso recuerde que, λ es la medida de Lebesgue y λ(B) = 1.

Entonces, ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x) ≤ ǫ(n), donde ĺım
n→∞

ǫ(n) = 0.

En resumen, sup
xǫB

∆(b;n)(x) ≥ 1 y ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x) ≤ ǫ(n), donde ĺım
n→∞

ǫ(n) = 0.

De esta forma, si n es suficientemente grande no puede ocurrir que,

sup
x∈B

∆(b;n)(x) ≤ C ı́nf
x∈B

∆(b;n)(x).

TomandoN suficientemente grande, existe n ∈N, tal que paraN ≤ n,B(b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n

)

es un cilindro no Renyi.

Por tanto, cuando existe al menos un punto fijo con derivada 1, existe una clase

de cilindros no Renyi no vacía, de esta forma la clase G(C, T ) es una subclase propia

de Z.

�

11



Capítulo 2

EJEMPLOS .

2.1. Ejemplo lineal.

Sea ([0, 1],F, m) un espacio de probabilidad con F la σ - álgebra de Borel, y m la

medida de lebesgue.

Definamos {B(k)|k ∈ I} una partición de [0, 1], con I = {0, 1} el conjunto de

índices, donde B(0) = [0, 1
2
], y B(1) = (1

2
, 1]. Cada B(k) es medible con k ∈ I.

Consideremos la transformación T : [0, 1] → [0, 1] dada por

Tx =

{
2x, x ∈ B(0)

2x− 1, x ∈ B(1)

Figura 2.1: Gráfica de T

Se define T−1 : [0, 1] → [0, 1] por

T−1x =






x

2
, x ∈ [0, 1]

x+ 1

2

12



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 13

Denotemos V (0)(x) =
x

2
y V (1)(x) =

x+ 1

2
, y observe que,

V (0) : [0, 1] → B(0) y

V (1) : [0, 1] → B(1).

Figura 2.2: Gráfica de V(0) y V(1).

Donde

T |B(0) ◦V (0) = Id[0,1], V (0) ◦ T |B(0)= IdB(0),

y análogamente,

T |B(1) ◦V (1) = Id[0,1], V (1) ◦ T |B(1)= IdB(1).

La transformación T es continua y de clase C1 a trozos, y de igual manera las

transfosmaciones V (k), con k ∈ I, son transformaciones continuas y de clase C1, por

lo tanto, las transformaciones T y V (k), con k ∈ I, son medibles y no singulares con

derivada no nula.

Recordemos que en la condición d) tenemos que, V (k1, . . . , kn) = V (k1, . . . , kn−1)◦

V (kn). Veamos algunos de los V (k1, . . . , kn) que se pueden generar.

Sabemos que,

V (0)(x) =
x

2
.

Entonces,

13



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 14

V (0, 0)(x) = V (0) ◦ V (0)(x) = V (0)(
x

2
) =

x
2

2
=

x

22
=
x

4

V (0, 0, 0)(x) = V (0) ◦ V (0) ◦ V (0)(x) = V (0, 0)(
x

2
) =

x
2

22
=

x

23
=
x

8

Continuando con este proceso podemos obtener, para una cantidad n de ceros,

V (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)(x) = V (0) ◦ . . . ◦ V (0)︸ ︷︷ ︸
n

(x) =
x

2n

Por su parte, sabemos que

V (1)(x) =
x+ 1

2

Luego,

V (1, 1)(x) = V (1) ◦ V (1)(x) = V (1)(
x+ 1

2
) =

x+ 3

4

V (1, 1, 1)(x) = V (1) ◦ V (1) ◦ V (1)x = V (1, 1)(
x+ 1

2
) =

x+ 7

8

Continuando con este proceso podemos obtener, para una cantidad n de unos,

V (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

)(x) = V (1) ◦ . . . ◦ V (1)︸ ︷︷ ︸
n

(x) =
x+

∑n−1
i=0 2i

2n

Las posibles variaciones está en las combinaciones entre ceros y uno que se tomen.

Por otro lado, sabemos que B(k1, . . . , kn) = V (k1, . . . , kn−1)(B(kn)).

Tenemos que B(0) = [0, 1/2], y B(1) = (1/2, 1] y de esto podemos obtener,

B(0, 0) = V (0)B(0) = [0,
1

4
]

B(0, 1) = V (0)B(1) = [
1

4
,
1

2
]

B(1, 0) = V (1)B(0) = [
1

2
,
3

4
]

B(1, 1) = V (1)B(1) = [
3

4
, 1]

14



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 15

De esta manera es posible determinar todos los cilindros de cualquier orden, Z(n)

denota la familia de todos los cilindros de orden n, y en particular tenemos que,

Z(2) = {B(0, 0), B(0, 1), B(1, 0), B(1, 1)}.

Y además, Z =
⋃

Z(n) con n en N, y lo cual genera a F.

En cuanto a los B(k1, . . . , kn) con kn ∈ I, para todo n ∈ N, tienen la forma,

B(k1, . . . , kn) = [ j−1
2n ,

j
2n ], donde j es algún elemento en {0, 1, 2, 3, . . . , 2n}.

Y de esto tenemos que,

m(B(k1, . . . , kn)) =
∣∣∣
j

2n
−
j − 1

2n

∣∣∣ =
1

2n
.

Y por tanto,

m(B(k1, . . . , kn)) → 0 cuando n→ ∞.

La transformación T n es inyectiva y diferenciable restricta a cada uno de los

B(k1, . . . , kn) = [ j−1
2n ,

j
2n ], donde j es algún elemento en {0, 1, 2, 3, . . . , 2n}, y además

T n( j−1
2n ) = 0 y T n( j

2n ) = 1.

Por el teorema de valor medio para algún x ∈ B(k1, . . . , kn), tenemos que,

T n(
j

2n
) − T n(

j − 1

2n
) =

(
T n

)′
(x) ·

( j
2n

−
j − 1

2n

)

Por lo tanto,
(
T n

)′
(x) ·

( 1

2n

)
= 1.

Y así,
(
T n

)′
(x) = 2n.

Análogamente, para algún y ∈ B(k1, . . . , kn), distinto de x tenemos que,

(
T n

)′
(y) = 2n.

Por lo tanto, para x y y tenemos que,

(
T n

)′
(x)

(
T n

)′
(y)

=
2n

2n
= 1.

Y de esto,

sup
x,y∈B(k1,...,kn),n∈N

(
(T n)′(x)

(T n)′(y)

)
= 1 ≤ C.

Para cualquier C ≥ 1.

Así, T satisface la propiedad de distorsión limitada.

15



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 16

La clase de todos los R-cilindros con constante C son llamados G(C, T ), y como

cualquier cilindro es un R-cilindro, entonces , G(C, T ) = Z.

Y de esto obtenemos que,

Dn = {B(k1, ..., kn) ∈ Z(n) : B(k1, ..., ks) ∈ Z \ R(C, T ), 1 ≤ s ≤ n} = ∅.

Por otro lado, recordemos que,

T−1x =






x

2
, x ∈ [0, 1]

x+ 1

2

Entonces, para cualquier intervalo de la forma [a, b], con 0 ≤ a < b ≤ 1, tenemos

que, T−1[a, b] = V (0)[a, b]
⋃
V (1)[a, b] = [a

2
, b

2
]
⋃

[ (a+1)
2
, (b+1)

2
].

Tomando la medida de Lebesgue, nos queda,

m(T−1[a, b]) = m([
a

2
,
b

2
]) +m([

a + 1

2
,
b+ 1

2
])

=
b

2
−
a

2
+
b+ 1

2
−
a+ 1

2

=
2b+ 1

2
−

2a+ 1

2
= b− a

= m([a, b]).

Así, la transformación T , preserva la medida de Lebesgue.

En resumen, hemos obtenido que la transformación T satisface:

T es expansora, esto es, ∃ k > 1, tal que T ′(x) ≥ k, ∀ x ∈ [0, 1].

Preserva la medida de Lebesgue.

Satisface la propiedad de distorsión limitada.

16



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 17

2.2. Ejemplo No 2.

Sea (B,F, λ), donde B = [0, 1], F es la σ - álgebra de Borel y λ la medida de

Lebesgue.

Consideremos la transformación, T : B → B, dada por,

T (x) =






x

1 − x
mod 1, si x ∈ [0, 1)

1, si x = 1

Figura 2.3: Gráfica de T

Y además, tenemos que,

T ′(x) =






1

(1 − x)2
, si x ∈ [0, 1)

0, si x = 1

Donde ĺım
x→a

T ′(x), existe para todo x ∈ [0, 1].

Definamos la partición de B, excepto en un conjunto de medida cero, dada por

B(k) =
[ k

k + 1
,
k + 1

k + 2

]
, con k ∈ I, siendo I = {0, 1, 2, 3, . . .} el conjunto de índices

numerable.

Se define V (k) = (T |B(k))
−1: B → B(k), dada por,

V (k)(x) =
x+ k

x+ k + 1

17



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 18

Figura 2.4: Gráfica de las V (k), con k ∈ I

El cual satisface que, V (k)◦T = (T |B(k))
−1◦T = 1B(k), y T ◦V (k) = T ◦(T |B(k))

−1

= 1B.

Tanto la transformación T , como las V (k), con k ∈ I, son transformaciones

continuas a trozos, y por lo tanto son medibles, y además son diferenciables de clase

C1 a trozos, entonces son no singulares.

Además, podemos observar que T−1(A) =
∞⋃

k=0

V (k)(A), con k ∈ I, y para todo

A ∈ F. Donde los V (k)(A) son disjuntos, excepto posiblemente en un conjunto de

medida cero, con k ∈ I, y para todo A ∈ F.

Tomemos la función f(x) = 1
x
, la cual induce una medida que es absolutamente

continua con respecto a la medida de Lebesgue λ, y está dada por,

µ(A) =

∫

A

dλ

x
, conA ∈ F.

Consideremos un intervalo [a, b], con 0 ≤ a < b ≤ 1. Calculemos, µ(T−1([a, b])).

18



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 19

µ(T−1([a, b])) = µ(
∞⋃

k=0

V (k)([a, b]))

= µ
( ∞⋃

k=0

(
[
a+ k

a + k + 1
,

b+ k

b+ k + 1
]
))

=

∞∑

k=0

µ
(
[
a+ k

a + k + 1
,

b+ k

b+ k + 1
]
)

=
∞∑

k=0

∫ b+k

b+k+1

a+k

a+k+1

dλ

x

=

∞∑

k=0

(
ln(

b+ k

b+ k + 1
) − ln(

a + k

a+ k + 1
)
)

=

∞∑

k=0

(
ln(

b+ k

b+ k + 1
) · (

a+ k + 1

a + k
)
)

= ln(
b

a
)

= µ([a, b]).

Así, µ es una medida T - invariante, absolutamente continua a la medida de

Lebesgue.

Ahora bién, como los V (k) : B → B(k), son diferenciables, entonces,

∆(k1, . . . , ks)(x) =
(
V (k1, . . . , ks)

)′
(x).

De lo cual, aplicando regla de cadena y operaciones algebraicas obtenemos que,

∆(k1, . . . , ks)(x) =
1

(
Cs +Dsx

)2 .

Donde,

C1 = k1 + 1, D1 = 1, Cs+1 = (Cs +Ds)ks+1 + Cs, Ds+1 = Cs +Ds.

Además, si consideramos, ks ≥ 1, se tiene,

19



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 20

Cs = (Cs−1 +Ds−1)ks + Cs−1

= Cs−1ks +Ds−1ks + Cs−1

≥ Cs−1ks +Ds−1 + Cs−1

= Cs−1ks +Ds

≥ Ds

ya que, Cs−1ks ≥ 1, donde Cs−1 ≥ 1, y ks ≥ 1.

Y por lo tanto, Cs ≥ Ds.

Así, si ks ≥ 1, entonces Cs ≥ Ds.

Ahora tomemos, Cs ≥ Ds, y Cs = (Cs−1 +Ds−1)ks + Cs−1, y Ds = Cs−1 +Ds−1.

Supongamos que ks = 0,

Cs = (Cs−1 +Ds−1)ks + Cs−1 = Cs−1

lo cual implica que,

Cs−1 ≥ Ds = Cs−1 +Ds−1.

Entonces,

0 ≥ Ds−1.

Lo cual es una contradicción, ya que Ds ≥ 0, ∀ s ∈ N.

Por lo tanto, ks 6= 0. Así, ks ≥ 1.

En resumen tenemos que Cs ≥ Ds si y sólo si, ks ≥ 1.

Ahora bién, como los Cs y Ds están definidos en terminos de los ks ∈ I para todo

s ∈ N, y fijada una combinación de elementos en I, los Cs y Ds están fijos, entonces

como,

∆(k1, . . . , ks)(x) =
1

(
Cs +Dsx

)2 ,

se tiene que,

ı́nf
x∈B

∆(k1, . . . , ks)(x) = ı́nf
x∈B

1
(
Cs +Dsx

)2 =
1

(
Cs +Ds

)2

20



CAPÍTULO 2. Ejemplos. 21

y también,

sup
x∈B

∆(k1, . . . , ks)(x) = sup
x∈B

1
(
Cs +Dsx

)2 =
1

(
Cs

)2 .

Calculemos los posibles valores de C ≥ 1, tal que, se satisfaga la condición de

Renyi,

sup
x∈B

∆(k1, . . . , ks)(x) ≤ C ı́nf
x∈B

∆(k1, . . . , ks)(x).

Por las dos relaciones anteriores tenemos que,

1
(
Cs

)2 ≤ C
1

(
Ds + Cs

)2 .

Despejando C, y agrupando términos semejantes, lo anterior se nos reduce a,

1 + 2
Ds

Cs

+
(Ds

Cs

)2

≤ C.

Consideremos ks ≥ 1, tenemos que
Ds

Cs

≤ 1

Y en este caso,

1 + 2
Ds

Cs
+

(Ds

Cs

)2

≤ 4.

De esta manera, para C = 4, tenemos que,

R(4, T ) = {B(k1, . . . , ks) : ks ≥ 1}.

Por otra parte, observemos que, T (0) =
0

1 − 0
mod 1 = 0, y además, T ′(0) =

1

(1 − 0)2
= 1, y como 0 ∈ B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

) para todo s ∈ N, y por el teorema 1, para

cualquier C ≥ 1, existe un s suficientemente grande tal que B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

) ∈ Ds, y

más aún B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

) no pertenece a R(4, T ) para todo s ∈ N.

Así, tenemos que para cualquier C ≥ 1, R(C, T ) es una subclase propia de Z.

Y como tenemos que,

R(4, T ) = {B(k1, . . . , ks) : ks ≥ 1}.
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CAPÍTULO 2. Ejemplos. 22

Entonces,

Ds = {B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

)}.

Veamos que valor tiene,

ĺım
s→∞

λ
(
B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

)
)
.

Si ks = 0 para todo s ∈ N, por la definición de Cs y Ds, tenemos que, Cs =

(Cs−1 + Ds−1)0 + Cs−1 = . . . = C1 = 1 y Ds = Ds−1 + Cs−1 = Ds−1 + 1 = . . . =

1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
s

= s.

De esta forma, ∆(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

)(x) =
1

(1 + sx)2
.

Luego,

λ
(
B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

)
)

= λ
(
V (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

)B
)

= λV (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

)

(
B

)

=

∫

B

∆(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

)(x)dλx

=

∫

B

1

(1 + sx)2
dλx

=
1

s

(
−

1

1 + sx

)
|B

=
1

s

(
1 −

1

1 + s

)

=
1

1 + s
,

por lo tanto, λ
(
B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

)
)

=
1

1 + s
.

Así,

ĺım
s→∞

λ
(
B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

)
)

= ĺım
s→∞

1

1 + s
= 0.

De manera más general tenemos que para cualquier cilindro en Z,
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CAPÍTULO 2. Ejemplos. 23

λ
(
B(k1, . . . , ks)

)
= λ

(
V (k1, . . . , ks)B

)

= λV (k1,...,ks)

(
B

)

=

∫

B

∆(k1, . . . , ks)(x)dλx

=

∫

B

1
(
Ds + Csx

)2 (x)dλx

=
1

Cs

(
−

1

Ds + Csx

)
|B

=
1

Cs

(
−

1

Ds + Cs

+
1

Ds

)

=
1

Ds(Ds + Cs)

y como ĺım
s→∞

Ds(Ds + Cs) = +∞, entonces, ĺım
s→∞

1

Ds(Ds + Cs)
= 0.

Por lo tanto,

ĺım
s→∞

λ
(
B(k1, . . . , ks)

)
= ĺım

s→∞

1

Ds(Ds + Cs)
= 0

Así, en general tenemos que la transformación T : B → B, dada por,

T (x) =






x

1 − x
mod 1, si x ∈ [0, 1)

1, si x = 1

está completamente dentro del contexto del capítulo 1, y por lo tanto todo cilindro

es, excepto un conjunto de medida cero, la unión de R - cilindros. Ver [9].
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2.3. Tranformacion de Boole Compactificada.

Es introducido por G.Boole (ver [4]), y ha sido ampliamente estudiado, ver por

ejemplo, [1], [3], [7] y [9].

Se define la Transformación de Boole por S : R− {0} → R, dada por

S(x) = x−
1

x
.

S admite una compactificación esto es, existe un difeomeomorfismo ψ : (−1/2, 1/2)

→ R, dada por ψ(x) = tan(2πx−
π

2
), tal que, ĺım

x→(−1/2)+
T̂ ′(x) y ĺım

x→(1/2)−
T̂ ′(x), exis-

ten. Donde T̂ = (ψ)−1 ◦ S ◦ ψ: (−1/2, 1/2) → (−1/2, 1/2) queda definida por:

T̂ (x) =
1

π
arctan(

tan 2πx

2
).

Y además tenemos que,

T̂ ′(x) =
4

1 + 3 cos2 2πx

y como cos2 2π(1/2) = cos2 2π(−1/2) = 0, obtenemos que ĺım
x→(−1/2)+

T̂ ′(x) = 4 y

ĺım
x→(1/2)

−

T̂ ′(x) = 4.

Así, se define la compactificación de la transformación de Boole por, T : [−1/2, 1/2]

→ [−1/2, 1/2] dado por,

T (x) =
1

π
arctan(

tan 2πx

2
).
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Figura 2.5: Gráfica de la Transformación de Boole compactificada.

Ahora bien, veamos si T , satisface la condiciones establecidas en el capítulo 1,

a), b), c), d), y e).

Sea (B,F, λ) un espacio de probabilidad, con B = [−1
2
, 1

2
], F la σ - álgebra de

Borel y λ la madida de lebesgue.

Consideremos el conjunto de índices I = {0, 1}, y la partición de B, dada por

B(0) = [-1/2, 0], y B(1) = (0, 1/2].

Definimos V (k) =
(
T |B(k)

)−1
: B → B(k) dada por

V (k)(x) =
1

2π
arctan(2 tanπx) +

k

2
, k ∈ 0, 1.

Las tranformaciones T y V (k) con k ∈ I son transformaciones continuas excepto

en los puntos 1/4 y −1/4 en el compacto [−1/2, 1/2], y por tanto son transforma-

ciones medibles en el sentido de Lebesgue. Además como están dadas en función de

las transformaciones tangente y arcotangente las cuales son no singulares, entonces

las tranformaciones T y V (k) con k ∈ I, preservan los cunjuntos de medida cero,

por lo tanto T como V (k) con k ∈ I , son medibles y no singulares.

En este caso particular, calcular directamente los ∆(k1, . . . , kn) está más alla

de los alcances de este trabajo, pero podemos usar varios resultados, entre ellos el
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Teorema de Fischer, ver [9], el cual nos indica cual es la clase de los R- cilindros y

cual es la constante C que nos permite construir este conjunto.

Teorema (Fischer). La condición de Renyi, es satisfecha por la clase,

R(e6π, T ) = {B(k1, . . . , ks) : ks−1 = 0, ks = 1 o ks−1 = 1, ks = 0}.

Por otra parte, tenemos que T (0) = 0, y además T ′(0) = 1.

Ahora bién, por el teorema 1, podemos decir que para el punto 0, como se tiene

que 0 ∈ B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

), para cualquier C, existe un n lo suficientemente grande tal

que, B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) no satisface la condición de Renyi. Y además se concluye que, ver

[9],

Dn = {B(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)}.

Y como ĺım
n→∞

cos2πV (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)(x) = 1. Ver [9]. Entonces se satisface la condición

e.2) del capítulo 1.

De esta manera por el teorema principal, podemos decir que cualquier cilindro

es, excepto un conjunto de medida cero, la unión de R-cilindros.

Se considera la función f(x) =
1

1 − cos 2πx
, la cual induce una medida absoluta-

mente continua con respecto a la madida de Lebesgue. Dada por,

µ(A) =

∫

A

1

1 − cos 2πx
dλ, A ∈ F.

La cual es un medida T - invariante, y absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue. Ver [9].

Y como T es la compactificación de S, tenemos que la transformación de Boole

S : R− {0} → R, dada por

S(x) = x−
1

x
.

es una transformación que preserva la medida µ.
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