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Resumen

En este trabajo se desarrolla en detalle el articulo de Massimo Furi y Mario Martelli,
[4], donde se demuestra una version multidimensional del teorema de Rolle.

Asi mismo, se desarrolla el articulo de J. Ferrer, [3], en el cual se presenta un ejemplo
en un espacio de dimension infinita, donde el teorema de Rolle no se cumple.

Este trabajo esta estructurado en tres capitulos. El capitulo 1, de preliminares, donde
se presentan algunos resultados fundamentales del analisis matematico necesarios
para el desarrollo del mismo.

En el capitulo 2, se desarrolla en forma detallada el teorema de Rolle, comenzando
con la versiéon para el caso real y luego, como es usual, se presenta el teorema
del Valor Medio, posteriormente, continuamos con la version multidimensional del
teorema de Rolle.

En el capitulo 3, se muestra a través de un ejemplo, que el teorema de Rolle no se

cumple, necesariamente, en espacios de dimension infinita.
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Introducciéon

El teorema del Valor Medio ha sido un instrumento fundamental en el calculo in-
finitesimal, segun el criterio de algunos autores, fue probablemente uno de los resul-
tados més profundos acerca de la derivada. Sin embargo, contrario a lo que podria
pensarse, su demostracion es relativamente facil, ain cuando la demostracion del
mismo por primera vez, fue una verdadera hazana.

Hoy en dia es usual presentar la demostracion del teorema de Valor Medio precedida
por el teorema, que se le atribuye al matemético francés Michell Rolle (1652-1719),
llamado teorema de Rolle y més recientemente, en 1995, Massimo Furi y Mario
Martelli presentaron dos versiones del teorema de Rolle para funciones f : D C
R™ — R™ en [4].

La clasica propiedad de diferenciabilidad de funciones reales con un ntmero finito
de variables conocida como el teorema de Rolle, no siempre se cumple cuando se
trabaja con infinitas variables.

En este trabajo, ademas de presentar una version multivariable del teorema de Rolle,
desarrollaremos en detalle un ejemplo donde se muestra que en el espacio de Hilbert

{5 el teorema de Rolle no se cumple.
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Capitulo

Preliminares.

Para el desarrollo del presente trabajo es necesario presentar algunas definiciones,
resultados y notaciones que seran utilizadas para la mejor comprension del trabajo,
por lo cual se da inicio al mismo con este capitulo. Cabe destacar que la conformacion
del capitulo es un poco complicada puesto que, tratando de que el trabajo sea
autocontenido, en la medida de lo posible, necesitamos conjugar cosas que, para
algunos pueden ser elementales, con otras que para un estudio detallado requieren
un estudio profundo. Para mayor informaciéon puede consultarse textos desde calculo
vectorial, como [2], hasta textos de analisis funcional, [1], [5].

La geometria euclidea se desarrolla en los siglos X7X y XX, con la apariciéon del
concepto de espacio vectorial. Recibe el nombre en honor a Euclides, matematico
griego (aproximadamente 300 a.C) quien escribi6 los conceptos bésicos de la geome-

tria plana, aunque por supuesto no en un contexto vectorial.

Comencemos recordando que un espacio vectorial o espacio lineal sobre K, es
un conjunto X de objetos llamados vectores dotado de una operacion (+) de X x X
en X llamada Adicién de vectores y una operacion (-) de K x X en X, llamada

multiplicaciéon de vectores por escalar que satisfacen las siguientes condiciones:

1) La adicién es conmutativa y asociativa.



CAPITULO 1. Preliminares.

2) Existe el vector nulo 0 € X, a veces llamado el origen de X, tal que z+0 = x

para todo x € X.

3) Para todo escalar o, 5y z,y € X, se cumple a(z +y) = ax + By, (o + f)x =
ax + Pz y a(fx) = (af)x.

4) Para cada vector x € X, existe el vector —x tal que x 4+ (—z) = 0.

5) Para cada vector z, 1z = z.
Definiciéon 1.1. Sea V' un espacio vectorial real y considérese una aplicacion
VxV — R
(x,y) — x-2.

Dicha aplicacion recibe el nombre de producto escalar, si para cada x,z’,z en V

y A\, N en R se verifica que
1) z-z==z-x,
2) A+ Na')-z=Az-z)+ N 2),
3) x-x >0 para todo x # 0.

Definicion 1.2. Se define espacio vectorial euclideo a todo espacio vectorial real

E dotado de un producto escalar.

Ejemplo 1.1. En R", para x = (21, %9, ..., %s) Yy = (Y1, Y2, -, Yn) €l producto
Xy =21Y1 + ... +TplYn,

es un producto escalar que llamaremos producto escalar candnico.

Observacion 1.1. (a) Si dotamos a R™ del producto escalar candnico, éste define
un espacio vectorial euclideo que llamaremos espacio vectorial euclideo usual
de R™.

(b) Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial dotado de una topologia

de forma que las operaciones suma y producto por escalares sean funciones continuas.
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Definiciéon 1.3. Sea X un espacio vectorial. La norma en X, es una funcion
de valor real || - ||, en X que satisface las siguientes condiciones para todo elemento

x,y € X, y cada escalar o € K :
1) ||z|| >0six#0vy|z|| =0 siysdlosiz=0,
2) laz| = lalll],
3) Mz +yll < llzll+ llyll.

Definicion 1.4. Un espacio vectorial dotado de una norma, es llamado espacio

normado y denotado por (X, | - ||).

Observacion 1.2. Todo espacio normado genera una métrica, en la cual la distancia

d(x,y) entre dos puntos x,y se define por

d(z,y) = |lz = yl|

La 1mportancia de esto radica en que todo espacio normado se convierte en un

espacio vectorial topologico.

Definicion 1.5. Sea E un espacio vectorial euclideo. Para cualquier vector x € F,

se define la norma de X como

Ix|| == vx - x.

Ejemplo 1.2. En el espacio euclideo usual de R™ se tiene la norma

Il = \fa? 4 23 + .+ a2,
donde x = (x1,Ta, ..., Ty).

Definicion 1.6. En un espacio normado X se dice que una sucesion (z,) es una
sucesion de Cauchy si para cualquier € > 0, existe un nimero entero N € N tal

que para todo n,m mayores que N se tiene que ||z, — z,|| < €.



CAPITULO 1. Preliminares.

Definicion 1.7. Sea X un espacio normado. Si toda sucesion de Cauchy en X

converge a un punto de X, se dice que X es Completo.

Definiciéon 1.8. Un Espacio de Banach es un espacio normado el cual es com-

pleto con la métrica definida por su norma.

Ejemplo 1.3. Podemos citar algunos ejemplos de espacios de Banach importantes

como son:

= Sea X el espacio vectorial de todas las n-uplas de nimeros reales o complejos

(R™, C"). La norma del supremo definida como
I+l = mx(fas )
donde x = (x1,9,...,2,). El espacio (X, || - ||l) €s denotado por (7.

m Sea X =R" , C" y 1 <p<oo. Entonces la funcion

1
n P
r«m=(§lmﬂ
i=1

donde x = (x1,%2,...,2,). El espacio X conjuntamente con la norma || - ||,

es denotado por £}. En nuestro desarrollo utilizaremos X = R".

» Paral < p < oo el espacio (,(N) de todos las sucesiones {x;}°, las cuales
o0

satisfacen Z |z;|P < oo dotado de la norma

i=1
1
o0 P
|MM=(2]M§ ,
i=1

donde x = (x;)2,, es un espacio de Banach.

» Fl espacio lo, = oo(N) denota el espacio normado de todas las sucesiones de

valores escalares acotadas cuya norma se define como
I lloo = sup{lzi[; i € N},

4



CAPITULO 1. Preliminares.

para x = (2;)2,. En adelante (M) denota el espacio normado de todas
las funciones acotadas f : M — F con ||f|| = sup{|f(z)| : © € M}, donde F

denota el campo de escalares.

» El espacio ¢ = ¢(N) es el subespacio lineal de ((N) formado por todas las

sucesiones de valores escalares x = (z;)52, en las cuales lim (x;) existe y es
1—00

finito.

» El espacio ¢y = co(N) es un subespacio lineal de ¢ formado por todas las suce-

siones escalares © = (x;)32, en las cuales lim (x;) = 0.
11— 00

Teorema 1.1. Sea w un vector no nulo del espacio vectorial normado F entonces

existe un funcional lineal acotado ¢, definido en todo el espacio, tal que

o[l # 0

¢(w) = [|o|l[|w]-

Un tipo particular de espacios de Banach son los espacios de Hilbert y un ejemplo
tipico es /5, en los que la norma proviene de un producto interior, tal como ocurre

en el espacio euclideo.

Teorema 1.2. (Desigualdad de Minkowsky) Sea p un nimero real mayor que 1.
Entonces para cualesquiera nimeros complejos x;,y; con i € N se cumple

o0 o0

O lesuil)r < X laal)r + (3 ).

i=1 =1

Teorema 1.3. ({s, ||.||2) es un espacio de Hilbert.

Demostracion:

Basta probar que /5 es completo.
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Sea A, = {an1, apa, ...} n=1,2,3, ... una sucesion de Cauchy en /5. Por definicion

de sucesion de Cauchy se tiene que

Ve>0,5|M>O/m,n>M:>Z|amk—ank2<e. (1.1)
k=1
De aqui,
Ak — Qpk 2 < €,
para k=1,2,3,...

En consecuencia, para cada k € N| la sucesion {a,;} es de Cauchy en C, el cual es
completo, por lo que, la sucesion es convergente.

Ahora bien, definamos como «y, al valor limite de cada sucesion {a,y}, es decir,
ap = lim ay,y.
n—oo

De esta forma, podemos considerar la siguiente sucesion {ay }r>1 la cual denotaremos
por a. Probemos que a € /5 y que A, converge a a.

En efecto, de (1.1) se tiene que

ko kO
Z<|amk| - |05nk|)2 S Z |amk: — Onk 2 < €.
k=1 k=1

Luego, si m — oo entonces

ko

S (ol — lonel)? < . (1.2)

k=1

Asi, si kg — 400 obtenemos que

> (law] = lan])?* < e. (1.3)

00
k=1
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En conclusion, haciendo uso de la desigualdad de Minkowsky y del hecho que

S v |amk]* < o0, se tiene que

o0 [e.e] o) [e.e]
D ewlr = D (el = lome] + leme)? < | (ol = lam])? + | D lomsl* < o0
k=1 k=1 k=1 k=1
Esto prueba que a = {a;} es un elemento de ¢5. Mas aun, como € es fijo pero
arbitrario, (1.3) implica que:
oo
lm | Y (o] = [ank])? = 0.
n—oo
k=1
En consecuencia, la sucesion {A, },>1 converge a a.
Por lo tanto /5 es un espacio de Hilbert. [ |

Algunas de las notaciones que hay que tener presente para la comprension de la
lectura son las siguientes:
O(mxn) se refiere a la matriz nula de m filas y n columnas.

Definimos el disco, bola abierta y esfera en R™ respectivamente, como:

D(xg,7) = {zeR": ||x—x¢|| <7}
B(x¢,7) = {x eR": ||x —x¢|| <r}.
S(xg,7) = {x€R": ||x —x¢|| =71} =0D(x0,7).
Asi mismo, hacemos uso de algunas notaciones comunes como son las de U, B, S

referidas a la bola abierta unitaria, la bola cerrada unitaria y la esfera unitaria de

R"™ respectivamente.
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61.1. Conceptos topologicos.

A continuacién mostraremos una serie de definiciones necesarias para la comprension
de los teoremas siguientes que serén utilizados para demostrar que la imagen de
D(xg,7) a través de una funcion continua es un intervalo cerrado y acotado, resultado

que sera de gran utilidad para nuestros fines.

Definicion 1.9. Sean X un espacio normado, FF C X y xg € X. xg es un punto

adherente de F si para cada € > 0 se tiene que B(xg,€) N F # (.

Definicién 1.10. Liamamos clausura de un conjunto F, y lo denotamos por Cl(F)

o F, al conjunto formado por todos los puntos adherentes de F.

Definiciéon 1.11. Un subconjunto X de R™ se llama conexo por caminos si, para
cada par de puntos a y b de X existe una funcion f :[0,1] — X continua tal que
f(0)=ay f1) =b.

Esto es, si dos puntos cualesquiera pueden conectarse mediante una curva totalmente

contenida en el conjunto.
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Observacion 1.3. A tal funcion f se llama un camino de a ab. Si f(0) # f(1) la
imagen de [0,1] por medio de f se denomina arco que une a a con b. Entonces X
es conexo por caminos si cada dos puntos distintos de X pueden unirse por medio
de un arco contenido en X. Si f(t) =t-b+ (1 —t)a para 0 < t < 1, la curva que

une a a con b se llama segmento rectilineo.

Definicion 1.12. Sea X un espacio normado. Una separacion de X es un par de
subconjuntos disjuntos, no vacios y abiertos cuya union es X. El espacio X se dice

no conexo o disconexo si no existe una separacion de X .

Una caracterizacion que es muy usual es que, un espacio X es conexo si y s6lo si
subconjuntos no triviales de X no pueden ser abiertos y cerrados simultaneamente.
De forma similar, diremos que un subconjunto A de un espacio normado X es

conexo si no puede ser descrito como uniéon disjunta de conjuntos abiertos.

Definiciéon 1.13. Una coleccion de subconjuntos ¢ de un conjunto X es un recu-
brimiento de X, o una cubierta de X, si la union de los elementos de la coleccion
9 es igual a X. Ademds, si los subconjuntos de X de dicha coleccion ¥ satisfacen el
ser disjuntos por pares, ¥ es llamada particion de X .

St el conjunto X tiene estructura de espacio topoldgico, el recubrimiento v es llamado
recubrimiento abierto, o indistintamente cubierta abierta, si cada elemento de
¥ es un conjunto abierto en X.

Un espacio topologico X es compacto si todo cubrimiento abierto de X posee una
subcoleccion finita que cubre a X, usualmente lo expresamos diciendo que X posee

un subcubrimiento finito.

Definicion 1.14. Un conjunto X de R™ se llama convexo si todo par de puntos de
X puede unirse con un segmento rectilineo, cuyos puntos pertenecen todos a X.

Note que s1 X es convexo es conexo, aunque el reciproco, en general, no es cierto.
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Asi, por ejemplo la esfera de R™ es convexa y conexa.

Definicion 1.15. Sea X un subconjunto de R™, y supongamos que a € X. Se dice
que a es un punto interior de X si existe una n-bola abierta con centro en a, cuyos

puntos pertenecen todos a X.

Definicion 1.16. Un conjunto X de R™ se llama abierto si todos sus puntos son
interiores. Es decir X es abierto si y solo si, X = intX donde intX denota al

conjunto de todos los puntos interiores de X.

Definicion 1.17. Un punto x se llama exterior al conjunto X de R™ si existe una
n-bola centrada en X que no contiene puntos de X. Un punto que no es interior ni
exterior a X se llama punto frontera. El conjunto de todos los puntos fronteras
de X se llama frontera de X.

Definicion 1.18. Un conjunto X de R™ se dice que es acotado si el conjunto

{d(z,y)/z,y € X}
es acotado en R, donde d(z,y) denota la distancia desde el punto x hasta el punto
Y.

Definicion 1.19. Llamamos campo escalar a una funcion cuyo dominio estd en
el espacio n-dimensional R™ y con el recorrido en el espacio unidimensional R para

n > 1.

Definicion 1.20. Llamamos campo wvectorial a una funcion cuyo dominio estd
en el espacio n-dimensional R™ y con el recorrido en el espacio m-dimensional R™

para n,m > 1.

10
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Definicion 1.21. (Limite en Campos Vectoriales) Sea f : X — R™, donde X es

un subconjunto de R™. Sia € R™ y b € R™ escribimos

limf(x) =0
para significar que
i1/ (@) =) =o0. (1.4)

El simbolo del limite de la igualdad (1.4) es el limite corriente del cdlculo elemental.

En esta definicion no se exige que f esté definida en el mismo punto a.

Definicion 1.22. Consideremos una funcion f : X — R™, donde X es un subcon-
junto de R™ y a € R™ decimos que f es continua en a si [ estd definida en a y
St

lim f (x) = f(a).

r—a
Ademds, si un campo vectorial f tiene los valores en R™, cada uno de los valores

f(x) tiene m componentes y podemos escribir

f@) = (fi(@), oo fin(@)).

Los m campos escalares fi,...., fm se llaman componentes del campo vectorial
f. Diremos que f es continuo en un punto si, y solo si, cada componente f; es

continuo en dicho punto.

Definicion 1.23. Sean X y Y espacios topdlogicos y f : X — Y wuna funcion
biyectiva. Diremos que f es un homeomorfismo si f y f~! son continuas. En este

caso, diremos que X y'Y son homeomorfos.

§1.2. Propiedades topolégicas.

Aqui presentamos algunos teoremas clasicos que son de gran utilidad en el desarrollo

del trabajo y de los cuales se da una breve demostracion en algunos casos.

11
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Teorema 1.4. La imagen de un conjunto conexo mediante una funcion continua es

un conjunto conexo.

Demostracion:

Sean f : X — Y una funcién continua y supongamos que X es conexo. Debemos
demostrar que f(X) = Z es conexo. Como la funcion obtenida al restringir el rango
de f al conjunto Z también es continua, es suficiente considerar g : X — Z que es
sobreyectiva.

Suponga que {A, B} es una separacion de Z, es decir
ANB =1, A,B#1( y Z =AUB.

Entonces g~ '(A4) y ¢ !(B) son conjuntos disjuntos cuya uniéon es X, ademas son
abiertos en X porque ¢ es continua y no vacios porque g es sobreyectiva. En con-
secuencia éstos forman una separaciéon de X lo cual es una contradicciéon con la

hipotesis. [ |
Teorema 1.5. Todo subconjunto X de R™ conexo por caminos es conexo.

Demostracion:
Supongamos que X no es conexo y sean {U, V'} una separacion de X,a € Uy be V.
Si f:]0,1] — X es un camino en X de a a b entonces el teorema ( 1.4) nos garantiza

que f([0,1]) es conexo en X = U UV y por tanto
f(0,1]) cU

o bien,

f0,1]) v,

lo cual es una contradiccion pues f(0) =a € Uy f(1) =0b € V. Por lo tanto X es

conexo. B

Teorema 1.6. La imagen de un conjunto compacto a través de una funcion continua

es un conjunto compacto.

12
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Demostracion:
Sean f : X — Y una funciéon continua con X compacto. Sea 9 un cubrimiento

abierto del conjunto f(X). La coleccion

{f1(4)/A € v}

es un cubrimiento abierto de X. Como X es compacto existe un subcubrimiento
finito {f71( A1), f71(A2), ..., 1A} de X, asf {Ay, Ao, ..., A, } es una subcoleccion
finita de ¥ que cubre a f(X). Por tanto f(X) es compacto. |

Corolario 1.7. Si M es conexo y N es homeomorfo a M, entonces N también es

conezo.
Corolario 1.8. Si A es conezo entonces Cl(A) es conexo.

Teorema 1.9. Sea A un subconjunto conexo de un espacio topologico X. Si A C

B C CI(A) entonces B es conezo.

Demostracion:

Supongamos que B no es conexo y {U, V'} es una separacion de B.
ACB=UUV=ACUYACV

Supongamos que A C U, en el otro caso la prueba sera anéloga. Luego CI(A) C
Cl(U) = U, ademas B C CI(A), por tanto

BNV =10
lo cual es una contradiccion pues B=U U V. [ ]
Teorema 1.10. R es conezo.

Demostracion:
Supongamos que R no es conexo y sea {U,V'} una separacion de R, tal que a € U
y b € V. Supongamos sin perder generalidad que a < b. Sea X ={z € U/z <b}. Y

observemos que:

13



CAPITULO 1. Preliminares.

1) X #0 (puesae€X)

2) b es una cota superior de X. Por tanto existe ¢ = sup X y ¢ < b. Por definicién

de supremo se tiene que para todo € > 0 existe x € X C U tal que,
c—e<zrx<c<c+e.

Por lo que ¢ € CI(U) = U y como b € V| entonces ¢ # b. En consecuencia,

¢ < b. Pero, U es abierto, por lo que, existe € > 0 tal que,

c+ e <b,

(c—ec+e) CU,

por lo tanto

(c—e€c+e) € X,
lo cual es una contradicciéon porque c es el supremo de X. [ |

Proposicion 1.1. Un subconjunto de la recta es conexo si y solo si es un intervalo.

Demostracion:
(<) Probaremos que todo intervalo en R es conexo.
En efecto, cualquier intervalo abierto es conexo porque es homeomorfo a R. Ahora

si consideramos a,b € R con a < b tenemos que,

Cl((_oo>a)) = (—OO,CL] y Ol((a7 —|—OO)) = [CL, +OO)>

y del corolario (1.8), obtenemos que los intervalos de la forma [a,+00) v (—o0,d
también son conexos.

Por otro lado,

(a,b) C (a,b], [a,b) C Cl((a,b)) = [a,b],

14



CAPITULO 1. Preliminares.

en consecuencia, por el teorema (1.9) [a,b) v (a,b] son conexos.

Por tanto, todos los intervalos en R son conexos.

(=) Sea X C R conexo. Supongamos que a,b € X y que a < ¢ < b. Probaremos
que en este caso ¢ € X.

En efecto, si suponemos que ¢ no pertenece a X, tenemos una separacion de X.
X =[XN(—00,0)]U[X N (c,+00)],

la cual es no trivial porque a € X N (—o0,¢) y b € X N (¢,+00) lo cual es una
contradicciéon porque X es conexo.
Concluyendo, tenemos que, si a < ¢ < b con a,b € X entonces ¢c € X C R, y esta

propiedad garantiza que X es un intervalo. [ |

§1.3. Diferenciabilidad para campos vectoriales

La teoria de diferenciacion para campos vectoriales es una extension directa de la
teoria ya conocida, para campos escalares.
Sea f : X — R™ un campo vectorial definido en un subconjunto X de R™. Si a es
un punto interior de X e y un vector cualquiera de R™ definimos la derivada de f
en la direccion del vector y, f'(a;y) mediante
i a+ hy)— f(a
lazy) = i T @D =T

siempre que tal limite exista. La derivada f’(a;y) es un vector de R™.

Designemos con fj el k-ésimo componente de f. Observemos que la derivada f'(a; y)

existe si y solo si fi(a;y) existe para cada k = 1,2,...,m, en cuyo caso tenemos

Faiy) = (F(a59), s Fr(a;9) = Y fila)es,
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CAPITULO 1. Preliminares.

donde e;, es el k-ésimo vector coordenado unidad.

Decimos que f es diferenciable en un punto interior a si existe una transformacion
lineal
T, : R* — R™

tal que,

fla+v) = f(a) + Ta(v) + [Jv] E(a, v),

donde E(a,v) — 0 cuando v — 0 donde ||v|| < r para un cierto r > 0. El término
E(a,v) es un vector de R™.

La transformacion lineal T}, se llama diferencial total o simplemente diferencial
de f en a.

Teorema 1.11. Supongamos que f es diferenciable en a con diferencial T, existe

entonces la derivada f'(a;y) para todo y de R™ y tenemos
Tu(y) = f'(a;y).

Ademds, si f = (f1,.es fm) Yy 851y = (Y1, ..., Yn) tenemos

T.(y) = > Viila)- yex
k=1

= (Vi) Yoo Vmla) - 9)
= Df(a)y.

siendo D f(a) la matriz m X n cuya fila k-ésima es V fi(a), e y una matriz columna

n X 1.
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CAPITULO 1. Preliminares.

La matriz Df(a) se llama matriz jacobiana de f en a. Su elemento k; es la

derivada parcial D; fy(a). Asi pues, tenemos

Difi(a) Dafi(a) -+ Dyfi(a)
o= | 0 Dk D
lem(a) DQfm(a) e anm(a)

§1.4. Derivada de Frechét

Es conocido que la funciones diferenciables de variable real tienen propiedades que
facilitan su estudio, ahora desarrollaremos propiedades anélogas para funciones de

varias variables.

Definicion 1.24. Sean E y F' espacios normados, X un subconjunto abierto de E y
v : X — F una aplicacion continua dada. Decimos que ¢ es frechét diferenciable
en a si existe el operador lineal L, tal que,

() — pla) = Lz~ a)
N PR

=0.

De forma equivalente, si existe el operador lineal L, tal que,

p(z) = pla) = L(z — a) +-r(z),

donde,

El operador L es llamado derivada de Frechét.

Enunciamos, sin demostracion, dos teoremas que son requeridos para demostrar el
teorema de Rolle para funciones reales de variable real. El lector interesado puede

consultar textos como [7].
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CAPITULO 1. Preliminares.

Teorema 1.12. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces f es una funcion acotada.

Ademds, f posee mdximo absoluto y minimo absoluto en |a, b.

Teorema 1.13. Sea [ una funcion definida en un intervalo abierto que contiene a
xo. Supongamos que f es diferenciable en xy y que posee un extremo en dicho punto,

entonces, f'(xg) = 0.

Las proposiciones que siguen a continuacion seran de gran importancia al momen-
to de demostrar el teorema de Rolle para espacios multidimensionales dado en el

articulo [4].

Proposicion 1.2. Sea f: D(x¢,r) C R" = R y sea ¢ € B(xq,7) un punto extremo

de f. Suponga que f es diferenciable en c. Entonces f'(c) = 0.

Demostracion:
Hagamos la demostracion para el caso en el que f alcanza un minimo relativo, el
caso que sea un maximo es analogo. Elijamos arbitrariamente un vector h € R" y

consideremos la funcién g : R — R, dada por

g(t) = fle+1t-h)

definida para |t| < e suficientemente pequeno.

Entonces g tiene un minimo relativo para t = 0, luego, ¢’(0) = 0. Pero
g(t)=f(ct+t-h)-h,

en consecuencia,

f'(e)-h=0.

Como esto se cumple para todo vector h € R", tenemos que la aplicaciéon lineal
f'(c) : R™ — R es la nula. [

Proposicion 1.3. Sea f : D(xo,7) C R" — R continua. Entonces la imagen de f

es un intervalo cerrado y acotado.
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CAPITULO 1. Preliminares.

Demostracion:

En primer lugar, dado que D(xg,r) es una bola n-dimensional cerrada se cumple
que D(xg,7) es conjunto convexo, mas aun, todo conjunto convexo es conexo por
caminos, asi, tenemos que D(xo, ) es conexo. En consecuencia D(xg, ) es conexo y
también es compacto. Luego, por teorema como f es continua la imagen de D(xq, )
a través de f es un conjunto compacto y conexo por tanto es un intervalo de la
forma [m, M]. |

Finalizamos con el siguiente teorema que nos es indispensable en el tultimo capitulo

de este trabajo y nos limitamos a enunciar.

Teorema 1.14. (a) Si r es una raiz de multiplicidad m para el polinomio P(x),
entonces las sucesiones (n'r™), con j = 0,...m — 1, son soluciones linealmente

mdependientes de la ecuacion homogénea

(b) Sea P(x) = (z —11)™ ...(x — rs)™ el polinomio caracteristico de la ecuacion de
recurrencia homogénea
P(E)a = 0.

Entonces, la solucion mds general para esta ecuacion es de la forma

s m;—1
n>1: a,= E E Cijn]rf_l , donde C;j son constantes.

i=1 j=0
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Capitulo 2

Teorema de Rolle.

§2.1. Teorema de Rolle para funciones reales de variable real.

Teorema 2.1 (Teorema de Rolle en una variable). Sea f : [a,b] — R continua en
la,b] y derivable en (a,b). Supongamos que f(a) = f(b). Entonces eziste ¢ € (a,b)
tal que, f'(c) =0

Demostracion:

Para obtener la demostracion, consideramos dos casos:

Caso 1: cuando f es constante.

Si suponemos que f(x) = d para cada = € (a,b), es bien conocido que f'(z) = 0

para todo x € (a,b). Entonces para cualquier ¢ € (a,b) se cumple la tesis.

Caso 2: Cuando f no es constante.

Por teorema (1.12) existe z,,,, zas € [a,b] tal que f(x,,) < f(x) < f(xp) para cada
x € [a,b]. Veamos que x,, € (a,b) o xp € (a,b).

En efecto, supongamos que x,, y s son los extremos del intervalo [a, b]. Sin perder
generalidad podemos suponer que el méximo es alcanzado en b y el minimo en a; es

decir, para cada = € [a,b] f(a) < f(z) < f(b).
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Ahora bien, por hipétesis, f(a) = f(b). De esto se sigue f(z) = f(a) = f(b), para
cada z € [a,b]. Asi f es constante lo cual contradice nuestro supuesto inicial.
Luego, cualquiera sea el caso, x,, € (a,b) o xps € (a,b) el teorema (1.13) garantiza

que f'(x,) =00 f'(xp) = 0, respectivamente. |
Ahora, como es usual, después de haber demostrado el teorema de Rolle estamos
listos para conocer la demostracion del teorema del Valor Medio.

Teorema 2.2. (Teorema del Valor Medio) Sea f : [a,b] — R tal que f es continua

en [a,b] y diferenciable en (a,b). Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(e)(b - a),

equivalentemente

Fo =101

Demostracion:

Introducimos la nueva funcién

Veamos que g satisface las hipotesis del teorema de Rolle:

1) La funcién g es continua en [a, b, ya que g es la suma de dos funciones continuas

en [a,b] que son f y el polinomio

2) La funcién g es diferenciable en (a,b), ya que f y el polinomio p(x) también

lo son. Ademés,

I - f) 1)
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

o) = 1) ~ fa) - PO D gy g

En consecuencia, las hipdtesis del teorema de Rolle se satisfacen, luego, existe ¢ €

(a,b) tal que,
g'(c)=0. (2.2)

Sien (2.1) tomamos = = ¢ obtenemos

g() = 1) - LO=1, (2.9
de (2.2) y (2.3) se tiene
RSICES (0 BRI (U0
|

Mediante el siguiente ejemplo se muestra que no es posible extender de manera

natural el teorema de Rolle en una variable a varias variables.
Ejemplo 2.1. Sea f : R?> — R? definido por
flay) = @@+ = 1), y(@® +y° — 1)),

la funcion f es continua en D(0,1), diferenciable en B(0,1) y f(z) = 0 para todo
& € 5(0,1) ademds, f'(Z) # O@x2) para todo & € B(0,1).

En efecto, es claro que f es continua en D(0,1) y diferenciable en B(0,1) y para

todo T = (z,y) € S(0,1) se tiene que ||z|| = 1 asi,
V24 yl=1=2>4+y*=1.
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Luego,

flay) = @@+ —1),y(@* +y° — 1)) = (z(1 - 1),y(1 — 1)) = (0,0).

Por lo tanto f(2) = 0 para cada & € S(0,1).

Por otro lado, si consideramos f; = z(z? +4*> — 1)y fo = y(2® + 3> — 1) tenemos,

ofi  Ofi

9 Oy 32 +y* —1 2zy
f(@) = =

% % 2xy 3y? + a2 —1

ox oy

en consecuencia, f/(Z) = 0siysolosi 22y =0,322 +y? =1 =0y 3y + 2> -1 = 0.
Ahora bien, 2xy = 0 siempre y cuando x = 0 o y = 0, debemos considerar los dos
casos siguientes:

Caso 1: Cuando z =0

En este caso necesitamos que 3z% +y? — 1 =y?> — 1 = 0 lo que implica que y = +1
yasi3y? —1=2 #0.

Caso 2: Cuando y =0

Asi, 3y> +2? —1 = 22 —1 = 0 en consecuencia x = &1 y por tanto 322 —1 =2 # 0.
De lo cual se sigue que, f'(2) # O2x2) para cada € B(0,1). [

Ahora estamos listos para desarrollar nuestro resultado principal.

§2.2. Version multivariable del teorema de Rolle.

Teorema 2.3. Sea f: D(xg,7) C R" — RP continua en D(Xq,r) y diferenciable en

B(xq, 7). Suponga que eziste un vector v € RP tal que,
(i) v es ortogonal a f(z) para cada x € S(xq, 7).

Entonces existe un vector ¢ € B(xo,1) tal que, v - f'(¢)u = 0 para todo ,u € R".
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Demostracion:

Sea k : R? — R definida por k(z) = v - z. Definimos ¢ : D(x¢,r) C R" — R por

la cual es continua por ser composiciéon de funciones continuas, ademas ¢ es diferen-
ciable en B(xg,r), y su derivada en un punto z viene dada por v - f’(x)u, para todo
u en R™.

Por proposicion (1.3) la imagen de g es un intervalo cerrado y acotado, digamos

[m, M]. Ahora como

y por hipotesis v es ortogonal a f(z) tenemos,

v f(x)=0

para todo x en S(X,7), en consecuencia, g = 0 en S(xo, 7).
De aqui, podemos suponer sin pérdida de generalidad que g alcanza un méaximo

valor M en un punto ¢ € B(xg,r), luego, por la proposicion (1.2) tenemos que,

g'(c) =0,
es decir,
v fllc)u=0
para cada u € R™.
En el caso de que g alcance un minimo la demostracion es anéloga. [ |

Observacion 2.1. La hipdtesis (i) puede ser reemplazada por la siguiente hipdtesis

equivalente:

(i) v-f(x) es constante en S(xo,7), y la conclusion del teorema puede ser expresada

en una forma geométrica mas intuitiva como
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

v es ortogonal a los vectores a—f(c) of of

a.Tl 7%(0)7""78_%(6)'

El siguiente corolario es usualmente demostrado sin necesidad del teorema prece-
dente, sin embargo, en este caso nos permite demostrar que es una consecuencia
inmediata de la reciente version presentada. Con lo cual podemos ver no sélo el

teorema de Rolle, sino también el teorema de valor medio.

Corolario 2.4 (Cauchy). Sea a <by f,g: [a,b] — R continuas en [a,b] y diferen-

ciable en (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

Demostracion:

Note que en el caso en que f(a) = f(b) y g(a) = ¢g(b) no hay nada que probar.
Ahora supongamos que [f(b) — f(a)]* + [g(b) — g(a)]* > 0.
Definamos S : [a,b] — R? por S(t) = (g(t), f(t)).

Sea v = (f(b) — f(a),g(a) — g(b)) luego,

De aqui por el teorema (2.3) (ver observacion (2.1)) existe un punto ¢ € (a,b) tal
que,
v-S'(e)t=0VteR.

Para t # 0 nosotros tenemos
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Observacion 2.2. Haciendo g(x) = x obtenemos el teorema del valor medio y si

ademds f(b) = f(a) entonces obtenemos el teorema de Rolle.
El siguiente corolario es el teorema del valor medio de [6].

Corolario 2.5. Sea a < b y v : [a,b] — RP k-veces diferenciable. Supongamos que
v(a),v(b) y la derivada de orden k-1 de v evaluadas en a y en b son ortogonales a
un vector vy distinto del nulo entonces para algin c € (a,b),v™®(c) es ortogonal a

Vo.

Demostracion:

Por el teorema (2.3) obtenemos la existencia de un punto ¢; € (a,b) tal que vy es
ortogonal a v'(c;). El teorema puede ser ahora aplicado a v’ en el intervalo [a, ¢;] lo
que genera un punto ¢z < ¢; tal que vy es ortogonal a v”(cy). Este procedimiento
puede ser repetido k-1 veces y obtenemos ¢ = ¢, < ¢;x_1 tal que vg-v* (c) = 0, como

se requeria. [ |

Corolario 2.6. Sea C el campo de los niumeros complejos y f : C — C una funcion
holomdrfica. Suponga que existe un punto a # b tal que f(a) = f(b). Entonces existe

20,21 €en el segmento lineal abierto que une a a con b tal que,

Re(f'(20)) = Im(f'(z1)) = 0.

Demostracion:
Sea f : C — C una funcion holomorfica tal que, f(a) = f(b) y sea p,q € R? dados
por

p:(Reaalma):Q?lapQ) y q:(R@ba[mb):(QDCh)

ademés, cualquier z € C puede ser expresado en forma binémica como z =z + iy y
f(z) = u(x,y) +iv(z,y).

Definimos g : [0, 1] — R? por g(t) = [u(q +t(p — q)), v(q +t(p — ))]-
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Para verificar si g satisface las hipotesis del teorema (2.3) debemos ver que

(Z,9) - g(t) es constante en S (%, %) = 0[0, 1]

es decir, debemos verificar si

Por lo cual es suficiente probar que ¢g(0) = g(1).

En efecto,

ahora bien, por hipoétesis,

u(p) +iv(p) = f(a) = f(b) = u(q) +iv(q).

es decir,
u(p) =u(q) y wv(p)=wv(q).

Entonces, de esto y de (2.4) se desprende que g(0) = g(1).
Haciendo uso nuevamente del teorema (2.3) garantizamos la existencia de ¢y € (0, 1)

tal que,
(7,9) - ¢'(to)t =0 Vt € R. (2.5)
En particular se debe cumplir para
t=1 y (2,9)=(Rea — Reb,Ima — Imb). (2.6)
Busquemos ¢'(t). Recordando que,

g(t) = (u(g +tlp —q)),v(g +t(p — q))).
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%(qut(p—Q)) g—Z(Q+t(p—Q))
g'(t)=Dg(t) = (r—1q)
ov ov
%(qﬂ(p—q» a—y(9+t(P—Q))
ou ou
—(@+tp—q) - (g+tp—9q)
) M URRCR oy 4t —a '<ReG_Reb>
Ima — Imb
%(qﬂ(p—q» g—Z(q+t(p—Q))
R Reb) " I Ty 2
(Rea — 6)%(Q+t(p—q»+(ma— m)a—y(qut(p—Q))
: Reb) 2 I I’
(Rea — Re )%(qut(p—Q)H( ma — I'm )a—y(q+t(p—Q))

Ahora sustituimos ¢'(to) y (2.6) en (2.5) para obtener

(Rea — Reb, Ima — Imb) - ¢ (ty) = 0.

asi,
ou ou

(Rea — Reb)* —(q+to(p—q)) + (Rea — Reb)(Ima — Imb) o (g+to(p—q)) +

or
0
(Rea — Reb)(Ima — Imb) %(quto(P—Q)) + (Ima—Imb)? a—;(quto(p—Q)) =0

Como f es analitica satisface las ecuaciones de Cauchy, a saber

ou_ov ou_ o
ox Oy Y oy Oz’
Asi, lo anterior nos queda
ou 9 9
%(q—l—to(p— q))((Rea — Reb)? + (Ima — Imb)*) =0,
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como a # b alguno de los sumandos (Rea — Reb) o (Ima — Imb) debe ser no

nulo. De aqui se sigue que:

ou

%(QﬂLto(p—Q)) = 0. (2.7)

0 0
Por otra parte tenemos que, f'(z) = a—u(az, y) + za—v(m‘, y), asi,
T T

ou ov

flg+tolp—q) = %(q +to(p—q)) + i%(q +to(p — q)).

En este caso,

Re(['(q +1ofp — 4))) = 9(a + to(p — ). 2.9

De (2.7) y (2.8), llamando zy = ¢ + to(p — q), tenemos

ou
Re(f'(z0)) = 5_(a+tolp — 4)) = 0.
x
De forma semejante, por el teorema (2.3) para

(Z,9) = (Imb — Ima, Rea — Reb)

existe t; € (0,1) tal que (Z,9) - ¢'(t1)t = 0 para cada t € R.

En particular se debe cumplir para t = 1, asi
(Imb — Ima, Rea — Reb)-¢'(t1) = 0.

Esto es,

(Imb—Ima)(Rea — Reb) a—z(ch%l(p—q)) — (Imb — Ima)? g—Z(q+t1(p—q)) +
(Rea — Reb)? %(q%—tﬂp—q ) + (Ima — Imb)(Rea — Reb) Z—Z(q+t1(P—Q)) = 0.
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Usando las ecuaciones de Cauchy tenemos,

S+ o= @) (~(Rea — Rebf — (Imb — Ima)’) =0

esto implica que,

_Ou

ay(q+t1(p—q))((Rea — Reb)* + (Imb — Ima)?) =0,

como a # b alguno de los sumandos es no nulo, en consecuencia,

—@(H ti(p—q)) =0,

dy
pero, 5 5
—8—Z(q +ti(p—q) = a—;(q +t(p—q)
' 0
Im(f(g+0(p — ) = 5=+ lp — )

asi si, z1 = ¢+ t1(p — q) tenemos que,

(') = 22 a+1ip —0)) =0

Por tanto Re(f'(z0)) = Im(f'(z1)) = 0.

Teorema 2.7 (Segunda version del teorema de Rolle en R™). Sea f : D(xo,7) C

R™ — RP continua en D(xqo,7) y diferenciable en B(xo, 7). Seav € RP, zg € B(x,T)

tal que,
(ii) v- (f(x) — f(20)) no cambia de signo en S(xg, 7).
Entonces, existe un vector ¢ € B(xg,1) tal que, v - f'(c)u =0V u € R™.

Demostracion:

Podemos suponer sin perder generalidad que v - (f(z) — f(29)) < 0 para todo x en

S(xp,7) esto implica que,
v f(x) <wv- f(z0) V€ S(xo,r).
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Ahora, definamos ¢ : D(xg,7) C R" — R por g(x) = v - f(z), la cual es continua en
D(xy,7) y diferenciable en B(xg,r), pues f es continua en D(xg,r), y diferenciable

en B(zg,r), asi, g alcanza méaximo y minimo, pero, por hipotesis
v f(z) <wv-f(z)VxeS(xgr),
en consecuencia, g alcanza un maximo en el interior, esto es,
dc e B(xg,r)/v- f(c) =M,

donde M = max{v - f(x)/x € D(x¢,7)}, asi por la proposicion (1.2) ¢’(c) = 0, es
decir, v - f'(¢c)u = 0 para todo u € R™. |

Observacion 2.3. En el caso cuando n =p =1 el teorema (2.7) se convierte en:
Sea f :]a,b] CR — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) tal que para v € R
y para algin zy € (a,b) se cumple que v - (f(x) — f(20)) <0 donde x = {a, b}.

Ast, si v es no negativo, se cumple que,

f(x) = f(20) <0 = f(x) < f(20)
= f(z0) > f(a) A f(z0) = f(b)
= f(20) = maz{f(a), f(b)}.

Si v es no positivo, se cumple que,

Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que, v- f'(c)-u = 0 para todo u € R, esto es, f'(c) = 0.

Note que, cuando f(a) = f(b), para cada z € (a,b) (en particular para zy), se cumple

f(z) Zz mazx{f(a), f(b)} ¥ f(z) < min{f(a), f(b)}.

En el caso de que v - (f(x) — f(20)) > 0, el resultado es andlogo.
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El siguiente corolario es una aplicacion sencilla del teorema (2.7).

Corolario 2.8. Sea a <by f : [a,b] — R continua y diferenciable en [a,b]. Supon-

gamos que f'(a) = f'(b). Entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que,

fe)(c—a)= f(c) — fla).
Demostracion:

El corolario (2.8) es cierto para f siy solo si es cierto para

g(x) = f(z) —z- f'(a),

en efecto,
(=) Como f es continua tenemos que g es continua.

Por otro lado,

esto implica que,
g'(a) = f'(a) = fla)=0 vy 4¢'(b)=f'(b)— f(a) =0.

asi ¢'(a) = ¢’(b) = 0. Veamos que

Como

fle)e—a)=f(c) = fla) = cf'(c)—af(c)= flc) - f(a)
= cf'(c) = af'(c) — cf'(a) + af'(a) = f(c) = f(a) — cf'(a) + af'(a)
= (f'(c) = f'(a))(c = a) = (f(c) — cf'(a)) = (f(a) = af'(a))
— g'(c)(c—a) =g(c) —g(a)

(<:) Supongamos que es cierto para g
ga)=g(®) = f(a)=f(a)=f(b)— fl(a)
— 0=/(b) - f(a)
= f'(a) = f'(b).
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Como f(z) = g(x) +xf'(a) y g es continua tenemos que f es continua.

Por otro lado,

glc)c—a) = g(c) —g(a)
(f'(c) = fl(@)(c—a) = flc)—cf'(a) = fla)+ af'(a)
cf'(c) —af'(c) —cf'(a) +af'(a) = flc)—cf'(a) — fla) + af'(a)
fllle—a) = flc) = fla).

De aqui, podemos suponer sin pérdida de generalidad que f'(a) = f'(b) = 0.

Ahora, demostremos el corolario, para ello definamos

o -fw
h(z) = x—a 7

0 T =aq.

Note que de la continuidad de f en [a, b] tenemos que h también es continua en [a, b].

Solo falta verificar la diferenciabilidad de h en a, para ello veamos que

lim h(a+1t) — h(a) — lm h(a+t) — h(a),
t—0t t t—0— t

h(a+t) — h(a)

pero, lim no existe.

t—0—

En efecto, supongamos que existe L < oo de forma que

lim h(a+1t) — h(a) _ I
t—0— t

Esto es, dado € > 0 existe § > 0 tal que,

h
—0<t<0=|

e+ =ha) ;.
t
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Luego,
ha+t)—hl@) _ 1 fla+t)=fla)
t ot a+t—a
_ 1 fla+t)— f(a)
ot t
1

Observemos que para —0 < t < 0, f(a + t) no existe, lo cual es una contradiccion,
por tanto h es diferenciable en (a, b)].

Por otro lado,

oy = L= = U~ s
oy = LO0=0-G0)- )
') (f(b) — f(a))
b—a (b—a)?
F10) _ )
b—a b—a
f'(b) — h(b)
b—a

Como f’(b) = 0 tenemos que h'(b) = ;—(, en consecuencia si h(b) # 0 tenemos
—a
que

hb)-W(1) <0 vy hia)=0.

Ahora bien, h(b) # 0, por lo tanto, debemos considerar las dos posibilidades, que
h(b) <06 h(b) > 0.

Si h(b) >0.
En este caso 1/(b) < 0 y en consecuencia,

o Bt ) — (D)
t

t—0~
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CAPITULO 2. Teorema de Rolle.

Luego, existe § > 0, tal que, para t en (—6,0) se tiene que h(b+t) — h(b) > 0. En
particular, para z = b+ t tenemos que h(z) > méax{h(a), h(b)} = h(b).

Si h(b) <O0.
Se tiene que A'(b) > 0. Asi,
h(b+t) — h(b)

lim > 0.
t—0— t

Luego, existe § > 0, tal que, para t en (—4,0) tendremos que h(b+t) — h(b) < 0.
Como antes, consideramos z = b+t y tenemos que h(z) < min{h(a),h(b)} = h(b).

En el caso que h(b) = 0 = h(a), todo punto z en (a,b) satisface que
h(z) < min{h(a),h(b)} VY h(z) > maz{h(a), h(b)}.

Luego por la observacion del teorema (2.7) existe ¢ en (a, b) tal que h'(c) = 0y esto

implica el resultado buscado. [ |
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Capitulo 3

Falla del teorema de Rolle.

63.1. Falla del teorema de Rolle en el espacio de Hilbert /,

Sean L y R dos operadores lineales continuos en ¢, dados por, si z = (x1, zo, ...)
L(I) = ($2,$37...> y R<I> = (0,1‘1,1’2,...)

Sea T la aplicacion T : o — {5 definida por T'(z) = (1/2 — ||z||*)e1 + R(z).

Ahora consideremos la funcién

fily—R
dada por
1 — [z
Flo) = —— i
O = =T

Veamos que 7' no tiene puntos fijos, en efecto, supongamos por reduccion al absurdo

que existe x en o, tal que, T'(x) = x, asi,
(1/2 — ||z||?, 21, 22, ...) = (21,29, 25,...) = 21 =1/2—|z|* =20 =25 = ....
Por otro lado,

o0
l))* = Z E
i=1
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CAPITULO 3. Falla del teorema de Rolle.

esto implica que,
o0

lzl® = (/2= ||z|®)?,

=1

luego, como z € {5 tenemos que,
Z |z < oo,
i=1
pero,
S1=(1/2 = [|l=]]*)?, Sz =2(1/2 — [|=[*)*, ..., Su = n(1/2 = ||2[|*)?,

€n consecuencia,

lim S,, = cc.

n—oo

Por lo tanto, ||z||? diverge, lo cual es una contradiccion, debido a que = € £5.
Asi, tenemos que f es continua en fo y f(z)=0Vzx € S.

Identificando en la forma usual /5 con su dual, tenemos que la derivada de Frechét

de ||z||* es dada por el operador
a— 2(z,a),

en efecto, recordemos la identidad de polarizacion valido para espacios de Hilbert

que en este ejemplo es /5

1
(w.y) = 7l +yl* = ll= = ylP?),

pues el campo es R, luego,
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CAPITULO 3. Falla del teorema de Rolle.

1

= (z—a,z+a) :Z(\|x—a+x+a|]2—||m—a—x—aH2)
1

= (z—a,x+a) = (2] - [|2a])

= |z]* —llal]* = {z — @,z + a)

= |z]* —llal* = {x — a,2 — a+ 2a)

= |lz)* — [lal* = (z — a,2a) + (z — a,z — a)

= z]* = [lall® = 2(x — a,a) + ||z — a]]*.

Considerando,

L(z—a)=2(z—a,a) y r(@)=]z—al

tenemos que,
_ 12
i — ) g I =all”
w=allz —al| - e=a [l —all

0.

Por lo tanto, r(a) = 0.

Asi, de la definicién (1.24) la derivada de Frechét de ||z||? es el operador a — 2(z, a)

como queriamos probar.

Ademas, tenemos que la aplicacion T es diferenciable en z y para cada u en /5
T'(x)u = —2(z,u)e; + R(u).
Tomando en cuenta todo esto, la derivada de Frechét para T'(x) es el operador

u— —2(x,u)e; + R(u).

y asi, la derivada de Frechét para ||z — T'(z)||* esta dada por el funcional

ur— 2(x —T(x), (1 =T'(x))u).
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CAPITULO 3. Falla del teorema de Rolle.

Ahora, como ||z — T'(z)||*> no se anula, decimos que f es Frechét diferenciable en

todo x € /5 y aplicando la derivada de un cociente tenemos que para cada u € /o

—2(z, u) [l = T(@)|* = (1 — [|«*) 2z — T(x), u — T"(x)u))
[l =T (2)]*
1

= m[—QHI — T(2)||* (2, u) — 2(1 — |Jz]|*)(x — T(z),u — T"(x)u)].

fl@)u =

Pero, como
(T(z),e1) =1/2 = ||z, (2, R(w)) = (L(z),u) y L(T(z))=ux,

se sigue que,

(x —T(x),u—T'(x)u) = (x—T(x),u)— (x—T(x), T (x)u)
= (x—T(z),u) — (x — T(x), —2(x,u)e; + R(u))
= (v —T(z),u) + 2(z,u){x,e1) — (z, R(u)) — 2(z,u){T(z),e1) +
(T'(x), R(u))
= (v —T(x),u) + 2z, w)z1 — 2(z,u)(1/2 = |[2|*) — (z — T(2), R(u))
= (z—T(z),u) + 221 (x,u) — (1 = 2]]2|*){z, u) — (L(z — T(2)),u)
= (2 —T(z)+ 2z — (1 = 2||z|*)x — L(z — T(x)),u)
= (2 —T(z)+2z12 — 2 + 2||z||*2 — L(x) + L(T(2)), u)
= (=T(z) + 212 + 2||z|]*z — L(z) + =, u)
= ((14 2z + 2||z]|*)r — T(x) — L(x), u).
Por lo tanto, el valor de f'(x)u es dado por la expresion,
m«llx—ﬂ@H2+(1—H:L"HQ)(1+2:B1+2H93H2))iv—(1—HSEHQ)(L(HSHT(?S)%U>-
Esto es,
f'(x) = m[(||x—T(fv)||2+(1—||x||2)(1+2x1+2llfcll2))w—(1—||93||2)(L(f13)+T($))]‘
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CAPITULO 3. Falla del teorema de Rolle.

Mostremos que la ecuacion f’(z) = 0 no tiene solucion en U. Supongamos por

reduccion al absurdo que f’(z) =0, ||z|| < 1. Luego, si llamamos

_ e = TP

tenemos,
fl@)=0 (lle = T(@)II* + (1 = [l2)*) (1 + 221 + 2l|2[1*))2 = (1 = |2|*)(L(z) + T(x)) = 0
(% + (1 + 22y + 2||z||*)z — (L(z) + T(x)) =0
|l — T()|”

( T + (1422 + 2||2]|*)x = L(z) + T(z)
st = L(z)+ T (x)
sL(z) = L(L(x)) + L(T(x))

0= L(L(z)) — sL(z) + L(T(z)).

el

Esto es, © € Ker(L? — sL + I) es una sucesion recurrente de orden dos en (5.

La ecuacion caracteristica asociadas para este tipo de sucesiones es
2 _
t"—st+1=0,

la cual nos da tres alternativas diferentes de acuerdo al signo del discriminante.

Caso 1: |s| =2
La tnica raiz es s/2 y tiene multiplicidad dos y por teorema (1.14) tenemos que las

sucesiones

u=(1,5/2,(s/2)% (s/3)%,..) v v=1(0,5/2,2(5/2)%3(s/3)*..)

son elementos bases del Ker(L? — sL + I).
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CAPITULO 3. Falla del teorema de Rolle.

Asi,
r = Au + B,

para ciertos numeros reales A, B ademaés para cada n > 1
o = A(s/2)""" + B(n — 1)(s/2)""",

y como u,v € {5 se cumple

o o
Z luil> < ooy Z vi|* < o0,
i=1 i=1

luego la cola de u, v tiende a cero, y lim x, representa la cola de la suma Au + Bv
n—oo
en consecuencia, tenemos que
lim z, =0,
n—oo

por otro lado,
(s/2)" "+ (n—1)(s/2)"""

crece cuando n tiende a infinito, y por tanto, A = B = 0, es decir x = 0, pero,

f(0) = 16€4, lo cual es una contradiccion.

Caso 2: |s| < 2.

La ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas dadas por

a = cost +isenf 'y 3= cosf —isent, senb # 0.

Entonces, por el teorema (1.14) tenemos que, existen constantes C;; tales que, para
n>1,

2 1-1 2

j i —1 n—1

xn:E E Cyn?r; :5 Cir?
i=1

i=1 j=0
en consecuencia, la soluciéon mas general viene dada por,
z, = Alcosf+isend)" " + B(cos —isend)" ", n > 1
= (A4 B)cos((n —1)8) +i(A — B)sen((n — 1)0).
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CAPITULO 3. Falla del teorema de Rolle.

Pero, x = (x1, z3, x3, ...) debe pertenecer a ¢, asi,

o0
Z |:Bn\2 < 00,
n=1

y, para que esto ocurra se debe cumplir que, nhﬂrglo x, = 0, pero,
cos((n—1)0) 'y sen((n—1)0)
oscila cuando n tiende a infinito, luego,
A+B=A-B=0=A=B=0=2=0,

lo cual es una contradiccion.

Caso 3. |s| > 2.
Tenemos entonces dos raices reales
s+Vs2—4 —Vs2 -4

S
0= e

Claramente, una de estas raices tiene valor absoluto més grande que 1 y la otra mas
pequena 1.

Supongamos que |a| > 1 y |5] < 1.

Continuando, por teorema (1.14) tenemos que la solucién mas general en este caso
es

T, = A"+ B n> 1,
y, para que la solucién converja debe cumplirse que A = 0.
Luego, tenemos que, 1 = BB~ = B, por lo tanto, B = 1, asi,
T, = xlﬁ”_l n > 1.

En consecuencia, z es la progresion geométrica x = (z1, z15, 6%, 113>, ...). Luego,
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S S
] = ZW’FZZ%Z
Zoo
_ leﬁzl leﬁ2z1
=1

T
1— /52
Por otro lado,
lo = T(2)|* = (z = T(x), — T(x)).

Pero,
R(x) — (Oa xlvxlﬁv mlﬁQ’ )7

por lo que,

1 72

Tw) = (G- gat O nbnd )
1 x2
= (5 62,x17$1ﬁ xlﬁ )

Y

2

r—T(r) = (xl—%+1f—1ﬁz,$15—$1ﬂ152—$15,l‘153—$152;---)
2

= (o= (B D - )R- 1),

Asi,
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lo = T(@)|* = (v —T(x),2 —T(x))

2
= (o1 - % +7 f1ﬁ2)2 +23(8 = 1)* +218%(8 - 1)* + 21648 — 1)* + ..
2
— (=gt i B 1P )
1 i 2 e 2
_ (x1—§+1_52) +22(8—1) Zﬁ
=0
2
R e e e R s
B 1 z? 1
B x? 1
= eyt - T
_ 1, ri(1 - B)
— ($1—§+1_ﬁ2)2+ 1+ﬁ s

y a partir de que sz = T'(z) 4+ L(x) tenemos que,
(sa1, 881, 88%x1, ...) = (1/2 — ||z]|* + Ba1, 21 + BPar, By + By, ...,

de aqui,

1 1
ST, = 5 ||x||2 + Bry = st — 5 + ||9v||2 — By =0, (3.2)

Y

1
sBx, = 1 + P = s:B—Fﬁ.

En consecuencia,

s—f = (3.3)

S
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Ahora, siguiendo con (3.2) tenemos que,

2
x] 1
ot fn-5=0

luego, por (3.3) obtenemos

2
Ty 1 1
e S Ty R
—E g Y
esto implica que,
», (1— By 1 2
— ——(1- =0.
Por otro lado, siguiendo con (3.4) tenemos,
2 2
il 1__ = 11 - R
-3 2 3 g g tm=nT g
2 2
! 1 2 _ »(B—1)
— (]_—ﬁQ 2+I1) = 62

Asi,

il —=p) =B 1)

lo-T@I* = A+ T
1 11—
— -l + )
_ ) B 62_|_1 _62
Por lo tanto,
_ zi(1-p)
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Por otro lado,

s—s?—4 2
its = 2 +s— s?—4
(s —s2—4)2+4
25 —2v/s2 — 4
$2—25y/s2 —4+s2—4+44
2(s —V/s?—4)
2(s? — 5v/52 — 4)
25— VeE =)
s(s — /52 —4)
(s —Vs?—4)

= S.

Sustituyendo lo anterior y (3.6) en (3.1) tenemos,

1 21-p) 1-p5 ]
6+B_S_5(1+ﬁ)1—ﬁ2—x +1+2m1+2 _527

de lo que se obtiene,

_B)(1- @ 9
mﬁ{ﬁﬁgﬁ”+%ﬁ‘ﬁ =
B)(1—B) 2423

_ zi(l — 5)2 e — (1=5%)(8 —211)8
1= R (e
93%(1 - 5)2

Bl —at - (?)
1 = 30— ﬁ2)+ﬁ+5(2$1—5)+<5—29€1)

(1- 52)(5 21‘1)( - B)?
265(1 — 2t — %)

-0 m< — %))
26%(1 — at — 3?)

B 73(1
b= B(1+
(1 —

Bl -

+ B+ B(2r1 — B) + (B — 271)

+ B+ B2z — ) + (8 — 211)
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_ 1= - pAB—20) (8- %
U= S mr gy O (=B - 2m)
- (1—ﬁ)(ﬁ—2x1)[1+2%2(_15_)35%1:52))
(1-B3)(1-B)
20°(1 = o — )

|+ 6

(1=05) = A=0)B—2x)1 + J

En consecuencia,

(1-p%)1-p)
26°(1 — 2f - 3%)

Viendo (3.5) como una ecuacion de segundo grado, consideremos dos subcasos,

1= (8—2z1)[1+ J. (3.7)

Caso 1:

= _Hﬁtﬂ. (3.8)

I = 25

Luego,

2Wa,—FP=-1—-/1-p3* = B2x1—0)=—-1—/1-p5*

1 1—p4
B FVi eyl
5

Y, como || < 1 tenemos que, —1 < 3 < 1, para el caso que 0 < [ < 1, se cumple

1

—>1,
ademas,

1++/1-61>1,

en consecuencia,
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—1+Vﬁ1_64>1+\/1—7ﬁ4>1 — —1+”ﬁl_ﬁ4>1.

En el caso que —1 < 3 < 0, se cumple que,

1
— <1,

g

de lo que se obtiene,

1ryvi-5 \/;_54<(—1)(1+\/1—764)<—1 . VI A

por otro lado,

o]l <1 = |l=fI* <1
= —Ll- <1
= 27 <1-p3

= o]+ <1

De esto y de (3.7) tenemos que, 0 < # — 2z < 1, lo cual es una contradiccion.

Caso 2:
- _1 ‘I‘ﬁQ + 1 _ ﬁ4
Notando que,
1
1—23—p%=—=(1-3%(B+211)

Se sigue de (3.7) que,
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N R
BEA -1+ V1=5Y) = (1= V1-3)28" = 3+ V1= 3
26° = (1= v1- Y268 + /1~ 57
21+ V1=51) = BF°+ V159
21— 6% = (B-2)V1-p"

Esta tltima expresion es una contradiccion.

De los tres casos anteriores obtenemos que la ecuacion f'(z) = 0 no tiene soluciéon
en U, en consecuencia aunque, se satisfacen las hipotesis del teorema de Rolle, éste

no se cumple. [ |

§3.2. Teorema de valor medio.

Contrario a lo que podriamos pensar el teorema del valor medio se satisface para
espacios de dimensién infinita, sin embargo, no podemos garantizar la igualdad en

dicho teorema, pero podemos dar una generalizacion de éste en forma de desigualdad.

Teorema 3.1. (Desigualdad del valor Medio) Sean E| F' espacios normados, X C E,
un subconjunto abierto, f : X — F una aplicacion diferenciable en X y x,y € X

tales que [z,y] C X. Entonces,

1/ (y) = f@) < sup [[Df(2)]] - ly — =

z€[z,y]
Demostraciéon: Tomemos una aplicacion arbitraria ¢ en el espacio dual de F'y

consideremos la aplicacion

9(t) = (f(1 = t)x + ty))

definida para 0 <t < 1. Como ¢ es una aplicaciéon lineal continua tenemos que es

diferenciable y Dp(b) = ¢ para b € F. Ademas tenemos que f((1 — t)x + ty) es
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diferencaible en t por ser compuesta de dos funciones diferenciables, asi mismo ¢ es

diferenciable y

Dy(t) = (Df((1 = t)z + ty)(y — x)). (3.10)

Luego, aplicando el teorema del Valor Medio para una funcién real de variable real

a g en [0, 1] tenemos que

9(1) — g(0) = Dg(0),

donde 0 < 0 < 1 (6 depende de ¢). Entonces, de esta ultima igualdad y de (3.10)

p(f(y) = f(@)) = o(Df((1 = O)z + 0y)(y — x)), (3.11)

y esto vale para cualquier ¢ en el espacio dual de F'. Deducimos de (3.11) que

lo(f(y) = f)] < llell - IDF(( =)z + 0y)l - lly — =]

< el - sup [[DF((L=0)z +Oy)|| - ly — =] (3.12)
0<0<1

Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach, podemos garantizar la existencia
de un funcional ¢ en el dual de F' con |[¢|| # 0, tal que ¢(w) = ||@] - ||w| para
w € F. Particularizando (3.12) al funcional ¢ y sabiendo que

o(f(y) = f(x) = el - [[f(y) — f(2)ll,

tenemos,

1f(y) = f@)[| < sup [|Df(2)]] - [ly — x|

z€[z,y]
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