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RESUMEN

En este trabajo, estudiaremos un algoritmo casi-proximal para minimizar una

función f cerrada y propia sujeto a restricciones de no-negatividad x ≥ 0, basado en

el esquema iterativo

xk = argminx≥0{f(x) + µkd(x, x
k−1)},

donde d(·, ·) es una casi-distancia entrópica. El algoritmo esta bien definido bajo

la suposición que el problema tiene un conjunto solución no-vacío y acotado. En

adición, si f es una función diferenciable y casi-convexa, mostraremos que la sucesión

generada por el algoritmo es convergente y además esta converge a una solución

optima del problema cuando el parámetro µk se aproxima a 0.





ÍNDICE

Agradecimientos i

Resumen iii

Introducción 1

1. Preliminares 3

1.1. Conceptos Básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2. Propiedades de la función ϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3. Algunas propiedades de la función d . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Análisis de Convergencia 13

2.1. Teorema Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Referencias 21

v





INTRODUCCIÓN

El algoritmo de punto proximal para minimizar una función convexa f en R
n

genera una sucesión {xk}k∈N dada por:

x0 ∈ R
n,

xk = argminx∈Rn{f(x) + µk‖x− xk−1‖2}, (1)

donde µk es una sucesión de números positivos y ‖.‖ denota la norma Euclidiana en

R
n .

El algoritmo de punto proximal fue inicialmente estudiado y desarrollado por

Rockafellar [6],[7]. En 1992, Teboulle [9] modifica el método de punto proximal reem-

plazando la distancia cuadrática en (1) por la siguiente casi-distancia, también cono-

cida con el nombre de ϕ-divergencia:

dϕ(x, y) =

n∑

i=1

yiϕ(xi/yi), (2)

donde ϕ : R++ → R es una función propia y cerrada que satisface ciertas condiciones

(ver [8]). Una importante elección de ϕ es ϕ(t) = tlnt − t + 1, para la cual la

correspondiente dϕ es bien conocida como Kullback-Leibler [8] función entrópica de

estadísticas.

El algoritmo asociado con la ϕ-divergencia para minimizar una función convexa

f sujeto a restricciones de no-negatividad x ≥ 0 esta dado como sigue:

x0 > 0,

xk = argminx≥0{f(x) + µkdϕ(x, x
k−1)}, (3)

donde µk es una sucesión de números positivos . El algoritmo en (3) es llamado

casi-proximal, este algoritmo con ϕ(t) = −lnt + t − 1 fue propuesto primero por

Eggermont en [4]. Un punto importante de la diferencia entre (1) y (3) es que dϕ es

usada para forzar a los iterados {xk}k∈N a quedarse en el ortante no-negativo R
n
+, es

decir, el algoritmo en (3) genera automáticamente una sucesión de términos positivos

{xk}k∈N. Similares resultados de convergencia del método casi-proximal se obtienen

usando distancias de Bregman(ver [3]). El análisis del método casi-proximal basado
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Introducción 2

en distancias de Bregman no puede ser llevado a cabo igual que en el algoritmo

definido en (3), excepto en el caso que ϕ(t) = tlnt − t + 1 donde las dos distancias

coinciden. También podemos observar que el algoritmo en (3) fue adoptado por [2]

para resolver problemas de minimizar una función cerrada f sobre R
n sin asumir la

convexidad de f .

En este trabajo estudiaremos el algoritmo definido en (3) con

ϕ(t) = −lnt + t− 1 (t > 0), (4)

para resolver el problema de minimización no-convexo de la siguiente forma:

min f(x)

s.t x ≥ 0, (5)

donde f : R
n → R es una función propia cerrada con domf ⊆ R

n
++. Como no

requerimos la convexidad de f , el algoritmo en este trabajo es el siguiente:

x0 > 0,

xk ∈ argminx≥0{f(x) + µkd(x, x
k−1)}, (6)

donde µk es una sucesión de números positivos y d(x, y) es especificada como sigue:

d(x, y) =

n∑

i=1

yiϕ(xi/yi) =

n∑

i=1

[yiln(yi/xi) + xi − yi]. (7)

El principal propósito en este trabajo es establecer los resultados de convergencia

del algoritmo (6)-(7) bajo algunas suposiciones del problema (5).
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Capítulo 1

PRELIMINARES

1.1. Conceptos Básicos

En esta sección, presentaremos algunos resultados preliminares que serán usados

en los siguientes capítulos.

Definición 1.1. Sea ϕ : R++ → R convexa y tres veces diferenciable, que satisface

ϕ(1) = ϕ′(1) = 0, ϕ′′(1) > 0 y ĺım
t→0

ϕ′(t) = −∞,

entonces dϕ : Rn
++ ×R

n
++ −→ R dada por

dϕ(x, y) =
n∑

i=1

yiϕ(xi/yi)

es llamada ϕ-divergencia.

Definición 1.2. Una sucesión {xk}k∈N ⊆ R
n
++ es Fejér convergente al conjunto no

vacío U ⊆ R
n con respecto a la divergencia d(·, ·), si d(xk, u) ≤ d(xk−1, u) para cada

k ∈ N y u ∈ U .

Definición 1.3. Dada una función de valor real extendida f : Rn → R ∪ {+∞}, el

dominio efectivo de f se define como: dom(f) = {x ∈ R
n : f(x) < +∞}.

Definición 1.4. Dada una función de valor real extendida f : Rn → R ∪ {+∞}, el

epigrafo de f es el conjunto: epi(f) = {(x, β) ∈ R
n x R : f(x) ≤ β}.

Definición 1.5. Una función f es propia si dom(f) 6= ∅ y f(x) > −∞ para todo

x ∈ dom(f).

Definición 1.6. Una función f : Rn → R ∪ {+∞} es llamada cerrada si es semi-

continua inferiormente o si su epigrafo es un conjunto cerrado o si sus conjuntos de

nivel son cerrados.

3



CAPÍTULO 1. Preliminares 4

Definición 1.7. Sea f : Rn → R ∪ {+∞} una función propia. Entonces,

(a) f es llamada casi-convexa si para todo x, y ∈ dom(f) y α ∈ (0, 1)

f(αx+ (1 − α)y) ≤ max{f(x), f(y)}.

(b) f es llamada estrictamente casi-convexa si para todo x, y ∈ dom(f) con

f(x) 6= f(y)

f(αx+ (1 − α)y) < max{f(x), f(y)} , ∀α ∈ (0, 1).

Lema 1.1. (ver[1]) Sea f : Rn → R ∪ {+∞} una función propia. Entonces,

(a) f es casi-convexa si y sólo si los conjuntos de nivel Lf(γ) dado por

Lf(γ) = {x ∈ dom(f) : f(x) ≤ γ} son convexos para todo γ ∈ R.

(b) f es diferenciable en dom(f), entonces f es casi-convexa si y solo si

〈∇f(x2), x1 − x2〉 ≤ 0 siempre que f(x1) ≤ f(x2) para todo x1, x2 ∈ dom(f).

Demostración. (a)(⇒) Supongamos que f es casi convexa y sean x1, x2 ∈ Lf(γ).

Como x1, x2 ∈ Lf (γ) se tiene que x1, x2 ∈ dom(f) y max{f(x1), f(x2)} ≤ γ, para

algún γ ∈ R. Sea λ ∈ (0, 1) y x = λx1 + (1 − λ)x2, puesto que dom(f) es convexo

x ∈ dom(f) además por la casi-convexidad de f tenemos que

f(x) = f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ max{f(x1), f(x2)} ≤ γ,

así x ∈ Lf(γ) y por tanto Lf (γ) es convexo.

(⇐)Supongamos que Lf(γ) es convexo para cada γ ∈ R. Sean x1, x2 ∈ dom(f)

y x = λx1 + (1 − λ)x2 con λ ∈ (0, 1) . Notemos que x1, x2 ∈ Lf(γ) para γ =

max{f(x1), f(x2)}. Ahora por hipótesis, como Lf (γ) es convexo entonces x ∈ Lf(γ),

por lo que f(x) ≤ γ = max{f(x1), f(x2)}. Así f es casi-convexa.
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CAPÍTULO 1. Preliminares 5

(b) Supongamos que f es diferenciable en dom(f).

(⇒) Sea f casi convexa y x1, x2 ∈ dom(f) tales que f(x1) ≤ f(x2). Por la diferen-

ciabilidad de f en x2 para λ ∈ (0, 1), tenemos

f [λx1+(1−λ)x2]−f(x2) = λ∇f(x2)
t(x1−x2)+λ‖x1−x2‖α[x2;λx1+(1−λ)x2] (1.1)

donde α[x2;λx1 + (1 − λ)x2] → 0 cuando λ→ 0. Como f es casi-convexa se cumple

que f [λx1 + (1 − λ)x2] ≤ f(x2), luego de la ecuación (1.1) tenemos que

λ∇f(x2)
t(x1 − x2) + λ‖x1 − x2‖α[x2;λx1 + (1 − λ)x2] ≤ 0

dividiendo por λ y λ→ 0, obtenemos que ∇f(x2)
t(x1 − x2) ≤ 0.

(⇐) Sean x1, x2 ∈ dom(f) tales que f(x1) ≤ f(x2). Queremos probar que

f [λx1 + (1 − λ)x2] ≤ f(x2) para cada λ ∈ (0, 1).

Lo haremos mostrando que

L = {x : x = λx1 + (1 − λ)x2, λ ∈ (0, 1), f(x) > f(x2)}

es vacío. Por el método de reducción al absurdo, supongamos que existe un x
′

∈ L.

Por tanto x′ = λx1 + (1 − λ)x2, para algún λ ∈ (0, 1) y f(x′) > f(x2). Como f es

diferenciable, entonces es continua, por lo que debe existir un δ ∈ (0, 1) tal que

f [µx′ + (1 − µ)x2] > f(x2) ∀µ ∈ [δ, 1] (1.2)

y f(x′) > f [δx′ + (1 − δ)x2]. Por esta última desigualdad y el Teorema del valor

medio tenemos

0 < f(x′) − f [δx′ + (1 − δ)x2] = (1 − δ)∇f(x̂)t(x′ − x2) (1.3)

donde x̂ = µ̂x′ + (1 − µ̂)x2, para algún µ̂ ∈ (δ, 1). Usando (1.2) obtenemos que

f(x̂) > f(x2). Dividiendo (1.3) por 1 − δ > 0, resulta ∇f(x̂)t(x′ − x2) > 0, lo cual

implica que

∇f(x̂)t(x1 − x2) > 0. (1.4)

Pero por otro lado, f(x̂) > f(x2) > f(x1) con x̂ una combinación convexa de x1 y

x2 digamos x̂ = λ̂x1 + (1− λ̂)x2, donde λ̂ ∈ (0, 1). Por hipótesis ∇f(x̂)t(x1 − x̂) ≤ 0,

de esto tenemos

0 ≥ ∇f(x̂)t(x1 − x̂) = (1 − λ)∇f(x̂)t(x1 − x2),

5



CAPÍTULO 1. Preliminares 6

así,

∇f(x̂)t(x1 − x2) ≤ 0

lo cual es una contradicción con (1.4). Por tanto L es vacío y así la demostración

esta completa.

Definición 1.8. Para un problema de optimización restringida de minimizar f sobre

x ∈ C donde C es no vacío y es un subconjunto convexo de R
n, x∗ es llamado un

punto estacionario si 〈∇f(x∗), x− x∗〉 ≥ 0.

Definición 1.9. Sea S ⊂ R
n abierto y convexo y S̄ su clausura. Consideremos una

función real convexa h definida en S̄ y sea Dh : S̄ × S → R dada por

Dh(x, y) = h(x) − h(y) −∇h(y)t(x− y).

Entonces h es llamada función de Bregman (y Dh distancia de Bregman inducida

por h) si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) h es continuamente diferenciable en S.

(b) h es estrictamente convexa y continua en S̄.

(c) Para todo δ ∈ R los conjuntos de nivel L1(y, δ) = {x ∈ S̄ : Dh(x, y) ≤ δ} y

L2(x, δ) = {y ∈ S : Dh(x, y) ≤ δ} son acotados para todo y ∈ S y x ∈ S̄

respectivamente.

(d) Si {yk} ⊂ S converge a y∗, entonces Dh(y
∗, yk) converge a o.

(e) Si {xk} ⊂ S̄ y {yk} ⊂ S son sucesiones tales que {xk} es acotada, ĺım
k→+∞

yk = y∗

y ĺım
k→+∞

Dh(x
k, yk) = 0, entonces ĺım

k→+∞
xk = y∗.

En lo que sigue nos concentraremos en las propiedades de ϕ dadas en (4) y la in-

troducción de la función d , las cuales serán usadas para el posterior análisis. Primero

haremos un resumen de las propiedades de ϕ.
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CAPÍTULO 1. Preliminares 7

1.2. Propiedades de la función ϕ

Sea ϕ : R++ → R definida como en (4). Entonces se cumplen los siguientes

resultados:

(a) ϕ(t) ≥ 0 y ϕ(t) = 0 si y solo si t = 1.

(b) ϕ(t) es decreciente en (0,1) con ĺım
t→0+

ϕ(t) = +∞ y creciente en (1,∞) con

ĺım
t→+∞

ϕ(t) = +∞.

(c) ϕ(1) = 0, ϕ
′

(1) = 0 y ϕ
′′

(1) > 0.

(d) ϕ
′

(t) es no decreciente en (0,+∞) y ĺım
t→+∞

ϕ
′

(t) = 1, ĺım
t→0+

ϕ
′

(t) = −∞.

(e) ϕ
′

(t) ≤ ln t para todo t > 0 y ϕ
′

(t) > 0 cuando t ∈ [1,∞).

4

0

0

t

5432

3

1

2

1

Figura 1.1: Gráfica de ϕ

Por la propiedad (a) y la definición de d(x, y) se verifica que:

d(x, y) ≥ 0 y d(x, y) = 0 ⇔ x = y, ∀x, y ∈ R
n
++.

Esto significa que d puede ser vista como una casi-distancia debido que se puede dar

el caso donde d no cumpla la desigualdad triangular o la simetría. En realidad, d es

7



CAPÍTULO 1. Preliminares 8

una medida de divergencia en R
n
++ (ver [5]) que cumple algunas propiedades, por

ejemplo, las dadas en los dos lemas siguientes 1.2 y 1.3. En adición, sabemos que

dϕ : Rn
++ × R

n
++ −→ R es una función continua la cual puede ser continuamente

extendida a R
n
++ ×R

n
+ adoptando la convención de que 0 ln 0 = 0, es decir, d admite

puntos con componente 0 en el segundo argumento.

1.3. Algunas propiedades de la función d

Lema 1.2. Sea ϕ y d definidas como en (4) y (7), respectivamente. Entonces,

(a) d(x, z) − d(y, z) ≥

n∑

i=1

(zi − yi)ϕ
′

(yi/xi) para todo x, y ∈ R
n
++ y z ∈ R

n
+.

(b) Para un y ∈ R
n
+, fijo , Lx(y, γ) := {x ∈ R

n
++ | d(x, y) ≤ γ} son acotados para

todo γ ≥ 0.

(c) Para un x ∈ R
n
++, fijo , Ly(x, γ) := {y ∈ R

n
+ | d(x, y) ≤ γ} son acotados para

todo γ ≥ 0.

Demostración. (a) Por definición de d podemos calcular

d(x, z) − d(y, z) =

n∑

i=1

[zi ln(zi/xi) + xi − zi] −

n∑

i=1

[zi ln(zi/yi) + yi − zi]

=
n∑

i=1

[zi ln(yi/xi) + xi − yi] (1.5)

como ϕ
′

(yi/xi) = 1 − xi/yi, tenemos que yiϕ
′

(yi/xi) = yi − xi, es decir

xi − yi = −yiϕ
′

(yi/xi). (1.6)

En adición, usando la propiedad (e) de ϕ y tomando en cuenta que zi ≥ 0 para todo

i = 1, . . . , n, obtenemos que

zi ln(yi/xi) ≥ ziϕ
′

(yi/xi). (1.7)

8



CAPÍTULO 1. Preliminares 9

De las ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.7), resulta inmediatamente que

d(x, z) − d(y, z) ≥

n∑

i=1

[ziϕ
′

(yi/xi) − yiϕ
′

(yi/xi)] =

n∑

i=1

(zi − yi)ϕ
′

(yi/xi). (1.8)

(b) Sea γ ≥ 0 y y ∈ R
n
+ fijo.

Supongamos que yi > 0, para todo i = 1, 2, . . . , n. Entonces

d(x, y) ≤ γ ⇒ yiϕ(xi/yi) ≤ γ, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

⇒ ϕ(xi/yi) ≤ γ/yi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},

así los conjuntos Lx(y, γ) := {x ∈ R
n
++ | d(x, y) ≤ γ} son acotados para todo γ ≥ 0

con yi > 0, para todo i = 1, 2, . . . , n por la propiedad (b).

Ahora supongamos que yi = 0, para todo i = 1, 2, . . . , n. Entonces

d(x, y) = d(x, 0) =

n∑

i=1

0 ln(0/xi) + xi − 0 =

n∑

i=1

xi,

luego, como d(x, y) ≤ γ entonces
∑n

i=1 xi ≤ γ, por lo que xi ≤ γ, para todo

i = 1, 2, . . . , n, de esto se tiene que Lx(y, γ) := {x ∈ R
n
++ | d(x, y) ≤ γ} son

acotados para todo γ ≥ 0 con yi = 0, para todo i = 1, 2, . . . , n.

(c) Sea ψ(t) = t ln t− t+ 1 con t ≥ 0. Por definición de d tenemos que:

dψ(x, y) =
∑n

i=1 xi ln(xi/yi) + yi − xi, con x ∈ R
n
+ y y ∈ R

n
++. Además

dψ(x, y) =

n∑

i=1

yiψ(xi/yi)

=

n∑

i=1

yi((xi/yi) ln(xi/yi) − xi/yi + 1)

=
n∑

i=1

xi ln(xi/yi) + yi − xi

=

n∑

i=1

xiϕ(yi/xi)

= dϕ(y, x).

Así,

dψ(x, y) = dϕ(y, x). (1.9)

9



CAPÍTULO 1. Preliminares 10

Sea x ∈ R
n
++ fijo. Probar que Ly(x, γ) := {y ∈ R

n
+ | dϕ(x, y) ≤ γ} son acotados para

todo γ ≥ 0 es equivalente a probar que Ly(x, γ) := {y ∈ R
n
+ | dψ(y, x) ≤ γ} son

acotados para todo γ ≥ 0 por la igualdad en (1.9), lo cual fue probado en la parte

(b) ya que ĺımk→+∞ ψ(t) = +∞ .

Lema 1.3. Dadas dos sucesiones cualesquiera {yk}k∈N ⊆ R
n
++ y {xk}k∈N ⊆ R

n
+,

(a) si {yk}k∈N converge a ȳ ∈ R
n
+, entonces ĺımk→+∞ d(yk, ȳ) = 0.

(b) si {yk}k∈N es acotada y {xk}k∈N es tal que ĺımk→+∞ d(yk, xk) = 0 , entonces

tenemos que ĺımk→+∞ ‖yk − xk‖ = 0.

Demostración. (a) De la definición de d, se sigue que

d(yk, ȳ) =

n∑

i=1

[ȳi ln ȳi − ȳi ln y
k
i + (yki − ȳi)]

Supongamos que ȳi = 0, claramente

ȳi ln ȳi − ȳi ln y
k
i + (yki − ȳi) = 0 ln 0 − 0 ln yki + (yki − 0) = yki .

Así,

ĺım
k→+∞

[ȳi ln ȳi − ȳi ln y
k
i + (yki − ȳi)] = ĺım

k→+∞
yki = ȳi = 0.

Ahora supongamos que ȳi > 0, entonces

ĺım
k→+∞

ln(ȳi/y
k
i ) = ln( ĺım

k→+∞
ȳi/ ĺım

k→+∞
yki ) = ln(ȳi/ȳi) = ln(1) = 0

y ĺım
k→+∞

(yki − ȳi) = ȳi − ȳi = 0. Así,

ĺım
k→+∞

[ȳi ln ȳi − ȳi ln y
k
i + (yki − ȳi)] = ĺım

k→+∞
[ȳi ln(ȳi/yik) + (yki − ȳi)] = 0.

Por ambas partes concluimos que

ĺım
k→+∞

d(yk, ȳ) = 0.

(b)En primer lugar probemos que la sucesión {xk}k∈N es acotada, supongamos lo

contrario, que no es acotada. Ahora bien sabemos por hipótesis que

ĺım
k→+∞

d(yk, xk) = ĺım
k→+∞

n∑

i=1

xkiϕ(yki /x
k
i ) = 0,

10
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es decir la sucesión {xkiϕ(yki /x
k
i )}k∈N es convergente para todo i ∈ {1, 2, .., n} y por

tanto acotada, entonces existe un M > 0 tal que

xkiϕ(yki /x
k
i ) ≤ M ∀i ∈ {1, 2, .., n}

0 ≤ ϕ(yki /x
k
i ) ≤ M/xki ∀i ∈ {1, 2, .., n} (1.10)

Ahora bien, yki /x
k
i → 0 cuando k → +∞ ya que {yki }k∈N es acotada ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Así cuando k → +∞ la ecuación (1.10) nos queda

0 ≤ ϕ(0) ≤ 0,

lo cual contradice la definición de ϕ . Por tanto la sucesión {xk}k∈N es acotada.

Ahora por el método de reducción al absurdo, supongamos que ĺımk→+∞ ‖yk −

xk‖ 6= 0. Entonces existen dos subsucesiones {yσ(k)}k∈N y {xσ(k)}k∈N de {yk}k∈N y

{xk}k∈N respectivamente tales que ‖yσ(k) − xσ(k)‖ ≥ 3ε para ε > 0 y k suficien-

temente grande. Ahora bien, como {yk}k∈N y {xk}k∈N son acotadas entonces las

subsucesiones {yσ(k)} y {xσ(k)} son convergentes, digamos sin perdida de generali-

dad que {yσ(k)}k∈N → y∗ y {xσ(k)}k∈N → x∗. De la desigualdad triangular tenemos

lo siguiente

‖yσ(k) − y∗‖ + ‖y∗ − xσ(k)‖ ≥ ‖yσ(k) − xσ(k)‖ ≥ 3ε. (1.11)

Como {yσ(k)}k∈N → y∗, entonces existe un entero positivo K tal que para k ≥ K,

‖yσ(k) − y∗‖ ≤ ε. Así de (1.11) tenemos que ‖y∗ − xσ(k)‖ ≥ 3ε − ‖yσ(k) − y∗‖ ≥ 2ε

para k ≥ K. Por otro parte, como {xσ(k)}k∈N → x∗ para k ≥ K, ‖xσ(k) − x∗‖ ≤ ε,

luego

2ε ≤ ‖y∗ − xσ(k)‖ = ‖y∗ − x∗ + x∗ − xσ(k)‖

≤ ‖y∗ − x∗‖ + ‖xσ(k) − x∗‖

≤ ‖y∗ − x∗‖ + ε.

Por lo que

‖y∗ − x∗‖ ≥ 2ε− ε = ε. (1.12)

Pero, como ĺımk→+∞ d(yk, xk) = 0, ocurre que ĺımk→+∞ d(yσ(k), xσ(k)) = 0 por tanto

por la continuidad de d se sigue que d(y∗, x∗) = 0, de modo que y∗ = x∗ lo cual es

una contradicción con 1.12.

11





Capítulo 2

ANÁLISIS DE CONVERGENCIA

Es esta sección, estableceremos los resultados de convergencia del algoritmo casi-

proximal (6)-(7). Primero, mostraremos que el algoritmo esta bien definido bajo la

siguiente suposición:

(A1) El conjunto óptimo del problema (5), denotado por X ∗ , es no vacío y acotado.

Lema 2.1. Sea d definida como en (7). Entonces bajo la suposición (A1),

(a) La sucesión {xk}k∈N generada por (6)-(7) esta bien definida.

(b) {f(xk)}k∈N es decreciente y convergente.

Demostración. (a) La prueba se hará por inducción. Claramente, cuando k = 0, la

conclusión se cumple puesto que x0 > 0 es dado. Supongamos que xk−1 esta bien

definida. Sea f ∗ el valor óptimo de (5). Entonces, del esquema iterativo (6) y no

negatividad de d, se sigue que

f(x) + µkd(x, x
k−1) ≥ f ∗ + µkd(x, x

k−1) ∀x ∈ R
n
++. (2.1)

Sea fk(x) := f(x) + µkd(x, x
k−1) y denotemos sus conjuntos de nivel por

Lfk
(γ) := {x ∈ R

n
++ : fk(x) ≤ γ} para algún γ ∈ R. (2.2)

Usando la desigualdad en (2.1), tenemos Lfk
(γ) ⊆ Lx(x

k−1, µ−1
k (γ − f ∗)), en efecto:

x ∈ Lfk
(γ) ⇒ fk(x) ≤ γ, x ∈ R

n
++

⇒ f(x) + µkd(x, x
k−1) ≤ γ, x ∈ R

n
++

⇒ d(x, xk−1) ≤ (γ − f(x))µ−1
k , x ∈ R

n
++

⇒ d(x, xk−1) ≤ (γ − f ∗)µ−1
k x ∈ R

n
++

⇒ x ∈ Lx(x
k−1, µ−1

k (γ − f ∗)).

13
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Esto junto con el Lema 1.2 (b), implica que Lfk
(γ) es acotado para γ ≥ f ∗. Notemos

que si γ ≤ f ∗, entonces Lfk
(γ) ⊂ X∗, en efecto:

x ∈ Lfk
(γ) ⇒ f(x) + µkd(x, x

k−1) ≤ γ, x ∈ R
n
++

⇒ f(x) + µkd(x, x
k−1) ≤ γ ≤ f ∗, x ∈ R

n
++

⇒ f(x) ≤ f(x) + µkd(x, x
k−1) ≤ γ ≤ f ∗, x ∈ R

n
++

⇒ f(x) ≤ f ∗, x ∈ R
n
++

⇒ f(x) = f ∗, x ∈ R
n
++

⇒ x ∈ X ∗.

En consecuencia Lfk
(γ) también es acotado para γ ≤ f ∗ por la suposición (A1). Esto

demuestra que los conjuntos de nivel de fk(x) son acotados, además como fk(x) es

semi-continua inferiormente en R
n, tenemos que los conjuntos de nivel de fk(x) son

compactos. Usando nuevamente la semi-continuidad inferior de fk(x), tenemos que

fk(x) tiene un mínimo global el cual no necesariamente es único por la no-convexidad

de f . En tal caso , xk puede ser elegida arbitrariamente entre el conjunto de mini-

mizadores de fk(x). Así la sucesión {xk}k∈N está bien definida.

(b) Del esquema iterativo en (6)

f(xk) + µkd(x
k, xk−1) ≤ f(x) + µkd(x, x

k−1), ∀x ∈ R++, (2.3)

haciendo x = xk+1 en la anterior desigualdad, obtenemos que

f(xk) + µkd(x
k, xk−1) ≤ f(xk−1) + µkd(x

k−1, xk−1) = f(xk−1),

lo cual por la no-negatividad de d y µk, implica que

0 ≤ µkd(x
k, xk−1) ≤ f(xk−1) − f(xk).

Así,

f(xk) ≤ f(xk−1).

Esto muestra que {f(xk)}k∈N es una sucesión decreciente y como es acotada por

debajo es convergente.

14
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Por el lema 2.1 (b), sea β = ĺım
k→+∞

f(xk) = ı́nf
xk∈Rn

+

f(xk) y definamos el siguiente

conjunto:

U := {x ∈ R
n
+|f(x) ≤ β}. (2.4)

Notemos que X ∗ ⊆ U , en efecto,

Sea A = {xk : xk es generado por el algoritmo (6) y (7)}, por definición A ⊆ R
n
+,

así que

f(A) = {f(xk) : xk es generado por el algoritmo (6) y (7)} ⊆ {f(x) : x ∈ R
n
+}

por tanto

ı́nf
xk∈Rn

+

(A) ≥ ı́nf
x∈Rn

+

{f(x) : x ∈ R
n
+}. (2.5)

Ahora bien,

x ∈ X ∗ ⇒ f(x) = ı́nf
x∈Rn

+

f(x)

⇒ f(x) ≤ ı́nf
xk∈Rn

+

f(xk) = β

⇒ x ∈ U .

Por lo que X ∗ ⊆ U y en consecuencia U es no vacío por la suposición (A1). En lo

que sigue mostraremos que la sucesión generada por (6) es Fejér convergente en U

con respecto a d bajo la siguiente suposición adicional:

(A2) f es una función casi-convexa diferenciable en el domf .

Lema 2.2. Sea {µk}k∈N una sucesión arbitraria de números positivos y {xk}k∈N la

sucesión generada por (6)-(7). Entonces bajo la suposición (A1) y (A2),

(a) d(xk, x) ≤ d(xk−1, x), ∀x ∈ R
n
+ que cumpla que f(x) ≤ f(xk).

(b) {xk}k∈N es Fejér convergente al conjunto U con respecto a d.

(c) Para todo x ∈ U , la sucesión {d(xk, x)}k∈N es convergente.

Demostración. (a) Sea x ∈ R
n
+ que satisface que f(x) ≤ f(xk); del Lema 1.1 (b) se

sigue que

∇f(xk)T (x− xk) ≤ 0. (2.6)

15
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En adición, como xk es minimizador de la función f(x) + µkd(x, x
k−1), tenemos

∇f(xk) + µk∇xd(x, x
k−1) = 0. (2.7)

Combinando las ecuaciones (2.6) y (2.7) , obtenemos que

µk〈∇xd(x
k, xk−1), x− xk〉 ≥ 0 ∀x ∈ R

n
+ que satisface f(x) ≤ f(xk).

Notemos que

∇xd(x, x
k−1) = (ϕ

′

(xk1/x
k−1
1 ), ..., ϕ

′

(xkn/x
k−1
n ))T ,

luego usando el lema 1.2 (a) con x = xk−1, y = xk y z = x, se sigue que

d(xk−1, x) − d(xk, x) ≥ µk〈∇xd(x
k, xk−1), x− xk〉 ≥ 0,

así, d(xk, x) ≤ d(xk−1, x), para un x ∈ R
n
+ que satisface f(x) ≤ f(xk).

(b) Por definición de U tenemos que si x ∈ U entonces f(x) ≤ f(xk) para todo

k, en efecto

x ∈ U ⇒ f(x) ≤ β = ĺım
k→+∞

f(xk), x ∈ R
n
+ (2.8)

pero como {f(xk)}k∈N es decreciente se tiene que ĺımk→+∞ f(xk) ≤ f(xk), luego de

(2.8) obtenemos que

x ∈ U ⇒ f(x) ≤ f(xk), x ∈ R
n
+.

Usando la parte (a) tenemos que d(xk, x) ≤ d(xk−1, x) con x ∈ U , así por la defini-

ción (1.2) se concluye que d es Fejér convergente en U .

(c) De la parte (a) tenemos que d(xk, x) ≤ d(xk−1, x) así {d(xk, x)}k∈N es de-

creciente, ahora bien como d es no-negativa ocurre que 0 ≤ d(xk, x) ≤ d(xk−1, x),

luego {d(xk, x)}k∈N es decreciente y acotada por debajo, por tanto {d(xk, x)}k∈N es

convergente.

16
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2.1. Teorema Central

Teorema 2.1. Sea {µk}k∈N una sucesión arbitraria de números positivos y {xk}k∈N

generada por (6)-(7). Si las suposiciones (A1) y (A2) se cumplen, entonces {xk}k∈N

converge y

(a) Si existe µ̂ y µ̄ tales que o < µ̂ < µk < µ̄ para cada k ∈ N, entonces

ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i ≥ 0, ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i(xi − xki ) ≥ 0 para todo x ∈ R
n
+ , i ∈

{1, 2, ..., n}.

(b) Si ĺım
k→+∞

µk = 0, entonces {xk}k∈N converge a una solución óptima de (5).

Demostración. Primero probemos que la sucesión {xk}k∈N es convergente. Por el

Lema 2.2 (b), {xk}k∈N es Fejér convergente en el conjunto U con respecto a d, lo

cual implica que

{xk}k∈N ⊆ {y ∈ R
n
++|d(y, x) ≤ d(x0, x)}, ∀x ∈ U .

Del Lema 1.2 (b), tenemos que el conjunto del lado derecho de la ecuación anterior

es acotado y en consecuencia {xk}k∈N es acotada. Sea x̄ un punto de acumulación de

{xk}k∈N y {xkj}k∈N una subsucesión de {xk}k∈N que converge a x̄. De la continuidad

de f , se sigue que

ĺım
j→∞

f(xkj ) = f(x̄),

el cual por definición de U , implica que x̄ ∈ U . Usando el Lema 2.2 (c), tenemos

que la sucesión {d(xk, x̄)}k∈N es convergente. Notemos que ĺım
j→+∞

{d(xkj , x̄)} = 0 por

Lema 1.3 (a), por tanto ĺım
k→+∞

{d(xk, x̄)} = 0. Usando el Lema 1.3 (b) con yk = xk y

xk = x̄, tenemos que ĺım
t→+∞

‖xk − x̄‖ = 0, de esto {xk}k∈N converge a x̄.

(a) Por la fórmula iterativa en (6), xk es minimizador de f(x) + µkd(x, x
k−1), por lo

que ∇f(xk) + ∇xd(x
k, xk−1) = 0, de esto obtenemos

∇f(xk) = −∇xd(x
k, xk−1),

esto significa que

(∇f(xk))i = −µkϕ
′(xki /x

k−1
i ), i ∈ {1, 2, ..., n}. (2.9)

Sea x̄ el limite de la sucesión {xk}k∈N. Definamos los conjuntos de indices

17
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I(x̄) := {i ∈ {1, 2, ..., n}|x̄i > 0} y J(x̄) := {i ∈ {1, 2, ..., n}|x̄i = 0}.

Claramente, los dos conjuntos son disjuntos y forman una partición del conjunto

{1, 2, ..., n}. Analicemos los casos donde i ∈ I(x̄) o i ∈ J(x̄) para i ∈ {1, 2, ..., n}.

Caso(1): Si i ∈ I(x̄), entonces ĺım
k→+∞

(xki /x
k−1
i ) = 1 por la convergencia de {xk}k∈N.

Por la continuidad de ϕ′ en (0,+∞) y como ϕ′(1) = 0, tenemos que

ĺım
k→+∞

ϕ′(xki /x
k−1
i ) = 0,

esto junto con (2.9) y como {µk}k∈N es acotada, obtenemos inmediatamente que

ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i = 0

en consecuencia por la convergencia de {xk}k∈N, se tiene

ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i(xi − xki ) = 0

Caso(2): Sea i ∈ J(x̄). Supongamos por reducción al absurdo que ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i < 0

para k ∈ N suficientemente grande . De (2.9) y como {µk}k∈N es una sucesión de

números positivos se tiene ϕ′(xki /x
k−1
i ) > 0 para k ∈ N suficientemente grande, luego

por las propiedades (c) y (d) de ϕ, xki > xk−1
i para k ∈ N suficientemente grande, lo

cual contradice que

xk → x̄.

por consiguiente, ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i ≥ 0. Notemos que ĺım
k→+∞

(xi− xki ) ≥ 0 como xi ≥ 0

y ĺım
k→+∞

xki = x̄i = 0, así deducimos que ĺım
k→+∞

(∇f(xk))i(xi − xki ) ≥ 0.

(b) Como xk es minimizador de f(x) + µkd(x, x
k−1), tenemos

f(xk) + µkd(x
k, xk−1) ≤ f(x) + µkd(x, x

k−1), ∀x ∈ R
n
++,

lo cual por la no negatividad de d y como {µk}k∈N es una sucesión de números

positivos, obtenemos

f(xk) ≤ f(x) + µkd(x, x
k−1), ∀x ∈ R

n
++,

tomando el limite cuando k → +∞ en la desigualdad anterior y usando la con-

tinuidad de f ocurre que

f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ R
n
++,

18
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ya que ĺım
k→+∞

xk = x̄ , ĺım
k→+∞

µk = 0 y la sucesión {d(x, xk−1)}k∈N es acotada por el

Lema 1.2 (c). Esto significa que f(x̄) ≤ f(x) para todo x ∈ R
n
+, en consecuencia,

x̄ ∈ X ∗. Así la prueba esta completa.

19





Conclusión

En este trabajo consideramos el método casi proximal definido en (6)-(7) para

resolver un problema no-convexo de la forma (5) y establecimos los resultados de

convergencia del algoritmo bajo algunas suposiciones. Específicamente, bajo la su-

posición de que el conjunto óptimo del problema (5), denotado por X ∗ , es no vacío y

acotado y f es una función casi-convexa diferenciable en el domf , la sucesión {xk}k∈R

generada por el algoritmo es convergente y además converge a una solución óptima

del problema (5).
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