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RESUMEN

En este trabajo, estudiaremos un algoritmo casi-proximal para minimizar una
funcién f cerrada y propia sujeto a restricciones de no-negatividad x > 0, basado en

el esquema iterativo

k : k—1

" = argmingso{ f(x) + pd(x, 2" )},

donde d(-,-) es una casi-distancia entrépica. El algoritmo esta bien definido bajo
la suposiciéon que el problema tiene un conjunto solucién no-vacio y acotado. En
adicion, si f es una funciéon diferenciable y casi-convexa, mostraremos que la sucesion
generada por el algoritmo es convergente y ademés esta converge a una soluciéon

optima del problema cuando el pardmetro p; se aproxima a 0.
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INTRODUCCION

El algoritmo de punto proximal para minimizar una funciéon convexa f en R"

genera una sucesion {z*}ren dada por:

2 € R",
ko : k=12
zt = argminger~{f () + pllx — =7}, (1)
donde pi, es una sucesion de nimeros positivos y ||.|| denota la norma Euclidiana en

R™ .

El algoritmo de punto proximal fue inicialmente estudiado y desarrollado por
Rockafellar [6],[7]. En 1992, Teboulle [9] modifica el método de punto proximal reem-
plazando la distancia cuadrética en (1) por la siguiente casi-distancia, también cono-

cida con el nombre de ¢-divergencia:

dy(z,y) = Z yip(i/yi), (2)

donde ¢ : R.+ — R es una funcién propia y cerrada que satisface ciertas condiciones
(ver [8]). Una importante eleccion de ¢ es ¢(t) = tint — t + 1, para la cual la
correspondiente d,, es bien conocida como Kullback-Leibler [8] funcién entrépica de
estadisticas.

El algoritmo asociado con la ¢-divergencia para minimizar una funcién convexa

f sujeto a restricciones de no-negatividad z > 0 esta dado como sigue:

z- > 0,
k

ot = argmingo{ f(2) + pdy(x, 2"}, (3)
donde i es una sucesion de numeros positivos . El algoritmo en (3) es llamado
casi-proximal, este algoritmo con ¢(t) = —Int + ¢ — 1 fue propuesto primero por
Eggermont en [4]. Un punto importante de la diferencia entre (1) y (3) es que d,, es
usada para forzar a los iterados {2*},en a quedarse en el ortante no-negativo RY, es
decir, el algoritmo en (3) genera automaticamente una sucesion de términos positivos
{2*} ken. Similares resultados de convergencia del método casi-proximal se obtienen

usando distancias de Bregman(ver [3]). El analisis del método casi-proximal basado
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en distancias de Bregman no puede ser llevado a cabo igual que en el algoritmo
definido en (3), excepto en el caso que p(t) = tint —t + 1 donde las dos distancias
coinciden. También podemos observar que el algoritmo en (3) fue adoptado por [2]
para resolver problemas de minimizar una funcién cerrada f sobre R" sin asumir la
convexidad de f.

En este trabajo estudiaremos el algoritmo definido en (3) con

o(t)=—Int+t—1 (t>0), (4)

para resolver el problema de minimizacién no-convexo de la siguiente forma:

min f(x)

st x>0, (5)

donde f : R" — R es una funcién propia cerrada con domf C R’ . Como no

requerimos la convexidad de f, el algoritmo en este trabajo es el siguiente:

2 > 0,

¥ € argmingso{f(x) + ppd(z, 2"}, (6)

donde iy, es una sucesion de ntimeros positivos y d(z,y) es especificada como sigue:
d(z,y) = Z yip(xi/y:) = Z[yzln(yz/xz) + i — yi. (7)
i=1 i=1

El principal proposito en este trabajo es establecer los resultados de convergencia

del algoritmo (6)-(7) bajo algunas suposiciones del problema (5).



CAPITULO 1
PRELIMINARES

1.1. Conceptos Basicos

En esta seccién, presentaremos algunos resultados preliminares que seran usados

en los siguientes capitulos.
Definicién 1.1. Sea ¢ : R.. — R convexa y tres veces diferenciable, que satisface
p(1) =¢'(1) =0, ¢"(1)>0 y lim'(t) = —oo,

entonces d, : R x R}, — R dada por

dp(z,y) = ZyiSD(%/yi)
i=1
es llamada ¢-divergencia.

Definicion 1.2. Una sucesion {2%}en C R” | es Fejér convergente al conjunto no
vacio U C R™ con respecto a la divergencia d(-,-), si d(z*,u) < d(x*~!, u) para cada
ke Nyuel.

Definicién 1.3. Dada una funcion de valor real extendida f : R™ — R U {+oc}, el

dominio efectivo de f se define como: dom(f) = {z € R": f(z) < +o0}.

Definicién 1.4. Dada una funcion de valor real extendida f : R" — R U {+oc}, el

epigrafo de f es el conjunto: epi(f) = {(z,0) e R* x R : f(x) < 5}.

Definiciéon 1.5. Una funcion f es propia si dom(f) # @y f(x) > —oo para todo
x € dom(f).

Definicién 1.6. Una funcion f : R" — R U {400} es llamada cerrada si es semi-
continua inferiormente o si su epigrafo es un conjunto cerrado o si sus conjuntos de

nivel son cerrados.
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Definicién 1.7. Sea f: R" — R U {+0o0} una funcion propia. Entonces,

(a) f es llamada casi-convera si para todo x,y € dom(f)y a € (0,1)

flax + (1 = a)y) <maz{f(z), f(y)}-
(b) f es llamada estrictamente casi-conveza si para todo z,y € dom(f) con
f(@) # fy)

flax+ (1= a)y) <maz{f(z), f(y)} ,Va € (0,1).

Lema 1.1. (ver[1]) Sea f : R" — R U {400} una funcion propia. Entonces,

(a) f es casi-convexa si y solo si los conjuntos de mnivel L¢(7y) dado por

Li(y) = {x € dom(f) : f(x) <~} son convezos para todoy € R.

(b) f es diferenciable en dom(f), entonces f es casi-convexa si y solo si

(Vf(xa), 21 — x2) <0 siempre que f(x1) < f(x2) para todo xq1,x9 € dom(f).

Demostracion. (a)(=) Supongamos que f es casi convexa y sean z1,z2 € Ls(y).
Como z1,72 € Ly(y) se tiene que z1,z2 € dom(f) y max{f(x:1), f(z2)} < v, para
algin v € R. Sea A € (0,1) y = Azq + (1 — X)xa, puesto que dom(f) es convexo

x € dom(f) ademaés por la casi-convexidad de f tenemos que

f@) = fQAzr + (1= Naz) < maz{f(z1), f(z2)} <7,

asi © € Ly(y) y por tanto L¢(7y) es convexo.

(«<)Supongamos que L(y) es convexo para cada v € R. Sean 1,25 € dom(f)
y o =Ar; + (1 —Nxzy con A € (0,1) . Notemos que 1,29 € Ly(y) para v =
maz{ f(x1), f(x2)}. Ahora por hipotesis, como Ls(7) es convexo entonces € Ls(7),

por lo que f(x) <~ =max{f(x1), f(x2)}. Asi f es casi-convexa.
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(b) Supongamos que f es diferenciable en dom(f).
(=) Sea f casi convexa y x1, x5 € dom(f) tales que f(x1) < f(z2). Por la diferen-
ciabilidad de f en x5 para A € (0,1), tenemos

f[)\x1+(1—>\):c2]—f(x2) = )\Vf(l‘g)t(l'l—$2)+>\||l’1—.§(32||0([.§(327 )\Il—l-(l—)\)IQ] (11)

donde a[zg; Axy + (1 — X)zo] — 0 cuando A — 0. Como f es casi-convexa se cumple

que f[Az1 + (1 — AN)ag] < f(x2), luego de la ecuacion (1.1) tenemos que
)\Vf(l’g)t(l'l — 1’2) + )\Hl’l — [L’QHOé[ZL'Q; )\1’1 + (1 — )\)ZL’Q] S 0

dividiendo por A y A — 0, obtenemos que V f(z2)"(z1 — x2) < 0.

(<) Sean x1, 22 € dom(f) tales que f(z1) < f(x2). Queremos probar que
fAx1 + (1 = N)xo] < f(x2) paracada X € (0,1).
Lo haremos mostrando que
L=A{x:x=Xr1+ (1 —Na, A€ (0,1), f(x) > f(x2)}

es vacio. Por el método de reduccion al absurdo, supongamos que existe un ' € L.
Por tanto 2’ = Azy + (1 — \)xg, para algin A € (0,1) y f(z') > f(z2). Como f es

diferenciable, entonces es continua, por lo que debe existir un § € (0, 1) tal que

floa" + (1 = p)wo] > flz2)  Vp€[4,1] (1.2)

y f(z") > floz' + (1 — §)xs]. Por esta tltima desigualdad y el Teorema del valor

medio tenemos
0< f(2)— flox' + (1 = 8)ag] = (1 = ) VF(2) (2" — x9) (1.3)

donde = = fiz’ + (1 — fi)xo, para algtn i € (0,1). Usando (1.2) obtenemos que
f(z) > f(x2). Dividiendo (1.3) por 1 — ¢ > 0, resulta V f(z)!(a’ — x3) > 0, lo cual
implica que

V(@) () —x9) > 0. (1.4)
Pero por otro lado, f(Z) > f(xe) > f(x1) con & una combinaciéon convexa de z; y
x5 digamos 2 = Az1 + (1 — A),, donde A € (0,1). Por hipétesis V f(2)!(z; — 2) <0,

de esto tenemos
0> V@) (z — ) = (1= NVF(@)(z) — x2),

5
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asi,

Vf(li')t(l’l — [L’g) S 0

lo cual es una contradiccion con (1.4). Por tanto L es vacio y asi la demostracion

esta completa. O

Definiciéon 1.8. Para un problema de optimizacion restringida de minimizar f sobre
x € C' donde C es no vacio y es un subconjunto convexo de R”, z* es llamado un

punto estacionario si (Vf(z*),z —z*) > 0.

Definicién 1.9. Sea S C R" abierto y convexo y S su clausura. Consideremos una

funcion real convexa h definida en S y sea Dj, : S x S — R dada por

Dy(z,y) = h(z) — h(y) — Vh(y)' (z — y).

Entonces h es llamada funcién de Bregman (y D), distancia de Bregman inducida

por h) si se cumplen las siguientes condiciones:
(a) h es continuamente diferenciable en S.
(b) h es estrictamente convexa y continua en S.

(c) Para todo § € R los conjuntos de nivel L,(y,0) = {z € S : Dy(x,y) < §} y
Ly(x,8) = {y € S : Dy(x,y) < &} son acotados para todoy € Sy z € S

respectivamente.
(d) Si {y*} C S converge a y*, entonces Dy, (y*,y*) converge a o.

(e) Si {2} c Sy {y*} C S son sucesiones tales que {z*} es acotada, klﬁf Y=yt

k

y klim Dy (2% y¥) =0, entonces lim 2% = y*.
— 400

k—-+o00

En lo que sigue nos concentraremos en las propiedades de ¢ dadas en (4) y la in-
troduccion de la funcion d , las cuales seran usadas para el posterior analisis. Primero

haremos un resumen de las propiedades de .
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1.2. Propiedades de la funcién ¢

Sea ¢ : Ry — R definida como en (4). Entonces se cumplen los siguientes

resultados:

(a) ¢(t) >0y @(t)=0siysolosit=1.

(b) ¢(t) es decreciente en (0,1) con lim @(t) = 400 y creciente en (1,00) con
t—0

(c) ¢(1) =0, (1) =0y ¢"(1) > 0.
(d) ¢'(t) es no decreciente en (0, 400) y tH—IEl @ (t) =1, h’:%l+ ¢ (1) = —oo.
——+00 t—

(e) ¢ (t) <Int paratodot >0y ¢ (t) >0 cuando t € [1,00).

w S
I N A T T T T O A

N

[

o

LIS L AL L N O B B I B |
0 1 2 3 4 5

t

Figura 1.1: Grafica de ¢

Por la propiedad (a) y la definicién de d(z,y) se verifica que:
d(z,y) 20y d(r,y) =0z =y, Vr,y € R},

Esto significa que d puede ser vista como una casi-distancia debido que se puede dar

el caso donde d no cumpla la desigualdad triangular o la simetria. En realidad, d es

7
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una medida de divergencia en R’} (ver [5]) que cumple algunas propiedades, por
ejemplo, las dadas en los dos lemas siguientes 1.2 y 1.3. En adicién, sabemos que
d, : R}, x R}, — R es una funcién continua la cual puede ser continuamente
extendida a R}, x R} adoptando la convencion de que 0In0 = 0, es decir, d admite

puntos con componente 0 en el segundo argumento.

1.3. Algunas propiedades de la funcién d

Lema 1.2. Sea ¢ y d definidas como en (4) y (7), respectivamente. Entonces,
(a) d(z,2) >Z @ (yi/x;) para todo x,y € R?, y z € R™.

(b) Para uny € RY, fijo, Ly(y,v) := {z € R}, | d(x,y) < v} son acotados para
todo v > 0.

(c) Para un x € RY,, fijo, Ly(x,v) = {y € R} | d(z,y) < v} son acotados para
todo v > 0.

Demostracion. (a) Por definicion de d podemos calcular

n

d(z,z) —d(y,z) = Z[’Zl In(z;/2;) + x; — 2] Z 2z In(zi/ys) + yi — 2]

i=1 =1
n

— Z[Z’ In(y;/x;) + x; — i (1.5)

i=1

como ¢ (y;/x;) = 1 — x; /y;, tenemos que y;¢ (y;/x;) = yi — i, es decir

— v = —yie (yi/ ). (1.6)

En adicion, usando la propiedad (e) de ¢ y tomando en cuenta que z; > 0 para todo

1 =1,...,n, obtenemos que

ziIn(yi/z:) > 20 (yi) ). (1.7)

8
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De las ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.7), resulta inmediatamente que

n

d(z, 2) Z (i) = yise (i) = D (2 — va)e (i/w:). (1.8)

=1 =1

(b) Sea v >0y y € R fijo.

Supongamos que y; > 0, para todo ¢ = 1,2, ..., n. Entonces

d(x,y) <v = wiplzi/y) <v, Vie{l,2,...,n}

asi los conjuntos L,(y,v) := {# € R, | d(z,y) < v} son acotados para todo v > 0
con y; > 0, para todo ¢ = 1,2,...,n por la propiedad (b).
Ahora supongamos que y; = 0, para todo 7 = 1,2,...,n. Entonces

d(z,y) = d(z,0) ZOIHO/x, —I—zZ—O—Zx“

luego, como d(z,y) < ~ entonces Y ., z; < 7, por lo que z; < 7, para todo
i = 1,2,...,n, de esto se tiene que L,(y,v) = {x € R}, | d(z,y) < v} son
acotados para todo v > 0 con y; =0, paratodoi=1,2,...,n

(c) Sea ¥(t) =tlnt —t + 1 con ¢t > 0. Por definicién de d tenemos que:
dy(z,y) =0 x;In(z;/y;) +y; — i, con v € R y y € R, . Ademas

dy(z,y) = Zj;yitb(xi/yi)
= Zj;yi((xi/yi) In(z;/y;) — xi/y + 1)
= ixiln(xi/yi)+yi_xi
= éxis@(?ﬁ/%)

— do(y.2)

Asi,
dy(2,y) = dy(y, ). (1.9)

9
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Sea x € R'}, fijo. Probar que Ly(z,v) := {y € R} | dy(z,y) <~} son acotados para
todo v > 0 es equivalente a probar que Ly(z,v) := {y € R} | dy(y,z) < v} son
acotados para todo v > 0 por la igualdad en (1.9), lo cual fue probado en la parte
(b) ya que limg_ ;o ¥(t) = +00 . O

Lema 1.3. Dadas dos sucesiones cualesquiera {y*}reny C R?, y {z"}rew C RY,

(a) si {y"}rew converge a § € R", entonces limy_, 1 d(y*,7) = 0.

(b) si {y*}ren es acotada y {x*}rew es tal que limy_ oo d(y*, 2%) = 0 , entonces

tenemos que limy_, o ||y* — 2*|| = 0.

Demostracion. (a) De la definicion de d, se sigue que

n

d(y*, ) = g — g nyf + (yf — 7))

i=1

Supongamos que ; = 0, claramente
gilng, — gilny! + (yf —4;) =0In0—0lny! + (yF — 0) = yr.
Asi,

1 =N 7. — k E_ a3 = 1§ k_ g =
kl—lfl—noo[yl In Yi Y In Y; + (yz yl)] kl_lﬁl_loo Yi Yi 0.

Ahora supongamos que g; > 0, entonces
, . k — s 7. . k — TR E— =
Jim In(gi/y;) =In( Um g/ Um i) = In(gi/5;) = In(1) =0

y lm (yf —4) = i — 5 = 0. Asi,

k——o00
Jim (G g = gy + (= 7)) = m (5 In(g/yie) + () = 5:)] = 0.

Por ambas partes concluimos que

; E o\

(b)En primer lugar probemos que la sucesion {z*},cw es acotada, supongamos lo

contrario, que no es acotada. Ahora bien sabemos por hipotesis que

/ kY — ) Boo(yk k) =

10
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es decir la sucesion {zFo(yF/z¥)}rew es convergente para todo i € {1,2,..,n} y por

tanto acotada, entonces existe un M > 0 tal que

zfgp(yf/xf) < M Vie{l,2,..,n}
0<op(yk/zt)y < M/z8  Vie{1,2,.,n} (1.10)

— )

Ahora bien, y¥ /2% — 0 cuando k — +00 ya que {yF}rew es acotada Vi € {1,2,...,n}.

Asi cuando k — +o0 la ecuacion (1.10) nos queda
0 <(0) <0,

lo cual contradice la definicién de ¢ . Por tanto la sucesion {z*}cn es acotada.
Ahora por el método de reduccion al absurdo, supongamos que limy_ ;o ||y* —
B} pen v {27W hkew de {yF}rew v

{2*} e respectivamente tales que ||y7®) — 2°®)|| > 3¢ para ¢ > 0 y k suficien-

2¥|| # 0. Entonces existen dos subsucesiones {y

temente grande. Ahora bien, como {y*}rew v {2"}renw son acotadas entonces las

subsucesiones {y°®} y {2°®} son convergentes, digamos sin perdida de generali-

dad que {y"™enw — v* y {2°®}ew — 2. De la desigualdad triangular tenemos
lo siguiente

ly™® =y |+ ly* = 2”@ > y"® — 2@ > 3e. (1.11)
Como {y°®},ew — y*, entonces existe un entero positivo K tal que para k > K,

|y”®) — y*|| < e. Asi de (1.11) tenemos que ||y* — 27" || > 3¢ — [jy"®) — y*|| > 2¢

para k > K. Por otro parte, como {27®},cn — 2* para k > K, [|2°®) — 2*|| < ¢,

luego
2¢ < |ly* = 2”@ = |ly" - 2" +a" — W
<y =t 4+ a7® - o
< ly" =2t +e
Por lo que
ly* —2*|| > 2 —e =e. (1.12)

Pero, como limy_. 4o d(y*, 2¥) = 0, ocurre que limy_, 1o, d(y°*®, 2°*)) = 0 por tanto
por la continuidad de d se sigue que d(y*, z*) = 0, de modo que y* = z* lo cual es

una contradiccion con 1.12. O

11






CAPITULO 2
ANALISIS DE CONVERGENCIA

Es esta seccion, estableceremos los resultados de convergencia del algoritmo casi-
proximal (6)-(7). Primero, mostraremos que el algoritmo esta bien definido bajo la
siguiente suposicion:

(A1) EI conjunto 6ptimo del problema (5), denotado por X* | es no vacio y acotado.
Lema 2.1. Sea d definida como en (7). Entonces bajo la suposicion (Al),

(a) La sucesion {x*}ren generada por (6)-(7) esta bien definida.

(b) {f(z")}rew es decreciente y convergente.

Demostracion. (a) La prueba se hara por induccion. Claramente, cuando k = 0, la

0 k—1

conclusion se cumple puesto que x° > 0 es dado. Supongamos que z"~* esta bien

definida. Sea f* el valor 6ptimo de (5). Entonces, del esquema iterativo (6) y no

negatividad de d, se sigue que
(@) + prd(z, 2571 > F* + ppd(z, 2571) Ve e RY,. (2.1)
Sea fi(x) := f(x) + pupd(z, 2*1) y denotemos sus conjuntos de nivel por
Ly (v) ={zxeR} : fi(x) <y}  paraalgin 7€ R. (2.2)
Usando la desigualdad en (2.1), tenemos Ly, (7) C L, (z*7, i ' (v — f*)), en efecto:

fk<x> < Y, T E R:L..;.

f(@) + pd(z, ") <5, z e RY,
d(a, a1 < (v = f(z))p,", © € R,
d(a, ") < (y = [ we R,

v € La(a* ™ i (v = f9))-

LS Lfk (7)

R

13
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Esto junto con el Lema 1.2 (b), implica que Ly, (7) es acotado para v > f*. Notemos

que si v < f*, entonces Ly, () C X*, en efecto:

T € Lfk(’}/)

L

=
=
A
8
8
o
L
~—
IN
8
m
=
=3
+

En consecuencia Ly, () también es acotado para v < f* por la suposicion (Al). Esto

demuestra que los conjuntos de nivel de fi(z) son acotados, ademas como fi(z) es

semi-continua inferiormente en R”, tenemos que los conjuntos de nivel de fi(x) son

compactos. Usando nuevamente la semi-continuidad inferior de fi(x), tenemos que

fr(x) tiene un minimo global el cual no necesariamente es tnico por la no-convexidad

de f. En tal caso , 2* puede ser elegida arbitrariamente entre el conjunto de mini-

mizadores de fi(r). Asf la sucesion {z*}ren estd bien definida.

(b) Del esquema iterativo en (6)

f(xk> + lu’kd(xkvxk_l) < f(l‘) + :ukd(xv xk_l)v Va € IR‘-i-—i-u
haciendo z = zF*! en la anterior desigualdad, obtenemos que
F@®) + prd(a®, 2P0 < FPN) 4 d(2 2P = Fa,

lo cual por la no-negatividad de d y g, implica que

Asi,

0 < ppd(z®, 21 < fa*1) -

flah) < f(@*).

(2.3)

Esto muestra que {f(2*)}rew es una sucesion decreciente y como es acotada por

debajo es convergente.

14
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Por el lema 2.1 (b), sea B = lim f(2*) = if f(2*) y definamos el siguiente

k—+oc0 zkeR™
conjunto:

U= {z e R|f(x) < B}. (2.4)

Notemos que X* C U, en efecto,
Sea A = {a% : 2% es generado por el algoritmo (6) y (7)}, por definicion A C R,

asi que

f(A) = {f(z*) : 2* es generado por el algoritmo (6) y (7)} C {f(x): x € R}

por tanto
mgg&(A) > xiélafg{f(x) xeRY} (2.5)
Ahora bien,
reXT = f(z)= xléﬁfif@
= fl2) < mf f(a")=p
zkeRT}

= x€eU.

Por lo que X* C U y en consecuencia U es no vacio por la suposicion (Al). En lo
que sigue mostraremos que la sucesion generada por (6) es Fejér convergente en U

con respecto a d bajo la siguiente suposicion adicional:

(A2) f es una funcion casi-convexa diferenciable en el domf.

Lema 2.2. Sea {y e una sucesion arbitraria de niimeros positivos y {2*}ren la

sucesion generada por (6)-(7). Entonces bajo la suposicion (A1) y (A2),
(a) d(z*,z) <d(z*'.z), VaeRL que cumpla que f(x) < f(zF).

(b) {2*}ien es Fejér convergente al conjunto U con respecto a d.

(c) Para todo x € U, la sucesion {d(x*, z)}rew es convergente.

Demostracion. (a) Sea x € Rl que satisface que f(x) < f(z"); del Lema 1.1 (b) se
sigue que
V(") (x —2") <o0. (2.6)

15
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k

En adicién, como z* es minimizador de la funcion f(z) + upd(z, 271), tenemos

Vf(a*) + e Vad(z, 2571 = 0. (2.7)
Combinando las ecuaciones (2.6) y (2.7) , obtenemos que
pe(Vod(zF, "),z — 2%) >0 Vo € RT que satisface f(z) < f(z").

Notemos que
Vod(z, 2" 1) = (¢ (25 /271, s (a2 )T,

luego usando el lema 1.2 (a) con z = ¥~ y = 2% y 2 = z, se sigue que

d(z* ' 2) — d(2F, 2) > pp(Ved(a®, 251, 2 — 2%) >0,

asf, d(2*,z) < d(2*7!, z), para un = € R" que satisface f(z) < f(z*).

(b) Por definicién de U tenemos que si z € U entonces f(x) < f(2*) para todo

k, en efecto

relU= flr)<B= lim f(z"), z€R" (2.8)

k—+o00

pero como {f(z"*)}rew es decreciente se tiene que limy_, o f(2%) < f(2%), luego de

(2.8) obtenemos que

zeU= f(z) < f(a"), z € RL.

Usando la parte (a) tenemos que d(z*, 2) < d(2*1 x) con x € U, asf por la defini-

cion (1.2) se concluye que d es Fejér convergente en U.

(c) De la parte (a) tenemos que d(x*, x) < d(z*7!, x) asi {d(z*,2)}ren es de-
creciente, ahora bien como d es no-negativa ocurre que 0 < d(z*, z) < d(2*7%, ),
luego {d(z*, z)}rew es decreciente y acotada por debajo, por tanto {d(z*, z)}rew es

convergente. ]

16
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2.1. Teorema Central

Teorema 2.1. Sea {uy}rew una sucesion arbitraria de nimeros positivos y {x*}pew
generada por (6)-(7). Si las suposiciones (A1) y (A2) se cumplen, entonces {x*}pew

converge y

(a) Siexiste o y o tales que o < i < pp < @i para cada k € IN, entonces
klim (Vf(z"); >0, kh’m (Vf(2")i(z; — 2¥) > 0 para todo z € R} , i€
— 400 — 400

{1,2,...,n}.
(b) Si klim wr = 0, entonces {x*}rew converge a una solucion dptima de (5).
— 400

Demostracion. Primero probemos que la sucesion {x*}.ew es convergente. Por el
Lema 2.2 (b), {2"}1en es Fejér convergente en el conjunto U con respecto a d, lo

cual implica que
{z"}rew € {y € RY,Jd(y, 2) < d(a°,z)}, Vzel

Del Lema 1.2 (b), tenemos que el conjunto del lado derecho de la ecuaciéon anterior
es acotado y en consecuencia {x*}cn es acotada. Sea Z un punto de acumulacion de
{2*}rew v {2% }rew una subsucesion de {2*}ren que converge a 7. De la continuidad
de f, se sigue que
i f(2) = £(2),

el cual por definicion de U, implica que = € U. Usando el Lema 2.2 (c), tenemos
que la sucesion {d(z*, Z)}rew es convergente. Notemos que jginoo{d(xkj, z)} =0 por
Lema 1.3 (a), por tanto kEToo{d(xk’ 7)} = 0. Usando el Lema 1.3 (b) con y* = 2* y

2% = I, tenemos que lim ||z*¥ — Z|| = 0, de esto {2*} e converge a Z.
t——+o0

k

(a) Por la formula iterativa en (6), 2 es minimizador de f(x) + urd(x, 2*71), por lo

que Vf(a*) + V,d(a*, 2*71) = 0, de esto obtenemos
Vf(ak) = =V, d(z" 271,
esto significa que
(Vf(@*)i = —pu' (2 /2i7), i €{1,2,...n}. (2.9)
Sea 7 el limite de la sucesion {7*},cn. Definamos los conjuntos de indices

17
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[(7) == {i € {1,2,...,n}|7 > 0} y J(&) := {i € {1,2, ..,n}|; = O}.

Claramente, los dos conjuntos son disjuntos y forman una particiéon del conjunto

{1,2,...,n}. Analicemos los casos donde i € I(Z) o i € J(Z) para i € {1,2,...,n}.

Caso(1): Si i € I(z), entonces kh’m (zF/2%1) =1 por la convergencia de {2*}en.
——+00
Por la continuidad de ¢’ en (0, +00) y como ¢’(1) = 0, tenemos que
] kph=1) =
Jm @/ ) =0,

esto junto con (2.9) y como {p}rew es acotada, obtenemos inmediatamente que

lim (Vf(2%)); =0

k—+o00
en consecuencia por la convergencia de {xk}kem, se tiene

lim (Vf(a"))i(wi —2f) =0

k—+o00
Caso(2): Seai € J(Z). Supongamos por reduccion al absurdo que hm (Vf( ")i <0
para k € IN suficientemente grande . De (2.9) y como {,uk}ke]N es una sucesion de
niimeros positivos se tiene ¢’ (z¥/2%71) > 0 para k € N suficientemente grande, luego
por las propiedades (c) y (d) de o, 2% > 27! para k € IN suficientemente grande, lo
cual contradice que

xkﬁf.

por consiguiente, lim (Vf(xk))l > 0. Notemos que lim (2; —2¥) > 0 como 2; > 0

k—>+oo

y khr}rﬂ ¥ =5 = 0 asi deducimos que hm (Vf( il — ) > 0.

* es minimizador de f(z) + pxd(z, 2*71), tenemos

F@®) + pd(a®, ) < f(a) + ppd(z, 27, Ve e Ry,

(b) Como z

lo cual por la no negatividad de d y como {ux}ren €s una sucesion de nimeros

positivos, obtenemos

fa®) < fla) + prd(z, a7, Vo € R,

tomando el limite cuando k& — 400 en la desigualdad anterior y usando la con-

tinuidad de f ocurre que

f(@) < flx)  VeeRL,,

18
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ya que kh’m =17z, kh’m wr = 0y la sucesion {d(z, 2*~!)}rew es acotada por el
— 400 — 400
Lema 1.2 (c). Esto significa que f(Z) < f(x) para todo € R, en consecuencia,

T € X*. Asi la prueba esta completa.
O
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Conclusion

En este trabajo consideramos el método casi proximal definido en (6)-(7) para
resolver un problema no-convexo de la forma (5) y establecimos los resultados de
convergencia del algoritmo bajo algunas suposiciones. Especificamente, bajo la su-
posicion de que el conjunto 6ptimo del problema (5), denotado por X* | es no vacio y
acotado y f es una funcién casi-convexa diferenciable en el domf, la sucesion {2 }1.er
generada por el algoritmo es convergente y ademas converge a una solucién 6ptima

del problema (5).
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