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Resumen

En este trabajo investigaremos la aplicacion del algoritmo de Leverrier-Faddeev
modificado , que es aplicable en el calculo de la inversa de la matriz racional de
Moore-Penrose y la inversa de Drazin.

Presentamos un algoritmo para el cilculo de las matrices racionales de la inversa
de Drazin.
También algunos sistemas de ecuaciones se resuelve por medio de la inversa de

Drazin y la inversa de las matrices racional de Moore-Penrose.

Ademas describiremos las aplicaciones del algoritmo en el calculo de la Inversa

de Moore Penrose y la inversa de Drazin de las matrices racionales

VI



Introduccion

El calculo de inversas generalizadas de una matriz compleja constante A(s) =
A € C"™*™ mediante el algoritmo de Leverrier-Faddeev se ha ha investigado en mu-
chos trabajos [1], [3], [4], [6], [10] y otros. En [14] se describe una implementacion
del algoritmo de Leverrier-Faddeev para calcular la inversa de Moore-Penrose de

una matriz racional singular en MAPLE.

En [10] se modifico el algoritmo de Leverrier-Faddeev para calcular la inversa
de Drazin de una matriz cuadrada con coeficientes constantes. S. Barnett en [1]
presenta una nueva version del algoritmo de Leverrier-Faddeev, aportando ademés
una extension del algoritmo para calcular la inversa de una matriz polinémica de
la forma s%I, — sA; — Ay donde Ag, A; € C™*™. En [12] presentan una version
del algoritmo en funcién de una familia de polinomios ortogonales clésicos y luego
en [11] se presenta una extension y generalizacion del algoritmo para calcular la
inversa de una matriz polinémica de grado arbitrario. Un problema abierto es
adaptar el algoritmo de Leverrier-Faddeev en funcién de familias de polinomios

ortogonales para calcular inversas generalizadas.
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INDICE GENERAL VIII

En este trabajo estudiaremos el trabajo realizado en [17] lo cual consiste en
una extension de la modificacion del algoritmo de Grevile [10] y del algoritmo
de Leverrier-Faddeev (ver [1], [5], [8]), al conjunto de matrices racionales no reg-
ulares. También estudiaremos las soluciones de algunos sistemas de ecuaciones
matriciales, por medio de la inversa de Drazin y la inversa de las inversas de

Moore-Penrose.

Por otra parte, en la literatura se conoce un gran nimero de aplicaciones
del algoritmo de Leverrier-Faddeev y de la inversas generalizadas de matrices

polinémicas (ver |7], [9], [14]).

Una de las principales desventajas de la aplicacion del algoritmo, es que la
manipulacién por un equipo necesita mucho més tiempo y espacio en la memoria
con respecto a la aplicacion numérica. Ademas, los paquetes simbolico en general
son “lentos”. Y unas de las principales ventajas de la aplicacion del algoritmo
presentado en [17] (el cual se basa este trabajo) es significativamente aplicado
a matrices racionales y a un conjunto més amplio de problemas, con respecto a
los algoritmos destinados a las matrices constante. Por otra parte, los algoritmos
aplicables a polinomio o matrices racionales se pueden usar en la construcciéon
de matrices de prueba y en la verificacién de algunas hipdtesis. Por ultimo, estos

algoritmos pueden ser verificados directamente en la prueba de matrices



Capitulo 1

Inversa (zeneralizada

1.1. Inversa Generalizada de Matrices

El algebra matricial clasica sostiene que la matriz inversa de una matriz A

debe cumplir varias condiciones:

= Que la matriz A sea cuadrada

= Que la matriz A sea no singular, es decir; que su determinante sea no nulo

Una matriz A tiene una inversa si es cuadrada y no singular, en otras palabras, si

las filas o columnas son linealmente independiente
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Para una inversa generalizada de una matriz A dada debemos tener una matriz

X asociada de alguna manera con A tal que:

1. Tiene algunas propiedades de la inversa usual

2. Se reduce como la inversa usual cuando A es no singular

Asi, concluimos que: Una inversa generalizada de A es cualquier matriz X que

satisface AXA=A
Si A es no singular tenemos que X = A1

El concepto de la inversa generalizada fue introducida por el matematico
norteamericano Eliakim Hastings Moore (1862-1932), a quien se considera co-
mo el "padre de la matemaética norteamericana", en 1920, que permite obtener la
inversa de cualquier matriz, sea cuadrada o no, singular o no, lo cual no es posible
realizar con la inversa clasica. Una solucién diferente ya habia sido planteada por
el Geodesta Alemén Friedrich Robert Helmert (1841-1917) en el afio 1906 y en
1916. Dada la poca acogida a lo planteado por E.H.Moore, este vuelve a presentar
la inversa generalizada de una manera mas amplia, pero por la escasa referencia
que se encuentra en la literatura entre 1920 y 1949, se desprende que no tuvo

receptividad.

Para el ano 1955 Penrose dio una profundizacion de los primeros estudios de
Moore en el ano 1920, que al parecer no tenia conocimiento del trabajo de Moore y

por tanto la inversa es cominmente conocida como la Inversa de Moore - Penrose.
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Ademas dicha clase se reduce aun solo elemento, ya que la matriz que cumple

dichas condiciones es unica.

La matriz inversa generalizada de una matriz A de orden n X m es una matriz
AW que algunos designan como Af o bien A, que satisface la relacién siguiente:
AAWA = A
Siendo la relacion inversa clasica: AAM = AMA = J un caso particular de la

inversa generalizada.

Asi tenemos que Penrose mostré que para cada matriz finita A (Rectangular o
Cuadrada) de elementos reales o complejos existe una tnica matriz X que cumple

las 4 ecuaciones siguientes: (Llamadas Ecuaciones de Penrose)

AXA=A (1.1.1)
XAX =X (1.1.2)
(AX)" = AX (1.1.3)
(XA = XA (1.1.4)

Si A es no singular es claro que X = A~}

Nota: Como la Inversa de Moore-Penrose es tinica se desprende que la inversa

de Moore-Penrose de una matriz no singular es la misma inversa ordinaria

Sea C™*™ (R™*™) las clases de matrices complejas (respectivamente reales) de

orden m x ny C"*" = {X € C"™*" : rank(X) = r}. Usualmente, C(s) denota las
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funciones racionales con coeficientes complejos indeterminados por s. Las matrices
de orden m x n con elementos en C(s) son denotados por C(s)™*". Denotaremos

por Z, y Z la matriz identidad de orden r

Definicién 1.1.1. Para cada A € C™™", sea A{i,j,...,k} denota el conjunto
de las matrices x € C™™ que satisfacen las ecuaciones (i), (j),..., (k) entre las

ecuaciones (1)-(4).

Una matriz z € A{i,j,...,k} es llamada una {7, j,...,k} inversa de A, tam-

bién es denotado por Ald»k)

Por ejemplo, X es una 1,3 inversa de A si AXA = Ay (AX)" = AX y es-
cribiremos X € A{1,3}, tener en cuenta que X puede o no puede satisfacer las

otras dos condiciones de Penrose

Para hallar una inversa generalizada de una matriz A, la cual puede no ser
unica, se utiliza la inversa clasica si una matriz A puede ser obtenida por particiéon

y ser invertible en forma clasica. Esto nos plantea varios casos:

Caso A:
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An A Ags
| A An A (B)
Ag1 Asy Ass C
Ap Ay Ags
An A Ags
B= | Ay Ay Ay
Azi Asx Ass
C=| AnApAs |

ATl =] B 0 |
Caso B:

An A Ass
Aoy Ay Aos B
Agr Asy Ass C
Ap Ap A
B=| AjAA; |
Agr Az Ass
C= [ Az Az As
Ap Ay Ags

A= 0| Cc |
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Caso C:

A A A
B=| Ay Ay Ay

Ap Ay Ags
C=| Ay ApAss |
A'=| B'| ¢| B" |

1.1.1. Existencia y Construcciéon de {1} Inversa

Es facil una construccion de la {1} - Inversas de la matriz R € C"*" dada por
I, K

0 O

I, 0
Para cada L € C~*(m=") ']a matriz de orden m x n Es una {1}

- Inversa de R.

La construccion de la {1} - Inversa para una matriz A € C™*" arbitraria se
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simplifica transformando A en una forma normal hermitiana

Teorema 1.1.1. : Sea A € C"*" y sea E € C*™ y P € C™" tal que:

I, K
EAP = =R
0 0

Entonces Para cada L € C"7*0"=") g matriz de orden n x m

E es una {1} Inversa de A
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Demostracion. :

Por hipétesis tenemos que

I, K
FAP =
0 O
entonces
I, K
A=E"!
0 0
tal que
I,
X=P
0
F Satisface AXA=A
En efecto:
. I, K o I,
AXA = |E P P
0 0 0
1, » 0
= E! (P7'P)
0 0 0 L
Bl I, K I, 0O -
0 0 0 L 0
= A

Por tanto X es una {1}-Inversa de A
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Observacion : Dado que P y E son no singulares, el rango de X es el rango de la

matriz particionada en

En vista de la forma de la matriz, rank(X)= r + rank(L)

El teorema muestra que cada matriz finita con elementos en el campo complejo

tiene una {1} - Inversa y sugiere que tal inversa puede construirse

1.1.2. Propiedades de {1}- Inversa

Ciertas propiedades se dan en el lema 1, para una matriz A dada, denotaremos
cada {1} - Inversa por A"
Observar que en general A% no es definida tnicamente por una matriz. Para cada

A definiremos:

A st AN#£0
0, st A=0

AT =

Lema 1.1.2. Sea A € CI"*" y sea A € C entonces :

1. (AW e A1}

1

2. Si A es no singular entonces AV = A~ es inica

3. ATAW e (AA){1}
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4. rank(AM) > rank(A)

5. 815 y T son no singulares entonces

T 1AVSL e SAT

6. AAW y AW A son idempotentes y tienen el mismo rango

Demostracion. :

1. Sabemos que:A{1} = {X € C"*"/AXA = A}

Luego, (AAMA)* = A*(AD)*A* = A*
Por tanto (AM)* € A*{1}

2. Sea A una matriz no singular entonces

AADA = A = AAD =

Asi AV = A-!

Por tanto A=t ¢ AWM

Por otro lado,

AATIA = A
AATTAATTAATT = A

(AA™)" = A4

(A4 = AA™!
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Asi AW € A1

Por lo que A = A~!

3. Sabemos que (AAM) = {X € C™*" \T € R/AT(AXA) =\MA}
Ahora;
AT(AAWA) = AH(A) = A(AAD A) = \(A) con A # 0

Por tanto ATAM € (AA){1}

rank(A) = rank(AADA) < rank(ADA) < rank(AW)
Por tanto, rank(AM) > rank(A)

5. Sabemos que SAT{1} = {X € C™*"/S(AXA)T = SAT}
Luego;

TTAWS = T HAAWA)S =T 1AS™! = AAVA = A = S(AAV AT = SAT

Por tanto T-1AMS-1 ¢ SAT

6. Definamos H = AA™M entonces
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H? = (AAW)(AAW)
[AA(l)A]A(l)
= AAW

= H

Asi H = AADY es idempotente

De manera analoga se prueba que G = AM A es idempotente

Luego,

A= HA = rank(A) > rank(AAY) = rank(H) > rank(HA) = rank(A)
A = AG = rank(A) > rank(AM A) = rank(G) > rank(AG) = rank(A)

Por tanto rank(AAY) = rank(A) = rank(AM A)

Lema 1.1.3. : Sea A € C"*" entonces

1. AWA=T, &r=n

2. AAY =1, e r=m

Demostracion. :
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1. Supongamos que r=n entonces por lema (1.1.2) (item 6) se tiene que AN A

es idempotente y no singular.

Luego,

Esto implica que

Asi, AWA =17,

Reciprocamente supongamos que (AMA) = I,
Esto implica que rank(AM A) = n = rank(1,)
Y por tanto rank(A) =n

2. La prueba se hace de manera analoga a 1.

Lema 1.1.4. : Sean Y,Z € A{1} y sea X =Y AZ entonces X € A{1,2}

Demostracion. :

Debo probar que X € A{1,2}, es decir, X debe satisfacer:

1. AXA=A
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2. XAX =X

En efecto;

AXA = A(YAZ)A
— (AYA)ZA
= AZA
= A

XAX

(YAZ)A(Y AZ)
— Y(AZ)AZ

— Y(AZA)Z

— YAZ

= X

Por tanto X € A{1,2}

Observacion: Dado que las matrices A y X son simétricas en (1) y (2), X €
A{1,2} v A € X{1,2} son equivalentes y podemos decir que A y X son {1,2}

Inversas

Teorema 1.1.5. Dados A y X € A{1}, X € A{1,2} si y solo si rank(X) =
rank(A)
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Demostracion. : Supongamos que rank(X) = rank(A), entonces queremos pro-

bar que X € A{1,2}.

En efecto,

Por hipotesis tenemos que X € A{1}, solo falta probar que X € A{2}. Veamos
Claramente R(XA) C R(A), pero por lemal (6) rank(XA) = rank(A) y como
rank(X) = rank(A) tenemos que rank(XA) = rank(A). Por otro lado tenemos
que: R(AB) = R(A) & rank(AB) = rank(A) Por tanto, R(XA) = R(X).

Asi, XAY = X para algin Y
Ahora multiplicando a ambos lados por A tenemos que: AX = AXAY = AY y
por tanto XAX = X
Asi que, X € A{1,2}

Reciprocamente supongamos que X € A{1,2} entonces se satisface:

1. AXA=A

2. XAX =X

Luego, rank(A) = rank(AX A) < rank(AX) < rank(A) y
rank(X) = rank(XAX) < rank(XA) < rank(X)
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Asi | rank(X) < rank(XA) < rank(X)

Por tanto rank(X) = rank(X A) = rank(AX) = rank(A)

Corolario 1.1.6. : Dos de las 3 siguientes declaraciones implican la tercera:

1. X € A{1}
2. X € A{2}

3. rank(X) = rank(A)

Demostracion. : Mostremos que 1) y 2) implican 3)
En efecto;
Xe A{I}AX € A{2} = X e A{1,2}
= rank(X) = rank(A) (Por el teorema 1.1.5)

Mostremos que 1) y 3) implican 2)
En efecto;
X € A{1} Arank(X) = rank(A) = X e A{1,2}
= X e A{2} C A{1,2}

Mostremos que 2) y 3) implican 1)

En efecto;
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X € A{2} Arank(X) = rank(A) = X € A{1,2}
= X e A{1} C A{1,2}

1.1.3. Inversa de Drazin

Tenemos que la inversa de Drazin se define solo para matrices cuadradas.
Existen dos enfoques a la hora de dar una definicién de La inversa de Drazin:
el funcional y el algebraico,los cuales resultan ser equivalentes. El algebraico fue

dada por M.P Drazin en el ano 1985 y sera de nuestro interés en este trabajo.

Antes de dar la definicién introduciremos la definicion de indice de una matriz

cuadrada

Definicién 1.1.2. Sea A € C™*™ una matriz racional cuadrada entonces el indice

de la matriz A es el menor entero positivo k que satisface: rang(A*™) = rang(A¥),

es decir ind(A(s)) = min{k : rank((A(s)*) = rank((A(s)*1)}.

Definiciéon 1.1.3. La inversa de Drazin de la matriz A € C"*" donde ind(A)= k

es una matriz AP € C™" que satisface:

1. AkJrlAD — Ak
2. APAAP = AP

3. AAP = APA
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Donde AP es llamada Inversa de Drazin de la matriz A

Teorema 1.1.7. : Si A € C™" donde ind(A)= k y rank(A*)=r, entonces existe

una matriz no singular P € C™™ tal que:

A0 X
A =P P (1.1.5)
0 A

Donde Ay € C™*" es no singular y Ay € C""*"™" es nilpotente, con indice de

nilpotencia k. 'Y con estas condiciones

AN 0
AP = p| p! (1.1.6)
0 0

Teorema 1.1.8. : Sea A € C™™ con ind(A)= k. Entonces, para cada entero

| >k y cualquier {1}-Inversa de ((A(s))**1) se tiene que:

A(s)? = A(s) ((A(s))* )V As) (1.1.7)

Demostracion. :

Sea

A O
0 A
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Donde A; € C™" es no singular y Ay € C""*"" es nilpotente, con indice de

nilpotencia k. Entonces;

2041
0 A3
_ A%H—l 0 .
0 0
Si
¢ = p| @ 2 pa
Ga Gy

Es una {1}-inversa de A%**1  entonces

AZHL Gy Gy

A2l+1GA2l+1 — p Pfl P Pfl
0 0 G G
A2FL G G
- p| Ppy | TR (pp
0 0 Ga1 Gy
_p A%H_lGlA%Z—H 0 P_l

0 0
A2+

Luego, AP = A'GA! Por tanto A(s)? = A(s)'((A(s))?1)M A(s)!

e}



Capitulo 2

El algoritmo de Leverrier-Faddeev

Un algoritmo atribuido a Leverrier, Faddeev, y otros, permite calcular de forma
simultanea, el polinomio caracteristico de una matriz A € C™", y la matriz
adjunta de A\I,, — A. En 1840, U. J. J. Leverrier establecié una conexién con la
identidad de Newton. El algoritmo de Leverrier, segiin A. S. Householder [13] fue
“re-descubierto y mejorado” en varias ocasiones; Horst en 1935, luego, en forma
independiente, J. M. Souriau (1948) y J. S. Frame (1949), y Faddeev y Sominskii

(1949). La version de estos ultimos, es presentada en la siguiente seccion.

El método de Leverrier-Faddeev no es practico para propoésitos computa-
cionales ya que no es numéricamente estable y es muy costoso en cuanto a ar-
itmética punto flotante. Sin embargo tiene gran atractivo tedrico y podemos en-

contrar aplicaciones en Teoria de Control Lineal (ver [15]), en forma mas precisa,

20



Capitulo 21

si tenemos un sistema lineal e invariante en el tiempo

#(t) = Az(t)+ Bu(t)
y(t) = Cx(t),

(2.0.1)

donde A € C™*", x es el vector de estado de dimension n, u el control de dimensiéon
m, y el vector de las salidas de dimension r, A € C"*", Be C"" y C € C"*". La
funcion H(s) := C(sl, — A)™'B es llamada funciéon de transferencia del sistema

lineal (2.0.1).

El algoritmo genera el polinomio caracteristico y la matriz adjunta en funcién
de la base canénica {s¥}7_, en el espacio de los polinomios de grado n con co-
eficientes complejos. En 1996, S. Barnett [2| consiguié una implementacion del
algoritmo para expresar el polinomio caracteristico y la matriz adjunta en funciéon
de unas familias de polinomios ortogonales muy particulares (Hermite, Laguerre,
Chebyshev y Legendre). Una contribucion de [12] fue presentar un método general
para las familias de los polinomios ortogonales clasicos (Hermite, Laguerre, Jacobi
y Bessel) teniendo en cuenta una caracterizacion de tales familias obtenida en [16];
la expresion que relaciona una familia de polinomios ortogonales clasicos { Py }}_,
con sus derivadas. De esa forma presentamos una implementaciéon muy simple del
algoritmo de Leverrier-Faddeev, donde la relacion de recurrencia a tres-términos

juega un papel clave.

Dada una matriz A € C™*" teniendo como polinomio caracteristico

pa(\) = det(\, — A)

(2.0.2)
= N4\ a, N+ ap,
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donde I,, denota la matriz identidad de orden n X n. y consideremos

(AL, — A = (A" L+ N PB4+ AByso + Baoq) (2.0.3)

pa(N)

Notemos que

B\ i=Adj (M, —A) = A", +\" 2By +---+AB, o+ B,_1.  (2.0.4)

El método de Leverrier-Faddeev consiste en calcular, en forma simultanea, los
coeficientes {a;}?_, v {Bx}?Z;. Se pueden deducir unas expresiones para dichos

coeficientes, de la siguiente forma:

De (2.0.2) y (2.0.3) se obtiene la identidad

(A —A) (N L+ XN"°Bi+ -+ ABy_a + By_1) = pa(A) . (2.0.5)

Si identificamos los coeficientes en cada uno de los miembros de la expresion

anterior obtenemos

By = ail,+ A,
By, = al, + ADy,
(2.0.6)
B, = ap1l, + AB,_,
AB,_1 = —aul,.
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Ahora, consideremos la identidad

d

ﬁpA(/\) =tr (B(\)) (2.0.7)

donde tr (B()\)) denota la traza de la matriz B(\). Sustituyendo (2.0.4) en (2.0.7)

trBA) = n\" ' tr BIN" 24+ tr By oA+ tr B,y

d
= EPA(A)

= A" (0= Da AN 4 209\ .

Igualando coeficientes, y usando las igualdades dadas en (2.0.6), obtenemos

una expresion para los ay:

1
ay = —Etr (ABr_1), ,k=1,2,... n. (2.0.8)

De esta manera, el algoritmo de Leverrier-Faddeev queda de la siguiente forma:
Datos de entrada: A € C"*"
Condicioén inicial: ag =1, By=1,

FOR k=1,2,...,n—1
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1
ap = ——tr (ABk_l)
k
By = apl,, + ABj_;
END (FOR)

1
a, = —Etr (AB,_1).

2.1. Ejemplos:

Ejemplo 1: Consideremos la matriz

1
2

—1

—4
0

—1
)

—4
—4

Si aplicamos el algoritmo anterior tenemos que:

a; = —tr (ABy) = —tr A= -5

i

Blza1I+A:

—4
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2 -1 =10 5
-9 -10 =33 3
) 9 26 -3
7 7 22 0

[ —tr (ABl) = 9, BQ = a9 + ABl =

1 8 22 -5
0 -6 —-16 4
-1 -6 —-16 3

as = —tir (ABQ) = —7, Bg = a3+ ABQ =

ay = —tr (AB;) = 2.

Asi, el polinomio caracteristico de A es

Py(\) = M = 5X% + 902 — 7\ + 2.

y la matriz adjunta de \I; — A es

Adj (Mg — A) = NI, + N*By + ABy + Bs.

Ejemplo 2: En este ejemplo vamos a observar que el algoritmo de Leverrier-
Faddeev no es un buen algoritmo para propoésitos computacionales.
Sean S € R**20 inversible y D = diag(1,2,3,...,20). Si A = S7!DS, es
claro que el espectro de A es 0(A) = {1,2,3,...,20}.

Al aplicar el algoritmo de Leverrier-Faddeev a la matriz A, el polinomio

resultante tiene las siguientes raices
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N
(@

.0001

[
©

.0002

[y
~

.9952

[N
~

.0279

[
a1

.8827

[
o

.2272

[
w

.5622

IS
w

.5622

[
[

.5080

-
IS

.5080
.4466
.4466
.6579
.2213
.9367
.0213
.9952

w w oo o1 N N ©o ©

.0008
1.9999
1.0000

Pero el espectro de A no tiene elementos complejos!

O O O o o o

.38881
.38881
.56831
.56831
.45481
.45481
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Algoritmo para Matrices Racionales

Consideraremos las matrices complejas racionales A(s) € C(s)"*", donde la

variable s es indeterminada.

Teorema 3.0.1. : Consideremos una matriz racional de una variable A(s) y

Supongamos que:

a(z,s) = det(zl, — A(s)) (3.0.1)

= ag(s)2" +ay(s)2" P4 an_1(8)z + an(s) (3.0.2)
ao(s) =1, z € C es el polinomio caracteristico de A(s).

Asi mismo consideremos la siguiente sucesion de matrices racionales de orden

27
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nxn
Bj(s) = ag(s)A(s)? + a1 A(s)’ ™  + -+ aj_ 1 A(s) + a;(s)1, (3.0.3)

ap(s)=1,7=0,1,--- ,n.
Sea a,(s) =0, ,ai11(s) =0 y a(s) #0.

Ahora definamos el siguiente conjunto:

A ={s; € C:as;) =0}.

Ademas , supongamos que B,(s) =0, -+, B,(s) =0,
B,1(s) #0y k=1r—t.

En el caso s € C\ Ay k > 0, la inversa Drazin A(s) esta dada por:

A(s)P = au(s) " A(s) By (s)F ! (3.0.4)
= ay(s) " A(s) ag(s)A(s) T 4 - (3.0.5)

+ay_o(s)A(s) + at_l(s)ln]kH

En el caso s € C\ A y k =0, se tiene que A(s)? = 0.

Para s; € A denotaremos por t; el mayor entero que satisface ay,(s;) # 0y por
r; el menor entero positivo que satisface

B,«i (81) = 0.

Entonces la inversa Drazin A(s;) esta dada por:
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A(s)P = ay(s) " A(:) By (si)M !

= ay,(si) T A(s)  ag(si) A(si) T+ -+ (3.0.6)

ay,—o(55) A(5;) + ay,_1(s;) L, )F (3.0.7)

Donde k; = r; — t;.

De los resultados del teorema se presenta el siguiente algoritmo para calculo

de la inversa Drazin

3.1. Algoritmo:

Supongamos que A(s) € C(s)™*" es una matriz racional dada.

» Paso 1: Construyamos la sucesion de nameros {ag(s), a1(s), - ,a,(s)}
y la sucesion de matrices racionales {By(s), B1(s), -+, Bn(s)}

de la siguiente manera:
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Ai(s) = A(s)Bo(s)
CTr(Ai(s))

Bi(s) = Ai(s)+ai(s)],

An(s) = A(s)Bn_1(s),

an(s) = _Tr(fin(‘s))?

Bn(s) = An(s) + an(s)ly.

» Paso 2: Sea t = méax{l : a;(s) # 0}, r =min{l: Bi(s) =0}, k=r —t.

Para s € C\ A la inversa Drazin A(s)? esta dada por:

A(s)P = ay(s)FTA(s) " By_i (s)F !

Para aquellos s; € A denotemos por t; el mayor entero que satisfaga ay, (s;) # 0,
y por 7; el menor entero positivo que satisface B, (s;) = 0.

Para el entero k; = r; — t;, la inversa de Drazin es igual a

A(s)? = ay(s) " A(si) ¥ By _q (s0)
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3.2. Ejemplo:
2s 2 0
Sea A=| -1 0 1 Calcular AP haciendo uso del algoritmo
0 —1 —s
Solucién:

» Inicio: Consideremos Ag(s) =0, ag(s) = 1, Bo(s) =73

» Paso 1: Construyamos la sucesion de nameros {ag(s), a1(s), az(s),as(s)} y la

Asi;

sucesion de matrices racionales {By(s), B1(s), Ba(s), B3(s)} de la siguiente

manera.:

Ai(s) = A(s)Bo(s) = A(s)

Es decir,
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2s 2 0
Ai(s) =] -1 0 1
0 -1 -s
28— s
a(s) = — T ="

2s 2 0 1 00
Bi(s) = [ -1 0 1 |=-s|010
0 -1 -s 0 01

s 2 0

= -1 —s 1

0 -1 —2s

w Ay(s) = A(s)Bi(s) = —s -3 —2s
1 25 252 —1
Asi,
252 — 2 — 252 — 1
0,2(5):—8 ;+ i =3 —2s?
BQ(S) = AQ(S) + CLQ(S)Ig.
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2(s>—1) 2s 2 1 00
By(s) = —S -3  —2s +(3—252) 010
1 25 252 —1 0 0 1

1 2s 2

= —s —s? —2s

1 2s 2

Luego,
000
As(s)=10 0 0
0 00
ag(s):—g:(J

B3(S) = AQ(S) + GQ(S)I3.
Asi, Bs(s) =0

» Paso 2: Sea t = max{l: a;(s) #0} =2y r=min{l: Bi(s) =0} =3

Entonces, k=r—t=3-2=1
Asi, k=1
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Por otro lado, definamos el conjunto
A={s; € C:ays;) =0}.

Y busquemos los valores de s.

az(s) =0 & 3-2s°=0

3
o os=44/2
° 2

Por tanto, s; = \/g V So = —\/g

Luego,
as(s;)) =0y ay(s;) #0entonces t; =1yt =1

En el caso s; # j:\/g se tiene que:

A(s)P = a(s) "L A(s) By (s)F !
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Entonces;

A(s)P = ay(s)2A(s)' By(s)?

2s 2 0 s 2 0
= ﬁ -1 0 1 -1 —s 1
0 -1 -—s 0 -1 —2s
2(s® —2s%) 2(s* —3) —2s
= ﬁ 3—s? 3s 4s +1
—s 3—4s?  4(s—s?)

Ahora, B3(s) =0y Ba(s) #0
Asir1:3y7’2:3

Luego; klle—t1:2yk2:7‘2—t2:2
En el caso s; € A se tiene que:

A(si)? = ai(s:) ™ A(s:)" By (si)M
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Asi,

2(s? —1) 4s;+1
= ;—; —2s; -3
1 S;

2(s? —1) 4s;+1
= ;—; —2s; -3

4 =2
3 3 3
D
A(— 5) = i
2 =2
3 3

—4 —73
3
A( §)D = s 2
-2 =2
3 3

Wi Wik

wIino
_l_
wWIro

|
W~

Wi O.Jl

$

wiN

1 00
010
0 01



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo resolveremos algunos sistemas de ecuaciones matriciales, us-

ando la inversa de Moore - Penrose y la inversa de Drazin de una matriz racional.

Lema 4.0.1. : La ecuacion Matricial
A(s)X(s)B(s) = C(s) (4.0.1)

en la variable X (s) donde A(s) € C™*", B(s) € CP*?, C'(s) € C™*9, tiene una

solucion si y solo si
A(s)A(s)'C(s)B(s)'B(s) = C(s) (4.0.2)
en este caso, todas las soluciones estdn dadas por la formula:

X(s) = A(s)IC(s)B(s)! + Y (s) — A(s)T A(s) B(s) B(s)" (4.0.3)

37
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Donde Y (s) es arbitrario y tiene las dimensiones de X (s)

Demostracion. :

Supongamos que X (s) es solucion de (4.0.1) entonces

C(s) = A(s)X(s)B(s)
— [A()A(s)T A()| X (5)[B(s)B(s)! B(s)
— A(s)A(s) [A(s)X () B(s)| B(s)' B(s)
— A(s)A(s)'C(s)B(s) B(s)

Por tanto C(s) = A(s)A(s)'C(s)B(s)B(s)

Reciprocamente supongamos que C(s) = A(s)A(s)'C(s)B(s)'B(s) entonces
X (s) = A(s)TC(s)B(s)" es una solucién de la ecuacion (4.0.1)

Ademés de (4.0.2) y de la definicion de AV y BM se deduce que cada matriz
X de la forma (4.0.3) satisface (4.0.1)
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En efecto;

X(s) = A®)'C(s)B(s)1 +Y(s) — A(s) A(s)B(s)B(s)"
A(s)X(s)B(s) = A(s)A(s)'C(s)B(s)'B(s) +
+A(s)Y (s)B(s) — A(s)'A(s)B(s)B(s)'B(s)

Por tanto C(s) = A(s)X(s)B(s) satisface (4.0.1)

Por otro lado, Cualquier solucion X (s) de (4.0.1) esta dada por:
X(s) = A(s)'C(s)B(s)" + Y (s) — A(s)'A(s)Y (5) B(s) B(s)',

ya que

A(s)X(s)B(s) = C

(
A(s)TA(s) X (s)B(s)B(s)T = A(s)!C(s)B(s)"
A(s)TA(s)X (s)B(s)B(s)T + X (s) = A( + X(s)
X(s) = A(s)'C(s)B(s)' + X (s) —

A(s)X (s) = B(s) (4.0.4)
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X(s)D(s) = E(s) (4.0.5)

tiene una solucion comun st y solo si cada una de estas ecuaciones tiene una
solucion y

A(s)E(s) = B(s)D(s) (4.0.6)

Demostracion. : Supongamos que (4.0.4) y (4.0.5) tienen una soluciéon en comiin,
entonces obviamente las ecuaciones tienen solucién

Ahora, De (4.0.2) tenemos que:

Por tanto,B(s)D(s) = A(s)E(s)

Reciprocamente supongamos que A(s)X(s) = B(s) y X(s)D(s) = E(s)
tienen una solucion por separado y que A(s)E(s) = B(s)D(s).

Entonces queremos probar que (4.0.1) y (4.0.2) tienen una solucién en comun.
En efecto;

Tenemos que para cada A(s)) y D(s)®
X(s) = A(s)YB(s) + E(s)D(s)V — A(s) Y A(s)E(s) D (s)V

es una solucién comun de ambas ecuaciones.

En efecto;
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A(s)[A(s)VB(s) + E(s)D(s)®) —
A(s)WA(s)E(s)D(s)Y)]

A(s)A(s)VB(s) + A(s)E(s)D(s)Y —
—A(s)A(s) D A(s)E(s)D(s)V

A(s)A(s)YB(s) + A(s)E(s)D(s)® —

[A(s)VB(s) + E(s)D(s)" —
—A(s)VA(s)E(s)D(s) V] D(s)
A(s)(l)B(s)D(s) + E(S)D(s)(l)D(s) _
—A(s)V A(s)E(s)D(s)" D(s)
A(s)(l)B(s)D(s) + E(S)D(S)(l)D(s) _
—A(s)MB(s)D(s)D(s) M) D(s)
A(s)VB(s)D(s) + E(s)D(s)VD(s) —
—A(s)V B(s)D(s)
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En los siguientes lemas generalizaremos representationes conocidas de la in-

versa de Drazin

nxn

Lema 4.0.3. : Consideremos una matriz racional cuadrada A(s) € C(s)™" sat-

isfaciendo la condicion ind(A(s))=k. Sea la matriz racional A.(s) una solucion

del sistema de ecuaciones matricial:
A(s)l = X(s)A(s)lJr1 (4.0.7)

A(s) X (s) = X(s)A(s) (4.0.8)

Donde | > k es un entero arbitrario. Entonces A.(s) satisface las siguientes igual-
dades:
A(s) (Ac(9))" = (Ac(s)) A(s)! (4.0.9)

A(s) (Au(3)) A(s)! = A(s)! (4.0.10)

Demostracion. Supongamos que A.(s) es una solucion del sistema de ecuaciones

matricial (4.0.9) y (4.0.10), entonces tenemos que:

As)' = Acls)A(s)™

Ast: A(s)!(Au(s))! = (Au(s)) A(s)! 1o cual queda probado (4.0.9)
Ahora probemos (4.0.10)
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Por (4.0.7),(4.0.8)y (4.0.9) tenemos que

A(3)'(Ac(5)) A(s)! = A(s)*(Ac(s))!

Ast, A(s)'(Ac(s))! A(s)! = A(s)71(Ac(s)) T Ac(s) As) !
Luego, A(s)'(A(s))'A(s)! = A(s)* 1 (Ac(s))""
Continuando el desarrollo obtenemos
A(s)'(Ac(5)) A(s)! = A(s)' A(s) Ac(s)

Por tanto,

A(5)'(Ac(s)) A(s)" = A(s)" "1 (Acls)) = A(s)' =

Lema 4.0.4. : Sea A(s) € C(s)™", ind(A(s))=k y 1l > k. Sea A.(s)una solucion
de la ecuacion matricial (4.0.9) y(4.0.10). Entonces

A(s)” = A()(Auls)* = (Als)) T A(s) (4.0.11)

Demostracion. Supongamos que A.(s) es una solucion del sistema de ecuaciones

matricial (4.0.9) y(4.0.10), entonces tenemos que:
Als)' = Ac(s)A(s)""!

A(s)Ac(s) = Ac(s)A(s)

Ahora por (4.0.10), tenemos que: A(s)! = A(s) A.(s) A(s)!

esto implica que (A.(s))' € A(s)" — {1}.

Afirmacion: (A.(s))*! € A(s)%+1{1}

En efecto;

Tenemos que A(s)2H1 A (s)2H A(s)2H! = A(s)! A(s) Au(s) 2 A(s)HH!
De aca, A(s)? 1A (s)2 T A(s)2H = A(s)! A(s)H
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Asi, A<S)2l+1AC(S)2l+1A(S>2l+1 — A(8>2H-1
Por tanto; (A.(s))? " € A(s)®! — {1}

ademés por (1.1.7) tenemos que:

Por otro lado,

Ast, A(s)” = A(s) ((A(s)e) )W A(s)',

esto implica que A(s)P = A(s)'((A(s).)? 1) A(s)!

De acé, A(s)P = A(s)'((A(s)))

Y por tanto, A(s)P = A(s) (A.(s))*! = (A(s))!TLA(s)! n

Teorema 4.0.5. : Sea A(s) € C(s)"*" y ind(A(s))=k. Para enteros Arbitrarios

[ >k ym >k cada una de las siguiente ecuactones matriciales
A(s) = X (s)A(s)! (4.0.12)

A(s)™ = A(s)™ X (s) (4.0.13)

Tienen solucion general, representado por las expresiones siguientes:

X(s) = A(s)° + Y (s)(I — A(s)A(s)P) (4.0.14)

X(s) = A(5)° + (I — A(s)A(s)2)W (s) (4.0.15)
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Donde Y(s)y W(s) son matrices racionales apropiadas de orden n X n.
Asi los sistema de ecuaciones matricial (4.0.12) y (4.0.13) tiene la siguiente solu-

cion general:
X(s) = A(s)? + (I — A(s)A(5)P)Z(s)(I — A(s)A(s)P) (4.0.16)

Donde Z(s) es una matriz racional de orden n X n

Demostracion. : Supongamos que

tienen solucion.
Ahora multiplicando ambos lados de (4.0.12) por (A.(s)*1)A(s)*! tenemos que:
A@) [(Ac()HA) ] = X ()AL [(Acls) T A(s)™]
AP A = X(s)[A(s) T (A(s)) A(s)™]
A(s)PA(s)T = X(s)A(s)T?
APAGI™ = Al

Luego,

X(s) = A(s)7 +Y(s)(I — A(s)(A(5)7))
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es solucion de (4.0.12) ya que,
X(s)A(s)T = [Ac(s) T (A(s)") + Y () (I = Ac(s) T (A(s) 7)) A(s)™
= Ac(s)T(A(s))A(s) T +
+Y (5)A(s) = Y (s)A(s) " (Ac(s) T A(s)"™
= Ac(s)TH(A(s))A(s) T +
+Y (5)A(s) — Y (s)A(s) ™

Por tanto La solucion de (4.0.14) es X (s) = A(s)? + Y (s)(I — A(s)(A(s)P))
Para el caso de la ecuacion matricial (4.0.15) se procede de manera anéloga
Ahora veamos que los sistema de ecuaciones matricial (4.0.14) y (4.0.15) tiene la

siguiente soluciéon general:
X(s) = A(s)” + (I — A(s)A(s)") Z(s)(I — A(s)A(s)")

Donde Z(s) es una matriz racional de orden n x n
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Tomemos

Y(s) = Z(s)— Ac(s)" 1 (A(s)™A(s)) x
x Z(s)(I = A(s)(A(s))(I = A(s)(A(s) ")V

= Z(s) = Ac(s)" " (A(s)" As)) x Z(s)(I — A(s)(A(s)”))(I — A(s)(A(5)"))
[(1 = A(s)(A(s)PNIW (I = A(s)(A(5)"))

= Z(s) = Ac(s)" " (A(s)™ A(s)) x Z(s)(I = A(s)(A(5)")®

Donde Z(s) es una matriz racional de orden n x n arbitraria

Afirmacion: (I — A(s)(A(s)P)) es idempotente

En efecto,

(I = A(s)(A(5)")T = A(s)(A(s)”)) = T —A(s)(A(s)” — A(s)(A(s)"” +
+A(s)(A(s)7 A(s)(A(s)"))
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Por tanto (I — A(s)(A(s)P))? = (I — A(s)(A(s)P))
Asi, (I — A(s)(A(s)P)) es idempotente

Luego,

Y(s) = (I — A(s)(A()7)) Z(s)(I — A(s)(A(s)7))

Ahora sustituyendo Y(s) en (4.0.14) tenemos que:

X(s) =
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Por tanto, X (s) = A(s)? + (I — A(s)(A(s)"))Z(s)(I — A(s)(A(s)P))

Teorema 4.0.6. : Sea A(s) € C(s)™*", satisfaciendo ind(A(s)) = k. Para enteros

Arbitrarios | > k los siquientes sistemas de ecuaciones matriciales

A(s) X (s)A(s) = A(s) (4.0.17)
A(s)' = X (s5)A(s)H? (4.0.18)

Tienen la solucion general
X(s) = A(s)P 4+ Z(s)(I — A(s)A(s)P) + (4.0.19)

+A(s) (I = A(s)Z(s))(I — A(s) A(s)”) A(s) A(s) (I — A(s)A(s)")
Donde Z(s) es una matriz racional apropiada de orden n X n.

Demostracion. : Tenemos que:

L T e[(I—A(s)A(s)?)A(s)] — {1}

2. A(s)t € [(1 — A(s)A(s)") A(s)] — {1}

En efecto;

(1 = A(s)A(s)")A()L[(I = A()A(s)")Als)] = [(I — A(s)A(5)") A(s))*
= [(I = A(s)A(5)")A(s)]
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Por tanto, I € [(I — A(s)A(s)P)A(s)] — {1}
Por otro lado,
(1 = A(s)A(s)P)A(s)]A(s)T[(1 — A(s)A(s)") A(s)] =
= A(s)A(s)" — A(s)A(s)? — A(s) A(s)P A(s) A(s)" + A(s) (A(s)P A(s) A(s)7) A(s)
= (A(s)A(s)" — A(s)A(s)P) A(s)
A(s)A(s)TA(s) — A(s)P A(s) A(s)
= (I = A(s)P A(s))A(s)

Por tanto, A(s)" € [(I — A(s)A(s)P)A(s)] — {1}

Ahora, tomando
Y(s) = A(s)'(I - A(s)A(s)”)A(s)[(1 — A(s)A(s)) A(s)]' + Z(s) —
—A(s)VA(s) Z(s)(I — A(s)A(s)P) A(s)[(1 — A(s) A(s)?) A(s)]!

Donde Z(s) es una matriz racional apropiada de orden n x n. y por (1) y (2)

tenemos que:
Y(s) = A@s)'[(I = A(s)A(s)”) A()]A(s)" + Z(s) —
—A(s)TA(s)Z(s)(I — A(s)A()7) A(s) A(s)!
= A(s)"+ Z(s) — A(s) A(5) Z(s)(I — A(s)A(5) ") A(s) A(s)'
= Z(s)+ A()[I — A(s)Z(s)(I — A(s)A(s)”) A(s) A(s)'
= Z(s) + A(s)'[(1 = A(s)Z(5))(I — A(s)A(s)") A(s)A(s)"]
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Ahora sustituyendo Y(s) en (4.0.14)tenemos que:
X(s) = As)”+ Z(s) + A@s)'[(I — A()Z(5)) (I — A(s)A(5)”) A(s) A(s)T]
(I — A(s)A(s)”)
= A(s)” + Z(s)(I — A(s)A(s)”) +
+A(S)'(I = A(3) Z()(I = A()A(s)”) A(s) A(s) (1 — A(s) A(s)")
Por tanto,

X(s) = A(s)P+Z(s)(I — A(s)A(s)P) +
+A(s) (I = A(s) Z(s))(I — A(s)A(s) ") A(s) A(s) (I — A(s) A(s)")

Teorema 4.0.7. : Sea A(s) € C(s)™", ind(A(s))=Fk. Para enteros Arbitrarios

[ > k el siguiente sistema de ecuacion matricial

A(s) X (s)A(s) = A(s) (4.0.20)

A(s)™ = A(s)™ X (s) (4.0.21)

Tiene la siguiente solucion general

X(s) = A()?+ (I — A(s)A(s)?)Z(s) + (4.0.22)
(I — A(s)A(s)?)A(s) A(s) A(s) (I = A()A(s) ") (I = Z(s) A(s)144038)

Donde Z(s) es una matriz racional arbitraria de orden n X n.
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Demostracion. : La prueba se hace de manera analoga a la prueba del teorema

anterior. [ ]
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