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Resumen

En el presente trabajo se presenta la demostración del Teorema de Hille-Yosida el cual
caracteriza los generadores in�nitesimales de un semigrupo uniparamétrico de opera-
dores lineales y acotados en un espacio de Banach. Este teorema tiene un gran interés

teórico, pero además, nos brinda la valiosa oportunidad de estudiar una clase tan im-
portante de operadores como son los Semigrupos los cuales son de gran utilidad en el
estudio de muchas ecuaciones diferenciales parciales.

El mismo consta de cuatro capítulos:

Capítulo I En el se presentan algunos conceptos y resultados auxiliares que permiten
establecer las condiciones mínimas necesarias para una buena comprensión del
trabajo.

Capítulo II Se presentan los semigrupos uniformemente continuos, sus propiedades
generales y el generador de éstos.

Capítulo III Se presentan los C0 semigrupos o semigrupos fuertemente continuos.

Capítulo IV Finaliza con la demostración del Teorema de Hille-Yosida.
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INTRODUCCION

Con el interés volcado en brindar herramientas accesibles que permitan mostrar, a los
estudiantes de los últimos semestres de la licenciatura en ciencias matemáticas así como
de maestría, temas relacionados con la teoría de operadores, el presente trabajo tiene
como idea fundamental demostrar el Teorema de Hille-Yosida.
La teoría de semigrupos de operadores lineales sobre un espacio de Banach comenzó en la
primera mitad de este siglo XIX, adquirió su esencia en 1948 cuando surge el teorema de
Hille-Yosida, y alcanzó su cúspide con la primera edición de �Semigroups and Functional
Analysis� en 1957 de E. Hille R.S. Phillips. En los años 70 y 80 gracias a los esfuerzos
de diferentes escuelas, la teoría alcanza un cierto grado de perfección. Hoy en día, la
teoría se caracteriza por múltiples aplicaciones en áreas como ecuaciones diferenciales
parciales o de procesos estocásticos. La teoría de Semigrupos se han convertido en
una herramientas fundamental para ecuaciones diferenciales, en mecánica cuántica o en
teoría de control.
En Espacios de Banach, la teoría para semigrupos fuertemente continuos, es llamada
Teoría de Hille-Yosida, y todavía hoy en día se trata de generalizar esta teoría a nivel
de espacios localmente convexo.
Por lo cual es una excelente oportunidad para introducir al lector interesado en esta
teoría, esperando con ello proporcionar una sólida base para sus estudios posteriores.
Comenzaremos introduciendo algunos conceptos y resultados auxiliares que nos per-
miten establecer las condiciones mínimas necesarias para una buena comprensión del
trabajo, entre lo cual consideramos indispensable un breve recuento sobre la teoría de
operadores lineales acotados, sus propiedades y recordar el problema de Cauchy asoci-
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Capı́tulo 1
Conceptos básicos en la teoría de operadores
lineales acotados

§1.1. Propiedades generales

Pretender incluir en este capítulo todo lo relacionado con la teoría de operadores lineales
acotados sería una verdadera fantasía, por esta razón se incluyen aquellos tópicos que
nos son indispensables para el desarrollo de este trabajo y que haría llevadera una
lectura a aquellas novatas en el tema y muestren interés en el mismo.

En lo sucesivo X,Y denotarán espacios de Banach sobre un campo K. Denotaremos
indistintamente por ‖·‖ la norma en X y en Y cuando no genere confusión.

De�nición 1.1 (Operador Lineal). Sean V,W espacios vectoriales sobre K, y T : V →
W una función. Diremos que T es un operador lineal si para cada par x, y ∈ V y
α ∈ K

1) T (x + y) = T (x) + T (y) 2) T (αx) = αT (x)

En el caso especial en que Y sea un campo de escalares, se dice que T es un funcional
lineal.

De�nición 1.2. Si T : X → Y y U : Y → Z son dos operadores lineales y X,Y, Z son
espacios lineales sobre un mismo campo de escalares Θ, el producto UT , de�nido por

(UT )(x) := U(T (x)),

1



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

es un operador lineal de X en Z.

Observación 1.1. Si T es un operador lineal de X en X, decimos que T es un operador
lineal en X.

Diremos que un operador T ∈ L(X, Y ) es acotado si

sup
x∈X

‖x‖X=1

‖T (x)‖Y < ∞.

En cuyo caso, se de�ne la norma de T por:

‖T‖ = sup
x∈X

‖x‖X=1

‖T (x)‖Y . (1.1)

Al conjunto de operadores acotados de X en Y lo denotaremos por B(X,Y ).
El espacio lineal de todos los operadores continuos de un espacio de Banach X en un
espacio de Banach Y con la norma de�nida en (1.1), es un espacio de Banach que
usualmente es denotado por L(X,Y ). Y en le caso en que X = Y en lugar de L(X, X)

se escribe L(X).
Mientras que el conjunto de todos los funcionales lineales sobre un espacio de Banach
X, denotado por X∗ y llamado espacio dual de X.

Si denotamos por BX la bola unitaria en X, de�nida por

BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1},

de�nimos la norma de un funcional x∗ ∈ X∗ por

‖x∗‖ := sup{|x∗(x)| : x ∈ BX}.

El conjunto L(X, Y ) de todos los operadores lineales de un espacio normado X en un
espacio normado Y es un espacio vectorial respecto a las de�niciones naturales de suma
y multiplicación por un escalar

(S + T )(x) := S(x) + T (x), (λT )(x) := λ(T (x)).

Ver [3].
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CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Proposición 1.1. El conjunto B(X, Y ) es un subespacio de L(X, Y ).

Demostración. Si de�nimos el operador O : X → Y por O(x) = 0Y para todo
x ∈ X, es claro que O ∈ B(X, Y ), dado que

sup{‖O(x)‖ : x ∈ BX} = {‖0Y ‖ : x ∈ BX} = 0,

esto es B(X,Y ) 6= ∅.
Además, para A,B ∈ B(X,Y ), x ∈ X con ‖x‖ = 1,

‖(A + B)(x)‖ = ‖A(x) + B(x)‖ ≤ ‖A(x)‖+ ‖B(x)‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ .

Entonces, dado que los números que se encuentran a la derecha de esta desigualdad son
�nitos, podemos garantizar que

sup
x∈X

‖x‖=1

‖(A + B)(x)‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ < ∞,

con lo cual se con�rmar que A + B es acotado y

‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ .

Finalmente, si A y x son como antes y α es un escalar,

‖(αA)(x)‖ = ‖αA(x)‖ = |α| ‖A(x)‖ ≤ |α| ‖A‖ .

Como ante se evidencia que,

sup
x∈X

‖x‖=1

‖(αA)(x)‖ ≤ |α| ‖A‖ < ∞,

que garantiza que αA es acotado y ‖αA‖ ≤ |α| ‖A‖. Se concluye que B(X, Y ) es un
subespacio de L(X, Y ). ¥

Proposición 1.2. Para cada x ∈ X y A ∈ B(X,Y ) se satisface la desigualdad

‖A(x)‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ .

3



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Demostración. Si ‖x‖ = 0 entonces x = 0 y se cumple la igualdad.
En caso contrario, consideramos el vector normalizado x

‖x‖ , para el cual tendremos que

‖A(x)‖
‖x‖ =

∥∥∥∥A

(
x

‖x‖
)∥∥∥∥ ≤ sup

y∈X

‖y‖=1

‖A(y)‖ = ‖A‖ .

De lo cual obtenemos la desigualdad deseada

‖A(x)‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ .

¥

Proposición 1.3. Si D ⊆ X es denso en X y A ∈ B(D, Y ) entonces A se puede
extender a X; es decir, existe A ∈ B(X,Y ) con A(x) = A(x), para todo x ∈ D y∥∥A

∥∥
B(X,Y )

= ‖A‖B(D,Y ).

Demostración. Sea x ∈ X, por la densidad de D en X, podemos elegir una sucesión
(xn)n∈N ⊆ D tal que

‖xn − x‖X → 0 cuando n →∞.

La hipótesis de que A es acotado, nos permite �jar,para todo n ∈ N, la desigualdad

‖A(xn)‖Y ≤ ‖A‖ ‖xn‖X

entonces, cuando hacemos que n →∞ obtenemos que

ĺım
n→∞

‖A(xn)‖Y ≤ ĺım
n→∞

‖A‖ ‖xn‖X ≤ ĺım
n→∞

‖A‖ [‖xn − x‖X + ‖x‖X ].

Lo cual nos garantiza que ĺım
n→∞

A(xn) existe, dado que el de la derecha es �nito.
De�namos

A(x) = ĺım
n→∞

A(xn). (1.2)

Si y ∈ X, y supongamos que existen (xn)n∈N, (yn)n∈N ⊆ D tales que

‖xn − y‖ −−−−→
n−→∞

0 y ‖yn − y‖ −−−−→
n−→∞

0,

4



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

tendremos que

‖A(xn)− A(yn)‖ = ‖A(xn − yn)‖
≤ ‖A‖ ‖xn − yn‖
= ‖A‖ ‖xn − y + y − yn‖
≤ ‖A‖ (‖xn − y‖+ ‖y − yn‖).

El lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n → ∞, de lo cual avala la
buena de�nición de A dado en (1.2).
Por otra parte, si x, y ∈ X, α ∈ K elegimos sucesiones (xn)n∈N, (yn)n∈N en D de forma
que

ĺım
n→∞

xn = x y ĺım
n→∞

yn = y,

y tendremos

A(αx + y) = ĺım
n→∞

A(αxn + yn)

= ĺım
n→∞

[αA(xn) + A(yn)]

= αA(x) + A(y).

Lo cual garantiza que A es un operador lineal.
Además, si x ∈ D y para cualquier sucesión que converja a x se obtiene el mismo
resultado podemos elegir xn = x para todo n ∈ N, en cuyo caso

A(x) = ĺım
n→∞

A(xn) = ĺım
n→∞

A(x) = A(x),

asegura que A es una extensión de A.
Para demostrar que A es acotado procedemos de la siguiente manera:

‖A‖ = sup
x∈D

‖x‖=1

‖A(x)‖

= sup
x∈D

‖x‖=1

‖A(x)‖

≤ sup
x∈X

‖x‖=1

‖A(x)‖ = ‖A‖ (1.3)

5



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Por otra parte, si ‖x‖ = 1 y (xn)n∈N ⊆ D es una sucesión con ‖xn‖ ≤ 1 para cada
n ∈ N y ‖xn − x‖ −−−−→

n−→∞
0, entonces

‖A(x)‖ =
∥∥∥ ĺım

n→∞
A(xn)

∥∥∥
= ĺım

n→∞
‖A(xn)‖

≤ ĺım
n→∞

‖A‖ ‖xn‖
= ‖A‖ ĺım

n→∞
‖xn‖

≤ ‖A‖ . (1.4)

Así, de (1.3) y (1.4) se obtiene que A es acotado y ‖A‖ = ‖A‖. ¥

Proposición 1.4. Si A ∈ L(X, Y ) entonces:

sup
‖x‖=1

‖A(x)‖ = sup
‖x‖<1

‖A(x)‖ = sup
‖x‖≤1

‖A(x)‖

Demostración. Ver [2].

Proposición 1.5. Si A ∈ L(X, Y ), las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) A es acotado.

(ii) A es continuo en todo X.

(iii) A es continuo en algún xo ∈ X.

Demostración.

(i) ⇒ (ii) Supongamos que A es acotado y �jemos x ∈ X y ε > 0.

Note que para cada y ∈ X disfrutamos de la siguiente desigualdad

‖A(x)− A(y)‖ = ‖A(x− y)‖ ≤ ‖A‖ ‖x− y‖ .

Si de�nimos δ = ε
‖A‖ y suponemos que 0 < ‖x− y‖ < δ obtendremos que

6



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

‖A(x)− A(y)‖ ≤ ‖A‖ ‖x− y‖
< ‖A‖ ε

‖A‖ = ε

Esto signi�ca que A es continuo en x, y dado que lo anterior es válido para cualquier
x ∈ X se tiene que A es continuo en todo el espacio X.

(ii) ⇒ (iii) Si A es continuo en todo X, es claro que es continuo en x0 ∈ X.

(iii) ⇒ (i) Supongamos que A es continuo para algún x0 ∈ X, lo cual nos permite

elegir δ > 0 de manera que para cada y ∈ B(x0, δ) se tiene que

‖A(x0)− A(y)‖ < 1. (1.5)

Si x ∈ B(0, 1) tendremos que

‖(x0 + δx)− x0‖ = ‖δx‖ = δ‖x‖ ≤ δ,

esto signi�ca que (x0 + δx) ∈ B(x0, δ)

Luego, por (1.5) se sigue que

‖A(x0)− A(x0 + δx)‖ < 1

‖A(x0)− A(x0)− δA(x))‖ < 1

δ ‖A(x)‖ < 1

‖A(x)‖ <
1

δ
.

Esto signi�ca que

‖A(x)‖ <
1

δ
, para todo x ∈ B(0, 1)

Por tanto, A es acotado y ‖A‖ ≤ 1

δ
. ¥
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CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Proposición 1.6. Si X es un espacio de Banach, entonces B(X) es un álgebra de
Banach.

Demostración. Ver [4], [5].

De�nición 1.3. Sea X un espacio topológico y Φ = {φi : i ∈ I} una familia arbitraria
de funciones continuas de X en R. Dado un punto x ∈ X, es natural decir que la familia
Φ está acotada en el punto x cuando el conjunto de números reales {φi(x) : i ∈ I} esté
acotado, es decir,

sup{|φi(x)| : i ∈ I} < ∞.

Si esto ocurre para cada x de un cierto conjunto G ⊆ X, decimos que la familia Φ está
puntualmente acotada.
Naturalmente hay un máximo conjunto en el que esto ocurre, concretamente el conjunto

A := {x ∈ X : sup{|φi(x)| : i ∈ I} < ∞}. (1.6)

Para cada x ∈ A tenemos una constante Mx > 0 tal que |φi(x)| ≤ Mx para todo i ∈ I,
y es lógico preguntarse hasta qué punto podemos conseguir que la constante Mx que
sea independiente de x en algún subconjunto (lo más grande posible) de A.
Más concretamente, decimos que la familia Φ está uniformemente acotada en un
conjunto G ⊆ X cuando el conjunto de números reales {φi(x) : i ∈ I, x ∈ X} esté
acotado:

sup{|φi(x)| : i ∈ I, x ∈ G} < ∞.

Es obvio que G ⊆ A, es decir, que la acotación uniform de un conjunto implica obvia-
mente la acotación puntual, pero nos estamos preguntado por la implicación recíproca.

Para cada n ∈ N consideramos el conjunto de puntos de X en los que la familia Φ está
acotada para todo n, esto es:

Fn := {x ∈ X : sup{|φi(x)| : i ∈ I} ≤ n} = ∩
i∈I
{x ∈ X : |φi(x)| ≤ n}.

Obsérvese que Fn es un subconjunto cerrado de X, y es evidentemente que

A =
∞⋂

n=1

Fn.
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CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Por lo tanto, si A es de segunda categoría en X, deducimos que algún Fn tiene interior
no vacío, con lo que la familia Φ estará uniformemente acotada en un conjunto no vacío
de X. Hemos entonces demostrado lo siguiente

Proposición 1.7. Sean X es un espacio topológico y Φ = {φi : i ∈ I} una familia
de funciones continuas de X en R. Si Φ está puntualmente acotada en un conjunto
de segunda categoría en X, entonces Φ está uniformemente acotada en un subconjunto
abierto no vacío de X.

En general, comprobar la hipótesis del enunciado anterior, equivalentemente, comprobar
que el conjunto A en (1.6) es de segunda categoría en X no es fácil, pero tendremos la
ayuda del Lema de Baire.
El Teorema de Banach-Steinhaus, denominado también Principio de la acotación uni-
forme, nos dice que la acotación puntual de una familia de aplicaciones lineales y con-
tinuas entre espacios normados es equivalente a su acotación uniforme, es decir, a su
acotación en norma. Se ha de exigir que el espacio de salida sea completo. De hecho,
podemos conseguir algo más, a saber, es su�ciente que no sea demasiado pequeño el
conjunto de puntos donde se da la acotación puntual
Presentamos ahora el Teorema de Baire, dado que al interesarnos las aplicaciones lin-
eales y continuas entre espacios normados, donde la completitud de los mismos juega
un papel crucial algunos de los resultados se derivan de forma más o menos directa del
Teorema de Baire, el cual nos da una propiedad importante de los espacios métricos
completos, en particular de los espacios de Banach, objeto de nuestro estudio.

De�nición 1.4. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto A ⊆ X es llamado:

Raro: o denso en ninguna parte cuando el interior de su clausura es vacía, simbólica-
mente, A

o
= ∅.

De primera categoría: cuando es unión numerable de subconjuntos raros.

De segunda categoría: cuando no es de primera categoría.

Residual: cuando X − A es de primera categoría.
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CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Por ejemplo, si X = R, se tiene que N es raro, Q es de primera categoría, (0, 1) es
de segunda categoría pero no residual, mientras que R − Q es residual y de segunda
categoría.

Observación 1.2. En un espacio topológico general, todo subconjunto de un subcon-
junto de primera categoría es también de primera categoría, y la unión numerable de
subconjuntos de primera categoría es de primera categoría.

Teorema 1.1. Sea X un espacio de Banach. Entonces la intersección numerable de
abiertos densos es densa en X.

Demostración. Denotemos por A =
∞⋂

n=1

An, donde cada An es un subconjunto abierto
y denso de X. Fijemos un subconjunto abierto G no vacío de X. Necesitamos demostrar
que A ∩G 6= ∅.
Dado que A1 es denso, se tiene que A1∩G es abierto y no vacío. En consecuencia, existe
una bola cerrado B(x1, r1) de X con r1 < 1 tal que

B(x1, r1) ⊆ A1 ∩G.

Ahora bien, dado que A2 también es denso, resulta que A2 ∩B(x1, r1) es un abierto no
vacío, y al igual que antes, existen x2, 0 < r2 < 1/2 tal que

B(x2, r2) ⊆ A2 ∩B(x1, r1).

Por un proceso inductivo, construimos bolas B(xn, rn) de manera que 0 < rn < 1/n,
para cada n ∈ N que veri�quen

B(xn, rn) ⊆ An ∩B(xn−1, rn−1) ⊆ An ∩G, (n ≥ 2).

Veamos que la sucesión de centros (xn)n forman una sucesión de Cauchy. En efecto, sea
ε > 0, y �jemos n0 ∈ N con n0 > 2/ε. Si p, q ≥ n0 se tiene que

xp, xq ∈ B(xn0 , rn0),

luego,

‖xp − xq‖ = ‖xp − xn0 + xn0 − xq‖
≤ ‖xp − xn0‖+ ‖xn0 − xq‖
≤ rn0 + rn0 < ε7n0 < ε.

10



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Al ser X un espacio de Banach, es completo, entonces existe x ∈ X de tal forma que
xn → x.
Fijemos n ∈ N. Entonces

{xk : k ≥ n} ⊆ B(xn0 , rn0).

Pero x está en la clausura de {xk : k ≥ n}, en consecuencia x ∈ B(xn0 , rn0), y dado que
se cumple para todo n se sigue que

x ∈
∞⋂

n=1

B(xn0 , rn0) ⊆
[ ∞⋂

n=1

An

]
∩G.

¥

Corolario 1.1 (Lema de Categoría de Baire). Si X es un espacio métrico completo,
entonces todo subconjunto abierto no vacío de X es de segunda categoría en X. En
particular X es de segunda categoría.

Teorema 1.2 (Teorema de Banach Steinhaus). Suponga que X e Y son espacios nor-
mados y que A ⊆ L(X,Y ). Consideremos las siguientes propiedades:

(a) La familia A es puntualmente acotada, es decir,

sup
Λ∈A

‖Λ(x)‖ < +∞ para cada x ∈ X.

(b) El conjunto B := {x ∈ X : sup
Λ∈A

‖Λ(x)‖ < +∞} es de segunda categoría.

(c) La familia A está uniformemente acotada, esto es,

sup
Λ∈A

‖Λ‖ < +∞.

Entonces (b) implica (c), (c) implica (a). Si además, X es un espacio de Banach,
entonces las tres propiedades son equivalentes.

Demostración. De la de�nición de norma de un elemento de L(X, Y ) se deduce la
implicación (c)=⇒(a). Demostraremos que (b) implica (c).
Por reducción al absurdo, supongamos que B es la segunda categoría pero

sup
Λ∈A

‖Λ‖ < +∞.

11



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Consideramos los subconjuntos de X de�nidos por

F (Λ, n) := {x ∈ X : |Λ(x)| ≤ n} (Λ ∈ A, n ∈ N).

Note que F (Λ, n) es la preimagen por Λ del intervalo [−n, n], luego cada F (Λ, n) es
cerrado y así, cada conjunto

Fn :=
⋂
Λ∈A

F (Λ, n)

es cerrado en X.
Ahora bien, se observa sin di�cultad que

B =
∞⋃

n=1

Fn.

Por lo tanto, como B es de primera categoría, existe N tal que el interior de FN es no
vacío. En consecuencia, existe alguna bola cerrada B(z, ρ) ⊆ FN . De esto se deduce que

‖Λ(z + x)‖ ≤ N si ‖x‖ ≤ ρ

para todo Λ ∈ A.
Por lo tanto

‖Λ(x)‖ = ‖Λ(z + x)− Λ(z)‖ ≤ 2N para todo x ∈ B(0, ρ)

y todo Λ ∈ A.
Por lo tanto ‖Λ‖ ≤ 2N/ρ para todo Λ ∈ A, lo cual es una contradicción.
Para terminar, si X es un espacio de Banach, entonces el lema (1.1) nos garantiza que
X es de segunda categoría. Esto demuestra que (a)=⇒(b). Por tanto (a), (b) y (c) son
equivalentes en este caso. ¥
Una útil consecuencia del Teorema de Banach-Steinhaus es que, cuando las aplicaciones
son lineales, la simple convergencia puntual implica la continuidad de la función límite.
Establecemos este hecho en el siguiente corolario.

Corolario 1.2. Supongamos que X es un espacio de Banach, que Y es un espacio
normado y que Λn : X → Y (n ∈ N) es una sucesión de aplicaciones lineales y contin-
uas. Si para cada x ∈ X la sucesión {Λn(x)}n≥1 es convergente, digamos a Λ(x) ∈ Y ,
entonces la aplicación Λ : X → Y es lineal y continua.

12



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

Demostración. Debido a la convergencia de {Λn(x)}n≥1 en cada x ∈ X, se tiene
que la sucesión {Λn(x)}n≥1 es acotada. Por el Teorema (1.2) existe una constante M ∈
(0, +∞) tal que ‖Λn‖ ≤ M para todo n ∈ N. De otra forma, ‖Λn(x)‖ ≤ M para todo x

con ‖x‖ = 1 y todo n ∈ N. Haciendo que n →∞, obtenemos ‖Λn(x)‖ ≤ M para todo
x con ‖x‖ = 1, así que Λ es continua. La linealidad de Λ resulta de la convergencia
puntual. ¥

Proposición 1.8. Si A ∈ B(Y, Z) y B ∈ B(X, Y ) entonces AB ∈ B(X, Z) y ‖AB‖ ≤
‖A‖ ‖B‖.

Demostración.
La demostración se sigue de inmediato de la composición usual de funciones, y las
propiedades de la norma que hemos de�nido, se deja al lector. Ver [4]. ¥

§1.2. Convergencias en B(X).

A continuación, veremos las nociones de convergencia en B(X), que son la convergencia
uniforme y la convergencia fuerte, además, veremos la relación entre ellas.

De�nición 1.5. Diremos que (An) ⊆ B(X) converge uniformemente o converge
en norma a A ∈ B(X) si y sólo si ‖An − A‖ → 0, n → ∞. Esto lo denotamos por
An → A.

De�nición 1.6. Diremos que (An) ⊆ B(X) converge fuertemente a A ∈ B(X) si y
sólo si ‖Anx− Ax‖ →

n−→∞
0, para todo x ∈ X . Esta convergencia lo denotaremos por

An
s→ A.

Proposición 1.9. La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

Demostración. Sean (An), A ⊆ B(X) 0 6= x ∈ X y supongamos que An → A.
Entonces, dado ε > 0 existe N ∈ N de manera que

‖An − A‖ < ε para todo n ≥ N.

Luego,
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CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

‖Anx− Ax‖ ≤ ‖An − A‖ ‖x‖ <
ε

‖x‖ = ε.

Con lo cual queda demostrado que ‖Anx− Ax‖ → 0 para x, y como el x elegido es
arbitrario, se tiene que An

s−→ A, dado que el resultado es trivial en el caso en que
x = 0. ¥
El recíproco, en general, no es cierto. Para ello, veamos el siguiente ejemplo.
Sea

X = `1(N) =

{
f : N→ C/

∑
n≥0

|f(n)| < ∞
}

dotado de la norma ‖f‖ =
∑
n≥0

|f(n)|.
Para cada n ∈ N consideremos el operador An : `1 → `1 dado por

Anf(j) =

{
f(j) si j = n

0 si j 6= n

Comencemos por ver que An ∈ B(X), para lo cual �jamos n ∈ N y consideramos
f, g ∈ X, α ∈ K y j ∈ N.

An((αf + g)(j)) =

{
(αf + g)(j) si j = n

0 si j 6= n
.

Caso 1 Supongamos que j = n, así

An((αf + g)(j)) = (αf + g)(j) = (αf)(j) + g(j) = αf(j) + g(j) = αAn(f(j)) + An(g(j)).

Caso 2 Supongamos que j 6= n

An((αf + g)(j)) = 0 = 0 + 0 = α0 + 0 = αAn(f(j)) + An(g(j)).

De los casos 1 y 2, tenemos que:

An(αf + g) = αAn(f) + An(g)

Esto es, An ∈ L(X)
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Además,

‖Anf‖ =
∑

k≥0

|Anf(k)| = |f(n)| < ∞.

Por lo que para f ∈ X con ‖f‖ = 1, tenemos que ‖An‖ < ∞.
Esto signi�ca que An ∈ B(X).
Además, An

s−→ 0 para todo f ∈ X,

‖Anf − 0f‖ = ‖Anf‖ = |f(n)|,

y dado que f ∈ `1(N), se tiene que

ĺım
n→∞

|f(n)| = 0.

Así,

‖Anf − 0f‖ →
n→∞

0,∀f ∈ X.

Esto es, An
s→ 0.

Veamos que la convergencia no es uniforme, para lo cual de�namos

δn(k) =

{
1 si k = n

0 si k 6= n

Es claro que δn : N→ C, además,

∑

k≥0

|δn(k)| = |1| = 1 < ∞

De donde concluimos que δn ∈ `1(N) y ‖δn(k)‖ = 1.
De esta manera, tenemos que:

15



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

‖An‖ ≥ ‖Anδn‖ =
∑

k≥0

|Anδn(k)| = |δn(n)| = 1

Esto es,

‖An − 0‖ ≥ 1.

En consecuencia,

‖An − 0‖ 6→ 0, n →∞.

§1.3. Series de potencias

En lo sucesivo X es un espacio de Banach complejo. Sea f : C → C una función
analítica en un entorno del origen con radio R para su representación holomorfa

f(z) =
∞∑

n=0

anzn. (1.7)

Sea B la bola abierta en B(X) centrada en el origen y de radio R (B = B(X) si R = ∞).
Para A ∈ B de�nimos

fn(A) =
n∑

k=0

akA
k, n ∈ N.

Teorema 1.3. Sea la serie de potencia

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n

en la variable compleja z tiene radio de convergencia R > 0 (R = ∞). Sea X un espacio
de Banach complejo y sea L ∈ B(X) con ‖L‖ < R. Entonces la serie de potencia

∞∑
n=0

Ln

converge a f(L) ∈ B(X) con respecto a la norma del operador.

Demostración. Para N = 0, 1, 2, · · · sea Ln =
n∑

k=0

akL
k (∈ B(X)) y

Sn =
n∑

k=0

|ak|‖L‖k.
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Por de�nición del radio de convergencia
∞∑

k=0

|ak||z|k converge si |z| < R. En particular
para ‖L‖ < R, la sucesión {Sn}∞n=0 de sumas parciales es una sucesión de Cauchy. Por
lo tanto, para cada ε > 0 existe N ∈ N tal que

|Sn − Sm| < ε para n, m ≥ N

‖Ln − Lm‖ = ‖
n∑

k=0

akL
k −

m∑

k=0

akL
k‖

≤
n∑

k=0

|ak|‖Lk‖ = Sn − Sm < ε.

Esto signi�ca que {Ln}∞n=0 es una sucesión de Cauchy en B(X) y este operador es
denotado por f(L). ¥

Ejemplo 1.1. Como ejemplos podemos de�nir

- ewA = exp(wA) :=
∞∑

n=0

1

n!
wnAn con A ∈ B(X) y w ∈ C

- Log(I + A) :=
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
An, con ‖A‖ < 1

- I
λI−A

:=
∞∑

n=0

1

λn+1
An, con ‖A‖ < ‖λ‖

Lema 1.1. Para todo operador lineal acotado a se cumple que

‖An‖ ‖A‖n .

Demostración. Sea x ∈ X con ‖x‖ = 1. Entonces
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An(x) = (A · . . . · A)︸ ︷︷ ︸
n−veces

(x) ⇒ ‖An(x)‖ =

∥∥∥∥∥∥
(A · . . . · A)︸ ︷︷ ︸

n−veces
(x)

∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥
A (A · . . . · A)︸ ︷︷ ︸

(n−1)−veces
(x)

∥∥∥∥∥∥∥

≤ ‖A‖

∥∥∥∥∥∥∥
(A · . . . · A)︸ ︷︷ ︸
(n−1)−veces

(x)

∥∥∥∥∥∥∥
... ... (n-1)-veces

≤ ‖A‖ ‖A‖ . . . ‖A‖︸ ︷︷ ︸
n−1veces

= ‖A‖n .

Dado que esto se cumple para todo x de norma uno, signi�ca que,

‖An(x)‖ ≤ ‖A‖n ⇒ ‖An‖ ≤ ‖A‖n . (1.8)

¥

Proposición 1.10. Si, para todo n, se tiene que an ≥ 0 entonces para f de�nida en
(1.7) se cumple

‖f(A)‖ ≤ f(‖A‖).

Demostración.

‖f(A)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

anAn

∥∥∥∥∥

≤
∞∑

n=0

‖anA
n‖

=
∞∑

n=0

|an| ‖An‖

=
∞∑

n=0

an ‖An‖. (1.9)

Así, del lema (1.1) y (1.8) se obtiene:
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∞∑
n=0

an ‖An‖ ≤
∞∑

n=0

an ‖A‖n = f(‖A‖).

Por tanto, ‖f(A)‖ ≤ f(‖A‖). ¥

Proposición 1.11. Para A,B ∈ B(X), AB = BA entonces eAeB = eA+B

Demostración.
Supongamos que AB = BA.
Así,

eAeB =
∞∑

n=0

1

n!
An

∞∑
n=0

1

n!
Bn

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

AkBn−k

k!(n− k)!

)

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

(
n
k

)
AkBn−k

n!

)

=
∞∑

n=0

(A + B)n

n!

= eA+B.

¥

Ejemplo 1.2. Consideremos X = R2 y A =

(
a b

b a

)
con a, b ∈ R.

Veamos que

i. exp(tA) = eta

(
cosh(bt) sinh(bt)

sinh(bt) cosh(bt)

)

ii. exp(itA) = eta

(
cosh(bt) i sinh(bt)

i sinh(bt) cosh(bt)

)

Demostración.
Estudiemos la matriz A.
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Aplicando las herramientas del álgebra de matrices, tenemos que tiene dos valores
propios, λ1 = a + b, λ2 = a − b, los cuales tienen multiplicidad algebraica igual a 1.
Además, es fácil demostrar que ambos valores propios tienen multiplicidad geométrica
igual a 1. Por lo que concluimos que la matriz A es diagonalizable.
Luego, podemos asociar a A, una matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal son
los valores propios de A, esto es:

D =

(
a + b 0

0 a− b

)

Hallemos las bases de los subespacios propios generados por los valores propios, con-
siderando b 6= 0.

Para ello, busquemos
(

x

y

)
tal que:

(A− λI)

(
x

y

)
= 0

Para λ = λ1, tenemos que:

(A− λ1I)

(
x

y

)
= 0 ⇒

(
−b b

b −b

)(
x

y

)
= 0

⇒ b

(
−1 1

1 −1

)(
x

y

)
= 0

⇒
(
−1 1

1 −1

) (
x

y

)
= 0

⇒
{
−x + y = 0

x− y = 0

Por lo que V (λ1) = {(x, y) ∈ R2/− x + y = 0, x− y = 0} = 〈(1, 1)〉
Así, Vλ1 = {(1, 1)} es una base para V (λ1).
Siguiendo un razonamiento análogo, conseguimos que Vλ2 = {(−1, 1)} es una base para
V (λ2).
Luego, la matriz de cambio de base, asociada a las bases, cuando b 6= 0 viene dada por:

P =

(
−1 1

1 1

)
.
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La cual es invertible y tiene como inversa P−1 =

(
1
2

1
2

−1
2

1
2

)
.

Por lo que cuando b 6= 0, podemos escribir A = PDP−1 y se cumple además que
Am = PDmP−1,∀m ∈ N.
Teniendo presente lo anterior,

i. Consideremos dos casos:

Caso 1. Supongamos que λ1 = λ2 ⇒ a + b = a− b ⇒ b = 0.
Así,

A =

(
a 0

0 a

)

es una matriz diagonal, y Am =

(
am 0

0 am

)
, ∀m ∈ N.

Entonces,

exp(tA) =
∞∑

k=0

1

k!
tkAk =

∞∑

k=0

(
1
k!

tkak 0

0 1
k!

tkak

)

=




∞∑

k=0

1

k!
(ta)k 0

0
∞∑

k=0

1

k!
(ta)k




=

(
eta 0

0 eta

)

= eta

(
1 0

0 1

)
= eta

(
cosh(0) sinh(0)

sinh(0) cosh(0)

)

= eta

(
cosh(bt) sinh(bt)

sinh(bt) cosh(bt)

)
.

Caso 2. Supongamos que λ1 6= λ2 ⇒ b 6= 0. Así se cumple que: A = PDP−1 por la
parte previa.
Entonces,

21



CAPÍTULO 1. Conceptos básicos en la teoría de operadores lineales acotados

exp(tA) =
∞∑

k=0

1

k!
tkAk =

∞∑

k=0

1

k!
tk(PDP−1)k

=
∞∑

k=0

1

k!
tkPDkP−1

= P

∞∑

k=0

1

k!
tkDkP−1

= P

[ ∞∑

k=0

(
1
k!

(t(a + b))k 0

0 1
k!

(t(a− b))k

)]
P−1

= P




∞∑

k=0

1

k!
(t(a + b))k 0

0
∞∑

k=0

1

k!
(t(a− b))k




P−1

= P

(
et(a+b) 0

0 et(a−b)

)
P−1

= P

(
etaetb 0

0 etae−tb

)
P−1

= eta

[
P

(
etb 0

0 e−tb

)
P−1

]

= eta

[(
etb −e−tb

etb e−tb

)
P−1

]

= eta

(
etb+e−tb

2
etb−e−tb

2

etb−e−tb

2
etb+e−tb

2

)

= eta

(
cosh(bt) sinh(bt)

sinh(bt) cosh(bt)

)

¥

ii. Se procede de forma análoga a la parte i.

Ejemplo 1.3. Para todo A ∈ B(X), se tiene que ‖exp(A)‖ ≤ e‖A‖.
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Demostración.
Dado que que exp(A) =

∞∑
n=0

1

n!
An considerando f(A) := exp(A), tenemos que:

‖f(A)‖ ≤ f(‖A‖) ⇒ ‖exp(A)‖ ≤ exp(‖A‖)

⇒ ‖exp(A)‖ ≤
∞∑

n=0

1

n!
‖A‖n

⇒ ‖exp(A)‖ ≤ e‖A‖.

¥

§1.4. Operador acotado invertible

De�nición 1.7. Sean X,Y espacios de Banach y A ∈ B(X, Y ). Se dice que A es
invertible si existe B ∈ B(Y,X) tal que para todo x ∈ X se tiene que BAx = x y todo
y ∈ Y se cumple ABy = y. En ese caso, se dice que B es el operador inverso de A

y se denota por B = A−1.

A�rmacion 1.1. Si A es invertible y α ∈ C−{0} entonces αA es invertible y (αA)−1 =
1
α
A−1.

Demostración.
Dado que A es invertible, tenemos que existe A−1 ∈ B(Y,X) tal que A−1Ax = x, para
todo x ∈ X y AA−1y = y para cada y ∈ Y .
Por otro lado, para α 6= 0, tenemos para todo x ∈ X

A−1Ax = x ⇒ A−1A
(αx

α

)
= x,

⇒ A−1
(α

α
Ax

)
= x,∀x ∈ X

⇒
(

1

α
A−1

)
(αAx) = x.
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Además, para cada y ∈ Y

AA−1y = y, ⇒ AA−1
(αy

α

)
= y,

⇒ A
(α

α
A−1y

)
= y, ∀y ∈ Y

⇒ (αA)

(
1

α
A−1y

)
= y,

Así, tenemos que αA es invertible y además, (αA)−1 = 1
α
A−1.

¥
Para �nalizar esta breve sección presentamos, sin demostración, la siguiente proposición.

Proposición 1.12. Sea X un espacio de Banach complejo y sea L ∈ B(X) con ‖L‖ < 1.
Entonces (I − L) es invertible.

§1.5. Problema de Cauchy asociado a un operador acotado

La situación natural en la cual aparecen los semigrupos de operadores es llamado el
problema abstracto de Cauchy.





du

dt
= Au(t) para t ≥ 0,

u(0) = x

donde A es un operador lineal sobre un espacio de Banach X. El problema consiste en
hallar una función diferenciable u sobre R+ tal que el problema se satisfaga.
Si para el valor inicial x ∈ X existe una solución única u(·, x), entonces se de�ne el
operador

T (t)(x) := u(t, x), t ≥ 0 , x ∈ X,

que en el próximo capitulo veremos que forman un semigrupo de operadores.
Dado un intervalo abierto I ⊂ R, de�nimos

D(I, X) =

{
f : I → X : para todo t ∈ I, existe ĺım

h→0

f(t + h)− f(t)

h

}
.

Y para f ∈ D(I,X), ponemos d
dt

f(t) := ĺım
h→0

f(t + h)− f(t)

h
. Para un intervalo I que es

cerrado en alguno de sus extremos, entonces la de�nición es la misma si t es un punto
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interior de I, mientras que si t es un punto extremo entonces consideramos sólo los
límites por la izquierda o por la derecha según corresponda.
Parece natural preguntarse si etAf0, será solución de:





d

dt
f(t) = Af(t)

f ∈ D([0,∞), X)

f(0) = f0

para A ∈ B(X).
Para ello debemos demostrar que:

ĺım
h→0

∥∥∥∥
e(t+h)Af0 − etA

h
− AetAf0

∥∥∥∥ = 0.

Es claro que (tA)(hA) = (hA)(tA), veamos que AetA = etAA. Luego,

∥∥∥∥
e(t+h)Af0 − etAf0

h
− AetAf0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
etA+hAf0 − etAf0 − hAetAf0

h

∥∥∥∥

=
1

|h|
∥∥etAehAf0 − etAf0 − hAetAf0

∥∥

=
1

|h|
∥∥(etAehA − etA − hAetA)f0

∥∥

=
1

|h|
∥∥etA(ehA − I − hA)f0

∥∥

≤ 1

|h|
∥∥etA

∥∥ ∥∥(ehA − I − hA)f0

∥∥

≤ 1

|h|
∥∥etA

∥∥ ∥∥(ehA − I − hA)
∥∥ ‖f0‖ (1.10)

Además,

ehA =
∞∑

n=0

1

n!
hnAn =

∞∑
n=3

1

n!
hnAn + I + hA +

h2A2

2
(1.11)

Así, sustituyendo (1.11) en (1.10), tenemos que:
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1

|h|
∥∥etA

∥∥ ∥∥(ehA − I − hA)
∥∥ ‖f0‖ =

1

|h|
∥∥etA

∥∥ ‖f0‖
∥∥∥∥∥
∞∑

n=3

1

n!
hn−2An +

h2A2

2

∥∥∥∥∥

=
|h|2
|h|

∥∥etA
∥∥ ‖f0‖

∥∥∥∥∥
∞∑

n=3

1

n!
hn−2An +

A2

2

∥∥∥∥∥

= |h|
∥∥etA

∥∥ ‖f0‖
∥∥∥∥∥
∞∑

n=3

1

n!
hn−2An +

A2

2

∥∥∥∥∥ (1.12)

Teniendo presente que:

∥∥∥∥∥
∞∑

n=3

1

n!
hn−2An

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

1

n!
hnAn

∥∥∥∥∥ =
∥∥ehA

∥∥ ≤ e‖hA‖ = e|h|‖A‖, (1.13)

podemos concluir de (4.4) y (1.13) que:

|h|
∥∥etA

∥∥ ‖f0‖
∥∥∥∥∥
∞∑

n=3

1

n!
hn−2An +

A2

2

∥∥∥∥∥ ≤ |h|
∥∥etA

∥∥ ‖f0‖
(∥∥∥∥∥

∞∑
n=3

1

n!
hn−2An

∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
A2

2

∥∥∥∥
)

≤ |h|
∥∥etA

∥∥ ‖f0‖
(

e|h|‖A‖ +

∥∥∥∥
A2

2

∥∥∥∥
)

.

Este límite de la derecha tiende a cero cuando h → 0.
Lo anterior es válido para todo t ∈ R, por lo cual se garantiza que f(t) = etAf0 ∈
D(R, X) y f(t) es solución de (P, f0).

26



Capı́tulo 2
Semigrupos uniformemente continuos

El concepto de semigrupo de operadores lineales acotados tiene sus raíces en la simple
la observación de que la ecuación de Cauchy funcional f(t + s) = f(t)f(s) tiene como
solución no trivial continua sólo funciones de la forma eta, con a ∈ R, combinada con
la idea fundamental de Peano para de�nir la función exponencial de una matriz A por
EA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak, a �n de resolver de manera explícita la ecuación vectorial diferencial

lineal de primer orden u′ = Au + f por medio de variación de constantes de la fórmula

u(t) = etAu(0) +

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds.

En términos generales, el concepto de semigrupo de operadores lineales acotados es una
extensión muy natural de la exponencial de una matriz a la exponencial de un operador
lineal acotado.
Aprovechando el análisis funcional la teoría de Semigroups lineales acotados ha surgido
formidablemente entre 1930 - 1960 a través de las principales contribuciones de Stone,
Hille, Yosida, Feller, Lumer, Miyadera, Phillips.
El objetivo de este capítulo es introducir el concepto de semigrupo uniformemente
continuos de operadores lineal acotados en un espacio de Banach y presentar algunas
de sus notables propiedades.
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

§2.1. Semigrupo y generador in�nitesimal

De�nición 2.1. Una familia {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) es un semigrupo uniparamétrico
de operadores acotados o simplemente semigrupo si:

i. T (0) = I

ii. Para todo s, y ≥ 0 se tiene que

T (s + t) = T (s)T (t).

Si un semigrupo {T (t)}t≥0 satisface además

iii.

ĺım
t↓0
‖T (t)− I‖ = 0. (2.1)

diremos que es un semigrupo uniformemente continuo, o SUC para abreviar.

Observación 2.1. Note que la parte (ii) de la de�nición nos asegura que la familia
{T (t)}t≥0 es cerrada con respecto a la composición de operadores y además forma un
semigrupo el cual es conmutativo, dado que t ∈ R donde la suma es conmutativa;
mientras que la primera parte (i) nos garantiza que dicho semigrupo tiene unidad T (0).

Proposición 2.1. Si {T (t)}t≥0 es un semigrupo uniformemente continuo entonces para
todo t ≥ 0 se cumple que

ĺım
h↓0

‖T (t + h)− T (t)‖ = 0. (2.2)

Esto signi�ca que la función t 7−→ T (t) es una función continua de [0, +∞) en L(X).

Demostración.
Sea {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) un SUC. Fijemos t, h ≥ 0.

‖T (t + h)− T (t)‖ = ‖T (t)T (h)− T (t)‖
= ‖T (t)(T (h)− I)‖
≤ ‖T (t)‖ ‖T (h)− I‖ .
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

Si hacemos que h ↓ 0, el límite de la derecha tiende a cero, dado que ‖T (t)‖ es una
constante y ‖T (h)− I‖ tiende a cero por (2.1).
Consideremos ahora, h < 0, con h lo su�cientemente pequeño de tal manera que t+h > 0

así,

‖T (t + h)− T (t)‖ = ‖T (t + h))− T (t + h− h)‖
= ‖T (t + h))− T (t + h)T (−h)‖
= ‖T ((t + h))(I − T (−h))‖
≤ ‖T (t + h))‖ ‖(I − T (−h))‖ .

En este caso, si h ↑ 0 entonces ‖ ‖(I − T (−h))‖ tiende a cero por (2.1) y ‖T (t + h))‖
tiende a ‖T (t))‖ dado que cada operador es acotado.
Por tanto, se obtiene (2.2). ¥

Ejemplo 2.1. Un primer ejemplo signi�cativo es el ejemplo del semigrupo dado por
t 7−→ etA, donde etA es la matriz exponencial de tA. Esto es, si A ∈ Mn×n(R), S(t) :=

etA para cada t ≥ 0, donde

etA :=
∞∑

n=0

tn

n!
An.

La matriz A puede sustituirse por un operador A ∈ L(X).
En el primer capítulo se demostró que

{
etA

}
t≥0

⊆ B(X), así que sólo basta demostrar
las tres condiciones de SUC.

(i) Supongamos que t = 0, entonces

e0A = e(0) = I.

(ii) Si s, t ≥ 0, entonces,

e(s+t)A = esA+tA = esAetA.

(iii) Estudiemos ĺım
t→0+

etA
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

ĺım
t→0+

etA = ĺım
t→0+

∞∑
n=0

1

n!
tnAn

=
∞∑

n=0

1

n!
( ĺım
t→0+

t)nAn

=
∞∑

n=0

1

n!
0nAn

= e0A

= I.

Por tanto,
∥∥etA − I

∥∥ −→ 0
t→0+

De (i), (ii), (iii),
{
etA

}
t≥0

⊆ B(X) es un SUC.

De�nición 2.2. Sea {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) un SUC. El generador in�nitesimal de T (t)

es el operador Λ : D(Λ) → X, de�nido por:

D(Λ) =

{
x ∈ X : ĺım

t↓0
T (t)x− x

t
exista

}
,

Λx = ĺım
t↓0

T (t)x− x

t
=:

d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

para x ∈ D(AT ).

Observación 2.2. En realidad es un abuso decir que AT es un operador pues para
asegurarlo deberíamos veri�car que D(AT ) sea denso en X. Sin embargo, más tarde
demostraremos que si (T (t))t≥0 es un SUC entonces D(AT ) = X y AT ∈ B(X).

§2.2. Integral de Riemann de un SUC

El problema de la elaboración de de un teoría abstracta en integración ha atraído a
muchos autores. La integral de Riemann fue extendida por L.M. Graves en 1927; la
integral de Lebesgue por T.H. Hildebrandt en el mismo año, S. Bochner en 1933, G.

30



CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

Birkho� en 1935 y 1937, Dunford en 1935 y en 1938, I. Gelfand en 1938, B.J. Pettis en
1938 y Phillips en 1940.
La integral de Riemann-Stieltjes puede extenderse a funciones vectoriales en de dos
formas: cuando el integrando o cuando el integrador tienen valores vectoriales.
Sea f una función de valores vectoriales de�nida de [a, b] en X y g una función de
valores numéricos sobre el mismo intervalo.
Consideremos 0 ≤ a < b < ∞ y denotaremos por P al conjunto de todas las particiones
de [a, b]. Si P ∈ P y Pn = {t0, t1, ..., tn}, escribimos |Pn| = máx

k=1,...,n
{tk − tk−1}.

De�nición 2.3. Sea

SP (f, g) :=
n∑

i=1

f(ti)[g(ti)− g(ti−1)]. (2.3)

Entonces, si ĺım
|P |→0

SP existe en la topología dada, se de�ne este límite como la integral

∫ b

a

f(ξ)dg(ξ) (2.4)

relativa a esta topología.

Si {T (t); t ≥ 0} es un semigrupo uniformemente continuo de operadores lineales en-
tonces la aplicación t 7−→ T (t) es una función continua de [0, +∞) en L(X), co-
mo lo garantiza la proposición 2.1. Entonces tiene sentido hablar de la integral en-
tre [a, b] ⊆ [0, +∞). Consideremos 0 ≤ a < b < ∞ y denotaremos por P al con-

junto de todas las particiones de [a, b]. Si P ∈ P y Pn = {t0, t1, ..., tn}, escribimos
|Pn| = máx

k=1,...,n
{tk − tk−1}.

Dado un SUC {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) de�nimos las sumas de Riemann

RPn(T ) =
n∑

k=1

(tk − tk−1)T (tk−1).

Y seguidamente la integral de Riemann de T (t), como
∫ b

a

T (t)dt = ĺım
|Pn|→0

RPn(T ).
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donde el límite se toma sobre todas las Pn ∈ P . Consideremos una partición Pn como
antes; obsérvese que RPn(T ) es un operador, en ese caso, si consideramos una sucesión
de re�namientos P1 ⊆ P2 ⊆ ...., de tal forma que |Pn| → 0, y obtenemos para n > m

‖RPn(T )−RPm(T )‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(tk − tk−1)T (tk−1)−
m∑

k=1

(tk − tk−1)T (tk−1)

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

(tk − tk−1)T (tk−1)

∥∥∥∥∥ .

Ahora bien, dado que cada T (t) es un operador acotado y X es un espacio de Banach
el Teorema de Banach Steinhaus (1.2) nos garantiza que K := sup

t≥0
‖T (t)‖ < +∞, en

consecuencia

‖RPn(T )−RPm(T )‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

(tk − tk−1)T (tk−1)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

(tk − tk−1)K.

Note que, si |Pn| → 0 es equivalente a que la sucesión formada por los t0, t1, ..., tn, ...

elementos de las particiones Pn forman una sucesión de Cauchy, por lo tanto se garantiza
que (RPn(T ))n también forman una sucesión de Cauchy en L(X), y por ser un espacio
de Banach se garantiza dicha sucesión converge a un operador en L(X).

§2.3. Propiedades de un SUC

Teorema 2.1.

(a)
∫ b

a

T (t)(·)dt ∈ B(X).

(b) Si U y T son Semigrupos Uniformemente Continuos y A es acotado, entonces
∫ b

a

[AT (t) + U(t)]dt = A

∫ b

a

T (t)dt +

∫ b

a

U(t)dt.

(c) Para todo x ∈ X,

ĺım
h→0

1

h

∫ h

0

T (s)(x)ds = x.
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Demostración.

(a) Sean y, z ∈ X y α ∈ K.

∫ b

a

T (t)(αy + z)dt = ĺım
|P |→0

RP (T )(αy + z)

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)T (xk−1)(αy + z)

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)[αT (xk−1)(y) + T (xk−1)(z)]

= α ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)T (xk−1)(y) + ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)T (xk−1)(z)

= α ĺım
|P |→0

RP (T )(y) + ĺım
|P |→0

RP (T )(z)

= α

∫ b

a

T (t)ydt +

∫ b

a

T (t)zdt.

Esto es
∫ b

a

T (t)(x)dt ∈ L(X).

Para veri�car que es acotado consideremos y ∈ X de manera que ‖y‖ = 1;
entonces,

∥∥∥∥
∫ b

a

T (t)(y)dt

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)T (xk−1)(y)

∥∥∥∥∥

≤ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

‖(xk − xk−1)T (xk−1)(y)‖

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

|xk − xk−1| ‖T (xk−1)(y)‖

≤ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

|xk − xk−1| ‖T (xk−1)‖ ‖y‖

≤ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

|b− a|b ‖T‖ ‖y‖

= [b− a]b ‖T‖ < ∞.
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Por lo tanto ,
∫ b

a

T (t)(·)dt es acotado y
∥∥∥∥
∫ b

a

T (t)(·)dt

∥∥∥∥ ≤ [b− a]b ‖T‖ .

(b) Sea y ∈ X.

∫ b

a

[AT (t) + U(t)](y)dt = ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)[A(T (xk−1)) + U(xk−1)](y)

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)[A(T (xk−1))(y) + U(xk−1)(y)]

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)A(T (xk−1))(y)

+ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)U(xk−1)(y)

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)A(T (xk−1(y)))

+ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)U(xk−1)(y)

= ĺım
|P |→0

n∑

k=1

A((xk − xk−1)T (xk−1(y)))

+ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)U(xk−1)(y)

= A ĺım
|P |→0

n∑

k=1

((xk − xk−1)T (xk−1(y)))

+ ĺım
|P |→0

n∑

k=1

(xk − xk−1)U(xk−1)(y)

= A

∫ b

a

T (t)(y)dt +

∫ b

a

U(t)(y)dt.

(c) Sean x ∈ X y ε > 0.

Dado que ĺım
h→0

‖T (s)− I‖ = 0 tendremos que

ĺım
h→0

T (s)x = x,
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entonces podemos elegir δ > 0 de manera que

0 ≤ t < δ implica que ‖T (t)x− x‖ < ε. (2.5)

Luego, si 0 < t < δ se obtiene

∥∥∥∥
1

t

∫ t

0

T (τ)xdτ − x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
1

t

∫ t

0

T (τ)xdτ − 1

t

∫ t

0

xdτ

∥∥∥∥

=
1

t

∥∥∥∥
∫ t

0

[T (τ)x− x] dτ

∥∥∥∥

≤ 1

t

∫ t

0

‖T (τ)x− x‖ dτ

<
1

t

∫ t

0

εdτ = ε.

Completando la demostración de lo deseado. ¥

Corolario 2.1. Para todo t ≥ 0 y todo x ∈ X se tiene que

ĺım
h→0

∫ t+h

t

T (s)(x)ds = T (t)x.

Demostración. Se obtiene inmediatamente de (iii) del teorema anterior. ¥

§2.4. Acotamiento del generador in�nitesimal de un SUC

Proposición 2.2. Si {T (t)}t≥0 es un SUC con generador in�nitesimal Λ, entonces
D(Λ) = X y Λ ∈ B(X).

Demostración.
Por la parte (c) del teorema (2.1) podemos elegir δ > 0 lo su�cientemente pequeño de
manera que

∥∥∥∥I − 1

δ

∫ δ

0

T (s)ds

∥∥∥∥ < 1.

Además, la parte (a) del mismo teorema nos garantiza que I − 1

δ

∫ δ

0

T (s)ds es un
operador acotado; y en consecuencia, se sigue de la proposición (1.12) que
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I −
[
I − 1

δ

∫ δ

0

T (s)ds

]
=

1

δ

∫ δ

0

T (s)ds

es invertible y δ
1

δ

∫ δ

0

T (s)ds =

∫ δ

0

T (s)ds.
Consideremos h ∈ (0, δ).

1

h
[T (h)− I]

∫ δ

0

T (s)ds =
1

h

[
T (h)

∫ δ

0

T (s)ds−
∫ δ

0

T (s)ds

]

=
1

h

[∫ δ

0

T (h)T (s)ds−
∫ δ

0

T (s)ds

]

=
1

h

[∫ δ

0

T (h + s)ds−
∫ δ

0

T (s)ds

]

=
1

h

[∫ h+δ

h

T (s)ds−
∫ δ

0

T (s)ds

]

=
1

h

[∫ δ

h

T (s)ds +

∫ h+δ

δ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds−
∫ δ

h

T (s)ds

]

=
1

h

[∫ h+δ

δ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

]

Así,

1

h
[T (h)− I]

∫ δ

0

T (s)ds =
1

h

[∫ h+δ

δ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

]
.

Luego,

1

h
[T (h)− I] =

1

h

[∫ h+δ

δ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

](∫ δ

0

T (s)ds

)−1

(2.6)

Ahora bien, sabemos que

1

h

∫ h+δ

δ

T (s)ds → T (δ)
h→0

(2.7)

1

h

∫ h

0

T (s)ds → T (0) = I
h→0

(2.8)
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

De (2.6),(2.7) y (2.8) tenemos que:

1

h
[T (h)− I] →

h→0

[T (δ)− I](∫ δ

0

T (s)ds

) .

Esto nos garantiza que

ĺım
h→0+

1

h
[T (h)x− x] =

[T (δ)x− x](∫ δ

0

T (s)xds

)

existe para cada x ∈ X; así X = D(ΛT ).

Y �nalmente, note que AT = [T (δ)− I]

(∫ δ

0

T (s)ds

)−1

∈ B(X). ¥

§2.5. Correspóndencia entre un SUC y su generador

Como acabamos de demostrar en la sección anterior, para cada SUC existe generador
ini�nitesimal, el cual es un operador acotado. Además, éste es único, como podemos
ver a continuación.
Consideremos {T (t)}t≥0 un SUC, y AT y BT dos generadores in�nitesimales de este
semigrupo.
Por resultado de la proposición 2.2, tenemos que D(AT ) = X = D(BT ).
Además, para cada x ∈ X se tiene que los límites

AT x = ĺım
t↓0+

T (t)x− x

t
y BT x = ĺım

t↓0+

T (t)x− x

t

existen.
En consecuencia, AT x = BT x, para todo x ∈ X con lo cual queda demostrado que
AT = BT .
En seguida demostraremos que cada operador acotado genera un único SUC.

Proposición 2.3. Sean {S1(t)}t≥0 y {S2(t)}t≥0 dos semigrupos uniformemente conti-

nuos. Supongamos que ĺım
t↓0

S1(t)− I

t
= ĺım

t↓0
S2(t)− I

t
. Entonces, S1(t) = S2(t), para todo

t ≥ 0.
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

Demostración. La tesis se cumple de forma trivial para t = 0, dado que S1(0) = I =

S2(0). Para el caso en que t > 0 de�namos las siguientes funciones:

f : [0, t] −→ R y g : [0, t] −→ R

f(h) = ‖S1(h)‖ g(h) = ‖S2(h)‖

Por la continuidad uniforme de los semigrupos y la continuidad de la norma, se tiene
la continuidad de f y g.
Luego, por Teorema de Weiestrass, tenemos que como f y g son continuas en todo (0, t),
entonces existen C1, C2 > 0 tales que f(h) ≤ C1 y g(h) ≤ C2, para todo h ∈ [0, t].
Haciendo uso de la hipótesis

ĺım
t↓0

S1(t)− I

t
= ĺım

t↓0
S2(t)− I

t
= ΛS ∈ B(X),

dado ε > 0 podemos elegir δ1 = δ1(ε) > 0 y δ2 = δ2(ε), tal que

0 < h < δ1 ⇒
∥∥∥∥

1

h
(S1(h)− I)− ΛS

∥∥∥∥ <
ε

2tC1C2

; 0 < h < δ2 ⇒
∥∥∥∥

1

h
(S2(h)− I)− ΛS

∥∥∥∥ <
ε

2tC1C2

.

Si hacemos δ = mı́n {δ1, δ2} > 0, y 0 < h < δ

∥∥∥∥
1

h
S1(h)− 1

h
S2(h)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
1

h
S1(h)− I

h
− ΛS + ΛS +

I

h
− 1

h
S2(h)

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
1

h
(S1(h)− I)− ΛS + ΛS − 1

h
(S2(h)− I)

∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥

1

h
(S1(h)− I)− ΛS

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥ΛS − 1

h
(S2(h)− I)

∥∥∥∥
<

ε

2tC1C2

+
ε

2tC1C2

=
ε

tC1C2

. (2.9)

Además, dado que t > 0 y δ > 0 podemos hacer uso de la propiedad Arquímedeana
para elegir n ∈ N∗ tal que nδ > t, entonces, t

n
< δ.

Luego,
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

S1(t)− S2(t) = S1

(n

n
t
)
− S2

(n

n
t
)

= S1

(
(n− 0)

n
t

)
S2

(
0

n
t

)
− S1

(
(n− 1)

n
t

)
S2

(
1

n
t

)

+ S1

(
(n− 1)

n
t

)
S2

(
1

n
t

)
− S2

(n

n
t
)

= S1

(
(n− 0)

n
t

)
S2

(
0

n
t

)
− S1

(
(n− 1)

n
t

)
S2

(
1

n
t

)

+ S1

(
(n− 1)

n
t

)
S2

(
1

n
t

)
− S1

(
(n− 2)

n
t

)
S2

(
2

n
t

)

+ S1

(
(n− 2)

n
t

)
S2

(
2

n
t

)
− S2

(n

n
t
)

...

= S1

(
(n− 0)

n
t

)
S2

(
0

n
t

)
− S1

(
(n− 1)

n
t

)
S2

(
1

n
t

)

+ S1

(
(n− 1)

n
t

)
S2

(
1

n
t

)
− S1

(
(n− 2)

n
t

)
S2

(
2

n
t

)

+ S1

(
(n− 2)

n
t

)
S2

(
2

n
t

)
− . . . + S1

(
2

n
t

)
S2

(
(n− 2)

n
t

)

− S1

(
1

n
t

)
S2

(
(n− 1)

n
t

)
+ S1

(
1

n
t

)
S2

(
(n− 1)

n
t

)

− S1

(
0

n
t

)
S2

(
(n− 1 + 1)

n
t

)

=
n−1∑

k=0

[
S1

(
(n− k)

n
t

)
S2

(
k

n
t

)
− S1

(
n− k − 1

n
t

)
S2

(
(k + 1)

n
t

)]
.

Luego,
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CAPÍTULO 2. Semigrupos uniformemente continuos

‖S1(t)− S2(t)‖

=

∥∥∥∥∥
n−1∑

k=0

[
S1

(
(n− k)

n
t

)
S2

(
k

n
t

)
− S1

(
n− k − 1

n
t

)
S2

(
(k + 1)

n
t

)]∥∥∥∥∥

≤
n−1∑

k=0

∥∥∥∥S1

(
(n− k)

n
t

)
S2

(
k

n
t

)
− S1

(
n− k − 1

n
t

)
S2

(
(k + 1)

n
t

)∥∥∥∥

=
n−1∑

k=0

∥∥∥∥S1

(
(n− k − 1 + 1)

n
t

)
S2

(
k

n
t

)
− S1

(
n− k − 1

n
t

)
S2

(
(k + 1)

n
t

)∥∥∥∥

=
n−1∑

k=0

∥∥∥∥S1

(
(n− k − 1)

n
t

)
S1

(
1

n
t

)
S2

(
k

n
t

)
− S1

(
n− k − 1

n
t

)
S2

(
k

n
t

)
S2

(
1

n
t

)∥∥∥∥

=
n−1∑

k=0

∥∥∥∥S1

(
(n− k − 1)

n
t

)(
S1

(
1

n
t

)
− S2

(
1

n
t

))
S2

(
k

n
t

)∥∥∥∥

≤
n−1∑

k=0

∥∥∥∥S1

(
(n− k − 1)

n
t

)∥∥∥∥
∥∥∥∥S1

(
1

n
t

)
− S2

(
1

n
t

)∥∥∥∥
∥∥∥∥S2

(
k

n
t

)∥∥∥∥

≤
n−1∑

k=0

C1

∥∥∥∥S1

(
1

n
t

)
− S2

(
1

n
t

)∥∥∥∥ C2. (2.10)

Por (2.9), y (2.10) tenemos que

n−1∑

k=0

C1

∥∥∥∥S1

(
1

n
t

)
− S2

(
1

n
t

)∥∥∥∥ C2 <

n−1∑

k=0

C1εtC2

ntC1C2

=
nC1εtC2

ntC1C2

= ε.

Como ε > 0 es arbitrario, concluimos que S1(t) = S2(t) para todo t ≥ 0. ¥
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Capı́tulo 3
Semigrupos fuertemente continuos

En este capitulo estudiaremos semigrupos de operadores acotados que satisfacen una
condición más débil que la continuidad uniforme, y en consecuencia será una clase muy
útil especialmente en el estudio de muchas ecuaciones diferenciales parciales.

De�nición 3.1. Se dice que un semigrupo {T (t)}t≥0 de operadores acotados es fuerte-
mente continuo si para todo x ∈ X se tiene que ĺım

t→0+
T (t)x = x. También se dice que

T (t) es de clase C0 o que es un C0-semigrupo.

Observemos que todo SUC es también un C0-semigrupo. Sin embargo el recíproco no
necesariamente se cumple, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sea X = Cub(R+) el espacio de todas las funciones uniformemente
continua y acotadas de R+ en R, con la norma del supremo, y consideremos el semigrupo
{S(t) : t ≥ 0} se de�ne por

[S(t)f ](s) := f(t + s)

para cada f ∈ X y cada t, s ∈ R+.

Proposición 3.1. Sea {T (t)}t≥0 un C0-semigrupo. Entonces existen w ≥ 0 y M ≥ 1

tales que para todo t ≥ 0, ‖T (t)‖ ≤ Mewt.

Demostración.
En primer lugar, vamos a demostrar que existen δ > 0 y M ≥ 1 tales que

‖T (t)‖ ≤ M, (3.1)
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CAPÍTULO 3. Semigrupos fuertemente continuos

para todo t ∈ [0, δ]. Supongamos, por la contradicción, que este no es el caso, entonces
para cada δ > 0 existe tδ,n ∈ [0, δ] tal que ‖T (t)‖ ≥ n, para todo n ∈ N.
En particular, si consideramos δ =

1

n
, y denotamos tδ,n = tn para cada n ∈ N− {0}, se

obtiene que

‖T (tn)‖ > n, (3.2)

donde tn ∈
[
0,

1

n

]
para cada n ∈ N− {0}.

Recordando que, para cada x ∈ X, ĺım
n→∞

T (tn)x = x, obtenemos que la familia {T (tn); n ∈
N−{0}} de operadores lineales acotados está acotado puntualmente, es decir, para cada
x ∈ X, el conjunto {T (tn)x; n ∈ N− {0}} es acotado.
Por el Principio de acotación uniforme se desprende que esta familia está acotada uni-
formemente lo cual se contradice con (3.2). Queda así demostrada que se cumple (3.1).
Note que T (0) = I, en cuyo caso se tiene que

‖T (0)‖ = sup
‖x‖=1

‖T (0)x‖ = sup
‖x‖=1

‖x‖ = 1,

lo cual veri�ca que M ≤ 1.
Para continuar con la demostración, supongamos que t ≥ 0 en virtud del Lema de
Euclides, existen m ∈ N y η ∈ [0, δ) tales que t = δm + η.
Así,

‖T (t)‖ = ‖T (δm + η)‖
= ‖T (δ + δ + . . . + δ + η)‖
= ‖T (δ)T (δ) . . . T (δ)T (η)‖
= ‖T (δ)mT (η)‖
≤ MmM

≤ M
t
δ M = M

t
δ
+1.

Dado que M ≥ 1 podemos considerar w :=
1

δ
logM ≥ 0.

Entonces, ew = M
1
δ y de esta manera, etw = M

t
δ para todo t ≥ 0. Y con esto,

‖T (t)‖ ≤ Mewt.

Con lo cual queda completada la demostración. ¥
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Observación 3.1. Si {T (t) : t ≥ 0} es un semigrupo uniformemente continuo cuyo
generador es Λ, entonces (3.1) se cumple para M = 1 y ω = ‖Λ‖.

Un C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} es llamado un C0-semigrupo de contracciones, u
operadores no expansivos, si M = 1 y ω = 0 en (3.1).

Proposición 3.2. Si {T (t)}t≥0 es un C0-Semigrupo, entonces para cada x ∈ X la
función φx : [0,∞) → X de�nida por φx(t) = T (t)x es continua.

Demostración.
Sean t ≥ 0 y h ∈ [0, t]. Tenemos que:

‖T (t + h)x− T (t)x‖ = ‖T (t)T (h)x− T (t)x‖
= ‖T (t)(T (h)x− x)‖
≤ ‖T (t)‖ ‖T (h)x− x‖
≤ Mewt ‖T (h)x− x‖ .

El lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando h ↓ 0. De manera similar,
tendremos que

‖T (t− h)x− T (t)x‖ = ‖T (t− h)x− T (t− h + h)x‖
= ‖T (t− h)x− T (t− h)T (h)x)‖
≤ ‖T (t− h)‖ ‖x− T (h)x‖
≤ Mew(t−h) ‖x− T (h)x‖
≤ Mew(t−h) ‖T (h)x− x‖ .

Y este último límite tiende a cero cuando h ↓ 0. De esta manera, podemos concluir que
φx(t) = T (t)x es continua. ¥

Corolario 3.1. Si {T (t) : t ≥ 0} es un C0-semigrupo, entonces la aplicación (t, x) 7−→
T (t)x es continua desde [0, +∞)×X a X.

Demostración. Sean x, y ∈ X y t ≥ 0 y h ∈ R+ con t+h ≥ 0. Necesitamos distinguir
dos casos: h > 0 y h < 0.
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En el primer caso, en que h > 0, se tiene que

‖T (t + h)y − T (t)x‖ = ‖T (t + h)y − T (t + h)x + T (t + h)x− T (t)x‖
≤ ‖T (t + h)y − T (t + h)x‖+ ‖T (t + h)x− T (t)x‖
≤ ‖T (t + h)‖‖y − x‖+ ‖T (t + h)x− T (t)x‖
≤ Me(t+h)ω‖y − x‖+ ‖T (t)‖‖T (h)x− x‖,

lo que demuestra que

ĺım
(τ,y)→(t+,x)

T (τ)y = T (t)x.

En el caso en que h < 0, y considerando h lo su�cientemente pequeño, tal que t+h > 0,
se tiene que

‖T (t + h)y − T (t)x‖ = ‖T (t + h)y − T (t + h− h)x‖ = ‖T (t + h)y − T (t + h)T (−h)x‖
≤ ‖T (t + h)‖‖y − T (−h)x‖
≤ Me(t+h)ω(‖y − x‖+ ‖y − T (−h)x‖),

lo cual implica que

ĺım
(τ,y)→(t−,x)

T (τ)y = T (t)x.

Completándose a sí la demostración. ¥
Como consecuencia los resultados anteriores, podemos de�nir la integral de Riemann∫ b

a

T (s)xds para todo x ∈ X.

La de�nición de generador in�nitesimal para un C0-semigrupo es la misma que para un
SUC:

ΛT : D(AT ) ⊆ X → X

D(ΛT ) =

{
x ∈ X : ĺım

t→0+

T (t)x− x

t
existe

}

ΛT x = ĺım
t→0+

T (t)x− x

t
=

d+

dt
T (t)x
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para cada x ∈ D(AT ).
Veremos que en este caso, aunque es posible que D(AT ) * X, se veri�ca que D(AT ) =

X. Más aún, dado que la continuidad fuerte es una condición más débil que la con-
tinuidad uniforme, esperamos que ΛT también tenga una propiedad un poco más débil
que el ser acotado. El siguiente resultado será útil para con�rmar esos dos hechos.

Teorema 3.1. Sean {T (t)}t≥0 un C0-semigrupo y ΛT su generador in�nitesimal. En-
tonces:

a. Para todo x ∈ X, ĺım
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x;

b. Para todo x ∈ X,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(ΛT ); y

ΛT

[∫ t

0

T (s)xds

]
= T (t)x− x

c. Para todo x ∈ D(ΛT ), T (t)x ∈ D(ΛT ); y

d

dt
T (t)x = ΛT T (t)x = T (t)ΛT x

d. Para todo x ∈ D(ΛT ),

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (η)ΛT xdη =

∫ t

s

ΛT T (η)xdη

Demostración.

a. Note que
∥∥∥∥

1

h

∫ t+h

t

T (τ)xdτ − T (t)x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
1

h

∫ t+h

t

T (τ)xdτ − 1

h

∫ t+h

t

T (t)xdτ

∥∥∥∥ (3.3)

≤ 1

h

∫ t+h

t

‖T (τ)x− T (t)x‖ dτ. (3.4)

Por la proposición 3.2 para ε > 0 existe δ > 0 de manera que

|τ − t| < δ, implica que ‖T (τ)x− T (t)x‖ < ε. (3.5)
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Entonces, de (3.3) y (3.5) se obtiene que para |h| < δ,
∥∥∥∥

1

h

∫ t+h

t

T (τ)xdτ − T (t)x

∥∥∥∥ ≤ 1

h

∫ t+h

t

‖T (τ)x− T (t)x‖ dτ

<
1

h

∫ t+h

t

εdτ

=
h

h
ε = ε.

Quedando demostrado (a).

b. Sean x ∈ X y h > 0. Entonces,

T (h)− I

h

∫ t

0

T (s)xds =
1

h

[
T (h)

∫ t

0

T (s)xds− I

∫ t

0

T (s)xds

]

=
1

h

[∫ t

0

T (h)T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

]

=
1

h

[∫ t

0

T (h + s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

]

=
1

h

[∫ t+h

h

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

]

=
1

h

[∫ t

h

T (s)xds−
∫ t+h

t

T (s)xds−
∫ h

0

T (s)xds−
∫ t

h

T (s)xds

]

=
1

h

[∫ t+h

t

T (s)xds−
∫ h

0

T (s)xds

]

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds.

Tomando límite, con h → 0, nos queda que:

ĺım
h→0

T (h)− I

h

∫ t

0

T (s)xds = ĺım
h→0

[
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds

]

Lo anterior debido a que la parte (a) nos asegura la existencia de los límites

ĺım
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x y ĺım
h→0

1

h

∫ h

0

T (s)xds = x.
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CAPÍTULO 3. Semigrupos fuertemente continuos

De manera que
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(ΛT )

Y por ser x ∈ X arbitrario, la propiedad se cumple para todo x ∈ X.

Además,

ΛT

(∫ t

0

T (s)xds

)
= ĺım

h→0

T (h)− I

h

∫ t

0

T (s)xds

= ĺım
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− ĺım
h→0

1

h

∫ h

0

T (s)xds

= T (x)x− x.

c. Sean x ∈ D(ΛT ) y h > 0. Entonces,

[
T (h)− I

h

]
T (t)x =

[
T (h)T (t)− IT (t)

h

]
x

=

[
T (h + t)− T (t)

h

]
x

=

[
T (t + h)− T (t)

h

]
x

=

[
T (t)T (h)− T (t)

h

]
x

= T (t)

[
T (h)− I

h

]
x

= T (t)

[
T (h)x− x

h

]
.

Tomando límite cuando h ↓ 0, nos queda

ĺım
h↓0

([
T (h)− I

h

]
T (t)x

)
= ĺım

h↓0

(
T (t)

[
T (h)x− x

h

])
= T (t) ĺım

h↓0

([
T (h)x− x

h

])
,

dado que la hipótesis nos garantiza que ĺımh↓0
([

T (h)x−x
h

])
del lado derecho de la

igualdad anterior existe, entonces el del lado derecho también existe y

ΛT T (t)x = T (t)ΛT x.
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De donde se tiene que ΛT T (t)x =
d+

dt
T (t)x = T (t)ΛT x

Por otra parte, para ver que existe d−

dt
T (t)x se tiene que

ĺım
h↓0

(
T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)ΛT x

)

= ĺım
h↓0

(
T (t− h + h)x− T (t− h)x

h
− T (t)ΛT x

)

= ĺım
h↓0

(
T (t− h)T (h)x− T (t− h)x

h
− T (t)ΛT x

)

= ĺım
h↓0

(
T (t− h)T (h)x− T (t− h)x

h
− T (t− h)ΛT x + T (t− h)ΛT x− T (t)ΛT x

)

= ĺım
h↓0

(
T (t− h)(T (h)x− x)

h
− T (t− h)ΛT x + T (t− h)ΛT x− T (t)ΛT x

)

= ĺım
h↓0

(
T (t− h)

[
(T (h)x− x)

h
− ΛT x

]
+ [T (t− h)ΛT x− T (t)ΛT x]

)
.

Sabemos que T (t− h) está acotado para todos los h ∈ [0, t] y x ∈ D(ΛT ), de esta
manera T (t− h)

[
(T (h)x− x)

h
− ΛT x

]
→ 0 cuando h → 0.

Además, la proposición 3.2 nos garantiza que

T (t− h)ΛT x− T (t)ΛT x = [T (t− h)− T (t)]ΛT x → 0,

cuando h ↓ 0.

De esta manera, se concluye que

ĺım
h↓0

(
T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)ΛT x

)
= 0.

Es decir, d−
dt

T (t)x = T (t)ΛT x. Aún más,

d

dt
T (t)x = T (t)ΛT x = ΛT T (t)x.

d. Sea x ∈ D(ΛT ) Sabemos que d
dt

T (t)x = T (t)ΛT x = ΛT T (t)x. Entonces,

∫ t

s

d

dη
T (η)xdη =

∫ t

s

T (η)ΛT xdη =

∫ t

s

ΛT T (η)xdη
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T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (η)ΛT xdη =

∫ t

s

ΛT T (η)xdη.

¥

§3.1. El generador in�nitesimal de un C0 semigrupo.

En esta sección se demostrará dos propiedades básicas del generador in�nitesimal de
un C0-semigrupo: La densidad del dominio y la cerradura del grá�co.
Comenzamos recordando las siguientes de�niciones:

De�nición 3.2. Un operador Λ : D(Λ) ⊆ X → X se dice cerrado, si su grá�co es
cerrado en X ×X.

De�nición 3.3. Sean X,Y espacios de Banach y Λ : D(Λ) ⊆ X → Y un operador. Se
dice que Λ es cerrado si dada una sucesión {xn}n∈N ⊆ D(Λ) que satisface ĺım

n→+∞
xn =

x ∈ X y ĺım
n→+∞

Λxn = y ∈ Y se tiene que x ∈ D(Λ) y Λx = y.

Un resultado que será posteriormente de utilidad en este trabajo es el siguiente teorema,
sin embargo, su demostración escapa del objetivo, por lo tanto sólo se enuncia:

Teorema 3.2 (Hille). Sea A : D(A) ⊆ X → Y un operador lineal cerrado y x : Ω →
D(A). Entonces

∫

Ω

Ax(τ)dτ = A

∫

Ω

x(τ)dτ,

donde Ω ⊆ Rn.

Teorema 3.3. Si ΛT es el generador in�nitesimal de un C0-semigrupo {T (t)}t≥0, en-
tonces D(ΛT ) = X y Λ es un operador cerrado.

Demostración. Sea x ∈ X. En virtud del teorema 3.1 se tiene que para cada n ∈ N,

xn = n

∫ 1
n

0

T (s)xds ∈ D(ΛT ) y ĺım
n→+∞

xn = ĺım
n→+∞

n

∫ 1
n

0

T (s)xds = x,

con lo cual queda demostrado que D(ΛT ) es denso en X.
A continuación, consideremos (xn)n∈N una sucesión en D(Λ) tal que

ĺım
n→∞

xn = x y ĺım
n→∞

Λxn = y.
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Por el teorema 3.1, se sigue que

T (h)xn − xn =

∫ h

0

T (τ)Λxndτ

para cada n ∈ N y cada h > 0. Pasando al límite en esta igualdad, obtenemos

T (h)x− x =

∫ h

0

T (τ)ydτ.

Nuevamente, en virtud del teorema 3.1, se tiene que que existe el límite

ĺım
h↓0

1

h

∫ h

0

T (τ)ydτ = y.

De esta relación, y el anterior, se deduce que x ∈ D(Λ) y Λx = y. Con lo cual se
completa la demostración.

¥
Al igual que en el caso uniformemente continuo, el generador in�nitesimal caracteriza
al semigrupo.

Proposición 3.3. Sean {T (t)}t≥0 y {S(t)}t≥0 dos C0-semigrupos con generadores in-
�nitesimales A y B respectivamente. Entonces A = B si, y sólo si T (t) = S(t) para
todo t ≥ 0.

Demostración. De la de�nición de generador in�nitesimal se tiene inmediatamente
que si T (t) = S(t), para cada t ≥ 0 entonces A = B.
Recíprocamente, supongamos que A = B. Sean x ∈ X y t ≥ 0. De�nimos la función
φt : [0, t] → X dada por φt(s) = T (t− s)S(s)x. Luego,

d

ds
φt(s) =

[
d

ds
T (t− s)

]
S(s) + T (t− s)

d

ds
S(s)

= −AT (t− s)S(s) + T (t− s)BS(s)

= −T (t− s)AS(s) + T (t− s)BS(s)

= −T (t− s)AS(s) + T (t− s)AS(s)

= 0.

De donde se concluye que φt es constante en [0, t]. En particular, φt(0) = φt(t). Es decir,
T (t)x = S(t)x, para todo t ≥ 0, y todo x ∈ X. ¥
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Capı́tulo 4
Teorema de Hille-Yosida.

Este capítulo se dedica a la presentación del resultado fundamental dentro de de la
teoría de la C0-semigroups como es el teorema de Hille-Yosida.
Este teorema caracteriza un operador lineal cerrado y el generador in�nitesimal de un
semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales en un espacio de Banach, con
importantes implicaciones en la teoría de ecuaciones diferenciales en los problemas de
evolución.
Esto le da una delimitación muy precisa de la clase de operadores lineales A, que
actúan en un espacio de Banach X, que generan un C0-semigrupo de operadores lineales
acotados cuyas normas no superan la unidad.

Del capitulo anterior tenemos que todo C0-semigrupo satisface ‖T (t)‖ ≤ Mewt, para
cada t ≥ 0 para ciertas constantes M ≥ 1 y w ≥ 0. Si w = 0, T (t) se dice uniforme-
mente acotado y si además M = 1, se llama C0 semigrupo de contracciones.

Supongamos que {T (t)}t≥0 es un C0-semigrupo de contracciones, entonces, para cada
t ≥ 0, x, y ∈ X se tiene que

‖T (t)x− T (t)y‖ = ‖T (t)(x− y)‖
≤ ‖T (t)‖ ‖x− y‖
= ‖x− y‖ .

Esta clase particular de semigrupos es muy interesante por su rol en diversas aplica-
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ciones. En lo que sigue queremos caracterizar los generadores in�nitesimales de C0-
semigrupos de contracciones.

De�nición 4.1. Si A es un operador lineal, no necesariamente acotado, en X, el con-
junto resolvente ρ(A) de A se de�ne mediante

ρ(A) = {λ ∈ C : λI−A es invertible y R(λ, A) := (λI−A)−1 es un operador acotado en X}.

En este caso a los λ se les llaman valores regulares.
La familia formada por los operadores lineales acotados R(λ; A), con λ ∈ ρ(A) se llama
la resolvente de A.

Teorema 4.1 (Hille-Yosida). Un operador lineal A : D(A) → X, es el generador
in�nitesimal de un C0-semigrupo de contracciones si y sólo si

(i) A es cerrado y densamente de�nido, esto es, D(A) = X.

(ii) El conjunto resolvente ρ(A) de A contiene a R+ y para todo λ > 0 se tiene

‖R(λ; A)‖ ≤ 1

λ
.

Demostración. Comenzamos con la condición necesaria. Sea A : D(A) ⊆ X → X el
generador in�nitesimal de un C0-semigrupo de contracciones {T (t)}t≥0.
Entonces, el teorema 3.3 nos garantiza que es cerrado y D(A) = X, por lo tanto se
cumple (i).
A �n de demostrar (ii), sean λ > 0, x ∈ X postulamos como candidato a la inversa de
λI − A al operador de�nido por:

R(λ)x :=

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt.

Con el �n de demostrar que la integral en el lado derecho de la igualdad anterior
es convergente recordemos que t → T (t)x es continuo y uniformemente acotado; la
integral impropia existe en el sentido de Riemann y de�ne un operador lineal acotado
que satisface
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‖R(λ)x‖ =

∥∥∥∥
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥

≤
∫ ∞

0

∥∥e−λtT (t)x
∥∥ dt

=

∫ ∞

0

e−λt ‖T (t)x‖ dt

≤
∫ ∞

0

e−λt ‖x‖ dt

= ‖x‖
∫ ∞

0

e−λt ‖x‖ dt

=
‖x‖
λ

.

Así, vemos que R(λ) está bien de�nido, claramente es lineal y acotado con

‖R(λ)‖ ≤ 1

λ
.

Con lo que, bastaría demostrar que R(λ) es efectivamente la inversa de λI − A.
En efecto, dado h > 0,

T (h)− I

h
R(λ)x

=
T (h)− I

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞

0

e−λt[T (h)T (t)x− T (t)x]dt

=
1

h

∫ ∞

0

e−λt[T (h + t)x− T (t)x]dt

=
1

h

∫ ∞

h

e−λ(t−h)T (t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

[
eλh

∫ ∞

h

e−λtT (t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]

=
1

h

[
eλh

∫ ∞

h

e−λtT (t)xdt + eλh

∫ h

0

e−λtT (t)xdt− eλh

∫ h

0

e−λtT (t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]

=
1

h

[
eλh

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− eλh

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]

=
eλh − 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt.
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Tomando límite cuando h ↓ 0, nos queda:

ĺım
h↓0

T (h)− I

h
R(λ)x

= ĺım
h↓0

[
eλh − 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt

]

= ĺım
h↓0

eλh − 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− ĺım
h↓0

eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt

= λ

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− x

= λR(λ)x− x.

Esto signi�ca que, para cada x ∈ X y cada λ > 0, R(λ)x ∈ D(A) y

AR(λ)x = λR(λ)x− x.

Luego,

(λI − A)R(λ) = λIR(λ)− AR(λ) = λR(λ)− (λR(λ)− I) = I.

Ahora, para x ∈ D(A) y usando el teorema 3.3, que nos garantiza que A es un operador
cerrado tenemos que

R(λ)Ax =

∫ ∞

0

e−λtT (t)Axdt

=

∫ ∞

0

e−λtAT (t)xdt

= A

(∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

)

= A(R(λ))x.

Hemos obtenido entonces que R(λ) y A conmutan sobre D(A); en consecuencia para
cada x ∈ D(A)

R(λ)(λI − A)x = λR(λ)Ix−R(λ)Ax = λR(λ)Ix− AR(λ)x = λR(λ)x− (λR(λ)x− x) = x.

Así, λI−A es invertible para todo λ > 0, con inversa R(λ), para cada λ > 0. De donde
tenemos que (0,∞) ⊂ ρ(A). Se completa la demostración de la condición necesaria.
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§4.0.1. Regularizada de Yosida

Antes de demostrar la su�ciencia de las condiciones (i) y (ii), necesitamos algunos
resultados preliminares:

Lema 4.1. Sea A un operador que satisface (i) y (ii) del Teorema de Hille-Yosida. Si
R(λ; A) = (λI − A)−1 entonces ĺım

λ→∞
λR(λ; A)x = x para cada x ∈ X.

Demostración.
Sean x ∈ D(A) y λ > 0, entonces

(λI − A)−1(λI − A)x = x

R(λ; A)(λI − A)x = x

λR(λ; A)x−R(λ; A)Ax = x

λR(λ; A)x− x = R(λ; A)Ax

‖λR(λ; A)x− x‖ = ‖R(λ; A)Ax‖

En consecuencia,

‖λR(λ; A)x− x‖ = ‖R(λ; A)Ax‖ ≤ 1

λ
‖Ax‖.

El lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando λ →∞; así,

ĺım
λ→∞

λR(λ; A)x = x.

Cumpliéndose así la tesis para cada x ∈ D(A).
Consideremos ahora, x ∈ X, entonces, haciendo uso de (i) que garantiza que A está
densamente de�nido, podemos elegir una sucesión {xn} ⊆ D(A) con xn → x.

‖λR(λ; A)x− x‖ = ‖λR(λ; A)(x− xn + xn)− xn + xn − x‖
= ‖λR(λ; A)(x− xn) + λR(λ; A)xn − xn + xn − x‖
≤ ‖λR(λ; A)(x− xn)‖+ ‖λR(λ; A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖
≤ λ ‖R(λ; A)‖ ‖(x− xn)‖+ ‖λR(λ; A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖
≤ λ

1

λ
‖(x− xn)‖+ ‖λR(λ; A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

= 2 ‖(x− xn)‖+ ‖λR(λ; A)xn − xn‖
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Luego, como cada xn ∈ D(A) utilizamos la parte anterior obteniendo

ĺım sup
λ→∞

‖λR(λ; A)x− x‖ ≤ 2 ‖(x− xn)‖+ ĺım sup
λ→∞

‖λR(λ; A)xn − xn‖ = 2 ‖(x− xn)‖ .

Así,

ĺım
n→∞

ĺım sup
λ→∞

‖λR(λ; A)x− x‖ ≤ ĺım
n→∞

2 ‖(x− xn)‖
ĺım sup

λ→∞
‖λR(λ; A)x− x‖ ≤ 0.

Ahora bien, si recordamos que

0 ≤ ĺım inf
λ→∞

‖λR(λ; A)x− x‖ ≤ ĺım sup
λ→∞

‖λR(λ; A)x− x‖ ≤ 0

obtenemos

ĺım sup
λ→∞

‖λR(λ; A)x− x‖ = ĺım inf
λ→∞

‖λR(λ; A)x− x‖ = 0,

o equivalentemente,

ĺım
λ→∞

λR(λ; A)x = x.

Quedando demostrado el lema. ¥

Ahora de�nimos, para cada λ > 0, la aproximación o regulada de Yosida de A por

Aλ = λAR(λ; A) = λA(λI − A)−1 = λ2R(λ; A)− λI. (4.1)

Aλ es una aproximación de A en el siguiente sentido:

Lema 4.2. Sea A un operador que satisface (i) y (ii) del teorema (4.1) de Hille-Yosida.
Si Aλ es la regulada de Yosida de A, entonces

ĺım
λ→∞

Aλx = Ax para cada x ∈ D(A). (4.2)

Demostración. Para cada x ∈ D(A) tenemos que Ax ∈ D(A) y por el lema 4.1

ĺım
λ→∞

λR(λ; A)Ax = Ax.
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Además, por la de�nición de Aλ se tiene que

ĺım
λ→∞

Aλx = ĺım
λ→∞

λAR(λ; A)x

= ĺım
λ→∞

λR(λ; A)Ax

= Ax.

¥

Lema 4.3. Sea A un operador que satisface (i) y (ii) del teorema (4.1) de Hille-Yosida.
Si Aλ es la regularizada de Yosida de A, entonces Aλ es el generador in�nitesimal de
un semigrupo uniformemente continuo de contracciones etAλ. Además, por cada x ∈ X,
λ, µ > 0

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖. (4.3)

Demostración. De (4.1) es claro que Aλ es un operador lineal acotado y por lo tanto
el generador in�nitesimal del semigrupo uniformemente continuo etAλ de operadores
lineales acotados. Además,

‖etAλ‖ = ‖et(λ2R(λ;A)−λI)‖
= ‖etλ2R(λ;A)−λt)‖
= e−λt‖etλ2R(λ;A)‖
≤ e−λtetλ2‖R(λ;A)‖

≤ e−λtetλ21/λ

≤ 1,

entonces etAλ es un semigrupo de contracciones.
Se desprende de las de�niciones que etAλ , etAµ , Aλ y Aµ conmutan una con otra. En
consecuencia

57



CAPÍTULO 4. Teorema de Hille-Yosida.

∥∥etAλx− etAµx
∥∥ =

∥∥∥∥
∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµx)ds

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∫ 1

0

(tAλe
tsAλet(1−s)Aµx− tAµe

tsAλet(1−s)Aµx)ds

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∫ 1

0

(tetsAλet(1−s)AµAλx− tetsAλet(1−s)AµAµx)ds

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∫ 1

0

tetsAλet(1−s)Aµ(Aλx− Aµx)ds

∥∥∥∥

≤
∫ 1

0

t
∥∥etsAλ

∥∥ ∥∥et(1−s)Aµ
∥∥ ‖Aλx− Aµx‖ ds

≤
∫ 1

0

t ‖Aλx− Aµx‖ ds

= t ‖Aλx− Aµx‖ .

Como se esperaba demostrar. ¥

§4.0.2. Demostración de la su�ciencia del Teorema de Hille-Yosida

Sea x ∈ D(A). Entonces

∥∥etAλx− etAµx
∥∥ ≤ t ‖Aλx− Aµx‖

= t ‖Aλx− Ax + Ax− Aµx‖
≤ t ‖Aλx− Ax‖+ t ‖Ax− Aµx‖ . (4.4)

Por (4.4) y el lema 4.1 se sigue que para cada x ∈ D(A), (etAλx)λ≥0 es una sucesión de
Cauchy y por lo tanto es convergente. Aún más, la convergencia es uniforme sobre los
intervalos acotados [0, τ ].
Por otro lado, para x ∈ X, dado que D(A) es denso en X, podemos elegir una sucesión
{xn}n∈N ⊆ D(A) de manera que xn → x cuando n →∞. Así,
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∥∥etAλx− etAµx
∥∥ =

∥∥etAλ(x− xn + xn)− etAµ(x− xn + xn)
∥∥

=
∥∥etAλ(x− xn) + etAλxn − etAµ(x− xn)− etAµxn

∥∥
≤

∥∥etAλ(x− xn)− etAµ(x− xn)
∥∥ +

∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥
≤ ∥∥etAλ(x− xn)

∥∥ +
∥∥etAµ(x− xn)

∥∥ +
∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥
≤

∥∥etAλ
∥∥ ‖(x− xn)‖+

∥∥etAµ
∥∥ ‖(x− xn)‖+

∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥
≤ 2 ‖(x− xn)‖+

∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥
≤ 2 ‖(x− xn)‖+ t ‖Aλxn − Axn‖+ t ‖Axn − Aµxn‖ .

Si hacemos que n →∞

∥∥etAλx− etAµx
∥∥ ≤ ĺım

n→∞

∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥ + ĺım
n→∞

t ‖Axn − Aµxn‖ .

Y cuando λ, µ →∞

ĺım
λ,µ→∞

∥∥etAλx− etAµx
∥∥ = 0.

Por lo tanto
De donde, concluimos que {etAλx}λ≥0 es una sucesión de Cauchy para todo x ∈ X, y
por tanto convergente uniformemente sobre intervalos acotado.
Para cada x ∈ X, de�namos

T (t)x := ĺım
λ→∞

etAλx. (4.5)

El límite de (4.5) es de nuevo uniforme en intervalos acotados.
Veamos que el límite T (t) en (4.5) satisface las propiedades de semigrupo:

T (0)x = ĺım
λ→∞

e0Aλx = Ix.
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Para s, t > 0

T (s + t)x = ĺım
λ→∞

e(s+t)Aλx

= ĺım
λ→∞

esAλ+tAλx

= ĺım
λ→∞

esAλetAλx

= ĺım
λ→∞

esAλx ĺım
λ→∞

etAλx

= T (s)T (t).

Además tenemos que

‖T (t)‖ =
∥∥etAλ

∥∥ ≤ 1.

Por otra parte, la función t → T (t)x es continua en [0, τ ] para cada τ > 0, por tratarse
de límite uniforme de funciones continuas: t → esAλx. En conclusión, concluimos que
T (t) es un C0-semigrupo.
Para concluir la demostración, basta veri�car que A es el generador in�nitesimal de
T (t).
Sea x ∈ D(A). Tenemos que:

T (t)x− x = ĺım
λ→∞

(etAλx− x)

= ĺım
λ→∞

(etAλx− e0Aλx)

= ĺım
λ→∞

∫ t

0

d

ds
esAλxds

= ĺım
λ→∞

∫ t

0

esAλAλxds

=

∫ t

0

T (s)Axds,

donde la última igualdad se cumple, debido a que esAλAλx converge uniformemente a
T (s)Ax en el intervalo [0, τ ].
Luego, si B es el generador in�nitesimal de T (t), se deduce que D(A) ⊆ D(B) .
Veamos que además, Bx = Ax, para cada x ∈ D(A). En efecto, sea x ∈ D(A), t > 0
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T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)Axds ⇒ T (t)x− x

t
=

1

t

∫ t

0

T (s)Axds

⇒ ĺım
t→0+

T (t)x− x

t
= ĺım

t→0+

1

t

∫ t

0

T (s)Axds

⇒ ĺım
t→0+

T (t)x− x

t
= T (0)Ax = Ax.

Como el límite existe para los x ∈ D(A) entonces x ∈ D(B), y como es arbitrario pero
�jo, tenemos que D(A) ⊆ D(B). Y además, Bx = Ax, para cada x ∈ D(A).
Por hipótesis (ii) conocemos que 1 ∈ ρ(A), y por el directo, 1 ∈ ρ(B). En particular
(I −B)D(B) = X, pero como D(B) ⊇ D(A se obtiene:

X = (I −B)D(B) ⊇ (I −B)D(A) = (I − A)D(A) = X.

En consecuencia,

D(B) = (I −B)−1X

= (I −B)−1(I − A)D(A)

= (I − A)−1(I − A)D(A)

= D(A).

Por tanto, B = A en D(A). ¥
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