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CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Introducciéon

Una 1-forma sobre una variedad diferenciable M, puede ser descrita como una fun-
cién que a cada punto de la variedad le asigna un covector, el cual es un funcional lineal
sobre el espacio tangente a M en dicho punto. Al concentrar nuestra atencién en el fibrado
tangente T'(M) de M, es posible construir a partir de él, el fibrado dual llamado fibrado
cotangente 7 (M) cuyas secciones diferenciables son precisamente, las 1-formas.

Si consideramos una funcién diferenciable f : M — R, la diferencial df es una
1-forma sobre M. Pero existen 1-formas que no se pueden expresar como la diferencial
de alguna funcién f € C°°(M). Cuando esto ocurre, la 1-forma es llamada exacta. Al
igual, existen 1-formas que son localmente exactas, es decir, en cada punto de la variedad
existe un entorno en el cual la 1-forma es exacta. La relacion entre las formas exactas y las
formas localmente exactas nos da informacién sobre la topologia de la variedad M a través
del espacio H'(M), llamado el espacio de primera cohomologia de de Rham, un espacio
vectorial cuyos elementos son clases de equivalencia de 1-formas localmente exactas, donde
dos 1-formas localmente exactas son equivalentes si y sélo si su diferencia es una 1-forma
exacta.

El presente trabajo, basado en el desarrollo del capitulo 6 de la referencia principal
[C], comienza con la construccién de un fibrado vectorial cualquiera, a partir de la defini-
cién de un cociclo v y un isomorfismo de fibrados. Se establece que todo fibrado construido
desde un cociclo proveniente del fibrado, es isomorfo al fibrado original. Partiendo del co-
ciclo que caracteriza al fibrado se introduce la definicién del llamado fibrado dual, cuyas

fibras son isomorfas al dual de las fibras del fibrado inicial.

En el capitulo 2 se aplica la construccién del fibrado vectorial arbitrario, al fibrado
tangente T'(M) de una variedad M y se define el fibrado cotangente 7™ (M ). El conjunto

AY(M) de 1-formas sobre M, tiene estructrura de C*°(M)-médulo y se define un isomor-
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fismo de médulos que da la representacién canénica de las 1-formas. Luego se definen la
derivada exterior y los pull-back, con lo que se evidencia la funtorialidad de A', de la
catergoria de variedades diferenciables y funciones diferenciables a la categoria de espacios
vectoriales y aplicaciones lineales.

Al considerar curvas diferenciables sobre la variedad M se define, en el capitulo 3, las
integrales de linea, mediante las cuales se caracteriza las 1-formas exactas. En este mismo
capitulo se define la homotopia diferenciable entre lazos diferenciables a trozos. Gracias
a la homotopia diferenciable podemos establecer que la integral es invariante sobre lazos
homotdpicos y de aqui se prueba que en R™ toda 1-forma localmente exacta es exacta.

En el capitulo 4 trabajamos con el funtor contravariante H! y, despues de definir
el espacio H'(M), se define la equivalencia homotépica de una funcién diferenciable f :
M — N, que induce un isomorfismo lineal entre H!(N) y H'(M) para concluir con el
espacio de primera cohomologia de S*.

Algunas aplicaciones topolégicas de H'(S') sobre la teoria del grado son vistas en el
capitulo 5, donde se realizan algunos preliminares sobre el grado médulo 2. Se estudia luego
el grado de una aplicacién sobre S', primero desde el punto de vista del levantamiento
de una aplicacion diferenciable y después en términos de valores regulares. Se aplica esta
teorfa para demostrar el Teorema Fundamental del Algebra. Finalizamos el capitulo con
algunos comentarios sobre la estructura de w[S*, S1] y el isomorfismo canénico que existe
entre este conjunto y el grupo fundamental 71 (S*, 1).

Al final recogemos en un apéndice los resultados y definiciones principales sobre la
teoria de categorias y funtores, espacios de recubrimiento y grupo fundamental que son
utilizados en este trabajo. Para las definiciones principales de la teoria de categorias puede
consultarse las referencias [BT] y [C]. Sobre espacios de recubrimiento y grupo fundamental
referimos a [C], [Ma] y [Mu2].

1.2. Construccion de un fibrado vectorial

DEFINICION 1 Sean M una m-variedad diferenciable, F una variedad diferenciable de
dimensién (m +n) y # : E — M una funcién sobreyectiva y diferenciable. El sis-
tema (E, M, ) serd llamado un n-fibrado vectorial sobre M si se cumplen las siguientes

propiedades:

1. Para cada x € M, el conjunto E, = 7~ !(x) tiene estructura de espacio vectorial real

n-dimensional.

2. Existen un cubrimiento abierto {W;};c; de M y difeomorfismos ¢ : 7=1(W;) —
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W; x R" tales que los diagramas

\%/W -

son conmutativos.

3. Para cada j € J y x € W}, la restriccion v, = 9j|g, mapea el espacio vectorial E,

isomoérficamente en el espacio vectorial {z} x R".

FE es llamado el espacio total, M el espacio base, w la proyeccion del fibrado y E,. es la fibra
sobre . También llamaremos a cada W; vecindad trivializante para el fibrado y {W;};es

un cubrimiento localmente trivializante (de M) para E.

DEFINICION 2 Sean 71 : By — M y my : F5 — M n-fibrados vectoriales sobre M.
Un isomorfismo de fibrados es un par (y,id), donde ¢ : By — FEj es diferenciable e

id : M — M es la identidad, de manera que el diagrama

E1 L>E‘2

M——-M
id
es conmutativo, ¢ es biyectiva, diferenciable y lleva a Fj, isomdérficamente (como espacio

vectorial) en Fo, para todo z € M. Si Es = M x R"™, con 7y la proyeccién canédnica, el

isomorfismo ¢ es llamado una trivializacion de Ejy.

DEFINICION 3 Denotaremos GL(n) al grupo lineal general de matrices no singulares
sobre R. Un GL(n)-cociclo sobre M es una familia v = {W},v;;}i jes tal que {W;};c es
un cubrimiento abierto de M y ~;; : W;NW; — GL(n) es una funcién diferenciable para

todo 7,7 € J, todo sujeto a las siguientes condiciones:

g ()75 () = i (@) (1.1)

para todo x € W; N W; N W}, y para todo 4, j,k € J. Estas propiedades implican, para una

apropiada escogencia de x y de indices i,j € J,

vii(@) = ()~ (1.3)
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Si el cociclo v proviene de un n-fibrado vectorial E, a partir de sus trivializaciones

locales, en el sentido de que para W; N W; # ) consideramos:

1 )
(Wi N Wj) x R™ L’T"_l(Wi N Wj) L (WZ n Wj) x R"

donde esta composicién tiene la forma ¢, 01, (x,v) = (z,v;i(x) -v) diremos que v es una
estructura de cociclo para FE.

Una estructura de cociclo « para E contiene toda la informacién necesaria para
rearmar el fibrado salvo por un isomorfismo de fibrado. En efecto, un GL(n)-cociclo v =
{W;,vji}i,jes sobre M caracteriza un n-fibrado vectorial para el cual éste es una estructura

de cociclo. Veamos cudl es el procedimiento para dicha construccién. Sea

Ey=||w;xR"
JjeJ

donde el simbolo | | denota unién disjunta. Dados (z,v) € W; x R" y (y,w) € W; x R"

definamos sobre Ev la siguiente relacién:
(z,v) ~ (y,w) siysdlosiz=yecW;NW; y w= ().

Esta es una relacién de equivalencia como consecuencia inmediata de las condiciones de

cociclo. Consideremos la proyeccién sobre el primer factor
i Wi x R" — W;
dada por 7;(z,v) = z, y definamos
T:E, — M

por 7(z,v) = m;j(z,v) = z para (z,v) € EV. Esta funcién preserva la relacién de equiva-

lencia. En efecto, si (z,v) ~ (y,w) entonces z = y, de modo que

m(x,v) = vy
= wi(y7w)
= 7(y,w).

Sea B, = ~7 / ~. Como T preserva la relaciéon ~, queda bien definida la funcién
T E, — M.

PROPOSICION 1 ElI sistema (E,, M,7) es un n-fibrado vectorial diferenciable.
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Demostracion. Dado x € M tenemos

(Bye=7""(x) = 7 '(2)

= {z} xR",

el cual tiene estructura de espacio vectorial real. Observemos ahora que 7~T_1(Wj) =
71]-_1(W]) W; xR™. Por lo que podemos considerar la funcién identidad, id : 7~ 1(W;) —
W; x R™ que es un difeomorfismo y claramente el diagrama

—>W x R"

\/

conmuta, cumpliendo asi con la propiedad de trivialidad local. [ |

PROPOSICION 2 Existe un isomorfismo de fibrados entre (E,, M,7) y (E, M, ), donde
el cociclo vy proviene de las trivializaciones locales 1); : 7T]-_1(Wj) — W; x R™ del fibrado
(E,M,).

Demostraciéon. Debemos probar que existe ¢ : E, — F, isomorfismo de fibrados, tal

que el siguiente diagrama es conmutativo:
P

E,——E

71]-_1(Wj) — W; x R™ del fibrado
(E,M, ), definamos 9 : E, — E que preserve la relacién de equivalencia.

Sean (z,v) € W; x R" y (y,w) € W; x R" tales que (z,v) ~ (y,w). Ahora,

En efecto, a partir de las trivializaciones locales 1); :

(@,0) ~(yw) = z=yyw=r;) v
S (@) = (275(0) - v)
= 5 (,0) = 97 (@, () - v)
= 5 (a,0) = ¢ (Y, w)
Definamos J : fEV',Y — FE por i(x,v) = Q/Jj_l(x,v) la cual, por lo anterior, preserva la
relacion de equivalencia y permite que la funcién
Y B, ——F

[, 0] —— g(a, v)
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quede bien definida. Probemos ahora que 7o) = id o 7.

(rov)e,0] = 7(i(z,v))
= 7T(¢j_1(:17,v)) =xeW;CM.

Por otra parte,

(ido7)[z,v] = id(m;(z,v))
Por lo tanto, mwo 1) =idoT. [ |

1.3. Fibrado dual de fibrados vectoriales

Sea v = {Wa,Yap}a,per un GL(k)-cociclo proveniente de una familia de trivializa-
ciones 1, : 7 (W,) — Wy x RF de un k-fibrado vectorial. Este G L(k)-cociclo v induce
el GL(k)-cociclo " dado por

Yop(x) = (Yap(z) ") para todo x € W, N Wp.

Aplicando la construccién anterior podemos, a partir del cociclo 4/ construir el fibrado
E.,. Dicho fibrado recibe el nombre de fibrado dual.

PROPOSICION 3 Para cada x € M la fibra (E,), = Ej es canénicamente isomorfa al
dual de la fibra (E.); = E,.

Demostracion. Denotemos las clases de equivalencia (E,), por [z,v,a] y aquellas en

(Ey)z por [z,v,al". Evaluemos [z, w, a]* sobre [z,v, o] mediante la férmula

[z, w,0]* - [z,0,0] =w -v (1.4)
Veamos que esta accién esta bien definida, para lo cual tomaremos x € W,NWg, v,w € Rk
y a, (3 tales que [z, w,a]* = [z,v, B]* v [x,v,a] = [z,w, B]. Por como estédn definidas estas

relaciones a partir de los respectivos cociclos, tenemos

[‘Tﬂw7a]* = [‘Tﬂfylﬁa(x) ’ w?ﬂ]*

[l‘,U,Oé] = [:E,’Yﬁa(l‘) ’U’ﬁ]
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Asi

vl w = (a(@) - w) " ypalz) v

= w' (Voo (2)) " 5a(@) - v

— 0 (@) 0 ()

—w' v
Con esto vemos que (1.4) no depende del representante de la clase. De ahi que esté bien
definida dicha accién, la cual ademds es lineal. Como [z,w,a]* € (E, ), = E} esta ac-
tuando linealmente sobre los elementos de E,, tenemos claramente E} C (E)*, donde
(E;)* = Homg(E;, R). Pero EX y (E,)* tienen la misma dimensién. Por tanto, Ef = (E)*

canonicamente. m

Observemos que el doble dual de un n-fibrado vectorial 7 : & — M es canénica-

mente isomorfo al fibrado original. Esto es, (E*)* = E. En efecto, es imnediato que

(’7(/15), = YaB-



CAPITULO 2

El Espacio de las 1-formas

2.1. 1-Formas

Apliquemos la construccién del capitulo anterior al fibrado tangente T'(M ).

DEFINICION 4 Sean M una variedad diferenciable y x € M.

» El espacio dual (T, M)* de T, (M) es llamado espacio cotangente de M en x y es
denotado por T M.

= Cada o € T) M es llamado vector cotangente a M en x.

» El fibrado T*M con fibras T¥(M), dual del fibrado tangente, es llamado fibrado
cotangente de M.

Sean U C M abierto, x € U y f € C*°(U). Denote G, el dlgebra de gérmenes en
x. Como Ty (R) = R canénicamente, obtenemos un funcional lineal df, : T,(M) — R.
Asi, df, € Tx(M). Es evidente que df, depende sélo de los gérmenes [f], € G5 por lo que
obtenemos que d : G, — T(M) es un funcional R-lineal.

LEMA 1 Para cada X, € T, M se cumple dfy(X;) = X;(f), para f € C*(U), donde U
es un entorno de x.

Demostracién. Sea (U,z',... ™) una carta coordenada alrededor de x. Puesto que
f:UC M — R, se tiene que df, : T,M — Ry df, = Jf, = [%(m)%(m) . Si
expresamos

X, = al<a > €T, M,
i=1 z T

entonces,

al

dfe(Xa) = Tfor | 1| =) a'm(w) = Xa(f).
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|
COROLARIO 1 Los covectores dz',...,dz" asociados a las funciones de coordenadas
locales z*, ..., 2™ alrededor de x € M forman una base de T} (M).
Demostracién. Puesto que dim T} (M) = n, es suficiente probar que el conjunto dz?, ..., dz"
es linealmente independiente. Por el Lema 1,
(0 oz’
A — — 4.
dx}, <8$j>x = 3. (x) = 65
Asi
n n a
Zbidﬂc; =0 < 0= Zbid:p; <@>
=1 i=1 z
< 0=0bj, paraje{l,...,n}.
|

COROLARIO 2 La aplicacién lineal d : G, — T.X(M) es sobreyectiva.

Esto es, todo covector es el diferencial de una funcién.

Recordemos que una seccion diferenciable del fibrado tangente T'(M) es una funcién
diferencable X : M — T(M) tal que X(z) = X, € T,(M) para algin = € M . Las
secciones del fibrado tangente son llamadas campo de vectores. Andlogamente se define
una seccion del fibrado cotangente como una funcién

w:M—T*(M)
T wy € T (M)
llamada campo de covectores. Dados * € U C M,y (U,x!,...,2"), carta coordenada

alrededor de z, la seccién w puede ser escrita localmente como
n
Wy = Z fi(z)dz" (2.1)
i=1

para algunas funciones fi,..., f, : U — R llamadas funciones componentes de w. La

siguiente proposicion nos proporciona la diferenciabilidad de la seccién w.

PROPOSICION 4 Sea w : M — T*(M) una seccién, no necesariemente diferenciable o

continua. Entonces, w es diferenciable si la funcién

M ————R

r—— wy(Xy)

es diferenciable para toda seccion diferenciable X de T'(M).



1-Formas y Primera Cohomologia 10

Demostracion. Sea X una seccién diferenciable de T'(M). Por hipdtesis se tiene que
la funcién x +— w,(X,) es diferenciable. Ademés, dados x € M y (U,z',...,z"), carta
local de x, existen funciones fi,..., f, que caracterizan a w localmente, en el sentido de

la ecuacién (2.1). Evaluando w, en X, tenemos

we(Xy) =Y filw)dz' (X,).
=1

Asi, las funciones componentes de w, a saber, f1,..., f, son diferenciables en M. Por tanto

w es diferenciable. [ ]

DEFINICION 5 El C°°(M)-médulo I'(T*(M)) de secciones diferenciables del fibrado cotan-
gente es denotado por
AY M) =T(T*(M)).

Los elementos de A'(M) son llamados campos de covectores o 1-formas de M. Si w €
AY(M), entonces su valor en x € M es denotado por w, € T¥(M).

2.2. Representaciéon Canodnica

Denotemos por Homgeo(zp) (X(M),C*(M)) el C*°(M)-médulo de todas las fun-
ciones de X(M) en C*®(M) que son C*°(M )-lineal. Toda 1-forma w € A'(M) actiia sobre
X(M) mediante la correspondencia X — w(X) € C*°(M) dada por

w(X)(x) = wy(Xy), para todo z € M.

Es claro que w(fX) = fw(X) para toda f € C*°(M). En efecto, dado € M cualquiera

se tiene

w(fX)(z) = w((fX)(2))
(f(2)Xz)
= [(@)we(Xe)
Como = € M es arbitrario se cumple w(fX) = fw(X). Asi podemos ver esta 1-forma como
un elemento w € Homgeo () (X (M), C>°(M)). Esto define un homomorfismo inyectivo de
C*°(M)-mébdulos

AN (M) — Homgoo(pr) (X(M), C=(M)).

Mostraremos ahora que este homomorfismo también es una sobreyeccion, para lo cual

probaremos primero los siguientes lemas.

Sean a € Homeoo (pp) (X(M), C°(M)) y U € M abierto.
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LEMA 2 Si X € X(M) y X|y =0, entonces o(X)|y = 0.

Demostracion. Dado x € U empleamos el Lema de Urysohn para escoger f € C*°(M)

que se anula en z € U y es idénticamente igual a 1 en M \ U. Entonces fX = X y

a(X) = a(fX) = fa(X).
Esto muestra que
a(X)(z) = f(z)a(X)(z) = 0.

Como esto es cierto para « € U arbitrario, se sigue que a(X)|y = 0. |

LEMA 3 Existe una aplicaciéon canénica o € Hom(X(U),C*°(U)) tal que a(X|y) =
a(X)|u para todo X € X(M).

Demostracion. Si Y € X(U), definamos a(Y) € C*°(U) como sigue: para y € U arbi-
trario, escojamos f € C°°(M) tal que f = 1 en alguna vecindad abierta V C U de y y
f | mu = 0. Entonces podemos interpretar a fY como un campo definido en todo M y
fY|y =Y|y. Definamos

a(Y)(y) = a(fY)(y)-
Por el Lema 2 la definicién de a(Y") es independiente de f y de V. Es claro que esto define
a € Homgeo () (X(U), C*°(U)) y que a(X|y) = a(X)|y, para todo X € X(M). [ ]

COROLARIO 3 Si a € Homgeo(np)(X(M),C*(M)), entonces a(X)(z) depende sola-
mente del valor X, de X (y no de X en general), para todox € M y X € X(M).

Demostracion. Sea x € M. Escojamos una vecindad U de x en M sobre la cual T'(M)
es trivial, y sea Y!,..., Y™ € X(U) un sistema de referencia local del espacio tangente en
cada punto de U, en el sentido que {Y!(x),...,Y"(z)} es una base de T,,(M) para z € U.

Entonces un campo arbitrario X € X(M) puede ser escrito sobre U como

Xy =) fiY?
i=1

y con esto expresamos
a(X)(z) = (afv)(X[v)(z) (2.2)

= Y @) (alv)(Y)(@). (2.3)
=1

En (2.3), la tnica dependencia respecto de X estd expresada en los valores f;(z), i =

1,...,n, con lo cual queda demostrado el resultado. [ |

La propiedad de « en el corolario anterior es llamada propiedad tensorial.
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LEMA 4 Sea n : X(M) — C°°(M) es una aplicacion R-lineal. Entonces, n tiene la
propiedad tensorial si y sélo si ) € Homgeo (pr)(X(M), C>°(M)).

Demostracién. En el corolario anterior se mostré que si 7 € Homgeo (pr)(X(M), O (M),
entonces 7 tiene la propiedad tensorial. Para el reciproco supongamos que 7 tiene la
propiedad tensorial y sean f € C®°(M)y X € X(M). Para cada x € M el valor n(fX)(x)

depende sélo de f(x)X,, asi, por la R-linealidad tenemos

n(f X)(x) = n(f(2)X)(z) = f(z)n(X)(x).
Como z € M es arbitrario, n(fX) = fn(X). [ ]

Para z € M y a € Homgeo (pp) (X(M), C>(M)) definimos v, € T; (M) como sigue.
Dado v € T,(M), sea X € X(X)(M) cualquier campo de vectores tal que X, = v.

Definimos
a(v) = a(X)(x).

Como « tiene la propiedad tensorial, el valor a(X)(z) depende sélo de X(xz) = v y no
de la escogencia de una extension X; de modo que a, estd bien definida como funcién de
T,(M) a R. Luego, oy € T(M) para cada x € M. Ahora, como la funcién « — a,(X;)
es diferenciable y dado que X € X(M) es una seccién diferenciable de T'(M) tenemos, por
la Proposicién 4, que la aplicacién © —— «, define una seccién diferenciable de T%(M).
Esto identifica a o como un elemento de A'(M).

Se ha demostrado asi la siguiente proposicion:
PROPOSICION 5 Existe un isomorfismo candénico
A (M) — Homgeo () (X(M), C>(M))

de C*°(M)-médulos.

2.3. Pull-Back y La Derivada Exterior

DEFINICION 6 Sea ¢ : M — N una funcién diferenciable entre variedades. Dados
reMyaeT;, N definimos or(a) € Tx (M) por

or(a)(Xz) = a(pw(Xy)), para cada X, € T,(M).
Esto define una funcién lineal

Pr Ty (N) — Ty (M)

xT
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llamada adjunto de @.,. Sea ¢ : M — N diferenciable. Si w € AY(N), se define p*(w) :
M — T*(M) por
¢ (W)e = 0 (We(z)), para cada x € M.

Por otro lado, para f € C°°(N), definimos ¢*(f) = fop € C°(M).

LEMA 5 Si ¢ : M — N es una aplicacién diferenciable entre variedades y w € A'(N),
entonces ¢*(w) € AY(M) y queda definida asf una aplicacién lineal

©*: AY(N) — AN (M)
entre espacios vectoriales sobre R. Més atin, si f € C*°(N), entonces

¢*(fw) =" (f)e*(w).

Demostracién. Sea w € A'(N). Entonces ¢*(w) : M — T*(M) estd definido por
" (W) = ¢r(We(z)) Para todo z € M. Pero ¢y (wy(y)) es un covector en M tal que
O (We(2))(Xa) = We@)(Pxa(Xz)) para todo X, € T,(M). Evidentemente el adjunto ¢}
es diferenciable, por lo que la funcién z —— w(;)(0xz(Xz)) es diferenciable. Aplicando
la Proposicién 4 se deduce que ¢*(w) es una seccién diferenciable de T*(M). Por tanto,
©*(w) € AY(M). Sean w,0 € A'(N) y a € R.

plaw+0): = @p((aw +0)yw))
= u(awp(a) + @)
= ap(aWy(z)) + O3 (0p())
= ap" (W) + ¢ (0)a-

Por tanto, ¢* es lineal. Tomemos ahora f € C*°(N) y x € M fijo.

P (fw)e = @p((fw
©r(fle

so(x)
NWe(a))
= fle(@))pz (W)
= (foso)(x)s%(wgo )
= ¢ (N@)e"(w)e-

Como z € M es arbitrario, obtenemos ¢*(fw) = ¢*(f)p*(w). |

)
(

LEMA 6 Sip: M — N y ¢ : N — P son funciones diferenciables entre variedades,

entonces
(Yop) =p"oy”
en AY(P) y en C*®(P).
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Demostracién. Sea w € AY(P). Por definicién tenemos que

(Y o) (W)z = (¥ 0 )z (Wy(pa))

y apelando a las definiciones respectivas desarrollamos

(¥ 0 @)z (Wy(pa)n)(Xe) = Wy(p@) (¥ °P)u(x,))
= Wy(p(a) (Vrp(a) Prz (X))
V() W (p()) (P12 (X))
= (W) (Wy(p()))) (Xz)-

Luego, (100)5 (Wy(p(2)) = @r(Vp@) (We(p(a)))), 10 cual implica (Yop)*(w). = (¢ o™ ) (W)
para todo x € M. Con esto se obtiene (¢ o p)* = p* o *. Sea f € C*°(P), aplicando tres

veces la definicién de * se tiene (0o ©)*(f) = fovop = *(W*(f)) = (¢* o *)(f). =

De lo anterior vemos que A' es un funtor contravariante de la categorfa de variedades
diferenciables y funciones diferenciables a la categoria de espacios vectoriales reales y

aplicaciones lineales (vea el apéndice para las nociones de catogorias y funtores).

DEFINICION 7 Si f € C°°(M) entonces df es llamada la derivada exterior de f. La
aplicacién R-lineal d : C®°(M) — AY(M) es llamada diferenciacion exterior. Donde
df : M — T*(M) definida por df (z) = df, para todo x € M, es una 1-forma sobre M.

LEMA 7 Si f,g € C*°(M), entonces d(fg) = fdg + gdf.
Demostracion. Dado X € X(M) tenemos
d(fg)(X) = X(fg)
= [X(g9) +9X(f)
= [fdg(X) + gdf (X)
= (fdg + gdf )(X).
Como X es arbitrario, obtenemos el resultado. [ |

Este lema es una regla de Leibnitz para la diferenciacién exterior.

PROPOSICION 6 Sea ¢ : M — N diferenciable. Entonces el diagrama

*

C®(N) £ ()

| |
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Demostracion. Sea x € M arbitrario y X, € T,,(M). Aplicando definiciones se tiene

(@ df)a(Xz) = @a(dfip))(Xa)
= df p(z) (P52 (Xz))
= d(fop)s(Xs)
= d(¢"(f))e(Xa).

Por lo tanto (¢*(df)) = dp*(f). ]

Esta propiedad de d es llamada naturalidad de la derivada exterior.

2.4. Derivada de Lie de 1-formas

DEFINICION 8 Sean X € X(M) y ® el flujo local generado por X. Se define la derivada
de Lie Lx : AY(M) — AY(M), por

OF (w) —
Lx(w) = lim L) =

Iim , para cualquier w € A'(M) (2.4)

tomado puntualmente sobre M.

Veamos la existencia del limite, para lo cual estudiemos @} (w) —w, para x € M fijo, pero

arbitrario.

(P (W) —w)e(Xy) = [((I)t);kc(wét(x)) — we](Xz)
= ((I)t);(wét(x))(Xx) — we(Xz)
= Wét(m)((q)t)*x(Xx)) — Wag(x) (Xz)

Observemos que la funcién ¢ — wg, () (1) (X,) es diferenciable ya que ¢ — ®y(z) es
diferenciable para = € M fijo, w es diferenciable y t — (®;).,(X,) es diferenciable, para x
fijo. Luego el limite .

lim Piw) —w

estd definido, para cualquier w € A'(M)

PROPOSICION 7 Dadas f € C®(M), w € AY (M) y Y € X(M) arbitrarios, la derivada

de Lie satisface las siguientes identidades:

(1) Lx(df)=dLx(f)

(2) Lx(fw)=Lx(f)w+ fLx(w)
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(3) Lx(w(Y)) =Lx(w)Y) +w(lx(Y))

Donde

L, (Y)Y ,
() = 1im =Y () = i

i) - f
t

Demostracion.
(1) Aplicando la Proposicién 6, ®f(df) — df = d®;(f) — df = d(®;(f)

Ll = i 2Ly AOEU) )
— dh'mq);tk(f)_f
t—0 t
= dLx(f).

Por tanto, Lx (df) = dLx (f).
(2) Observemos que, para x € M arbitrario pero fijo, se tiene

(@7 (fw) — fwle =@ (fw)e — f()wn
= [27(f)®; (W)l2 — f(z)ws

= [(®u(2))(P0)z (Wa, (@) + [ (2)(P0)z (W (2) — f(2)(P1) (W, (2) —

= [@)(P0)s(War(a) = wal + [P (f)a = F(0)/(Pr) oW, (@)
Luego, tomando en cuenta que (®;);we,(») — wz cuando t — 0, calculamos

Lx(fw)e = %E)I(l) <I>:€k(f‘fu)mt—f(x)wac

= i P gy gy WD IO g
= Lx(w)zf(z)+ Lx(f)zws-

Como = € M es cualquiera, resulta que Lx(fw) = Lx(f)w + fLx(w).

16

— f). Asi

f(@)wy

(3) Para probar la identidad (3) estudiemos primero la expresién [®f (w(Y))—w(Y)].,

para z € M fijo.

[0} () — w¥)]e =wa,@) (Yo, @) — wa(Ya)
= Wou(x )[Y<I>t( ) + (Pt)sz (Ya) = (Pt)sa(Ya)] — wz(Ya)
— wfbt (x)

= [P} (W) — we(Y: + Wo,(z) © (@) [(P—p)« (V) — Y.

(((I)t)*:c( x)) + W<I>t(x)[((I)t)*x((q)—t)*ét(x)(Y<I>t(:c)) - Yx)]
= [(P)3(Wa, () (Ya) — wa(Ya)] + wa,(2) © (Pt)1[(P—t) s (2) Yoo, (o)) — Ya]
z)

—wy(Yy)
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Cuando t — 0 la funcién ()., se aproxima a la funcién identidad idr, (vr) ¥ W, (@) — We-
Asi

Lx(w(Y)): = %E)I(l) [w} (Yy) + wy %I_I)% [(q)—t)*(lt/)m -Y,

= Lx(w)e(Yy) + walx(Y)e.

Como x € M es arbitrario, se obtiene el resultado esperado. [ |



CAPITULO 3

Integrales de linea

3.1. Integral de Linea e independencia de caminos

Siw e AY(M) y s : [a,b] — M es una curva diferenciable, entonces s*(w) €
A'([a, b)) y podemos escribir s*(w) = fdt.

DEFINICION 9 La integral de linea de w € A'(M) a lo largo de la curva diferenciable

s:la,b] — M es .
Jo=[s@=[ rwa

LEMA 8 Sean s : [a,b] — M y u : [¢,d] — [a,b] diferenciables. Hagamos o = s o u.
Entonces.

(1) Siu(c) =a y u(d) = b, entonces [,w = [ w para toda w € A'(M).
(2) Siu(c) =byu(d) = a, entonces — [,w = [, w para toda w € A'(M).

Demostracion. Sea t la coordenada de [a,b] y 7 la coordenada de [c, d]. Entonces,

o= [

d
~ [ wsan
d
= /(fou)(ji—?dr

En el caso (1) la regla para el cambio de variables implica [ w = f; fdt = [,w. En el caso
(2) implica [ w= [ fdt = — [, w. |

18
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LEMA 9 Sean s : [a,b] — M y s2 : [¢,d] — M caminos diferenciables coincidiendo en

los puntos inicial y final, esto es, si(a) = s2(c) = z y $1(b) = s2(d) = y. Si f € C°(M)

‘széﬁzﬂw—mw

Demostracion. Apelando al Lema anterior supongamos, sin pérdida de generalidad, que

[a,b] = [c,d]. Entonces,
b
[a = [ sian

= /abd(fosl)

b
= [ Srena

a

= f(s1(b)) — f(s1(a))
= fly)— f(z)

entonces,

Andlogamente, se establece que

[ = Fsa(8) = Flsala)) = £0) - f(a),
con lo cual queda demostrado el Lema. [ |

La nocién de integral de linea puede ser extendida para permitir la integracién de
1-formas a través de caminos s : [a,b] — M que son sélo diferenciables a trozos. Esto es,

sean s : [a,b] — M continua y a =ty < t; < --- < ty = b una particién de [a, ] tal que

Si = S|[t;_, 1, €s diferenciable, 1 <4 < ¢. Escribimos s = s1 + -+ + s, y definimos

COROLARIO 4 Sean s : [a,b] — M y sy : [a,b] — M caminos diferenciables a trozos

que coinciden en los puntos inicial x y final y . Entonces, para f € C°°(M) se tiene

(L#:Lﬁ:ﬂw—mw

LEMA 10 Siw € AY(M) y si para todo camino diferenciable a trozos s la integral [, w es

nula, entonces w = 0.

Demostracion. Supongamos que no es asi. Luego existen un punto z € M y un vector v €
T, (M) tales que w,(v) > 0. Sea s : [—¢,¢] — M diferenciable tal que s(0) = z y $(0) = v.
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Escogiendo &€ > 0 mds pequefio (si es necesario) podemos asumir que wy;)($(t)) > 0, para
—& <t <e. Luego s*(w)¢=wy(s(t))dt > 0 entonces, [[w = [7_s*(w) = [°, W) (8(t))dt >

0 , contradiciendo la hipétesis. [ |

DEFINICION 10 Diremos que w € A'(M) tiene integral de linea independiente por
caminos si, para todo camino diferenciable a trozos s : [a,b] — M, la integral fsw

depende sélo de s(a) y s(b).

DEFINICION 11 Un camino diferenciable a trozos s : [a,b] — M es un lazo si s(a) =

s(b).

LEMA 11 Sea M una variedad diferenciable conexa. Entonces dos puntos cualesquiera

de M pueden ser unidos por un camino diferenciable a trozos.

Demostracion. Sea xg € M un punto arbitrario, fijo de M y definamos el subconjun-
to C C M por C = {x € M : existe un camino diferenciable a trozos en M de xg a =}.
Claramente zg € C, por lo que C es distinto de vacio. Bajo la hipdtesis de conexidad,
probaremos que C = M mostrando que C es abierto y cerrado.

Sea z € C, cualquiera. Luego existe un camino diferenciable a trozos s de xy a .
Si (U, ) es una carta coordenada alrededor de x y 2’ es cualquier punto en U, entonces
podemos construir un camino diferenciable a trozos de zy a 2/, siguiendo primero a s de
zo a = y luego de x a 2’ mediante un segmento de recta parametrizado por ¢. Luego U
estd totalmente contenido en C, por lo que C es abierto.

Por otra parte, si x € 9C, la frontera topoldgica de C, tomemos (U, ¢), carta coor-
denada alrededor de x. Del hecho que = sea punto frontera se deduce que existe un punto
' € CNU. En este caso podemos construir un camino diferenciable a trozos de xzg a x
siguiendo primero uno de g a 2’ (ya que 2’ € C) y luego siguiendo un segmento de recta
parametrizado por ¢ de 2’ a z. Esto muestra que C contiene todos sus puntos frontera, o

lo que es lo mismo, C es cerrado. [ |

3.2. Formas exactas

DEFINICION 12 Una 1-forma w € A'(M) es ezacta si w = df para alguna f € C(M).

El Lema 9 dice que la integral de linea fs w de una 1-forma exacta w sélo depende de
los puntos inicial y final del camino s. En R toda 1-forma es exacta. En efecto, si w = gdx
para alguna funcién g € C*°(R), entonces haciendo f(z) = fox g(u)du encontramos que
dfy = g(z)dz.
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TEOREMA 1 Para todo w € A'(M), las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) w es una forma exacta
(ii) [,w =0 para todo lazo diferenciable a trozos s

(iii) w tiene integral de linea independiente del camino.

Demostracion. ((i) = (ii)) Siw = df es exactay s : [a,b] — M es un lazo diferenciable

a trozos, con s(a) = g = s(b), entonces el Corolario 4 implica que

/w:/w:0,
s q

donde ¢ denota el camino constante ¢(t) = ¢, a <t < b.

((ii) = (iii)) Sean s; y s curvas diferenciables a trozos enpezando en el mismo
punto z y terminando en el mismo punto y. Sin pérdida de generalidad, supongamos que s;
estd parametrizada en [—1,0] y s en [0,1]. Sea w : [0,1] — [0, 1] definida por u(t) = 1—¢.
Entonces sg o u comienza en y y termina en x, ademds, sy + soou =s:[—1,1] — M es

un lazo diferenciable a trozos. De (ii) tenemos que

O:/Sw:/31w—/32w (3.1)

Por lo tanto w tiene integral de linea independiente por caminos. Donde en (3.1) hemos
usado la parte (2) del Lema 8 para escribir fs2ouw =—J,w

(iii) = (i) Usaremos (iii) para construir f € C*°(M) tal que w = df. Sin pérdida de
generalidad supongamos que M es conexa. Fijemos un punto base x¢g € M. Dado un punto
x € M cualquiera, por el Lema 11 existe un camino diferenciable a trozos s : [a,b] — M
tal que s(a) = xg y s(b) = x. Sea f(x) = [ ,w. Por (iii) esta definicién es independiente
del camino diferenciable a trozos s, de xg a z. Probemos primero que f : M — R es
diferenciable. Sean ¢ € M arbitrario y (U, x!,...,2") una carta coordenada alrededor de
q con U = int D™, donde D" es la bola unitaria cerrada en R”. En estas coordenadas

podemos escribir
n
Z i
UJ‘U = gld‘r )
i=1

donde g; € C*(U), 1 < i < n. Para cada = € U definamos s; : [0,1] — U por s;(t) = tz,

0 <t <1y expresemos f|y por la férmula
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Asi, sobre U se obtiene

Claramente, la dltima expresién es una funcién diferenciable de z!,...,2". Luego, como
q € M es arbitrario, f € C*°(M).

Mostremos finalmente que w = df. Sea s : [a,b] — M un camino diferenciable a
trozos arbitrario. Sean ¢ < a 'y sg : [¢,a] — M diferenciable a trozos tal que so(c) = g y

so(a) = s(a). Entonces,
sy = o= [wr [u= s+ [o

[ =160 - f(s(@) = / .

s

De aqui

Luego la forma @ = w — df satisface que fs w = 0 para todo camino diferenciable a trozos

s. Por el Lema 10 se tiene w = 0 por tanto, w = df. [ |

Ejemplo 1 La 1-forma

-y

:79524-?42 X +

n dy

z2 4+ y?
definida sobre la variedad M = R?\ {(0,0)} no es exacta. En efecto, consideremos
el lazo diferenciable s : [0,27] — M definido por s(t) = (cost,sent). Podemos
calcular s*(n) directamente sustituyendo x = cost y y = sent en la expresién de

7, lo cual da como resultado

_ _ 2
/?7 _ / sen t(— sentdt) + cost(cos tdt) _ / dt = 25 40,
s [0,27] 0

sen?t + cos?t

DEFINICION 13 Una 1-forma w € A'(M) es localmente ezacta si para x € M existe una

vecindad abierta U de z tal que w|y es exacta.
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Ejemplo 2 Vimos en el Ejemplo 1 que la 1-forma 1 no es exacta. Afirmamos en
este ejempo que ella si es localmente exacta. Si ¢ € M no esta en el eje y, la funcién
01 = arctan(y/x) estd definida y es diferenciable en una vecindad de ¢ y ademds
df1 = n. Si g € M no estd en el eje x, entonces en una vecindad de ¢ definimos la
funcién 0y = — arctan(x/y), la cual también cumple que df; = 1. Como ningtin
punto de M = R?\ {(0,0)} pertenece a ambos ejes simultdneamente, concluimos

que 7 es localmente exacta en M.

DEFINICION 14 Sean sg, s1 : [a,b] — M lazos diferenciables a trozos. Diremos que sg
es homotdpica (diferenciablemente a trozos) a s1, y lo escribiremos sy ~ s; si existen una
funcién continua

H :la,b] x [0,1] — M
y una particiéon a =ty < t; < --- < t, = b tal que
1. H‘([tiq,ti]X[O,l}) es diferenciable, 1 < i < r.
2. H(t,0) =so(t) y H(t,1) = s1(t), a <t <b.
3. H(a,7) = H(b,7),0 <7< 1.
La relaciéon de homotopia diferenciable a trozos es una relaciéon de equivalencia.

PROPOSICION 8 Siw € AY(M) es localmente exacta y si s1 y s3 son lazos diferenciables

a trozos y homotdpicos entre si, entonces

/w:/ ..
S1 S92

Antes de demostrar esta Proposicién probemos primero las siguientes afirmaciones.

AFIRMACION 1 Sean U C R? abierto, R = [a,b] X [¢,d] C U y w € AY(U) localmente
exacta. Entonces existe ¢ > 0 tal que R. = (a —e,b+¢) x (c—e,d+¢) CU y w|g. es

exacta.

Demostracion. Sea U = {U,;};c; un cubrimiento por recténgulos abiertos de R tal que
w|y, es exacta para cualquier ¢ € I. Como |JU; es un entorno abierto de R, existe € > 0
tal que R. C [JU; C U, donde R. denota la clausura de R, = (a —¢,b+¢) X (c—¢&,d +¢€).

Como R. es compacto existe § > 0 (conocido como niimero de Lebesgue del cubrim-

iento U) tal que todo subconjunto E C R. con diam(E) < § estd totalmente contenido
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en algin U; € Y. También se cumple, por la misma compacidad de R., que existe
{U1,Us, - ,U,} subcubrimiento finito de R. tal que R. C J,_; U.

Nuestro objetivo es definir una funcién f € C*°(R;) tal que w|g. = df. Para ello
particionamos el rectdngulo R. en m filas y n columnas con pequefios subrectdngulos
cerrados R;j con 1 < i < my 1l < j <mn,donde cada R;; tiene lados ri, 7o tales que
max{ry,m2} < 6. Luego R;; C Uy, para algin k € {1,2---r}, con lo cual se cumple que

wl|y, es exacta.

Y
77777777777777777777777777777777 R,
| R
1 Ri1 | Rio . Rin | |
: Rop | Roo e Ry, :
: Ri1 | Rio Rin | |
: le RmZ Rmn :
T

Figura 3.1: Construccién de f € C*°(R,).

Fijemos nuestra atencion en alguna fila i fija. Por lo anterior, el subrectangulo R;;
estd contenido en algin abierto U;; € {Uy,Us,--- ,U,} en donde w|y,, es exacta, esto
es, existe una funcién diferenciable f;; : U;; — R para la cual w|y,, = dfi1 y también
w|gr;, = dfi1. De manera analoga, para el rectangulo R;s existe fi2 : Ri2 — R diferenciable
tal que w|g,, = dfi2. Consideremos ahora un rectangulo @ tal que R;; N R;s C @, para
el cual también se cumple w|g = dg para alguna funcién diferenciable g definida sobre
un abierto que contiene a ). Ahora, en Q) N R;; se cumple que w = dg = df;; de modo
que g = fi1 + t1, para alguna constante t; € R. Similarmente en ) N R;o se tiene que
w = dg = dfjo y de aqui se cumple que g = fijo + t3, con to € R constante. Podemos
ver que en (Q N R;; se cumple f;1 = g — t1 y si tomamos co = to — t1, en Q N Ry
se tiene fio +co = g — to + cog = g — t1. Continuando este procedimiento en toda la

fila ¢, y dado que hay una cantidad finita de columnas, podemos definir una funcién
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fi: RiiURpU---U Ry, — R de la siguiente manera:

)
fin(z) , T € Rpy

fi(x) = fiolx)+ca , x€ Rp

fzn(x) +c, , TE Ry

Por la forma como se construyé la funciéon f; concluimos que la misma estd definida en

toda la fila 4, es diferenciable y cumple que w|g, = df;, donde K; = Rj; U Rjg U -- U Ryy,.
Como la fila 7 en la construcciéon anterior es arbitraria, es posible encontrar una

funcién diferenciable f; en cada fila i del rectdngulo R. tal que w| k; = df;. Aplicando

el mismo procedimiento, pero esta vez para las filas, es posible construir una funcién

f € C*(R.) tal que w = df en R., lo que demuestra la afirmacion. [

AFIRMACION 2 Sea ¢ : M — N una funcién diferenciable entre variedades y w €

AY(N) localmente exacta. Entonces ¢*(w) € A'Y(M) es localmente exacta.

Demostracién. Sea x € M fijo. Como w € A'(N) es localmente exacta, dado p(z) € N
existe un entorno abierto U de ¢(z) en N tal que w|y = df para alguna f € C*(U).
Luego

P (W)e = 2 (We(@)) = Celdfp@) = ¢ (df )e = dp™(f)a
Observemos que p*(f) € C°°(M), luego *(w) es exacta en un entorno abierto o~ H(U) = V

de x en M. Como x € M es arbitrario, se obtiene el resultado. [ |

Procedamos ahora a demostrar la Proposicion 8.
Demostracion. Por hipétesis existen una funcién continua H : [a,b] x [0,1] — M y una

particién a =ty < t; < --- < t, = b del intervalo [a, b] tales que

s H

[ti_1,t:]x[0,1] €s diferenciable,
» H(t,0) = s1(t), H(t,1) = sa(t), para a < t < b,

» H(a,7) = H(b,7), para 0 < 7 < 1.

Como w € A'(M) es localmente exacta se tiene, por la Afirmacién 2, que H*(w) [ti_1,t:]x[0,1]

es localmente exacta. Por otra parte, por la Afirmacién 1, H*(w)

[ti_1,t:]x[0,1] €S exXac-

tiotxfoy = Si(w) y

ta para cada 1 < ¢ < r. En particular se cumple que H*(w)

H*(W)|[t,_1 1% 41} = s5(w). Asi

/51 °T /ab i) = ; / =2 [ ww

i=1 i1

[tio1.ti]xfoy =0
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Andlogamente, fs w = 0. Por tanto obtenemos que w = w. [ |
2 S1 S92

COROLARIO 5 Toda 1-forma en R™ localmente exacta, es exacta.
Demostracion. Sea s : [a,b] — R”™ un lazo diferenciable a trozos y definamos
H :la,b] x [0,1] — R"

por H(t,7) = 7s(t). La aplicacién H es una homotopia del lazo constante 0 al lazo s. Si

w es localmente exacta, la Proposicién 8 implica

[ [

Como el lazo s es arbitrario, el Teorema 1 implica que w es exacta. [ |



CAPITULO 4

Cohomologia de 1-Formas

4.1. El espacio de primera cohomologia

En el Ejemplo 2 vimos que una forma localmente exacta sobre una variedad M
puede no ser exacta y esto parece estar relacionado con la topologia de la variedad. Esta
obsevacién intuitiva es formalizada por la definicién de la cohomologia de de Rham H! (M),
un espacio vectorial que mide en cierto sentido cudnto difieren las nociones de exactitud

y exactitud local sobre M.
DEFINICION 15 El espacio de I-cociclos (de de Rham) sobre M es el conjunto
ZY M) = {w € AY(M) : w es localmente exacta}.
El espacio de 1-cofronteras (de de Rham) es el conjunto
BY (M) ={w e AY(M) : w es exacta}.

Notemos que si vemos a A'(M) como espacio vectorial sobre R, entonces Z'(M) y B*(M)
son subespacios vectoriales. Es claro que BY(M) C Z'(M). Ademas ellos no son C*°(M)-
submédulos de A(M).

DEFINICION 16 El espacio vectorial cociente
H'(M) = Z'(M)/B(M)
es llamado el espacio de primera cohomologia de de Rham de la variedad M.

Si w es un 1-cociclo, su clase de cohomologia es [w] = w + BY(M) € HY(M).
Cohomologia es un funtor contravariante de la categoria de variedades diferenciables
y funciones diferenciables a la categoria de espacios vectoriales y aplicaciones lineales. En

efecto, por la Proposicién 6, una funcién diferenciable arbitraria ¢ : M — N induce

27
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una aplicacién lineal ¢* : Z1(N) — ZY(M) tal que ¢*(BY(N)) c BY(M). Luego »*
induce, por pasaje al cociente, una funcién lineal bien definida (con el mismo nombre)
©* : H'(N) — H'(M), cumpliéndose las propiedades funtoriales (¢ o 1)* = ¢* o p* y

PROPOSICION 9 Sean w,w € Z'(M). Entonces [w] = [©] € H'(M) si y sélo si [,w =

fs w, para todo lazo s diferenciable a trozos en M.

Demostracién. Sean w,w € Z'(M), entonces para todo lazo diferenciable a trozos s
Jyw=[,&siysblosi [ (w—&)=0.Por el Teorema 1, esto es cierto precisamente cuando

w — @ € BY(M). Equivalentemente, [w] = [&]. |

Estos nimeros son llamados los periodos de w y de la clase de cohomologia [w].

Sea f: M — N una funcién diferenciable entre variedades de la misma dimensién.
Diremos que x € M es un punto reqular de f sila derivada df, es no singular. En este
caso, se sigue del teorema de la funcién inversa que f mapea una vecindad de z € M
difeomorficamente en un conjunto abierto en N. Un punto y € N es llamado valor regular
de f si el conjunto f~!(y) contiene sélo puntos regulares.

Un punto x € M que no sea punto regular de f es llamado punto critico. De igual
manera, un punto y € N es un valor critico de f si f~'(y) contiene al menos un punto
critico de f.

El siguiente teorema, conocido como el Teorema de Sard, serd utilizado en el siguiente
ejemplo para probrar que H'(S™) = {0}, para n > 2. Para la demostracién véase las
referencias [Mi], [C].

TEOREMA 2 Si ¢ : M — N es una funcién diferenciable, entonces el conjunto de

valores criticos tiene medida de Lebesgue cero.

Es bien conocido que se puede construir una sobreyeccién continua s : R — R? (una
curva que llena el espacio). Sin embargo, si s es diferenciable todo valor de s en R? es un
valor critico, por lo que s(R) C R? tiene medida cero. Curvas diferenciables no pueden
llenar el espacio. Mas generalmente, funciones de menor a mayor dimensién siempre tienen

imagen con medida cero.

Ejemplo 3 Consideremos la esfera S™, n > 2. Por proyeccién estereogréfica
sabemos que el complemento de un punto en S™ es difeomorfo a R", luego,
via este difeomorfismo, todo lazo diferenciable a trozos en S™ es homotépico al
lazo constante. Por el teorema de Sard, ninguna curva diferenciable a trozos en
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S™ puede llenar el espacio si n > 2. Luego todo lazo diferenciable a trozos es
homotopicamente trivial. Si w € Z'(S™) y o es un lazo diferenciable a trozos
sobre S™ entonces se tiene, por la Proposiciéon 8 que

/sz.

Y por la Proposicién 9 concluimos que H'(S™) = {0}, siempre que n > 2.

4.2. Equivalencia Homotodpica e isomorfismo inducido

PROPOSICION 10 Si fy, f1 : M — N son diferenciables y homotdpicas entre si, en-
tonces las transformaciones lineales f§, ff : HY(N) — HY(M), inducidas por fy y fi

respectivamente, son iguales.

Demostracién. Sea [w] € H'(N). Si s : [a,b] — M es un lazo diferenciable a trozos,
entonces s = fopos : [a,b] — Ny sg = fios : [a,b] — N también son lazos
diferenciables a trozos. Sea H : M x R — M una homotopia de fy a fi. Entonces la

aplicacién compuesta
sxid

[a,0] x [0,1] =M xR—L S N

es una homotopia de sg a s1. Ahora,

[#iw= [ i) = / (oo )" (w) = /w (4.1)

Pero por la Proposicion 8, st w= f81 w. Luego, por un procedimiento andlogo al empleado
en (4.1) se obtiene que f81 w= [, fi(w), porlo que [, fi(w) = [, f{(w). Como s es un lazo

diferenciable a trozos, la Proposocién 9 implica

filwl = [fi ()] = [fo(@)] = folw]-

Finalmente, como [w] € H'(N) es arbitrario, se tiene que f = f7, al nivel de cohomologfa,

lo que demuestra la Proposicion. [ |

DEFINICION 17 Una funcién diferenciable f : M — N es una equivalencia homotdpica
si existe una funcién diferenciable g : N — M tal que fog ~idy y go f ~ idys.

COROLARIO 6 Una equivalencia homotépica f: M — N induce un isomorfismo lineal

f*: HY(N) — H'(M).
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Demostracion. Como fog ~ idy, se deduce de la funtorialidad contravariante del espacio
de primera cohomologfa y la Proposicién 10, que g* o f* = (f o g)* = idy = idgi(n) ¥y
[fog* = (gof)* =idy, = id i (ary- Luego, f*y g* son isomorfismos mutuamente inversos
sobre los espacios de cohomologia H'(N) y H(M). ]

Ejemplo 4 Sea f : {0} < D™ la funcién inclusién. Sea g : D" — {0} la
funcidn constante. Estas funciones son diferenciables y go f = idg. Consideremos
la funcién fog: D™ — D™ con imagen {0}. Afirmamos que f og es homotdpica
a idpn. En efecto, sea ¢ : R — [0, 1] diferenciable tal que (0) =0y ¢(1) = 1.
Definamos H : D™ x R — D™ por

H(z,t) = p(t)z.

Entonces, H(z,0) = ¢(0)z = 0 = f(g(x)) y H(z,1) = ¢(1)z = = = idpn(x),
para todo x € D", estableciendo asi la homotopia deseada. Con esto tenemos que

f es una equivalencia homotépica. Luego,
[* HY(D") — HY({0}) = {0}

es un isomorfismo. Esto es, H'(D") = {0}, o equivalentemente, toda 1-forma
localmente exacta en D™ es exacta. Un argumento similar muestra que R"™ es

homotépicamente equivalente a un punto, recuperando el Corolario 5.

Ejemplo 5 Sea i : S" 1 — R"\ {0} la inclusién y sea g : R"\ {0} — S"~! Ia
funcién definida por
(v) = 7.

]
Ambas funciones son diferenciables y g o ¢ = idgn-1. Afirmamos que i o g ~
idgn\ {0}, POr consiguiente i es una equivalencia homotdpica. En efecto, definamos
H: (R"\ {0}) x [0,1] — R™\ {0} por la fémula
v

H(v,t) = F Aol

Podemos ver facilmente que H es diferenciable, ya que |[v]| > 0 implica que
t+ (1 —t)||v|]| >0, para 0 < t < 1. Entonces, H(v,1) = vy H(v,0) = ﬁ =
i(g(v)), para todo v € R™\ {0}, de modo que

HY(R™\ {0}) = H'(s"7H).
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En particular, junto con el Ejemplo 3, esto prueba que H(R™\ {0}) es trivial,
siempre que n > 3.

4.3. Espacio de Primera Cohomologia de S’

PROPOSICION 11 Existe un isomorfismo canénico H'(S') = R.

Probaremos esta proposicion a través de tres lemas. Recordemos la funcién de recubrim-

iento universal p : R — S' dada por
p(t) = (cos 27t, sen 27t).

Esta funcién induce un difeomorfismo entre R/Z y S!, variedades que en lo sucesivo son
consideradas iguales, como grupos de Lie difeomorfos (véase el Ejemplo 9 del Apéndice).

Definimos la aplicacién lineal o : Z(S') — R por

1
a@) = [ #)
0
LEMA 12 La aplicacion lineal o induce una aplicacion lineal bien definida
o HI(SI) — R.

Demostracién. Se requiere mostrar que ker(a) D B'(S'). En efecto, la restriccién o =

p‘[oﬂ es un lazo diferenciable y puesto que w € B'(S') por el teorema 1 se tiene

a(w):/aw:o.

LEMA 13 La aplicacién lineal o : H'(S') — R es inyectiva.

Demostracién. Basta mostrar que ker(a) = BY(S!) para o : HY(S!) — R. Sea w €
ZY(SY) tal que a(w) = 0. Como [w] = w + B'(S'), debemos probar que w € B(S') para
que « sea inyectiva. Dado n € Z sea 7, : R — R la traslacién 7,(¢) = t + n. Entonces,
poT, =pYy asi

ropt =p*: AYSH) — AY(R).

Esto y la férmula de cambio de variables para la integral nos permite obtener

t+n t t
/ p(w) = / n(p*(w)) = / p*(w), para cualquier n € Z, 0 <t < 1. (4.2)
n 0 0
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En particular, como a(w) = 0 obtenemos

/nn+1p*(w) _ /Olp*(w) o0 /:rl P (w). (43)

Definamos f,, € C°°(S') por

t
fw(cos27rt,sin27rt)=/ p*(w).
0

Para que f,, sea diferenciable basta probar que esta bien definida. Estara bien definida si

t+n t
/ p*(w) :/ p*(w) paratodon € Zy t € R.
0 0

Sin =0, es obvio. Si n > 0, entonces aplicamos (4.3) y (4.2) para calcular

[ = f”wwg [ e

= /nt+np*(w)
= /Otp*(w)-

Por otro lado, si n < 0, aplicamos (4.3) para obtener

/t"p*w) - /t°p*<w>+i§:/_;p*<w>
- /top*w) por (4.3).

Asi queda mostrado que f,, esté bien definida y por tanto es diferenciable. Para el levan-
tamiento f, = p*(f,) € C*°(R) se tiene

= [ e,

luego, por el Teorema Fundamental del Céalculo y la Proposicién 6, obtenemos

p*(w) =df, =dp*(f.)) = p*(dfw)-

Pero p : R — S! es un difeomorfismo local, luego w y df., son iguales localmente, luego
globalmente. Esto es, w € BY(S1). |
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Ejemplo 6 Recordemos la forma localmente exacta

-y

R

n dy

x2 + 92

del Ejemplo 2 y sea 77 = i*(n) € Z'(S'), donde i es la funcién inclusién de
St en R?\ {0}. Para el lazo 0 = p|py], se tiene que s = i oo es tal que
o (7) = 0*(i*(n)) = (i 0 0)*(n) = s () = 2t

LEMA 14 La aplicacién lineal o : H'(S') — R es sobreyectiva.

Demostracién. Es suficiente mostrar que « es no trivial. Dada [] € H'(S') considere

1 = *(n) para la cual se cumple

1 1
afi) = [ v@= [ o' =2m
0 0
Por tanto o es sobreyectiva. [ |

Se ha completado asi la demostracién de la Proposicién 11.

COROLARIO 7 Se verifica que H'(R? \ {(0,0)}) = R.



CAPITULO 5

Algunas Aplicaciones Topoldgicas

5.1. Teoria de Grado Mddulo 2

Supongamos que M es una variedad compacta y IV una variedad conexa tales que
dim(M) =m =n=dim(N) > 0. Si f € C°(M, N), escojamos un valor regular y € N de
f. Sabemos que la imagen inversa f~!(y) es una subvariedad de M de dimensién m—n = 0.
Luego es un conjunto de puntos aislados. Como ademaés es un subconjunto cerrado de un
espacio compacto, es finito. Sea k = |f~!(y)| la cardinalidad de este conjunto, un entero

no negativo.

PROPOSICION 12 Sea R C N el conjunto de valores regulares de la funcién f. La funcién
Af: R — Z7 definida por \¢(y) = | f~'(y)|, es localmente constante.

Por ser A¢(y) localmente constante, es constante en cada componente conexa.

DEFINICION 18 Si y € N es un valor regular de f, entonces deg,(f,y) € Zo es la clase
residual médulo 2 de A¢(y).

A continuacién establecemos algunos resultados sobre grado que son requeridos para nue-

stros objetivos. Para la demostracién el lector puede consultar [C], [Mi].

LEMA 15 (Lema de Homotopia) Si f,g € C°°(M, N) son diferenciablemente homotdpicas

y siy € N es un valor regular para f y para g entonces se cumple

degy(f,y) = dega(g,y)

TEOREMA 3 Siy y z son valores regulares de f entonces

deg2(f> y) = deg2(f7 Z).

Esta clase residual comin depende sélo de la clase de homotopia de f.

34
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Gracias a este Teorema, podemos definir sin ambigiiedad una funcién
degg(f) N — ZQ.

Por la Proposicion 12 esta funcion es localmente costante. Luego, por la conexidad de N,

degs(f) es constante.

DEFINICION 19 El elemento degy(f) € Zs es llamado el grado (mod 2) de f € C*°(M, N).
COROLARIO 8 Si f,g € C°°(M, N) son homotdpicas, entonces degy(f) = degy(g).
LEMA 16 Si f : M — N no es sobreyectiva, entonces degy(f) = 0.

COROLARIO 9 Si N no es compacto, degy(f) = 0.

5.2. Teoria de Grado sobre S!

Para comenzar clasificaremos las funciones diferenciables f : ST — ST bajo homo-
topfa. La primera observacién es que como H'(S') = R, la funcién f induce una aplicacién
lineal f*: R — R que depende sélo de la clase de homotopia de f. Asi, f* es simplemente
la multiplicacién por una cierta constante ay € R, donde ay depende solamente de la clase
de homotopia de f. Probaremos que a; € Z, mostrando en particular que este entero
determina a f bajo homotopia. Esto proporcionard una correspondencia uno a uno entre

Z y el conjunto de clases de homotopia de funciones diferenciables de S' en si mismo.

LEMA 17 (Lema del Levantamiento) Si f : S' — S es diferenciable, existe una funcién

diferenciable f: R — R tal que el diagrama

f

R——R

pl lp
gt — gt

f

conmuta. Mas aun, f es otro levantamiento de f si y solo si f: f+ k para algiin entero
k.

Demostracion. Probaremos primero que si ¢ : R — S! es una funcién diferenciable,
entonces existe una funcién diferenciable g : R — R tal que po g = ¢. El levantamiento ¢
serd diferenciable dada la diferenciabilidad de g y el hecho que p es un difeomorfismo local.

Aplicando esto a ¢ = p o f obtenemos que f: g es el levantamiento requerido. Primero
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definamos tal levantamiento sobre un intervalo compacto arbitrario [a,b] C R. Sean J; y

J_ los complementos en S* C C de los puntos +1 y —1 respectivamente. Luego,

p (T = [k k+ 1) yp () = || (k= 1/2,k+1/2).
kEZ kEZ
Estos intervalos son llevados difeomorficamente por p en Jy y J_ respectivamente. Por
la continuidad de g y la compacidad de [a,b] es posible encontrar una particiéon a =
to <tp <---<t; =>tal queg

(ti_1,t:] © J+ O tiene imagen J_, para 1 < @ < gq.
Entonces ¢g; = g‘[t07t1] posee un levantamiento continuo g1, el cual depende solamente
de la eleccién de g1(tg) € p~t(g(tp)) (véase el Lema 20 del Apéndice). Después, para la
funcién gy = 9‘[t1,t2} puede encontrarse un tnico levantamiento continuo g, de manera
que ga(t1) = gi1(t1). Si continuamos con este argumento producimos un levantamiento de
g‘[a,b} como se queria, dependiendo sélo de la escogencia del valor del levantamiento en
to = a. Expresando a R como unién de intervalos de la forma [k, k + 1], k € Z, escogemos
primero un levantamiento de g en [0, 1] mediante el procedimiento anterior, luego en [1, 2]
tal que coincidan en 1, luego en [—1, 0] tal que sean iguales en 0 y asi sucesivamente. Hemos

encontrado un levantamiento g : R — R tal que el siguiente diagrama es conmutativo

R—L LR

N

Sl

Haciendo g = po f se obtiene el resultado. Por otra parte, si fy fson dos levantamientos
de f: S — S, el hecho que p sea un homomorfismo de grupos de Lie entre R y S!

implica que B
T T p(f(®) _ fp@))

P70 - F0) =B o8 = F = (51)

Esto es, f(t) — f(t) € Z, para cualquier ¢ € R. La continuidad de la expresién (5.1) en ¢

implica que este valor entero es una constante k. Asi, f: f—k k. [ |

PROPOSICION 13 Si f : S — St es diferenciable, entonces ay = f(1) — f(0) € Z,

donde fes cualquier levantamiento de f como en el Lema 17.

Demostracion. Sea fun levantamiento de f como en el Lema 17. Entonces,
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Luego, f(1)—f(0) es un entero que denotaremos m. Recordemos ahora la forma 7j € Z1(S?)

del Ejemplo 4 y calculemos

1

1
2na; = agolfi) = alafil) = o) = [ pU@) = [ (Fon) @)
1 " 1 1 1
= [webr@= [ For@ = [ Fema =2 Fa

1 ~
— o / ()t = 2x(F(1) — F(0))
0

= 2m™m

Esto es, ay = m € Z. [ |

DEFINICION 20 Dada una funcién diferenciable f : S' — S, el entero ay es llamado
el grado de f y es denotado por deg(f).

COROLARIO 10 Si f: S' — S! es diferenciable y fes un levantamiento definido como

en el Lema 17 y si t € R es arbitrario, entonces deg(f) = f(t + 1) — f(¢t).

Demostracion. Veamos a p : R — S' como un homomorfismo de grupos. Entonces,

_ Can _ p(fE+1)  fle(E+1)
A= IO =5 = e

Luego, f(t+1) — f(t) € Z, para cualquier ¢t € R. Esta funcién de ¢, siendo continua y a

valores enteros, es constante en R. Luego es igual a f(1) — f(0) = deg(f). ]

DEFINICION 21 El conjunto de clases de homotopia de funciones diferenciables f :
M — N serd denotado 7[M, N].

Gracias a la invarianza por homotopia de la cohomologia, hemos definido una funcién
deg : 7[S1, 81 — Z.

Describamos deg(f) en términos de valores regulares. Sea 2o € S' un valor regular de f :
St — S'. Entonces f~'(z0) = {z1,...,2:}. Si f!(29) = @, tomamos 7 = 0. Recordemos
que degy(f) = r(mod 2).

Escojamos z; € R tal que p(%;) = z;, 1 <4 < r. La funcién diferenciable f : S — S*
preserva la orientacién en z; si fv’('zvz) > 0 e invierte la orientacién en z; si f’(?,) < 0. Sea

e = f'(%)/|f' )| € {~1,1}, obsérvese que este nimero depende sélo de f y z;.
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PROPOSICION 14 Con las convenciones de arriba, se cumple que

deg(f) = Zsi.
i=1

Demostracién. Tomemos a € R\p~{z1, ..., 2.}. Luego, la intersecciéon p~!(z;)N(a,a+1)
posee un sélo punto, el cual escogemos como nuestro z;, 1 < i < r. Seap~!(z9) = {b+k}rez
y consideremos la grafica de s = f(t) sobre el intervalo abierto (a,a + 1) y las lineas
horizontales s = b+ k, k € Z. Cada vez que la grafica cruza una linea s = b+ k el
pardmetro t es igual a uno de los z; y ¢; indica si la grafica cruza esta linea de manera
creciente (g; = 1) o decreciente (¢; = —1). La Figura (5.1) muestra el caso en que r = 7,
g1 =¢eg=¢e3=¢e4=¢c7=1Yy e5 =¢e¢ = —1. La suma de los ¢; pertenecientes a una linea

s=b+kes1, —1 00. Claramente la suma de todos estos valores es

Zaz_ Fla+1) — fa) = deg(f),

donde la 1dltima igualdad ocurre gracias al Corolario 10. [ |

(En la Figura (5.1) el grado es 3)

Figura 5.1: Grafica de f

COROLARIO 11 Si f: 8! — S' es una funcién diferenciable se cumple que

deg,(f) = deg(f)(mod 2).

Ejemplo 7 Para cada n € Z, definamos f,, : S — S! por f,(z) = 2". Viendo
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a S' como subconjunto del plano complejo C. Podemos escoger el levantamiento

fn:R — R como f,(t) = nt, entonces

deg(fn) = fu(1) = fu(0) = n.

Si z € S! es un valor regular de f,, entonces f,!(z) = {p1,---, P}, donde
P1,-- -5 Pln| Son las n distintas raices de z. Es evidente que si n = 0, entonces fo
es constante y fo_l(z) = @. Sin > 0, todos los ¢; son igualesa lysin <0

entonces ¢; = —1 para todo i. Asi,

n|

n = E E;
=1

en todos los casos.

TEOREMA 4 La funcién deg : n[S!, S| — Z es biyectiva.

Demostracion. Para cada n € Z, existe f, tal que deg(f,) = n, luego deg es sobreyectiva.
Debemos probar que si deg(f) = deg(g) = n entonces f ~ g. Definamos H:Rx [0,1] — R

mediante la férmula

H(t,7)=71f()+ (1 —7)g(t).
Como H(t + 1,7) — H(t,7) = Tn + (1 — 7)n = n, es posible establecer una funcién
diferenciable, bien definida H : S* x [0,1] — S! mediante la férmula

H(z,7) =po H(p ' (2), 7).

Evidentemente, H(z,0) = g(z) y H(z,1) = f(z), para cualquier z € S'. Luego f ~g. =

5.3. Teorema Fundamental del Algebra y estructura de 7[S', S|

TEOREMA 5 Una funcién diferenciable f : S' — S' puede ser extendida a una funcién
diferenciable F : D?> — S' si y sélo si deg(f) = 0.

Demostracion. Primero supongamos que la extensién diferenciable F' existe. Esto es,
f = Foidondei:S' < D? es la funcién inclusién. Entonces f* = i* o F* y F* :
H(SY) — HY(D?). Pero por el Ejemplo 5 H'(D?) = {0}, lo cual implica que f* = 0.
Por tanto deg(f) = 0.

Para el recicproco, supongamos que deg(f) = 0. Por el Teorema 4 se sigue que f es

homotdpica a la funcién constante fy = 1. Esto es, existe una homotopia H:S'x [0,1] —
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St tal que ]?I(z, 1)=f(2)y ];NI(Z,O) =1, para z € S'. Ahora, podemos reparametrizar H
de manera que

2<t«<1
H(z,0) , 0<t<1
Asi H(z,1) = f(z) para todo z € S' y H(z,t) =1, si 0 < t < 1/2. Definamos ahora
una funcién sobreyectiva y diferenciable ¢ : S x [0,1] — D? C C por ¢(z,t) = zt.
Entonces ¢ mapea S x (0,1] difeomorficamente sobre D? \ {0}. Luego H define una

funcién diferenciable sobre el disco F : D? — S! como sigue.
F(p(z,t)) = H(z,t).

La cual estd bien definida, es diferenciable en D?\{0} y es constante en {w € D? : |w| < 3}.
Luego, F es diferenciable. Evidentemente, F(z) = H(z,1) = f(z), para todo z € S1, as{ F

es una extension de f. [

TEOREMA 6 (Teorema Fundamental del Algebra) Sea f : C — C un polinomio de

grado n > 1. Entonces existe zy € C tal que f(zp) = 0.

Demostracion. Podemos suponer que el coeficiente del término de grado n es 1 y escribir
f(2)=2"+a12" 4+ Fap_12+ an.

Supongamos por absurdo que f no tiene raices. Para cada r € RT definamos una funcién

diferenciable F, : D?> — ST por la férmula
f(rz)

5@ =15

Esta funcion esta bien definida gracias a la hipétesis de que f no tiene raices. Sea g, =

F,|s1 . Luego hagamos H,(z,t) = (rz)" + t(ai(rz)" ' + -+ + a,) y notemos que H, no se

anula en S x [0,1] si r es suficientemente grande. En efecto,

~

e (e

se aproxima a 1 cuando r — oo, uniformemente en S! x [0,1]. Asi, fijemos un r suficien-

temente grande y definamos H : S x [0,1] — S* por

H, (2t
H(zt) = 20
‘HT’(Za t)‘
Entonces H(z,1) = g.(2) y H(z,0) = 2" para todo z € S'. En consecuencia, g, ~ f y
deg g, = deg(f) = n > 0. Pero g, puede ser extendida diferenciablemente a F,. : D? — S,

una contradiccion con el Teorema 5. []
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LEMA 18 Si f,g:S' — S son diferenciables, entonces deg(f o g) = deg(f) deg(g).

En efecto, la funtorialidad de la cohomologia implica que af.q = aray, luego el Lema es

inmediato.

COROLARIO 12 Si f,g : S' — S' son diferenciables, entonces f og y go f son ho-

motopicas entre si.

Si f,g : S' — S! son diferenciables, se define el producto puntual, fg : S* — S*

mediante la estructura de grupo de Lie de S'. Esto es,

para todo z € S'. Claramente, fogo ~ fig1 siempre que ocurra fo ~ fi v go ~ g1
Esto define un producto conmutativo sobre el conjunto w[S!, S1]. La funcién constante
1 determina la clase [1] € 7[S',S'] la cual es la identidad para dicho producto. Si ¢ :

Sl — 81 es la funcion que a cada z le asigna su inverso multiplicativo z~!

, entonces
cada [f] € n[S!,S!] posee un inverso [t o f] relativo a este producto, asi 7[S1,S!] es

canonicamente un grupo abeliano.

PROPOSICION 15 La biyeccién deg : n[S!, S'] — Z es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. S6lo es necesario demostrar que deg(fg) = deg(f)+deg(g). Sideg(f) =n
y deg(g) = m entonces f ~ f,, v g ~ fm. De manera que fg ~ fnfm. Pero fufm = fatm.
Asi deg(fg) = deg(fnfm) = m+n =deg(f) + deg(g). [ ]

Por el Ejemplo 10 del Apéndice, se tiene que el grupo fundamental 7 (S',1) = Z.
Este es un isomorfismo canénico, producido por levantar un lazo ¢ basado en S' a un
camino ¢ en el cubrimiento universal R empezando en 0. Gracias a la proposicién anterior

podemos identificar canonicamente al primer grupo fundamental de S* con 7[S*, S1].



Apéndice

Categorias y Funtores

Una Categoria € consiste en:
» una clase (no necesariamente un conjunto) de objetos obje
» para cada par ordenado A, B € 0bj% un conjunto Hom¢ (A, B) de morfismos.

» para cada terna A, B,C € 0bj% una funcién llamada composicion: Homg (A, B) x
Homy (B, C) — Homg (A, C) denotado por (f,g) — go f,

todos ellos sujetos a satisfacer los siguientes axiomas:
(i) la composicién es asociativa: (fog)oh = fo(goh),

(ii) para cada A € 0bj%, existe un morfismo identidad Idy € Homg (A, A) que satisface:
para cada f € Homg (A, B) se tiene que Idgo f = f =00 1dy

En cualquier categoria %, un morfismo f € Homg (A, B) es llamado un isomorfismo si
existe un morfismo g € Homy (B, A) tal que fog=1Idgy go f = Ida.

Sean ¥ y &/ categorias tales que 0bj% C objef. Si A, B € 0bj%’, denotemos los dos
conjuntos posibles de morfismos por Homy (A, B) y Hom,, Entonces ¢ es una subcategoria
de o si

Homy (A, B) C Hom,,

para todo A, B € 0bj€, y si la composicién en € es igual a la composicién en .
Una congruencia sobre una categoria % es una relaciéon de equivalencia ~ sobre la

clase (J 4, gy Hom(A, B) de todos los morfismos en ¢’ tales que:
1. Si f € Hom(A, B) y f ~ f" entonces f' € Hom(A, B).

2.Sif~f' g~g ygo f existe, entonces go f ~ g o f’.

42
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TEOREMA 7 Sea € una categoria con congruencia ~ y denotemos por [f] la clase de

equivalencia del morfismo f. Definamos ¢’ como:
0bj€" = obj¢, Homy (A, B)={[f]: f € Homg} y[g]o[f] =[g0° f]
entonces ¢’ es una categoria.

La categoria ¢’ construida en el teorema anterior es llamada una categoria cociente de €.
Usualmente se denota Homg: (A, B) como [A, B].

Si o/ y € son categorias, un funtor T : &/ — % es una funcién tal que:

1. A€objod — TA € 0bj%.

2. Sif:A— A’ es un morfismo en .7, entonces T'f : TA — T A’ es un morfismo en

€.

3. Si f y g son morfismos en &7 para los cuales g o f esta definido, entonces
T(gof)=(Tg)o(Tf)

4. T(14) = 174, para todo A € obj.< .

Los funtores, como se han definido son también llamados funtores covariantes para dis-
tinguirlos de los funtores contravariantes que cambian la direccién de las flechas. Si o/ y

% son categorias, un funtor contravariante S : o/ — % es una funcién tal que:

1. A€ objo/ = SA € obj¥.

2. Sif: A— A’ es un morfismo en &/, entonces Sf : SA' — SA es un morfismo en

%.

3. Si f y g son morfismos en &/ para los cuales g o f esta definido, entonces
S(go f)=(5f)c(S9).

4. S(14) = 154, para todo A € obj. .

Ejemplo 8 Sea F' un campo y % la categoria de todos los espacios vectoriales

de dimensién finita sobre F'. Definamos S : € — € por

S(V) = V*=Hom(V,F)
S = f°
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Asi, S es el funtor espacio dual que asigna a cada espacio vectorial V' su espacio
dual V*, conformada por todos los funcionales lineales sobre V', y a cada transfor-
macién lineal f, su traspuesta f*.

Espacio de recubrimiento

En lo que sigue supondremos que todos los espacios topoldgicos a ser considerados
son localmente conexos por caminos. Sea p : Y — X una funcién continua entre espacios
topolégicos. Un subespacio conexo y abierto U C X estd uniformemente cubierto por p si
cada componente conexa de p~1(U) es llevada homeomérficamente sobre U por p.

Una funcién continua p : Y — X es una funcion de recubrimiento si X es conexo
y cada punto x € X tiene una vecindad conexa que estd uniformemente cubierta por p.
La terna (Y, p, X) es llamada espacio de recubrimiento de X. En la practica nos referimos
a Y mismo como el espacio de recubrimiento. Ademads, en general, no se requiere que Y
sea conexo.

Sea p una funcién de recubrimiento. Una transformacion de recubrimiento es un

homeomorfismo i : Y — Y tal que po h = p. Esto es, el siguiente diagrama conmuta.

Yy — Iy

WA

LEMA 19 EI conjunto I' de transformaciones de recubrimiento, asociado a una funcién
de recubrimiento p : Y — X forma un grupo bajo la composicién, llamado el grupo de

recubrimiento.

Ejemplo 9 La funcién p: R — S definida por

p(t) — 627rit

es una funcién de recubrimiento. En efecto, fijando un punto zy = €270 ¢ St
es claro que p lleva el intervalo compacto [ty — i,to + %] inyectivamente, luego
homeomdérficamente, en un arco compacto de S conteniendo a 2y en su interior U.
Entonces p~!(U) es la unién disjunta de intervalos abiertos (tg+n—1,tg+n+1),
con n variando sobre el conjunto Z de los ndmeros enteros. Evidentemente cada

uno de estos intervalos es una componente conexa de p~1(U) vy es llevada por
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p homeomérficamente en U. Finalmente, p(t) = p(s) si y sélo si s = t + m,
para algin m € Z. Asi h : R — R es una trasformacién de recubrimiento si y
sélo si h(t) = t + my donde my € Z, para —oo < t < oo. Por continuidad, m;
depende continuamente de t. Pero Z es un espacio discreto y R es conexo, luego
my = m es constante. El grupo de transformaciones de recubrimiento es el grupo

de traslaciones por enteros, luego es candnicamente isomorfo al grupo aditivo Z.

Si el diagrama

X' T) X
es un diagrama conmutativo de funciones continuas, donde p y p’ son funciones de re-
cubrimiento, diremos que f es un levantamiento de f a los espacios de recubrimiento.
En el caso que X = X' y f = idx, tal levantamiento es llamado un homomorfismo de
espacios de recubrimiento. Un homomorfismo de espacios de recubrimiento que también

sea un homeomorfismo es llamado un isomorfismo de espacios de recubrimiento.

LEMA 20 Si fes un levantamiento de f, y si el espacio de recubrimiento Y’ es conexo,

entonces festei completamente determinada por f y por el valor de fen un punto.

COROLARIO 13 Sea p : Y — X una funcién de recubrimiento, supongamos que Y
es conexo, y sea y € Y. Entonces toda transformacion de recubrimiento h : ¥ — Y

estd unicamente determinada por el punto h(y).

En efecto, una transformacién de recubrimiento es un levantamiento de la transformacién
identidad id : X — X, donde Y’ =Y y p/ = p.
Otro tipo de levantamiento importante es aquel para el cual el recubrimiento p’ :

Y’ — X' es el recubrimiento trivial id : X! — X'. En este caso el levantamiento continuo

i

X,TX

LEMA 21 (Propiedad de Levantamiento por Caminos). Sean p : Y — X un espacio de

encaja en un tridngulo conmutativo

recubrimiento, x € X, y € p~'(x) y ¢ : [a,b] — X un camino continuo con o(a) = z.

Entonces existe un iinico levantamiento o : [a,b] — Y tal que 5(a) = y.
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Otra propiedad de levantamiento importante para espacios de recubrimiento es la
propiedad de levantamiento por homotopia. Sean fy y fi funciones continuas de un espacio
Z en un espacio W. Una homotopia entre estas funciones es una funciéon continua H :
Z x [0,1] — W tal que

fo(z) = H(z,0), para todo z € Z
fi(z) = H(z1), paratodo z € Z.

SiC CZy fole = filc, diremos que H es una homotopia relativa (mod C) si, ademas,
H(z,t) = fo(z), paratodo z€ C'y 0 <t < 1.

Si existe una homotopia entre fyy fi1, diremos que fy es homotdpica a f1 y se escribird fy ~
f1, si es una homotopia (mod C'), escribiremos fy ~¢ fi.

Puede pensarse en una homotopia H como una deformacién continua de la funcién
fo ala funcién f; a través de funciones fi(z) = H(z,t), 0 <t < 1.

Un caso particularmente importante de homotopia relativa es aquel en el cual las
funciones son caminos

o; i la,b) — W, con i =0,1

y C = 0la,b] = {a, b}. Luego las curvas tienen los mismos puntos finales o¢(a) = 01 (a) = z,
oo(b) = 01(b) = y, y la homotopia (mod {a,b}) deforma una curva en otra manteniendo
los puntos finales fijos. Denotaremos esta homotopia relativa por oy ~g 1.

Usualmente parametrizaremos caminos en el intervalo [0, 1]. Si o y 7 son dos caminos
tales que o(1) = 7(0), podemos unirlos en este punto comun para producir un camino o -7

uniendo ¢(0) a 7(1) y parametrizado en [0, 1] como sigue:

o (2t), 0<t<i
(o-7)(t) = .
T2t —1), $<t<1

Un lazo en X basado en zp es un camino o : [0,1] — X tal que ¢(0) = o(1) = zo.
Esto es, un camino que parte de xg en el tiempo ¢ = 0 y retornando a xg en el tiempo
t = 1. Denotaremos también como zq al lazo constante ¢ = xy. Un espacio topoldgico X

es simplemente conexo si se cumplen las siguientes condiciones:
1. X es conexo por caminos
2. Existe un punto xo € X tal que todo lazo en xg satisface o ~g xg.

Un espacio X es localmente simplemente conexo si cada vecindad de cada punto x € X
contiene una vecindad abierta de z simplemente conexa. El siguiente lema nos provee de

varias caracterizaciones de conexidad simple.
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LEMA 22 Las propiedades de un espacio X conexo por caminos, que a continuacion se

enuncian, son equivalentes:
1. Toda funcién continua f : S* — X es homotdpica a una funcién constante.

2. Toda funcién continua f : S' — X puede extenderse a una funcién continua

F:D? — X, donde D? es el disco unitario cerrado en R?.

3. Si o y T son caminos en X teniendo los mismos puntos inicial y final, entonces

o~y T.
4. Si o es un lazo en un punto arbitrario x € X, entonces o ~g .

5. X es simplemente conexo.

El recubrimiento universal

Una funcién de recubrimiento 7 : X — X se dice que es universal si X es conexo
y, para cualquier funcién de recubrimiento p : Y — X tal que Y es conexo, existe una
funcién continua 7 : X — Y que es un levantamiento de 7. El espacio de recubrimiento
X es llamado un espacio de recubrimiento universal de X.

Un espacio punteado es un par (Z, zp), donde zp es un punto base fijo y Z es conexo

por caminos. Una funcién

[ (Z,20) — (W, wo)

es una funcién continua de Z en W tal que f(zp) = wp. Estas son llamadas funciones que
preservan punto base.

El conjunto de todos los espacios punteados, junto con todas las funciones que preser-
van punto base forma la categoria de los espacios punteados. Los espacios punteados son
los objetos de la categoria y las funciones que preservan punto base son los morfismos. En
esta categorfa, la definicién de funcién de recubrimiento universal 7 : (X, %) — (X, z0)
requiere que, para cualquier funcién de recubrimiento p : (Y,yg) — (X, z¢), exista un

diagrama conmutativo

(X, JZQ)

De acuerdo con el Lema 20 el levantamiento 7 estd tinicamente determinado por la condi-

cién w(Zo) = yo-
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LEMA 23 Sim: (X,%0) — (X,z0) y 7 : (X,%) — (X, ) son ambas funciones de

recubrimiento universal, entonces existe un tinico homeomorfismo ¢ haciendo el diagrama

/
=1

conmutativo.

Gracias a este Lema, podemos hablar de la unicidad del espacio de recubrimiento universal
de (X, x0), siempre que exista. La existencia del espacio de recubrimiento universal nos la

proporciona el siguiente teorema.

TEOREMA 8 Sea X es conexo por caminos y localmente simplemente conexo. Entonces
X admite un espacio de recubrimiento universal. Mds aiin, un espacio de recubrimiento es

universal si y sélo si es simplemente conexo.

El Grupo Fundamental

Sea P(X,xq) el espacio de caminos o : [0,1] — X teniendo como punto inicial
xo y sea Q(X,xo) C P(X,xzg) el conjunto de lazos en X basados en zg. La relacién de

homotopia ~y define una relacién de equivalencia en Q(X,zg), y el conjunto cociente
m1(X, 20) = QX 20)/ ~o

forma un grupo con la operacion [o]-[r] = [0 - 7] llamado el grupo fundamental de (X, x).

El grupo I' de transformaciones de recubrimiento del espacio de recubrimiento uni-
versal X de X es isomorfo a m (X, z0). El punto base zp juega un papel esencial en el
estudio del grupo fundamental. La escogencia del punto base es determinante para especi-

ficar un isomorfismo I' = 71 (X, o).

Ejemplo 10 Por el Ejemplo 9 y el hecho que un espacio de recubrimiento sim-
plemente conexo es universal, el espacio de recubrimiento universal del circulo es
p: R — S (R al ser convexo, es simplemente conexo) y el grupo de transforma-
ciones de recubrimiento es isomorfo al grupo ciclico infinito Z. Asi 1 (S*, z) = Z,
donde z¢ = p(Z). Es de observar que un lazo en S', basado en z y generando a

71(S1, 20), estd dado por la restriccién o = p‘[oﬂ-
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Consideremos una funcién continua que preserva punto base f : (X, z9) — (Y, 30)
entre espacios punteados. Si o € Q(X, z(), entonces, como f preserva punto base, foo €
Q(Y,yp). Si 0 ~y 7, entonces f oo ~g f o7, lo cual nos permite definir una funcién

inducida

f*zﬂ-l(X7$0) - WI(Y>Z/O)
fille]) = [food]

La funcién inducida f, es un homomorfismo de grupos que ademds cumple que si g :
(X,z0) — (Yyy0) v f: (Y,y0) — (Z, 20) son funciones continuas que preservan punto
base, entonces

(fog)s = fio g

Estas propiedades se resumen diciendo que el grupo fundamental define un funtor covari-
ante de la categoria de espacios punteados y funciones continuas que preservan punto base
a la categoria de grupos y homomorfismos de grupos.

Finalmente, usando el grupo fundamental, formulamos una condicién necesaria y

suficiente para la existencia de leventamientos.

TEOREMA 9 Sean p: (Y,yo) — (X, xo) una funcién de recubrimiento y f : (Z,zy) —

(X, z0) una funcién continua que preserva punto base. Entonces existe un levantamiento

f:(Z, z0) — (Y,yo) siy sélo si fu(m1(Z,20)) C ps(m1(Y,90)).

COROLARIO 14 Sean p : (Y,y9) — (X, x¢) una funcién de recubrimiento y Z simple-
mente conexo. Entonces toda funcién continua que preserva punto base f : (Z,zy) —

(X, z0) posee un tinico levantamiento f : (Z,z0) — (Y, o).
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