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Resumen

El cálculo de los términos de la matriz de rigidez de un elemento finito consiste en

evaluar integrales múltiles de funciones racionales, lo que genera un alto costo de tiempo

de CPU. En este trabajo, se presenta una metodoloǵıa general aplicada a la integración

simbólica de la matriz de rigidez de un elemento finito lagrangiano cuadrilátero de 9

nodos en problemas de elasticidad plana. El elemento es considerado isoparamétrico de

lados rectos. Esta metodoloǵıa permite calcular los elementos de la matriz de rigidez de

forma sencilla y se presenta la integración semi-anaĺıtica de la matriz. Antes de calcular

la integral se hace una clasificación de los terminos de la matriz de rigidez en distintos

grupos según metodoloǵıa presentada por Lozada I., Osorio J., Griffiths D. y Cerrolaza

M. en el 2006. La matriz de rigidez del elemento es de orden 18x18, simétrica y esta

particionada en bloques de orden 2x2, correspondientes a la incidencia de los grados de

libertad de cada par de nodos. La integración semi-anaĺıtica y la matemática simbólica

son usadas para obtener una formula básica para evaluar la matriz de rigidez. La expre-

sión resultante mantiene la precisión obtenida por integración numérica tipo Gaussiana

de orden 2x2. El software de matemática simbólica Maple es usado para simplificar y

optimizar los cálculos. Se hace la comparación entre la integración semi-anaĺıtica y la

integración numérica convencional (Cuadratura de Gaussiana de orden 2x2) en cuanto

a precisión para obtener la matriz de rigidez.

Palabras claves: Integración semi-análitica, matemática simbólica, elementos fini-

tos, matriz de rigidez.
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ÍNDICE

Agradecimientos i

Introducción 1

1. Planteamiento del Problema 5

1.1. Descripción del MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Formulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. Fundamentos teóricos 10
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Introducción

Una de las tareas fundamentales del ingeniero consiste en la predicción cuantitativa

del comportamiento de un sistema tecnológico, para proceder a su diseño eficiente o

para cumplir con especificaciones de producción. Ejemplos de los mismos los podemos

encontrar en áreas del flujo de calor, mecánica de fluidos, electromagnetismo, reacciones

qúımicas y otros. Para ello debe hacer uso de conceptos de f́ısica, qúımica y matemáti-

ca, para formular un modelo matemático del sistema o proceso en consideración. Dicho

modelo no es más que un sistema de ecuaciones cuyas incógnitas representan magni-

tudes de interés tecnológico que permiten describir el comportamiento del objeto bajo

análisis. Consecuentemente, para llevar a cabo la predicción del sistema, el ingeniero

debe resolver cuantitativamente las mencionadas ecuaciones para dedicarse a continua-

ción, a la interpretación técnica y al análisis de los resultados. En muchas situaciones,

los modelos pertinentes involucran problemas de contorno gobernados por ecuaciones

diferenciales en derivadas parciales. Por mencionar algunos de dichos casos pueden ci-

tarse el estudio estructural de automóviles, aviones, puentes, o el análisis de campo

de flujo de calor en componentes de máquinas, flujo de fluidos, filtración en presas de

tierra, entre otras. Debido a la gran dificultad para obtener soluciones anaĺıticas a las

ecuaciones aludidas, la ingenieŕıa ha recurrido, históricamente, al uso de modelos sim-

plificados basados en resultados experimentales, experiencia y en el mejor de los casos

en unas pocas soluciones matemáticas particulares relativas a un modelo más preci-

so. Esta metodoloǵıa general de la ingenieŕıa ha dado muy buenos resultados y aún

lo sigue haciendo. No obstante, es importante notar que se trata de una metodoloǵıa

que presenta fuertes limitaciones en cuanto a las posibilidades de análisis, hecho que

se hace más grave si se consideran las crecientes necesidades de la tecnoloǵıa moderna.

Este cuadro ha ido cambiando con el advenimiento de la computación electrónica y con

el desarrollo asociado de métodos computacionales. En el contexto que se alude han

aparecido importantes técnicas numéricas entre las cuales se destacan los métodos de

diferencias finitas, elementos de contorno y elementos finitos. En particular este último
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es el más poderoso y, en consecuencia, el más utilizado.

Los problemas de ingenieŕıa se estudian con modelos matemáticos que representan

situaciones f́ısicas, estos modelos son ecuaciones diferenciales con condiciones de contor-

no e iniciales determinadas. Las ecuaciones diferenciales son derivadas, que se deducen

aplicando leyes fundamentales y principios de la naturaleza a sistemas, estas represen-

tan el equilibrio de masas, fuerzas o enerǵıa. Cuando es posible la solución exacta de

estas ecuaciones nos muestran el comportamiento de un sistema en estudio bajo ciertas

condiciones, las soluciones anaĺıticas están compuestas de dos partes (1) una parte ho-

mogénea y (2) una parte particular. En cualquier problema de ingenieŕıa, hay dos clases

de parámetros que influyen en la forma como el sistema se comportará, primero están

los parámetros que dan información sobre el comportamiento natural de un sistema

dado, estos incluyen propiedades tales como el modulo de elasticidad, la conductivi-

dad térmica y la viscosidad. Luego están los parámetros que producen un disturbio o

alteración en el sistema, como fuerzas externas, momentos, diferencia de temperatura

en el medio y diferencias de presión en flujos de fluidos. El comportamiento natural

de un sistema que se deduce es la parte homogénea de la solución de las ecuaciones

diferenciales, en contraste, los parámetros que causan disturbios aparecen en la solu-

ción particular. Es importante comprender el papel de estos parámetros en el modelado

con las técnicas de elementos finitos, en términos de sus respectivas apariciones de las

denominadas matrices de dureza o rigidez (stiffness) o conductancia y las matrices de

carga o fuerza. Los sistemas caracteŕısticos siempre presentan la matriz de rigidez, la

matriz de conductancia o la matriz resistencia, mientras los parámetros que producen

disturbios aparecen en la matriz de carga.

Hay muchos problemas prácticos en ingenieŕıa los cuales no podemos obtener la

solución exacta, esto se puede atribuir a la complejidad natural de las ecuaciones di-

ferenciales o a las dificultades que pueden ocurrir con las condiciones de contorno o

iniciales. Para tratar este tipo de problemas usamos las aproximaciones numericas. En

contraste a la solución anaĺıtica, que muestra el comportamiento exacto de un sistema

en cualquier punto del mismo, las soluciones numéricas aproximan la solución exacta

solo en puntos discretos, llamados nodos. El primer paso en cualquier procedimiento

numérico es la discretizacion, este proceso divide el medio de interés en un número de

pequeñas subregiones y nodos. Dos de los métodos numéricos mas utilizados son: (1)
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método de las diferencias finitas y (2) método de los elementos finitos (MEF). Con el

método de las diferencias finitas, la ecuación diferencial es escrita para cada nodo y las

derivadas son reemplazadas por ecuaciones diferencias, con ello se logra un conjunto de

ecuaciones lineales simultaneas, aunque este método es fácil de entender y utilizar en

problemas simples, se presentan dificultades al aplicarlo a geometŕıas complejas o con-

diciones de contorno complejas, esta situación es real para problemas con materiales con

propiedades no isotropicos (que no tienen iguales propiedades en todas las direcciones).

En contraste, el método de los elementos finitos(MEF) usa una formulación integral

mas que ecuaciones diferenciales para crear un sistema de ecuaciones algebraicas.

En la resolución de problemas por el MEF en el plano, usualmente se utilizan

triángulos y cuadriláteros para la discretización del continuo. La formula de Felippa,

nos permite calcular de manera inmediata las integrales que definen las componentes de

la matriz de rigidez del elemento triangular. En el caso de los elementos cuadriláteros,

estas integrales generalmente no son fáciles de calcular, por lo que mediante un cambio

de variable se transforman en otras con ĺımites de integración muy sencillo pero no aśı el

integrando, que suele contener términos racionales, los cuales resultan dif́ıciles de resol-

ver, debido a lo complejo del cálculo de dichos términos, a excepción de algunos casos.

Por lo expuesto es usual recurrir a cualquier método de integración numérica entre ellos

resalta el de Gauss-Legendre, debido a que requiere un número mı́nimo de evaluaciones

para calcular dichas integrales. Por tal motivo, esto ha sido objeto de estudio para mu-

chos investigadores, los cuales han querido generar técnicas que nos permitan obtener

los elementos de la matriz de rigidez, de una manera sencilla donde se mantenga o

mejore la precisión de los resultados, al igual que los tiempos computacionales.

Éste trabajo ha sido dividido en caṕıtulos para una mejor comprensión del contenido.

En el Caṕıtulo 1 se presenta el planteamiento del problema a resolver y se expone

la formulación del mismo describiendo el MEF. En el caṕıtulo 2, se hace una breve

reseña histórica de los resultados alcanzados por algunos investigadores, cuyos temas

de investigación están directamente relacionados con el tema, se dan propiedades de la

matriz de rigidez, se presenta una introducción a la integración numérica y se hace una

referencia a la matemática simbólica. En el Caṕıtulo 3 se hace el análisis y desarrollo

de la metodoloǵıa utilizada, describiendo la matriz de rigidez del elemento lagrangiano

cuadrilátero de 9 nodos haciendo una clasificación de sus términos en 12 grupos basada
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en un concepto de adyacencia entre los nodos que conforman el elemento y la relación de

paralelismo y ortogonalidad entre sus grados de libertad. Además se deduce la fórmula

cerrada para calcular los términos de la matriz de rigidez del elemento lagrangiano

cuadrilátero de 9 nodos. En el caṕıtulo 4 se expone un ejemplo práctico utilizando los

resultados obtenidos. Y finalmente en el Caṕıtulo 5 se plantean las conclusiones de la

investigación y se expone la eficacia computacional y la precisión de los resultados de

la integración semi-anaĺıtica, en comparación a la integración numérica. Es importante

señalar que la integración semi-anaĺıtica mejora sustancialmente los tiempos de computo

(CPU) manteniendo los resultados obtenidos en el trabajo de Lozada et al. en [L] (2006)

y en consecuencia, la capacidad de análisis de grandes estructuras.



Caṕıtulo 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El método de los elementos finitos es una opción numérica que sirve para aproxi-

mar las soluciones de problemas donde es muy dificil o imposible obtener soluciones

anaĺıticas. En este trabajo se utiliza una metodoloǵıa descrita por Griffiths en [G] para

el cálculo de la matriz de rigidez basado en el MEF para problemas bidimensionales ,

además de encontrarse resultados que producen una disminución del tiempo de CPU.

En este estudio se tratarán problemas de elasticidad (tensión y deformación), mas es-

pecificamente el cálculo de la matriz de rigidez de un elemento finito plano.

§1.1. Descripción del MEF

El MEF permite obtener una solución numérica aproximada sobre un cuerpo, es-

tructura o dominio (medio continuo) sobre el que están definidas ciertas ecuaciones

diferenciales en forma débil o integral que caracterizan el comportamiento f́ısico del

problema, dividiéndolo en un número elevado de subdominios no-intersectantes entre

śı denominados ((elementos finitos)). El conjunto de elementos finitos forma una partición

del dominio también denominada discretización. Dentro de cada elemento se distinguen

una serie de puntos representativos llamados ((nodos)). Un nodo sobre la frontera de

un elemento finito puede pertenecer a varios elementos finitos. El conjunto de nodos

considerando sus relaciones de adyacencia se llama ((malla)). Los cálculos se realizan

sobre la malla de puntos, que a su vez sirve de base para la discretización del dominio

en elementos finitos. La generación de la malla se realiza usualmente con programas

especiales llamados generadores de mallas, en una etapa previa a los cálculos que se

denomina pre-proceso. De acuerdo con las relaciones de adyacencia o conectividad entre

nodos se relacionan los valores de un conjunto de variables incógnitas definidas en cada

nodo. El conjunto de relaciones entre el valor de una determinada variable y los nodos

5
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se puede escribir en forma de sistema de ecuaciones lineales (o linealizadas). La matriz

de dicho sistema de ecuaciones se llama matriz de rigidez del sistema. El número de

ecuaciones de dicho sistema es proporcional al número de nodos.

El elemento finito a estudiar en este trabajo es lagrangiano cuadrilátero de nueve

nodos con dos grados de libertad por nodo, enumerados en sentido horario.

FIGURA 1.1: Elemento finito lagrangiano cuadrilátero de 9 nodos con dos grados de libertad
por nodo.

§1.2. Formulación

Las tensiones están relacionadas con las deformaciones a través de la ley constitutiva

para el estado plano de tensión y de deformación en la expresión dada por:

σ = D ε (1.1)

Donde D es la matriz con Las propiedades elásticas del material, matriz consti-

tutiva (matriz simétrica) donde σ =
[

σx σy τxy

]t

son las tensiones normales y

ε =
[

εx εy εxy

]
es la deformación.

D viene dada por:

D =


E1 E2 0

E2 E1 0

0 0 G

 (1.2)

donde G = E
2(1+υ)

.

Para tensión plana
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E1 =
E

1− υ2
; E2 = E1υ (1.3)

y para deformación plana

E1 =
E(1− υ)

(1 + υ)(1− 2υ)
; E2 =

E1υ

(1− υ)
(1.4)

siendo E: Módulo de Young y υ: Coeficiente de Poisson.

Para hallar las funciones de forma se utilizan polinomios obtenidos a través de

polinomios de Lagrange.

Aśı, el elemento bidimensional de 9 nodos tiene tres nodos en cada dirección

FIGURA 1.2: Elemento finito en el plano de Gauss.

Las funciones de forma para interpolar la geometŕıa y los campos de desplazamiento

son obtenidas utilizando el polinomio de Lagrange segun dirección ξ, multiplicado por

el polinomio de Lagrange según dirección η.

N1(ξ, η) = 1
4
ξη(ξ − 1)(η − 1) N2(ξ, η) = 1

2
ξ(ξ − 1)(1− η2)

N3(ξ, η) = 1
4
ξη(ξ − 1)(1 + η) N4(ξ, η) = 1

2
η(1− ξ2)(1 + η)

N5(ξ, η) = 1
4
ξη(ξ + 1)(1 + η) N6(ξ, η) = 1

2
ξ(ξ + 1)(1− η2)

N7(ξ, η) = 1
4
ξη(ξ + 1)(η − 1) N8(ξ, η) = 1

2
η(1− ξ2)(η − 1)

(1.5)

N9(ξ, η) = (ξ2 − 1)(η2 − 1)

La transformación del plano Cartesiano al Gaussiano está dada por
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x =
9∑

i=1

Ni(ξ, η)xi ; y =
9∑

i=1

Ni(ξ, η)yi (1.6)

y por regla de la cadena

∂Ni

∂ξ
= ∂Ni

∂x
∂x
∂ξ

+ ∂Ni

∂y
∂y
∂ξ

∂Ni

∂η
= ∂Ni

∂x
∂x
∂η

+ ∂Ni

∂y
∂y
∂η

(1.7)

en notación matricial [
∂Ni

∂ξ

∂Ni

∂η

]
=

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

] [
∂Ni

∂x

∂Ni

∂y

]
(1.8)

siendo

J =

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]
(1.9)

se tiene que [
∂Ni

∂x

∂Ni

∂y

]
= J−1

[
∂Ni

∂ξ

∂Ni

∂η

]
(1.10)

asi,
∂Ni

∂x
= 1

|J |

(
∂y
∂η

∂Ni

∂ξ
− ∂y

∂ξ
∂Ni

∂η

)
∂Ni

∂y
= 1

|J |

(
∂x
∂η

∂Ni

∂ξ
− ∂x

∂ξ
∂Ni

∂η

) (1.11)

y con la matriz B de deformación-dezplazamiento

Bi =


∂Ni

∂x
0

0 ∂Ni

∂y

∂Ni

∂y
∂Ni

∂x

 con B = [B1 . . . B9] (1.12)

hacemos el triple producto de matrices (BtDB) para obtener la matriz de rigidez K.

K =

∫
e

∫
BtDBwdxdy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BT DBw|J |dξdη (1.13)

(w es el parámetro que representa el espesor del elemento y permanece constante en el

cálculo), ver Apéndice (A)

Se considera a la matriz de rigidez particionada en submatrices Kij de orden 2 x 2.

Aśı, las componentes de cada submatriz Kij representan las incidencias del grado de
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libertad horizontal y vertical del nodo i sobre el grado de libertad horizontal y vertical

del nodo j.

Kij =

[ ∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E1

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+ G∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)
|J |dξdη

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E2

∂Ni

∂x

∂Nj

∂y
+ G∂Ni

∂y

∂Nj

∂x

)
|J |dξdη∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E2

∂Ni

∂y

∂Nj

∂x
+ G∂Ni

∂x

∂Nj

∂y

)
|J |dξdη

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E1

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
+ G∂Ni

∂x

∂Nj

∂x

)
|J |dξdη

]

Estas integrales, usualmente son aproximadas utilizando integración numérica, em-

pleando grandes cantidades de tiempo de CPU, resultando costosas y complicadas. Por

tal motivo, este problema ha sido objeto de estudio para muchos investigadores, los

cuales han querido generar técnicas que permitan obtener los elementos de la matriz

de rigidez, de una manera mas sencilla donde se mantenga o mejore la precisión de los

resultados y se reduzcan los tiempos computacionales.

En este trabajo se implementaremos una metodoloǵıa que nos permitirá calcular las

componentes de la matriz de rigidez de manera mas sencilla mejorando o manteniendo

los tiempos de CPU obtenidos por integración Gaussiana.

Al ahorrar tiempo de cálculo en la matriz de rigidez de un elemento, se facilita el

cálculo de la matriz de rigidez global, la cual generalmente está constituida por una

gran cantidad de elementos del mismo tipo.

Existe una amplia gama de softwares que trabajan con elementos finitos, los cuales al

momento de calcular las integrales múltiples, aproximan las soluciones de éstas mediante

métodos numéricos para evitar el alto costo en el tiempo de CPU, dándole aśı mayor

prioridad a la rapidez del software que a la exactitud del mismo.

Es por eso que se usa un método por el cual se calcula de manera más rápida la

matriz de rigidez para el elemento finito lagrangiano cuadrilátero de nueve nodos. Se

genera una fórmula cerrada que de forma secuencial va generando los términos de la

matriz de rigidez que previamente han sido clasificados en grupos.



Caṕıtulo 2

FUNDAMENTOS TEÓRICOS

§2.1. Antecedentes

En el área de ingenieŕıa y f́ısica se utiliza el conocimiento de la ciencia y la matema-

tica para encontrar las mejores soluciones a problemas concretos, creando los modelos

matemáticos apropiados de los problemas que les permiten analizarlos rigurosamente

y probar las soluciones potenciales para realizar diseños o desarrollar soluciones tec-

nológicas a necesidades sociales, industriales o económicas. Para ello, se debe identificar

y comprender los obstáculos más importantes para poder realizar un buen diseño que

siempre requiere innovación tecnológica. Los métodos numéricos actuales han evolucio-

nado gracias a las exigencias de nuevas tecnoloǵıas. Hasta las últimas dos décadas del

siglo XX la integración de matrices de rigidez de elementos finitos para cuadriláteros era

calculada de forma expĺıcita para casos espećıficos de rectángulos y cuadriláteros conve-

xos. En 1981 Okabe M en [O] presenta fórmulas de integración anaĺıtica para funciones

racionales integradas sobre elementos finitos cuadriláteros convexos de cuatro nodos.

Mientras que Badu y Pinder en [BP] (1984) presentan el desarrollo de las fórmulas para

el caso particular de cuadriláteros deformados de lados rectos. Por otra parte, Mizukami

en [M] (1996) presenta algunas fórmulas de integración anaĺıtica para un elemento iso-

paramétrico de cuatro nodos que son fáciles de codificar con mucho tiempo de computo.

Trabajó con paralelogramos y los comparó con cuadratura 2x2 en precisión y estabili-

dad. Rathod en [R] (1988) trabaja con trapecios para generar formulas de integración

anaĺıtica que permiten calcular las integrales en forma exacta y propone un método

para el cálculo de las funciones generadoras. En (1960) Yagawa, Ye y Yoshimura en [Y]

presentan un método para mejorar la eficiencia de la integración numérica basado en

manipulación simbólica. Griffiths en [G] (1994) presentó una fórmula general que crea

una técnica para el cálculo de la matriz de rigidez de un elemento finito cuadrilátero

10
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isoparamétrico de cuatro nodos, utilizando transformaciones de coordenadas. Siguiendo

la linea de Yagawa, Ye y Yoshimura, Griffiths y Mustoe en [GM] (1995) describen como

la Selective Reduced Integration (SRI) de la matriz de rigidez para un elemento cua-

drilátero deformado plano de cuatro nodos puede ser generado en forma cerrada con la

ayuda de sistemas de algebra computacional (CAS) y como eso puede llegar a mejorar

en el tiempo de corrida.

Rathod y Shafiqul en [RS] (2000) muestran fórmulas de integración expĺıcita para

elementos cuadriláteros en forma trapezoidal de la familia de Lagrange que dan lugar a

una evaluación fácil y eficiente de las matrices del elemento finito en los procedimientos

de solución. En el trabajo de Lozada et al. en [L] (2006) generalizan los resultados ob-

tenidos por Griffiths en [G] (1994), para aplicarlo en la integración semi-anaĺıtica de las

matrices de rigidez de los elementos finitos cuadriláteros de ocho nodos en problemas

de elasticidad bidimensional, obteniendo mejoras de un 37% en los tiempos de cálculo

en comparación a la integración numérica (Gauss con 4 puntos). Para la presente in-

vestigación se consideran los resultados de estos autores y se hacen generalizaciones en

torno a esto.

§2.2. Matriz de rigidez

la matriz de rigidez conceptualmente relaciona los desplazamientos de una serie de

puntos o nodos, con los esfuerzos puntuales efectivos en dichos puntos. Desde un punto

de vista operativo relaciona los desplazamientos incógnita de una estructura con las

fuerzas exteriores conocidas, lo cual permite encontrar las reacciones, esfuerzos internos

y tensiones en cualquier punto de la estructura.

En el método de los elementos finitos, se usa una matriz de rigidez que generaliza el

concepto anterior. En problemas mecánicos la matriz relaciona desplazamientos nodales

con esfuerzos nodales, aunque el concepto también aparece en problemas no mecánicos

donde los términos relacionados por la matriz de rigidez reciben otras interpretacio-

nes. En problemas térmicos por ejemplo los “desplazamientos” y las “fuerzas”pueden

representar temperaturas y flujos de calor respectivamente, entre otros.
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§2.2.1. Propiedades de la matriz de rigidez

EQUILIBRIO: Cualquier desplazamiento o giro en un extremo del elemento pro-

duce fuerzas que se encuentran en equilibrio. Ejemplo de un asentamiento en un

extremo.

MOVIMIENTO DE CUERPO RIGIDO: Si el elemento se mueve sin sufrir defor-

maciones internas las fuerzas de extremo que genera serán nulas.

SINGULARIDAD: La matriz de rigidez no tiene inversa ya que sus ecuaciones no

son independientes sino redundantes. Para que tenga solución se necesita restringir

algunos grados de libertad para hacer el elemento estático.

SIMETRÍA: Se cumple la ley de los desplazamientos rećıprocos.

§2.3. Integración numérica

Salvo en los casos más sencillos, no es posible realizar anaĺıticamente las integra-

les obtenidas en la formulación, razón por la que es necesario recurrir a técnicas de

integración numérica.

Una de tales técnicas, denominada cuadratura de Gauss. La cuadratura de Gauss-

Legendre de orden m integra exactamente un polinomio de grado (2m − 1) o menor,

evaluando el integrando en m puntos (xi).∫ 1

−1

f(ξ)dξ =
m∑

i=1

ωif(ξi) (2.1)

En la que ωi es el peso que se da a cada uno de los valores particulares del integrando,

y m, el número de puntos considerados. En los libros de referencia, se pueden encontrar

tablas donde se dan los puntos y coeficientes de ponderación como se muestra en la

Tabla 2.1.

En el caso bidimensional, se tiene

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(ξ, η)dξdη =

mξ∑
i=1

mη∑
i=1

ωiωjf(ξi, ηi) (2.2)

y análogamente en tres dimensiones.
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TABLA 2.1: Puntos de Gauss y coeficientes de ponderación.

En lo que se refiere a la elección del número de puntos de integración, debeŕıa ser,

como máximo, el necesario para integrar exactamente el polinomio que constituye el

integrando, ya que con más puntos no se conseguiŕıa mejorar el resultado.

En este trabajo usaremos Cuadratura gaussiana de orden 2x2 basados en la Ta-

bla 2.1.

§2.4. Matemática simbólica

Se refiere al uso de los ordenadores para manipular ecuaciones matemáticas y expre-

siones en forma simbólica, en oposición a la manipulación de las cantidades numéricas

que representan esos śımbolos. Este sistema podŕıa ser utilizado para la integración

o la diferenciación simbólica, la sustitución de una expresión a otra, la simplificación

de una expresión, entre otros. Uno de los más conocidos paquetes de software de ma-

temática simbólica es Mathematica . Otros incluyen Mathlab, REDUCE, SymbMath,

Laboratorio de Matemáticas simbólico, TRIGMAN, UBASIC.

La matemática simbólica comprende:

La simplificación a la mı́nima expresión posible, o alguna forma estándar, incluida

la simplificación automática.
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La sustitución de śımbolos o valores numéricos de ciertas expresiones.

Diferenciación total y parcial.

Integración definida y algunas indefinidas , incluyendo las integrales simbólicas

multidimensionales.

Operaciones con matrices incluyendo productos, inversas, entre otras.

Un sistema de álgebra computacional (CAS) es un programa de software que facilita

la matemática simbólica.

La funcionalidad básica de un CAS es la manipulación de expresiones matemáti-

cas en forma simbólica. Las expresiones manipuladas por el CAS incluyen t́ıpicamente

polinomios en varias variables, funciones estándar de las expresiones (sine, exponen-

ciales, entre otras); diversas funciones especiales (las funciones de Bessel ,entre otras);

funciones arbitrarias de las expresiones, que la optimización; derivadas, integrales, las

simplificaciones, las cantidades y los productos de las expresiones; las matrices de las

expresiones, y aśı sucesivamente.



Caṕıtulo 3

ANÁLISIS Y DESARROLLO DE LA
METODOLOGÍA

§3.1. Términos de la matriz de rigidez

Los terminos de la matriz de rigidez se obtienen usando la regla de integración de

Gauss-Legendre de orden 2x2. Como se trata de una matriz simétrica de orden 18x18

(agrupada en bloques de 2x2 (Kij i, j = 1, . . . , 9)), solo 171 elementos son necesarios.

Esos elementos son clasificados en 12 grupos (A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L) de

acuerdo a la adyacencia (que es un factor clave en esta metodoloǵıa de Griffiths) entre

los Grados De Libertad (GDL) del elemento.

§3.1.1. Relación de adyacencia

En esta sección se propone y desarrolla una clasificación general para los términos de

la matriz de rigidez del elemento finito lagrangiano cuadrilátero de 9 nodos en 12 grupos,

basada en un concepto de adyacencia entre los nodos que conforman el elemento y la

relación de paralelismo y ortogonalidad entre sus grados de libertad (como se muestra

en la figura3.1.1).

Diremos que:

Un nodo es 0-adyacente, si es adyacente a si mismo.

Dos nodos son 1-adyacentes, si estan en la frontera del elemento finito y no existe

nodo que los separe.

Dos nodos son 2-adyacentes, si estan en la frontera del elemento finito y existe un

nodo entre ellos.

15
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FIGURA 3.1: Relación de adyacencia entre nodos.

Dos nodos son 3-adyacentes, si estan en la frontera del elemento finito y existen

dos nodos entre ellos.

Dos nodos son 4-adyacentes, si estan en la frontera del elemento finito y existe

tres nodos entre ellos (también se llaman nodos opuestos).

Un nodo es único-adyacente, si no esta en la frontera del elemento finito.

Podemos visualizar todas las componentes de la matriz de rigidez, a través de un

grafo G con vértices en los grados de libertad del elemento y una relación R dada por las

incidencias sobre los vértices. Se quiere clasificar los elementos de la matriz en grupos

en base a la incidencia de los grados de libertad en los vértices.

FIGURA 3.2: Elemento finito con dos grados de libertad (GDL) por nodo.

Para esta clasificación se considera la submatrices Kij de orden 2x2 observando que

los grados de libertad (tanto horizontal como vertical) de un nodo i inciden directa-
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mente en los grados de libertad (tanto horizontal como vertical) de un nodo j al haber

desplazamiento.

Aśı, podemos visualizar las componentes de la matriz de rigidez, a través de un grafo

G = {G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4} cuyos vértices son los grados de libertad (tanto horizontales

como verticales) del elemento y una relación Ri dada por las adyacencias entre los nodos

y la incidencia de sus GDL.

Donde

G1=V, Conjunto de vértices de grados de libertad horizontales provenientes de

los nodos Ni, i = {1, ..., 8}

{u1, u3, u5, u7, u9, u11, u13, u15}

G2=H, Conjunto de vértices de grados de libertad verticales provenientes de los

nodos Ni, i = {1, ..., 8}

{u2, u4, u6, u8, u10, u12, u14, u16}

G3={u17} Conjunto de vértices de grados de libertad horizontales provenientes

del nodo 9.

{u17}

G4={u18} Conjunto de vértices de grados de libertad verticales provenientes del

nodo 9.

{u18}

FIGURA 3.3: Conjunto de vértices.
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Sea X el conjunto de todos los elementos de la matriz de rigidez, es decir, X =

{kij/i = {1, ..., 18}, j = {1, ..., 18}} y a, b grados de libertad tanto horizontales como

verticales.

Grupo A x ∈ A si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R1},
con R1 dada por

aR1b, si y solo si a y b son grados de libertad paralelos provenientes de nodos 0-

adyacentes

FIGURA 3.4: Grupo A.

Luego, los terminos del Grupo A son:

k11, k22, k33, k44, k55, k66, k77, k88, k99, k1010

k1111, k1212, k1313, k1414, k1515, k1616, k1717, k1818

Grupo B x ∈ B si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R2},
con R2 dada por

aR2b, si y solo si a y b son grados de libertad perpendiculares provenientes de nodos

0-adyacentes

FIGURA 3.5: Grupo B.

Luego, los terminos del Grupo B son:

k12, k34, k56, k78, k910, k1112, k1314, k1516, k1718
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Grupo C x ∈ C si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R3},
con R3 dada por

aR3b, si y solo si a y b son grados de libertad paralelos provenientes de nodos 2-

adyacentes

FIGURA 3.6: Grupo C.

Luego, los terminos del Grupo C son:

k15, k59, k913, k113, k37, k315, k711, k1115

k26, k610k1014, k214, k416, k48, k812, k1216

Grupo D x ∈ D si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R4},
con R4 dada por

aR4b, si y solo si a y b son grados de libertad perpendiculares provenientes de nodos

2-adyacentes

FIGURA 3.7: Grupo D.

Luego, los terminos del Grupo D son:

k114, k16, k316, k38, k25, k510, k47, k712, k69
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k914k811, k1116, k1215, k415, k1013, k213

Grupo E x ∈ E si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R5},
con R5 dada por

aR5b, si y solo si a y b son grados de libertad paralelos provenientes de nodos 4-

adyacentes u opuestos

FIGURA 3.8: Grupo E.

Luego, los terminos del Grupo E son:

k19, k311, k513, k715, k210, k412, k614, k816

Grupo F x ∈ F si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R6},
con R6 dada por

aR6b, si y solo si a y b son grados de libertad perpendiculares provenientes de nodos

4-adyacentes u opuestos

FIGURA 3.9: Grupo F.

Luego, los terminos del Grupo F son:

k110, k312, k514, k716, k29, k411, k613, k815

Grupo G x ∈ G si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R7},
con R7 dada por
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aR7b, si y solo si a y b son grados de libertad paralelos provenientes de nodos 1-

adyacentes

FIGURA 3.10: Grupo G.

Luego, los terminos del Grupo G son:

k13, k35, k57, k79, k911, k1113, k1315, k115

k24, k46, k68, k810, k1012, k1214, k1416, k216

Grupo H x ∈ H si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R8},
con R8 dada por

aR8b, si y solo si a y b son grados de libertad perpendiculares provenientes de nodos

1-adyacentes

FIGURA 3.11: Grupo H.

Luego, los terminos del Grupo H son:

k116, k14, k23, k36, k45, k58, k67, k710, k89

k912, k1011, k1114, k1213, k1316, k1415, k215
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Grupo I x ∈ I si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4 , R9},
con R9 dada por

aR9b, si y solo si a y b son grados de libertad paralelos provenientes de nodos 3-

adyacentes

FIGURA 3.12: Grupo I.

Luego, los terminos del Grupo I son:

k17, k111, k39, k313, k511, k515, k713, k915

k28k212, k410, k414, k612, k616, k814, k1016

Grupo J x ∈ J si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R10},
con R10 dada por

aR10b, si y solo si a y b son grados de libertad perpendiculares provenientes de nodos

3-adyacentes

FIGURA 3.13: Grupo J.

Luego, los terminos del Grupo J son:

k112, k18, k314, k310, k516, k512, k27, k714

k49k916, k611, k211, k813, k413, k1015, k615
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Grupo K x ∈ K si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R11},
con R11 dada por

aR11b, si y solo si a y b son grados de libertad paralelos provenientes de nodos

único-adyacentes

FIGURA 3.14: Grupo K.

Luego, los terminos del Grupo K son:

k117, k317, k517, k717, k917, k1117, k1317, k1517

k218k418, k618, k816, k1018, k1218, k1418, k1618

Grupo L x ∈ L si y solo si, X es una arista del grafo G = {G1∪G2∪G3∪G4 , R12},
con R12 dada por

aR12b, si y solo si a y b son grados de libertad perpendiculares provenientes de nodos

único-adyacentes

FIGURA 3.15: Grupo L.

Luego, los terminos del Grupo L son:

k118, k318, k518, k718, k918, k1118, k1318, k1518

k217, k417, k617, k817, k1017, k1217, k1417, k1617

De esto, podemos ver la clasificación de los términos en la siguiente tabla
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Grupo Términos Descripción

A k11, k22, k33, k44, k55, k66, k77, k88, k99, k1010 GDL paralelos de nodos
k1111k1212k1313, k1414, k1515, k1616, k1717, k1818 0-adyacentes

B k12, k34, k56, k78, k910, k1112, k1314, k1516, k1718 GDL ortogonales de nodos
0-adyacentes

C k15, k59, k913, k113, k37, k315, k711, k1115 GDL paralelos de nodos
k26, k610k1014, k214, k416, k48, k812, k1216 2-adyacentes

D k114, k16, k316, k38, k25, k510, k47, k712, k69 GDL ortogonales de nodos
k914k811, k1116, k1215, k415, k1013, k213 2-adyacentes

E k19, k311, k513, k715, k210, k412, k614, k816 GDL paralelos de nodos
4-adyacentes (opuestos)

F k110, k312, k514, k716, k29, k411, k613, k815 GDL ortogonales de nodos
4-adyacentes (opuestos)

G k13, k35, k57, k79, k911, k1113, k1315, k115 GDL paralelos de nodos
k24, k46, k68, k810, k1012, k1214, k1416, k216 1-ayacentes

H k116, k14, k23, k36, k45, k58, k67, k710, k89 GDL ortogonales de nodos
k912, k1011, k1114, k1213, k1316, k1415, k215 1-ayacentes

I k17, k111, k39, k313, k511, k515, k713, k915 GDL paralelos de nodos
k28k212, k410, k414, k612, k616, k814, k1016 3-adyacentes

J k112, k18, k314, k310, k516, k512, k27, k714 GDL ortogonales de nodos
k49k916, k611, k211, k813, k413, k1015, k615 3-adyacentes

K k117, k317, k517, k717, k917, k1117, k1317, k1517 GDL paralelos de nodos
k218k418, k618, k816, k1018, k1218, k1418, k1618 unico-adyacentes

L k118, k318, k518, k718, k918, k1118, k1318, k1518 GDL ortogonales de nodos
k217, k417, k617, k817, k1017, k1217, k1417, k1617 unico-adyacentes

TABLA 3.1: Clasificación de los términos de la matriz de rigidez del elemento lagrangiano
cuadrilátero de 9 nodos.
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Con esta clasificación los elementos que conforman cada grupo quedan distribuidos

en la matriz de la siguiente manera:

K =



A B G H C D I J E F I J C D G H K L

A H G D C J I F E J I D C H G L K

A B G H C D I J E F I J C D K L

A H G D C J I F E J I D C L K

A B G H C D I J E F I J K L

A H G D C J I F E J I L K

A B G H C D I J E F K L

A H G D C J I F E L K

A B G H C D I J K L

A H G D C J I L K

A B G H C D K L

A H G D C L K

A B G H K L

A H G L K

A B K L

A L K

A B

A


Luego, tenemos la distribución por grupos de los elementos de la matriz de rigidez.

Ahora, considerando las funciones de forma (1.5) y la transformación isoparamétrica

tenemos que:

X =
1

4
{ax + bxξ + cxη + dxξη}

Y =
1

4
{ay + byξ + cyη + dyξη} (3.1)
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donde 
as = s1 + s3 + s5 + s7

bs = −s1 − s3 + s5 + s7

cs = −s1 + s3 + s5 − s7

ds = s1 − s3 + s5 − s7

(3.2)

con s = x ó y

Aśı, el determinante Jacobiano de la transformación puede ser expresado como:

|J | =
∂(x, y)

∂(ξ, η)
=

∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ
= α0 + α1ξ + α2η (3.3)

con α0, α1, α2 dados por 
α0 = 1

8
(bxcy − cxby)

α1 = 1
8
(bxdy − dxby)

α2 = 1
8
(cxdy − dxcy)

(3.4)

Recordando que

Kij =

[ ∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E1

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+ G∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)
|J |dξdη

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E2

∂Ni

∂x

∂Nj

∂y
+ G∂Ni

∂y

∂Nj

∂x

)
|J |dξdη∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E2

∂Ni

∂y

∂Nj

∂x
+ G∂Ni

∂x

∂Nj

∂y

)
|J |dξdη

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
E1

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
+ G∂Ni

∂x

∂Nj

∂x

)
|J |dξdη

]
Aplicamos cuadratura gaussiana y manipulamos la expresión usando matemática

simbólica para obtener

kij =

[
3(E1s1 + E2s2 + Gs3)A1 +

√
3f1(E1s4 + E2s5 + Gs6)

3A2
1 − f 2

1

]
(3.5)

+

[
3(E1t1 + E2t2 + Gt3)A1 +

√
3f2(E1t4 + E2t5 + Gt6)

3A2
1 − f 2

2

]
donde

A1 = α0

f1 = α1 + α2

f2 = α1 − α2

y las funciones si, ti para i = {1, . . . , 6} dependen de las coordenadas nodales y de los

grupos donde se encuentre el elemento kij.
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§3.2. Obtención de los elementos

Usando la fórmula anterior (3.5) se procede a obterner todos los grupos de la matriz

de rigidez partiendo de un representante, ya que el resto de los términos del grupo

correspondiente puede ser generado usando una de las transformaciones basadas en las

coordenadas nodales como se muestra en la Tabla 3.2.

Nodo T1 T2 T3 T4

(x1, y1) (x3, y3) (y5, x5) (y3, x3) (y1, x1)
(x3, y3) (x5, y5) (y3, x3) (y1, x1) (y3, x3)
(x5, y5) (x7, y7) (y1, x1) (y7, x7) (y5, x5)
(x7, y7) (x1, y1) (y7, x7) (y5, x5) (y7, x7)

TABLA 3.2: Transformaciones de coordenadas.

§3.2.1. Grupo A

A partir del término k111 (el cual se obtiene al evaluar la fórmula generadora (3.5)

para i = 1 y j = 1), se generán los demás términos de la diagonal relacionados con los

nodos vértices con las siguientes funciones:

s1 =
13

864
(by − cy)

2

s2 = 0

s3 =
13

864
(bx − cx)

2

s4 =
5

576

√
3(by − cy)

2

s5 = 0

s6 =
5

576

√
3(bx − cx)

2 (3.6)

t1 =
1

864
(by(by − cy − dy) + cy(cy − dy) + d2

y)

t2 = 0

t3 =
1

864
(by(bx − cx − dx) + cx(cx − dx) + d2

x)
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t4 =
1

1728

√
3(c2

y − b2
y − 2dycy + 2dyby)

t5 = 0

t6 =
1

1728

√
3(c2

x − b2
x − 2dxcx + 2dxbx)

El orden en que se generan los términos y las transformaciones aplicadas es

k11
T1

k1313
T1

k99
T1

k55
T3

k1010
T1

k1414
T1

k22
T1

k66

Ahora, con el término k33, se generan los términos de la diagonal relacionados con

los nodos vértices, tomando la ecuación (3.5) y las siguientes funciones:

s1 =
1

216
(4b2

y + 10(cy − dy)by + 7(cy − dy)
2)

s2 = 0

s3 =
1

216
(4b2

x + 10(cx − dx)bx + 7(cx − dx)
2)

s4 =
1

108

√
3(b2

y + 3(cy − dy)by + 2(cy − dy)
2)

s5 = 0

s6 =
1

108

√
3(b2

x + 3(cx − dx)bx + 2(cx − dx)
2) (3.7)

t1 =
1

216
(4b2

y + 10(dy − cy)by + 7(cy − dy)
2))

t2 = 0

t3 =
1

216
(4b2

x + 10(dx − cx)bx + 7(cx − dx)
2)

t4 =
1

108

√
3(b2

y + 3(dy − cy)by + 2(cy − dy)
2)

t5 = 0

t6 =
1

108

√
3(b2

x + 3(dx − cx)bx + 2(cx − dx)
2)

Observe el orden en que se generan los terminos y las transformaciones aplicadas en

cada caso

k33
T1

k1515
T1

k1111
T1

k77
T3

k88
T1

k1212
T1

k1616
T1

k44
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Para el término k1717 se evalúa la fórmula generadora (3.5) para i = 9 y j = 9 con

las siguientes funciones:

s1 =
2

27
(cy − by)

2

s2 = 0

s3 =
2

27
(bx − cx)

2

s4 = 0

s5 = 0

s6 = 0 (3.8)

t1 =
2

27
(cy + by)

2

t2 = 0

t3 =
2

27
(bx + cx)

2

t4 = 0

t5 = 0

t6 = 0

Similarmente para el término k1818 considerando las funciones:

s1 =
2

27
(bx − cx)

2

s2 = 0

s3 =
2

27
(cy − by)

2

s4 = 0

s5 = 0

s6 = 0 (3.9)

t1 =
1

27
((bx + cx)

2 + (cy + by)
2)

t2 = 0

t3 = t1
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t4 =
1

27
((cy + by)

2 − (bx + cx)
2)

t5 = 0

t6 = −t4

§3.2.2. Grupo B

Con el término k12 se generan los demás términos del grupo relacionados con los

nodos vértices a partir de las siguientes fórmulas:

s1 = 0

s2 =
13

864
(by(cy − by) + cx(by − cy))

s3 = s2

s4 = 0

s5 =
5

576

√
3(bx(cy − by) + cx(by − cy))

s6 = s5 (3.10)

t1 = 0

t2 =
1

1728
(bx(dy + cy − 2by) + cx(by + dy − 2cy) + dx(by + cy − 2dy))

t3 = t2

t4 = 0

t5 =
1

1728

√
3(bx(by − dy) + cx(dy − cy) + dx(cy − by))

t6 = t5

El orden de generación de los términos y las transformaciones aplicadas es:

k12
T1

k1314
T1

k910
T1

k56

Los demás términos de este grupo son generados a partir de k34 y las fórmulas:

s1 = 0

s2 =
1

216
(bx(5(dy − cy)− 4by) + (7(dy − cy)− 5by)cx + (7(cy − dy) + 5by)dx)
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s3 = s2

s4 = 0

s5 =
1

108

√
3(bx(

3

2
(dy − cy)− by) + cx(2(dy − cy)−

3

2
by) + dx(2(cy − dy) +

3

2
by))

s6 = s5 (3.11)

t1 = 0

t2 =
1

216
(bx(5(cy − dy)− 4by) + (7(dy − cy)− 5by)cx + (7(cy − dy) + 5by)dx)

t3 = t2

t4 = 0

t5 =
1

108

√
3(bx(

3

2
(cy − dy)− by) + cx(2(dy − cy)−

3

2
by) + dx(2(cy − dy) +

3

2
by))

t6 = t5

La manera como se generan los términos es:

k34
T1

k1516
T1

k1112
T1

k78

Finalmente para el término k1718 se evalúa la fórmula generadora (3.5) para i = 9 y

j = 9 con las siguientes funciones:

s1 = 0

s2 =
2

27
(bx(cy − by) + cx(by − cy))

s3 = s2

s4 = 0

s5 = 0

s6 = 0 (3.12)

t1 = 0

t2 = − 2

27
(bx + cx)(cy + by)

t3 = t2

t4 = 0

t5 = 0

t6 = 0
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§3.2.3. Grupo C

Con el término k15 se generan los términos del grupo relacionados con los nodos

esquinas a partir de las siguientes fórmulas:

s1 =
1

1728
(2b2

y + 5by(cy − dy) + 5dycy − 7c2
y)

s2 = 0

s3 =
1

1728
(2b2

x + 5bx(cx − dx) + 5dxcx − 7c2
x)

s4 =
1

1728

√
3(b2

y + 3by(cy − dy)− 4c2
y + 3dycy)

s5 = 0

s6 =
1

1728

√
3(b2

x + 3bx(cx − dx)− 4c2
x + 3dxcx) (3.13)

t1 =
1

1728
(2b2

y + 5by(dy − cy)− 7c2
y + 5cydy)

t2 = 0

t3 =
1

1728
(2b2

x + 5bx(dx − cx)− 7c2
x + 5cxdx)

t4 =
1

1728

√
3(b2

y + 3by(dy − cy)− 4c2
y + 3dycy)

t5 = 0

t6 =
1

1728

√
3(b2

x + 3bx(dx − cx)− 4c2
x + 3dxcx)

El orden de generación es:

k15
T1

k113
T1

k913
T1

k59
T3

k610
T1

k1014
T1

k214
T1

k26

Los otros términos del grupo se generan a partir del término k37 y las fórmulas:

s1 =
1

216
(b2

y + (cy + dy)by + (cy − dy)
2)

s2 = 0

s3 =
1

216
(b2

x + (cx + 2dx)bx + (cx − dx)
2)

s4 =
1

216

√
3(c2

y − b− y2 − cydy − dyby)
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s5 = 0

s6 =
1

216

√
3(c2

x − b− x2 − cxdx − dxbx) (3.14)

t1 =
1

216
(by(11cy − 12dy)− 5b2

y − 5c2
y − 7d2

y + 12cydy)

t2 = 0

t3 =
1

216
(bx(11cx − 12dx)− 5b2

x − 5c2
x − 7d2

x + 12cxdx)

t4 =
1

216

√
3(by(6cy − 7dy)− 3b2

y − 3c2
y − 4d2

y + 7cydy)

t5 = 0

t6 =
1

216

√
3(bx(6cx − 7dx)− 3b2

x − 3c2
x − 4d2

x + 7cxdx)

El orden de generación es:

k37
T1

k315
T1

k1115
T1

k711
T3

k48
T1

k812
T1

k1216
T1

k416

§3.2.4. Grupo D

Partiendo del término k16 se generan los términs del grupo relacionados con los

nodos esquinas con las siguientes fórmulas:

s1 = 0

s2 =
1

1728
((cy − by)(2bx + 7cx) + 5dx(by − cy))

s3 =
1

1728
(bx(5dy − 7cy − 2by) + cx(7cy + 2by − 5dy))

s4 = 0

s5 =
1

1728

√
3(bx(cy − by) + 4cx(cy − by) + 3dx(by − cy))

s6 =
1

1728

√
3(bx(3dy − 4cy − by) + cx(by + 4cy − 3dy)) (3.15)

t1 = 0

t2 =
1

1728
((bx + cx)(7cy − 5dy − 2by))

t3 =
1

1728
(7cx(by + cy)− 2bx(by + cy)− 5dx(by + cy))
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t4 = 0

t5 =
1

1728

√
3((bx + cx)(4cy − 3dy − by))

t6 =
1

1728

√
3(4cx(by + cy)− bx(by + cy)− 3dx(by + cy))

Se generan de la forma siguiente:

k16
T1

k213
T1

k914
T1

k510
T2 − k69

T1 − k25
T1 − k114

T1 − k1013

Para los términos relacionados con los vértices, se parte del término k38 y se utilizan

las siguientes fórmulas:

s1 = 0

s2 =
1

216
(bx(cy − by − dy) + cx(dy − cy − 2by) + dx(cy − by − dy))

s3 =
1

216
(cx(by + dy − cy) + dx(cy − by − dy)− bx(by + dy + 2Cy))

s4 = 0

s5 =
1

216

√
3(bybx + Cx(dy − cy) + bydx)

s6 =
1

216

√
3(bx(dy + by) + cydx − cycx) (3.16)

t1 = 0

t2 =
1

216
(bx(7(dy − cy) + 5by) + cx(5(cy − dy)− 4by) + dx(7(dy − cy) + 5by)

t3 =
1

216
(bx(5(dy + by)− 4cy) + cx(5cy − 7(dy + by)) + dx(7(by + dy)− 5cy))

t4 = 0

t5 =
1

108

√
3((bx + dx)(2(dy − cy) +

3

2
by) + cx(

3

2
(cy − dy)− by))

t6 =
1

108

√
3(bx(

3

2
(dy + by)− cy) + cx(

3

2
cy − 2(dy + by)) + dx(2(by + dy)−

3

2
cy))

El orden de generación es:

k38 = k47
T1

k316 = k415
T1

k1116 = k1215
T1

k712 = k811
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§3.2.5. Grupo E

Con el término k19, y las funciones siguientes:

s1 = − 1

1728
(by − cy)

2

s2 = 0

s3 = − 1

1728
(bx − cx)

2

s4 = 0

s5 = 0

s6 = 0 (3.17)

t1 = − 1

1728
((by − cy)

2 − 2bycy + 2d2
y)

t2 = 0

t3 = − 1

1728
((bx − cx)

2 − 2bxcx + 2d2
x)

t4 =
1

864

√
3(dycy − dyby)

t5 = 0

t6 =
1

864

√
3(dxcx − dxbx)

Se obtienen los términos restantes del grupo y las transformaciones aplicadas en

cada caso son:

k19
T1

k513
T3

k210
T1

k614

Similarmente, para generar los otros términos del grupo partiendo del término k311

se toman las funciones siguiente:

s1 =
1

216
(c2

y − 2b2
y − d2

y − 2cyby)

s2 = 0

s3 =
1

216
(c2

x − 2b2
x − d2

x − 2cxbx)

s4 =
1

8

√
3dyby
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s5 = 0

s6 =
1

8

√
3bxdx (3.18)

t1 =
1

216
(c2

y − d2
y − 2b2

y + 2cyby)

t2 = 0

t3 =
1

216
(c2

x − d2
x − 2b2

x + 2cxbx)

t4 = −s4

t5 = 0

t6 = −s6

El orden en que se generan es:

k311
T1

k715
T3

k816
T1

k412

§3.2.6. Grupo F

Para este grupo, el término k110, genera los términos correspondientes a los nodos

vértices con:

s1 = 0

s2 =
1

1728
(bx(by − cy) + cx(cy − by))

s3 = s2

s4 = 0

s5 = 0

s6 = 0 (3.19)

t1 = 0

t2 =
1

1728
(bx(by + dy − 2cy) + cx(dy + cy − 2by) + dx(2dy − by − cy))

t3 = t2

t4 = 0
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t5 =
1

1728

√
3(bx(dy − cy) + cx(by − dy) + dx(by − cy))

t6 = t5

luego,

k110 = k29
T1

k514 = k618

Para generar los términos correspondientes a los nodos vértices, se toma el término

k312, junto a

s1 = 0

s2 =
1

216
(bx(cy − dy + 2by) + (cx + dx)(by + dy − cy))

s3 =
1

216
(bx(cy + dy + 2by) + cx(by − cy − dy) + dx(dy + cy − by))

s4 = 0

s5 =
1

216

√
3(bx(cy − dy)− bydx − bycx)

s6 =
1

216

√
3(bycx − bx(cy + dy)− bydx) (3.20)

t1 = 0

t2 =
1

216
(bx(dy + 2by − cy) + (cx + dx)(dy − by − cy))

t3 =
1

216
(bx(2by − dy − cy)− cx(dy + by + cy) + dx(by + cy + dy))

t4 = 0

t5 =
1

216

√
3(bx(dy − cy) + bydx + bycx)

t6 =
1

216

√
3(bx(dy + cy) + bydx − bycx)

y obtenemos que el orden de los términos y las transformaciones aplicadas:

k312 = k411
T1

k716 = k815
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§3.2.7. Grupo G

Este grupo segenera con un solo término k13 y las ecuaciones:

s1 =
1

864
(by(19dy − 5cy)− 14b2

y + 19(c2
y − dycy))

s2 = 0

s3 =
1

864
(bx(19dx − 5cx)− 14b2

x + 19(c2
x − cxdx)

s4 =
1

864

√
3(by(11dy − 3cy) + 11(cy2 − dycy)− 8b2

y)

s5 = 0

s6 =
1

864

√
3(bx(11dx − 3cx) + 11(cx2 − dxcx)− 8b2

x) (3.21)

t1 =
1

864
(by(5cy − 3dy))− 2b2

y − 5c2
y − 4d2

y + 9dycy

t2 = 0

t3 =
1

864
(bx(5cx − 3dx))− 2b2

x − 5c2
x − 4d2

x + 9dxcx

t4 =
1

864

√
3(3by(cy − dy) + cy(5dy − 3cy)− 2d2

y)

t5 = 0

t6 =
1

864

√
3(3bx(cx− dx + cx(5dx − 3cx)− 2d2

x)

La forma en que se generaron es:

k13
T1

k1315
T1

k911
T1

k57
T4

k810
T1

k1214
T1

k216
T1

k46

k13
T4 − k24

T1 − k1416
T1 − k1012

T1 − k68
T3 − k79

T1 − k1113
T1 − k115

T1 − k35
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§3.2.8. Grupo H

Ahora se generan los términos de este grupo a partir del término k23

s1 = 0

s2 =
1

864
(bx(19(cy − dy) + 14by) + cx(19(dy − cy)− 14by))

s4 = 0

s5 =
1

864

√
3(bx(8by + 11(cy − dy)) + cx(11(dy − cy)− 8by))

s6 =
1

864

√
3(8bx(by − cy) + 11(cx(by − cy) + dx(cy − by))) (3.22)

t1 = 0

t2 =
1

864
(bx(dy − cy + 2by) + cx(5(cy − dy)− 4by) + dx(4(dy − cy) + 2by))

t3 =
1

864
(bx(2(by + dy)− 4cy) + cx(5cy − 4dy − by) + dx(by − 5cy + 4dy))

t4 = 0

t5 =
1

864

√
3(bx(dy − cy) + cx(3(cy − dy)− 2by) + 2dx(by + dy − cy))

t6 =
1

864

√
3(2bx(dy − cy) + cx(3cy − 2dy − by) + dx(2dy + by − 3cy))

La forma en que se generaron es:

k23
T1

k1415
T1

k1011
T1

k67
T3

k89
T1

k1213
T1

k116
T1

k45

k23
T4 − k14

T1 − k1316
T1 − k912

T1 − k58
T3 − k710

T1 − k1114
T1 − k215

T1 − k36

§3.2.9. Grupo I

Los términos de estegrupo se generan a partir del término k111

s1 =
1

864
(4b2

y − by(5cy + dy) + dycy + c2
y)

s2 = 0

s3 =
1

864
(4b2

x − bx(5cx + dx) + dxcx + c2
x)
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s4 =
1

864

√
3(2b2

y − by(dy + 3cy) + c2
y + dycy)

s5 = 0

s6 =
1

864

√
3(2b2

x − bx(dx + 3cx) + c2
x + dxcx) (3.23)

t1 =
1

864
(4b2

y − 7by(cy + dy) + 4d2
y + 5dycy + c2

y)

t2 = 0

t3 =
1

864
(4b2

x − 7bx(cx + dx) + 4d2
x + 5dxcx + c2

x)

t4 =
1

864

√
3(by(5dy + 3cy)− 2b2

y − (cy + dy)
2 − dycy − d2

y)

t5 = 0

t6 =
1

864

√
3(bx(5dx + 3cx)− 2b2

x − (cx + dx)
2 − dxcx − d2

x)

se generaron de la siguiente forma:

k111
T1

k713
T1

k39
T1

k515
T3

k1016
T1

k414
T1

k28
T1

k612

k111
T2oT4 − k915

T1 − k313
T1 − k410

T1 − k616
T3 − k212

T1 − k814
T1 − k17

T1 − k511

§3.2.10. Grupo J

Este grupo se genera con el término k211

s1 = 0

s2 =
1

864
(bx(cy + dy − 4by) + cx(4by − dy − cy))

s3 =
1

864
(4bx(cy − by) + cx(by − cy) + dx(by − cy))

s4 = 0

s5 =
1

864

√
3(bx(dy + cy − 2by) + cx(2by − cy − dy))

s6 =
1

864

√
3(2bx(cy − by) + cx(by − cy) + dx(by − cy)) (3.24)

t1 = 0

t2 =
1

864
(bx(5(cy + dy)− 4by) + cx(2by − dy − cy) + dx(2by − 4(dy + cy)))



CAPÍTULO 3. Análisis y desarrollo de la metodoloǵıa 41

t3 =
1

864
(bx(2(cy + dy)− 4by) + cx(5by − cy − 4dy) + dx(5by − cy − 4dy))

t4 = 0

t5 =
1

864

√
3(bx(2by − 3(dy + cy)) + cx(cy + dy) + 2dx(cy − by + dy))

t6 =
1

864

√
3(2bx(by − dy) + (cx + dx)(cy + 2dy − 3by))

generándose los términos de la siguiente manera:

k211 = k112
T1

k714 = k813
T1

k310 = k49
T1

k516 = k615
T3

k916

k916 = k815
T1

k314 = k413
T1

k18 = k27
T1

k512 = k611

§3.2.11. Grupo K

Para este grupo, el término k117 con las siguientes ecuaciones:

s1 = − 5

216
(by − cy)

2

s2 = 0

s3 = − 5

216
(bx − cx)

2

s4 = − 1

72

√
3(by − cy)

2

s5 = 0

s6 = − 1

72

√
3(bx − cx)

2 (3.25)

t1 =
1

216
(b2

y + 2by(cy − dy) + c2
y − 2cydy)

t2 = 0

t3 =
1

216
(b2

x + 2bx(cx − dx) + c2
x − 2cxdx)

t4 =
1

216

√
3(c2

y − b2
y)

t5 = 0

t6 =
1

216

√
3(c2

x − b2
x)
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y las transformaciones adecuadas, se generan los términos:

k117
T1

k1317
T1

k917
T1

k517
T3

k1018
T1

k1418
T1

k218
T1

k618

Para generar el resto de los elementos del grupo, se toma el término k317 junto a

s1 =
1

54
(b2

y + by(cy − 2dy)− 2c2
y + 2cydy)

s2 = 0

s3 =
1

54
(b2

x + bx(cx − 2dx)− 2c2
x + 2cxdx)

s4 =
1

54

√
3(b2

y − dyby − c2
y + cydy)

s5 = 0

s6 =
1

54

√
3(b2

x − dxbx − c2
x + cxdx) (3.26)

t1 =
1

54
(b2

y + by(2dy − cy)− 2c2
y + 2cydy)

t2 = 0

t3 =
1

54
(b2

x + bx(2dx − cx)− 2c2
x + 2cxdx)

t4 =
1

54

√
3(b2

y + dyby + cydy − c2
y)

t5 = 0

t6 =
1

54

√
3(b2

x + dxbx + cxdx − c2
x)

y obtenemos que el orden de los términos y las transformaciones aplicadas:

k317
T1

k1517
T1

k1117
T1

k717
T3

k418
T1

k618
T1

k1218
T1

k1618
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§3.2.12. Grupo L

Este último grupo se genera primero con el término k118 y las siguientes ecuaciones

s1 = 0

s2 =
5

216
(bx(by − cy) + cx(cy − by))

s3 = s2

s4 = 0

s5 =
1

72

√
3(bx(by − cy) + cx(cy − by))

s6 = s5 (3.27)

t1 = 0

t2 =
1

216
((bx + cx)(2dy − by − cy))

t3 =
1

216
((by + cy)(2dx − bx − cx))

t4 = 0

t5 =
1

216

√
3((by − cy)(bx + cx))

t6 =
1

216

√
3((cy + by)(bx − cx))

usando las transforaciones adecuadas, el orden en el que se genera es:

k118 = k217
T1

k1417 = k1318
T1

k918 = k1017
T1

k518 = k617

El segundo término utilizado para generar este grupo es k318 con las siguientes

ecuaciones:

s1 = 0

s2 =
1

54
(bx(2(dy − cy)− by) + cx(2(cy − dy) + by))

s3 =
1

54
(bx(cy − by) + 2cx(cy − by) + 2dx(by − cy))

s4 = 0

s5 =
1

54

√
3(bx(dy − by − cy) + cx(cy − dy + by))
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s6 =
1

54

√
3(bx(cy − by) + cx(cy − by) + dx(by − cy)) (3.28)

t1 = 0

t2 =
1

54
(bx + cx)(2(cy − dy)− by)

t3 =
1

54
((cy + by)(2(cx − dx)− bx))

t4 = 0

t5 =
1

54

√
3(bx + cx)(cy − dy − by)

t6 =
1

54

√
3(by + cy)(cx − dx − bx)

generándose de la sigueinte forma:

k318 = k417
T1

k1518 = k1417
T1

k1118 = k1217
T1

k718 = k817

Las igualdades que se reflejan en algunos términos obedecen a los resultado obtenidos

en el trabajo de Osorio, J. et al. en [OC] (2008).



Caṕıtulo 4

EJEMPLO

Se modela una pieza bidimensional en forma de “llave” como se muestra en la

Figura (4.1), empotrada en su orificio y simulando las fuerzas necesarias para enroscar

una tuerca.

Este ejemplo, fue discretizado por el software ABAQUS en 31 elementos finitos la-

grangianos cuadriláteros de 9 nodos, tomando las siguientes condiciones:

MATERIALS

Material, name=Acero Elastic E=3e+07, ν =0.3

BOUNDARY CONDITIONS

Name: Empotramiento Type: Symmetry/Antisymmetry/Encastre

Boundary

PickedSet4, ENCASTRE

STEP: Carga llave

Step, name= Carga llave

Presión en el orificio de la llave

Static

1., 1., 1e-05, 1.

LOADS

Name: Carga de presión Type: Pressure

Dsload

PickedSurf5, P, 3500.
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FIGURA 4.1: Discretización en Llave de acero.

Se hace el análisis elástico lineal para obtener los siguientes resultados

FIGURA 4.2: Análisis elástico lineal en la llave de acero.

Se puede apreciar los sectores donde se produce mayor estres y es alĺı donde se toma

el elemento de muestra; éste elemento es resaltado y se hace el cálculo de su matriz de

rigidez usando la metodoloǵıa expuesta.

En el Apendice (B), se pueden ver los detalles de este análisis en el software ABA-

QUS y se puede apreciar la matriz de rigidez para el elemento finito resaltado de este
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ejemplo, obtenida usando la fórmula cerrada desarrollada en este trabajo.



Caṕıtulo 5

CONCLUSIONES

En este trabajo, se implementó de manera satisfactoria una metodoloǵıa expĺıcita

para la integración semi-anaĺıtica de la matriz de rigidez del elemento finito lagrangiano

cuadrilátero de nueve nodos en problemas de elasticidad plana.

Se obtuvo una expresión general que permite calcular las integrales involucradas en

el cálculo de las componentes de la matriz de rigidez del elemento, mediante manipu-

laciones algebraicas sencillas.

Las expresiones algebraicas se basan en la manipulación del integrando. Si bien la

elegancia, formulación y esfuerzo computacional es de primera importancia, el plan

elaborado tiene una expresión compacta y buena eficiencia computacional.

A su vez se hizo la evaluación de desempeño de la integración semi-anaĺıtica versus

integración numérica y se ha mantenido la precisión de la integración numérica conven-

cional (Cuadratura de Gaussiana de orden 2x2) con 10 cifras significativas usando la

fórmula cerrada para los términos de la matriz de rigidez del elemento que se desarrolló.

Es muy común el uso de triangulos de 3, 6, hasta 10 nodos, ya que a pesar de no ser

una aproximación precisa, la integración es exacta y los calculos son mas sencillos, por

lo que es de ayuda al momento de buscar rapidez en los resultados. Al usar cuadriláteros

se complican un poco mas los cálculos, pero se tiene una mejor aproximación.

Las relaciones que ya se han obtenido entre algunos de los términos de la matriz de

rigidez para estos elementos de lados rectos se pueden muy bien extender a elementos

de lados curvos.
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Apéndice A

MATRIZ DE RIGIDEZ

Sobre los nodos del elemento se materializan las incógnitas principales del problema,

es decir, los desplazamientos nodales, pues apartir de ellos se pueden calcular el resto

de las incógnitas. (Estas incógnitas se denominan grados de libertad).

Para encontrar una solución aproximada del campo de desplazamiento en un punto

cualquiera del elemento y que asimismo satisfaga las ecuaciones matemáticas que rigen

el problema se utiliza funciones polinómicas definidas localmente para cada elemento

(llamada funciones de forma). Estas funciones, definen de manera única el campo de

desplazamiento dentro del elemento, en función de los desplazamientos en los nodos del

mismo. Es decir,

u = N1u1 + N2u2 + . . . + Nnun (A.1)

v = N1v1 + N2v2 + . . . + Nnvn (A.2)

u = [u v]t es el vector de desplazamiento de un punto del elemento.

N =

[ [
N1 0

0 N1

] [
N2 0

0 N2

]
. . .

[
Nn 0

0 Nn

] ]
(A.3)

son las matrices de funciones de forma del elemento, las cuales cumplen la siguiente

propiedad:

Ni(xj, yj) =

{
1, ; si i = j

0, ; si i 6= j
y

n∑
i=1

Ni(x, y) = 1 (A.4)

y el vector de desplazamientos nodales, queda expresado aśı:

ae = [ae
1 ae

2 . . . ae
n ]t donde ae

i = [ui vi]
t (A.5)
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Conocidos los desplazamientos nodales, se puede discretizar el campo de deforma-

ciones, para determinar las tres deformaciones significativas, en un punto cualquiera del

elemento ε = [εx εy γxy] y obtenemos la siguiente relación matricial

ε = Bae (A.6)

donde

Bi =

[
∂Ni

∂x
0 ∂Ni

∂y

0 ∂Ni

∂y
∂Ni

∂x

]t

con B = [B1 B2 . . . Bn] (A.7)

La expresión discretizada del vector de tensiones en el interior del elemento se obtiene

mediante la sustitución directa de la ecuación (A.6) en la relación σ = Dε, donde D es

la matriz de elasticidad del elemento.

σ = Dε = DBae (A.8)

Si existieran tensiones o deformaciones iniciales la expresión a uilizar es:

σ = Dε−Dε0 + σo = DBae −Dε0 + σ0 (A.9)

Para la discretización de la expresión integral del Principio de los Trabajos Virtuales

(PTV) supondremos que el equilibrio del elemento se establece únicamente en los nodos

del elemento. Aśı, la expresión del PTV en equlibrio ∂W = 0, es decir,∫ ∫ ∫
V

∂εttdV =

∫ ∫ ∫
V

∂utbdV +

∫ ∫ ∫
V

∂uttdS (A.10)

aplicada a un elemento puede escribirse como:

∫ ∫
Ae

∂εtσttdA =

∫ ∫
Ae

∂utbtdA +

∮
1e

∂uttdS +
n∑

i=1

∂uiUi +
n∑

i=1

∂viVi (A.11)

donde ∂ui y ∂vi son los desplazamientos virtuales de los nodos del elemento y Ui y Vi

las fuerzas nodales de equilibrio que corresponden a dichos desplazamientos. El trabajo

virtual de dichas fuerzas puede despejarse de la ecuación anterior como:∫ ∫
Ae

∂εtσttdA−
∫ ∫

Ae

∂utbtdA−
∮

1e

∂uttdS = [∂ae]tqe (A.12)
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donde

∂ae = [∂u1 ∂v1 . . . ∂un ∂vn]t y qe = [U1 V1 . . . Un Vn] (A.13)

Luego, de (A.6) y de la relación u = Nae podemos escribir

∂ut = [ae]tN t y ∂εt = [ae]tBt (A.14)

sustituyendo en (A.12)

[∂ae]t

[ ∫ ∫
Ae

BtσtdA−
∫ ∫

Ae

N tbtdA−
∮

1e

N ttdS

]
= [∂ae]tqe (A.15)

y como los desplazamientos son arbitrarios, se tiene que∫ ∫
Ae

BtσtdA−
∫ ∫

Ae

N tbtdA−
∮

1e

N ttdS = qe (A.16)

sustituyendo ahora el vector de tensiones, por su valor en función de los desplaza-

mientos (A.6), (A.8) y operando se obtiene:[ ∫ ∫
Ae

BtDBtdA

]
ae −

∫ ∫
Ae

N tbtdA−
∮

1e

N ttdS = qe (A.17)

Sabiendo que qe son las fuerzas que actuan en todos los nodos del elemento e a

considerar y que se cumple la relación caracteristica

qe = Keae − (f e
p + f e

ε0
) (A.18)

donde f e
p representa las fuerzas nodales necesarias para equilibrar cualquier carga dis-

tribuida que actue sobre el elemento y f e
ε0

las fuerzas nodales necesarias para equilibrar

cualquier deformación inicial, y donde el primer termino representa las fuerzas induci-

das por los desplazamientos de los nodos, con Ke representando la matriz de rigidez

del elemento e. Aśı podemos concluir que si

f e = f e
p + f e

ε0
=

∫ ∫
Ae

N tbtdA +

∮
1e

N ttdS (A.19)

de (A.17) y qe = Keae − f e, se tiene que

Ke =

∫ ∫
Ae

BtDBdA (A.20)
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es la matriz de rigidez del elemento, y sus terminos vienen dados por

Ke
ij =

∫ ∫
Ae

Bt
iDBjdA (A.21)



Apéndice B

ANÁLISIS ELÁSTICO LINEAL EN LA
LLAVE DE ACERO CON ABAQUS

ABAQUS es un programa destinado a resolver problemas de ciencias e ingenieŕıa

y esta basado en el método de los elementos finitos. El programa puede resolver casi

todo tipo de problemas, desde un simple análisis lineal hasta simulaciones complejas no

lineales. Abaqus posee una extensa libreŕıa de elementos finitos que permite modelar

virtualmente cualquier geometŕıa, aśı como su extensa lista de modelos que simulan el

comportamiento de una gran mayoŕıa de materiales, permitiendo su aplicabilidad en

distintas áreas de ingenieŕıa.

§Análisis elástico lineal en la llave de acero con ABAQUS

*Heading

Analisis Elastico lineal en la llave de acero

** Job name: llave Model name: Model-1

*Preprint, echo=NO, model=NO, history=NO, contact=NO

**

** PARTS

**

*Part, name=Part-1
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*Node
1, −24,8455181, 5.

2, −30., 5.

3, −22,4218712, 2,46093631

4, −25., 0.

5, −30., 0.

6, −25., −5.

7, −20., −5.

8, −15., 0.

9, 25., 0.

10, 25., 5.

11, −15., 5.

12, −20., 10.

13, −25., 10.

14, −27,5, −2,5

15, −17,5, −2,5

16, 21,363636, 0.

17, 17,727272, 0.

18, 14,090909, 0.

19, 10,454545, 0.

20, 6,81818199, 0.

21, 3,18181825, 0.

22, −0,454545468, 0.

23, −4,090909, 0.

24, −7,72727251, 0.

25, −11,363636, 0.

26, −11,363636, 5.

27, −7,72727251, 5.

28, −4,090909, 5.

29, −0,454545468, 5.

30, 3,18181825, 5.

31, 6,81818199, 5.
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32, 10,454545, 5.

33, 14,090909, 5.

34, 17,727272, 5.

35, 21,363636, 5.

36, −17,5, 7,5

37, −27,5, 7,5

38, −21,904377, 3,94935989

39, −19,6823063, 4,24318457

40, −11,4184256, 2,39562869

41, 10,4532566, 2,45971894

42, −23,434639, −1,66908169

43, 17,8414555, 2,05570102

44, 14,1066933, 2,37295532

45, 6,81746721, 2,49007082

46, 3,18132091, 2,49921608

47, −0,454949915, 2,49852729

48, −4,09323263, 2,49528074

49, −7,735425, 2,47101665

50, −24,0961876, 5,89528608

51, −21,7773495, 6,86671066

52, −15,3777924, 2,10674334

53, −19,7511463, 0,953861117

54, 19,6025467, 1,02785051

55, 17,7843628, 1,02785051

56, 19,545454, 0.

57, −24,4708519, 5,44764328

58, −25,7980938, 6,69764328

59, −28,75, 6,25

60, −27,42276, 5.

61, −22,9367676, 6,38099861

62, −23,0002823, 4,92232323

63, −20,7933426, 4,09627247
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64, −20,7298279, 5,55494785

65, −22,1631241, 3,20514822

66, −21,0865097, 1,70739865

67, −19,7167263, 2,5985229

68, −17,3411522, 4,62159252

69, −16,25, 6,25

70, −19,6386757, 7,18335533

71, −21,7173195, −3,33454084

72, −18,75, −3,75

73, −18,6255722, −0,773069441

74, −21,5928917, −0,357610285

75, −22,5, −5.

76, −25,4673195, −2,08454084

77, −26,25, −3,75

78, −27,5, 0.

79, −28,75, −1,25

80, −24,2173195, −0,834540844

81, −17,5644684, 1,53030229

82, −15,1888962, 3,55337167

83, −13,181818, 0.

84, −11,3910313, 1,19781435

85, −13,3981094, 2,25118589

86, −15,1888962, 1,05337167

87, 12,2799749, 2,41633701

88, 10,4539013, 1,22985947

89, 12,272727, 0.

90, 14,0988007, 1,18647766

91, 23,181818, 0.

92, 25., 2,5

93, 23,181818, 5.

94, 21,363636, 2,5
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95, 19,545454, 5.

96, 17,7843628, 3,52785063

97, 15,9740744, 2,21432829

98, 15,90909, 0.

99, 8,63536167, 2,474895

100, 6,81782436, 1,24503541

101, 8,63636398, 0.

102, 4,99939394, 2,49464345

103, 3,18156958, 1,24960804

104, 5., 0.

105, 1,36318552, 2,4988718

106, −0,454747677, 1,24926364

107, 1,36363637, 0.

108, −2,27409124, 2,4969039

109, −4,09207058, 1,24764037

110, −2,27272725, 0.

111, −5,91432858, 2,48314857

112, −7,73134899, 1,23550832

113, −5,909091, 0.

114, −11,3910313, 3,69781446

115, −13,181818, 5.

116, −7,73134899, 3,73550844

117, −9,54545403, 5.

118, −9,57692528, 2,43332267

119, −4,09207058, 3,74764037

120, −5,909091, 5.

121, −0,454747677, 3,74926376

122, −2,27272725, 5.

123, 3,18156958, 3,74960804

124, 1,36363637, 5.
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*Element, type=CPS6M 1, 16, 43, 17, 54, 55, 56

*Element, type=CPS8R

2, 1, 50, 37, 2, 57, 58, 59, 60

3, 51, 50, 38, 39, 61, 62, 63, 64

4, 39, 38, 3, 53, 63, 65, 66, 67

5, 39, 11, 36, 51, 68, 69, 70, 64

6, 42, 7, 15, 53, 71, 72, 73, 74

7, 6, 7, 42, 14, 75, 71, 76, 77

8, 4, 5, 14, 42, 78, 79, 76, 80

9, 39, 53, 52, 11, 67, 81, 82, 68

10, 8, 25, 40, 52, 83, 84, 85, 86

11, 44, 41, 19, 18, 87, 88, 89, 90

12, 16, 9, 10, 35, 91, 92, 93, 94

13, 16, 35, 34, 43, 94, 95, 96, 54

14, 43, 44, 18, 17, 97, 90, 98, 55

15, 41, 45, 20, 19, 99, 100, 101, 88

16, 45, 46, 21, 20, 102, 103, 104, 100

17, 46, 47, 22, 21, 105, 106, 107, 103

18, 47, 48, 23, 22, 108, 109, 110, 106

19, 48, 49, 24, 23, 111, 112, 113, 109

20, 40, 26, 11, 52, 114, 115, 82, 85

21, 49, 27, 26, 40, 116, 117, 114, 118

22, 48, 28, 27, 49, 119, 120, 116, 111

23, 47, 29, 28, 48, 121, 122, 119, 108

24, 46, 30, 29, 47, 123, 124, 121, 105

25, 45, 31, 30, 46, 102, 74, 80, 53

26, 41, 32, 31, 45, 125, 99, 42, 4

27, 44, 33, 32, 41, 87, 66, 3 3

28, 43, 34, 33, 44, 96, 97, 1 31

29, 51, 36, 12, 13, 70, 57, 65 38

33, 15, 8, 52, 53, 112, 86, 81, 73
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*Nset, nset=PickedSet2, internal, generate 1, 139, 1

*Elset, elset=PickedSet2, internal, generate 1, 34, 1

*Nset, nset=PickedSet3, internal, generate 1, 139, 1

*Elset, elset=PickedSet3, internal, generate 1, 34, 1

** Section: Section-Llave

*Solid Section, elset=PickedSet3, material=Acero 1.,

*End Part

** ** ** ASSEMBLY

** *Assembly, name=Assembly

** *Instance, name=Part-1-1, part=Part-1

*End Instance

** *Nset, nset=PickedSet4, internal, instance=Part-1-1 1, 2, 3, 4, 5, 60, 78, 135, 136

*Elset, elset=PickedSet4, internal, instance=Part-1-1 2, 8, 30, 31

*Elset, elset=PickedSurf5S3, internal, instance=Part-1-1 12,

*Elset, elset=PickedSurf5S2, internal, instance=Part-1-1 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25,

26, 27, 28

*Surface, type=ELEMENT, name=PickedSurf5, internal

PickedSurf5S3, S3

PickedSurf5S2, S2

*End Assembly

** ** MATERIALS

** *Material, name=Acero

*Elastic 3e+07, 0.3 ** ** BOUNDARY CONDITIONS

** ** Name: Empotramiento Type: Symmetry/Antisymmetry/Encastre

*Boundary

PickedSet4, ENCASTRE ** —————————————————————- **

** STEP: Carga llave **

*Step, name=Carga llave

Presión en el orificio de la llave

*Static 1., 1., 1e-05, 1. **

** LOADS **

** Name: Carga de presión Type: Pressure
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*Dsload

PickedSurf5, P, 3500. **

** OUTPUT REQUESTS **

*Restart, write, frequency=0 **

** FIELD OUTPUT: F-Output-1 **

*Output, field

*Node Output

RF, U

*Element Output, directions=YES

S,

*Output, history, frequency=0

*End Step
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§Matriz de rigidez del elemento muestra en la llave de acero
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