Trabajo Especial de Grado

UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL “LISANDRO ALVARADO”
DECANATO DE CIENCIAS Y TECNOLOGIA
LICENCIATURA EN CIENCIAS MATEMATICAS

Propiedades especiales
de algunos
espacios de Banach clasicos

AUTOR: BR. MARIA EUGENIA COLINA MEAZOA
TuTOR: M.Sc. JurRANCY EREU (UCLA)

TRABAJO ESPECIAL DE GRADO

Presentado ante la Ilustre
Universidad Centroccidental “Lisandro Alvarado”
como requisito final para optar al grado de

Licenciado en Ciencias Matemaéaticas.

BARQUISIMETO, VENEZUELA
Julio, 2010.



Marfa Colina




Dedicatoria

A Dios todopoderoso, y a las personas
que sobre este mundo durante toda
mi vida me han llenado de amor, luz y

felicidad; mi madre y mis hermanos.



II

Marfa Colina




Agradecimientos

A Dios todopoderoso, mi padre eterno, que siempre permanece a mi lado
y a mi madre en el cielo Maria que intercede ante Dios por mi para que me

ayude y me guie por el buen camino.

A la persona que me ha entregado su vida ,que me ha acompanado y
apoyado siempre a pesar de no gustarle algunas de mis decisiones,que me
ha ensenado a amar y que sobre la tierra me hace sentir el méas puro de los

sentimientos que se pueden sentir hacia alguien, mi mas.

A mis hermanos Jessie y Antonio, que siempre han estado a mi lado dan-
dome animo y que en los momentos que me sentia mas estresada con sus

locuras encontraban la manera de hacerme sentir mejor.

A mi novio Heber, por apoyarme, comprenderme, ayudarme, brindarme tu
amor y estar a mi lado en los momentos que mas lo necesitaba. Espero que asi

siga siendo durante muchisimo tiempo, jte amo!.

A mi tutora Jurancy Eret, por su excelente calidad como docente,por su
dedicacién, sobretodo por ayudarme en la realizaciéon de éste proyecto y por
explicarme y transmitirme de manera paciente sus conocimientos, siempre le

estaré muy agradecida.

A mis amigos de toda la vida, Rosymar Peralta y Gabriel Barreto, que
siempre me dieron ese aliento y esa mano amiga para seguir adelante luchando

por lo deseaba.

A Maria Peraza, por ayudarme en la transcripcion del proyecto y porque
resultaste ser una persona a la cual le tome muchisimo carino, a pesar de que te
conoci a mitad de la carrera compartimos muchos momentos inolvidables.Ojala

Dios permita que ésta amistad tan loca y sincera perdure en el tiempo.

111



v Maria Colina

A Yhon Meza y a Rona Borges, por brindarme su amistad, su ayuda, su
afecto y su apoyo. Igualmente le pido a Dios que nuestra amistad perdure por

siempre.

A todas aquellas personas que durante mis anos en la universidad me ayu-
daron de una u otra manera y me hicieron pasar gratos e inolvidables momentos
y a todos aquellos profesores que me dejaron grandes ensenanzas durante la

carrera.



Resumen

Este trabajo especial de grado presenta de manera clara y precisa el es-
tudio de algunas propiedades topoldgicas de los espacios de Banach clasicos

l,conl <p<oo, logy .

Estos espacios clasicos juegan un papel de gran importancia en la teoria
de los espacios de Banach, es por ello que en este caso se da especial atencion
a estudiar la completitud, la separabilidad de estos espacios, la propiedad de
Schur (sélo para el espacio £1) y las condiciones bajo las cuales un espacio de

Banach X contiene un subespacio complementado isomorfo a ¢;.

La bibliografia principal que sustentara el trabajo especial de grado es [2],
el cual es un texto dedicado al estudio de la teoria de espacios de Banach. aca se
demuestra que la convergencia débil de sucesiones en el espacio ¢, implica la
convergencia en norma (propiedad de Schur) y las condiciones bajo las cuales
un espacio de Banach X contiene un subespacio complementado isomorfo a
(1. Se complementa con dos textos de andlisis funcional, como son [5] y[6].
En los mismos se estudia la completitud y la separabilidad de los espacios

mencionados anteriormente.
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Introduccion

El desarrollo de la teoria de los espacios de Banach se remonta al siglo
XX y comienza con la investigacion de Norbert Wiener y Hans Hahn para
luego ser continuada y culminada por Stefan Banach entre los anos 1920 y
1922, aunque aun en esa época no se les habia atribuido ese nombre y sélo
se referian a los mismos como espacios lineales normados completos, dichos
espacios en al actualidad poseen una posicion de gran importancia en la teoria

del analisis funcional y en muchos otros campos de las matematicas.

Por otro lado, en el caso de la propiedad de Schur, la misma fue estable-
cida por Issai Schur en el afio 1921 para el espacio de sucesiones {1, luego se

descubrié que también se cumplia para otros espacios de Banach.

La finalidad de ésta investigacién es demostrar de una manera clara y sen-
cilla algunas propiedades topoldgicas de los espacios de sucesiones £, con
1 <p< oo, ly ¥ oy, entre esas propiedades estan la completitud, la separabil-
idad y responder interrogantes como jla convergencia débil de sucesiones en
¢y, implica la convergencia en norma?, (propiedad de Schur) asi como jbajo
que condiciones un espacio de Banach contiene un subespacio complementado

isomorfo a #;?.
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Preliminares

1.1. Conceptos Basicos

Definicién 1.1. Un espacio vectorial sobre el campo C es un conjunto
no vacio X de elementos z, y, ... (llamados vectores) con dos operaciones
algebraicas, llamadas adicion vectorial y multiplicacion de vectores por escalar,

y que verifican las siguientes propiedades:

p.1 Paratodorz e X 1z +y=y+ .

p.2 Paratodow, y, z€ X : (v +y)+z2=2+ (y + 2).

p-3 Existe un tnico 0 € X tal que x + 0 = 0+ x, para todo z € X.
p.4 Para todo x € X, existe —z € X : x+ (—z) = 0.

p.5 Para todo x € X, para todo o, B € C: a(B.2) = (af).z.

p.6 Para todox € X, l.x =z (1 es la identidad de C).

p.7 Para todo x € X, paratodoa, B € C: (a+ ).z = a.x + f.x.
p.8 Para todo x, y € X, para todoa € C: a.(x +y) = a.x + a.y.

Definicién 1.2. Un subespacio de un espacio vectorial X es un subconjunto
no vacio Y de X tal que para todo y;, y» € Y y todos los escalares «, [ se

tiene que ay; + By. € Y. De aqui, Y es en si mismo un espacio vectorial.

Definicién 1.3. Un espacio normado X es un espacio vectorial con una
norma definida sobre el mismo, donde una norma es una funciéon a valores
reales sobre X cuyo valor sobre un z € X estd denotado por ||z|| y el cual

tiene las siguientes propiedades:
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L [jz]| = 0.

2. ||lz]| = 0 z =0,

3. |lazl| = |afll].

4 lz+yll < ol + llyll-

Definicién 1.4. Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjun-
to v d es una métrica sobre X, que es, una funcion real definida sobre X x X

tal que para cualesquiera x, y € X se verifica que:
1. d(z,y) > 0.
2. d(z,y) =0 x=y.

3. d(z,y) = d(y,x).
4. d(x,y) < d(z,z)+d(zv).

Observacién 1.1. Una norma define una métrica d sobre X la cual estd dada

por d(z,y) = ||z —yl| con z, y € X, llamada la métrica inducida por la norma.

Definicién 1.5. Una sucesién (z,), ¢y en un espacio métrico (X, d) se dice
que converge si existe x € X tal que

lim d(z,,z) =0,

n—oo

si esto ocurre x es el limite de (z,), ¢ v ¥ escribiremos

lim z, = x o bien x,, — x cuando n — oo,

n—oo

lo que equivale a decir que para todo r > 0, existe N € N: z,, € B(z,r), para
todon > N, donde B(z,r) ={y € X : d(x,y) < r}.

Definicién 1.6. Una sucesion (z,), ¢y en un espacio métrico (X, d) es una
sucesiéon de Cauchy si para cualquier € > 0 existe un N = N(¢) € N tal que

d(xp, xm) < € para todo m,n > N.
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Teorema 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces, una sucesiéon conver-

gente en X es acotada.

Teorema 1.2. Toda sucesién convergente en un espacio métrico es una suce-

sion de Cauchy.

Definicién 1.7. Un espacio métrico (X, d) es un espacio completo si toda

sucesion de Cauchy converge en él, esto es, tiene un limite el cual es un elemento
de X.

Definicién 1.8. Un espacio de Banach es un espacio normado completo

(completo bajo la métrica inducida por la norma).
Existen resultados de gran importacia para nuestro trabajo como:

Teorema 1.3 (Subespacio Completo). Un subespacio M de un espacio métri-

co completo X es completo si y s6lo si M es cerrado en X.

A continuacion definamos algunos conceptos y enunciemos un teorema que

necesitaremos mas adelante.

Definicién 1.9. Un conjunto M es numerable si es finito o si podemos
asociar enteros positivos con los elementos de M de forma tal que para cada
elemento de M le corresponda un 1inico entero positivo y reciprocamente, para

cada entero positivo 1,2, 3... le corresponda un tnico elemento de M.

Definicién 1.10. Sea M un subconjunto de un espacio métrico X, entonces
un punto ry € X (el cual puede ser o no ser un punto de M) es llamado un
punto de acumulacién de M (o punto limite de M) si toda vecindad de zg

contiene al menos un punto y € M distinto de x.

Definicién 1.11. Un subconjunto M de un espacio métrico X se denomina
conjunto denso si M = X donde M es la clausura de M y consiste de los

puntos que estan en M y los puntos de acumulacion de M.

Definicién 1.12. Un espacio X se dice que es un espacio separable si posee

algiin subconjunto numerable, el cual es denso en X.
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Teorema 1.4. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d)

y M su clausura. Entonces:

(a) = € M siy sélo si existe una sucesion (z,), en en M tal que z,, — x

cuando n — 0.

(b) M es cerrado si y sélo si x, € M con z,, — = cuando n — oo implica que
reM.

Por otro lado, estudiemos algunos aspectos basicos de teoria de operadores.

Definicién 1.13. Sean X, Y espacios vectoriales. Un operador lineal
T:9(T) C X — Y es un operador tal que para cualquier par z, y € (T y

escalares a en el campo se verifica que:
Tx+y)=Tx)+T(y) y T(ax)=aT(x).

Definicién 1.14. Sean XY espacios normados. Un operador lineal
T:9(T) C X — Y es un operador lineal acotado si existe k > 0 tal que
|T(x)|| < E|jz|| para todo x € D(T).

Teorema 1.5. Sean T : ®(T) C X — Y un operador lineal, X, Y espacios

normados, entonces, 1" es continuo si y solo si T' es acotado.
Demostracion.

En primer lugar, supongamos que 7" es continuo sobre un xy € ©(7T") arbi-

trario. Entonces, dado cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que,

|T(z) — T(z0)|| <€, paratodox € D(T) que satisface ||z — x| < 0. (1.1)
Tomemos cualquier y # 0 en D(T') hacemos x = xy + ”;;Hy, entonces,

0
r—xy=—1Y.
Iyl
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De aqui, ||z — z¢|| = §, asi haciendo uso de (1.1) y la linealidad de T, se

tiene que
e > IT(@) — T(ao)| = 7w — o) = HT (i07) H - LHlTwlL

Luego,
€
1Tl < 5llyll-

Dado que esto se cumple para todo y € D(T) distinto de cero, T" es acotado.

Por otro lado, para T" = 0 la proposicién es trivial. Sea T 2 0, entonces,
|T|| # 0. Supongamos que T' es acotado y consideremos cualquier xy € D(T).
Sea cualquier € > 0, entonces, dado que 7' es lineal, para todo x € D(T) tal
que

€

|z —xo|| <9 donde 6= -—,
1|

se obtiene que,

1T (z) = T(xo)l| = |T(x = zo)l| < I T[[llx = wol| < T[]0 =e.
Dado que zg € ®(T') fué arbitrario, esto demuestra que 7" es continuo. =

Teorema 1.6. (Banach-Steinhaus) Sea (7},),, ¢ y una sucesion de operadores
lineales acotados T, : X — Y de un espacio de Banach X en un espacio
normado Y tal que (||T,z|)nen estd acotado para todo z € X, digamos,
| Tzl < ¢y m=1,2,3..., donde ¢, es un nimero real positivo. Entonces, la
sucesion de las normas ||T},|| estd acotada, esto es, existe un ¢ tal que

1] <e, n=1,2,...

Los siguientes conceptos daran lugar a conocer resultados importantes para

nuestro estudio.

Definicién 1.15. Una topologia 7 es una coleccién de subconjuntos abiertos

de X que verifican que:
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(i) 0, X er.
(ii) SiU,V € 7 entonces UNV € 7.
(iii) Si A € 7 entonces |JA € 7.

Definicién 1.16. Un espacio topoldgico es el par (X,7) donde X es un

conjunto y 7 es una topologia sobre X.

Definicién 1.17. Sea T una aplicacién de un espacio topolégico X en un
espacio topolégico Y, se dice que T es una aplicaciéon abierta T si la imagen

de conjuntos abiertos de X son conjuntos abiertos de Y.

Teorema 1.7. (Teorema de la Aplicacién Abierta) Sean X e Y espacios
de Banach y T un operador lineal acotado. Si T es sobreyectivo, entonces, T

es una aplicacion abierta.

Lema 1.1. Sea T un operador lineal de un espacio de normado X en un
espacio normado Y. Si T es una aplicacion abierta, entonces, existe § > 0
tal que, 6By C T(Bx), donde Bx = {z € X : ||z| < 1}.

Definicién 1.18. Un funcional lineal f es un operador con dominio en un

espacio vectorial X y rango en R 6 C.

Definicién 1.19. Sea X un espacio normado. Entonces el conjunto de todos
los funcionales lineales acotados constituyen un espacio normado con norma

dada por,

|/ ()]

1f]l = sup , conz #0.
rex |1l

Este conjunto es denominado el espacio dual de X y se denota por X*.

Observacion 1.2. La coleccién X* de funcionales lineales continuos sobre X
puede ser identificada con la coleccién de funciones a valores reales, lineales,

continuos y acotados sobre By.
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Teorema 1.8. Sea X un espacio normado y sea xy # 0 cualquier elemento de

X. Entonces, existe un funcional lineal acotado fvsobre X tal que,

Ifll=1 "y f(zo) = llzoll-
Corolario 1.1. Para todo x en un espacio normado X se tiene que,

@)
lell = sup <77

Ahora, definamos diversos conceptos los cuales resultaran una base funda-

con f # 0.

mental para la teoria que desarrollaremos.

Definicién 1.20. Dada una coleccién § de funciones de un conjunto X a un
espacio topologico Y. La topologia sobre X para la cual toda funcién de § es

continua es llamada topologia débil.

Definicién 1.21. Una sucesion (x,,), ¢y en X se dice que converge en nor-
ma si existe un x € X tal que, para todo ¢ > 0, existe N tal que para

n > N se verifica que ||z, — z|| < €.

En tal caso se denotara por:

Imz, =2 6 z,—x cuando n — oo.

n—oo
Definicién 1.22. Una sucesion (z,),cn en un espacio normado X se dice
que converge débilmente si existe un z € X tal que para cualquier f € X*

se verifica que

lim f(z,) = f(r) 6 =z, >z cuando n — oo.

n—oo
Definicién 1.23. Sea X un espacio vectorial normado y sea (e;); ¢ y una
sucesién no nula en X. Se dice que (e;); ¢y es una base de Schauder de X
si, para todo € X existe una tnica sucesién de escalares («;); ¢ y llamada las

coordenadas de z, tal que
o
r = E €4,
i=1

donde la serie converge en norma a x.
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Definicién 1.24. Decimos que (z;); ¢ ny €s una sucesién béasica de un espacio
normado X si (z;); ¢ n s una base para su subespacio generado lineal cerrado,

a dicho subespacio lo denotamos por [z;] 6 Span(x;) y donde

n

span{xi:ieN}:{Zaixi:al, .., ay €R, nEN}.

=1

Definicién 1.25. Dos sucesiones béasicas (Z,)n e N Y (Yn)n e v (posiblemente en
diferentes espacios) se denominan bases equivalentes si Y .o, a;z; ¥ D ooy QY
convergen o divergen al mismo tiempo. De manera similar , (2,)n e N Y (Yn)n e N

son equivalentes si existe una constante 0 < C' < oo tal que,

[e.9]

Z a;Y;

=1

[e.9]

E a;x;

=1

[e.9]

Z a;Y;

=1

c! < <C

X

Y Y

Definicién 1.26. Un isomorfismo entre dos espacios normados X e Y es una
aplicacion lineal T' de X sobre Y, la cual es biyectiva, continua, con inversa

continua. Ademas X e Y son llamados espacios normados isomorfos.

Definicién 1.27. Una isometria de un espacio normado X a un espacio
normado Y es una aplicacién T': X — Y que preserva norma, esto es,

Tz — Tylly = ||* — y||x para cualquier par x,y € X. Si dicha aplicacién
T es lineal, entonces sélo se necesita que verifique que ||Tz|ly = ||z]x para
cualquier z € X. Ademas, si existe una isometria biyectiva T : X — Y diremos

que los espacios normados X e Y son isométricos.

Definicién 1.28. Sea X un espacio vectorial. Una aplicacién lineal
P : X — X es llamada una proyeccién sobre un subespacio Y de X si
P(X)=Y y P(y) =y paratodoy €Y.

Definicién 1.29. Un subespacio Y de un espacio de Banach X es comple-
mentado en X si existe una proyeccion lineal acotada de X sobre Y. Equiv-
alentemente, dado un subespacio cerrado M de un espacio lineal normado 7,
diremos que M es complementado en Z si existe otro subespacio cerrado tal
que Z =M & N.



Algunos espacios de Banach clasicos,

U, €0, Y ,E, con 1 <p< o0

En primer lugar, como objetivo inicial de esta investigacion queremos
demostrar que ¢y, {5 y ¢,, para cada 1 < p < 00 son espacios de Ba-
nach, pero para ello debemos demostrar que dichos espacios son por definicién,

espacios normados completos bajo la métrica inducida por la norma.

2.1. /. es un espacio de Banach.

2.1.1. /. es un espacio vectorial.

Definamos el espacio de sucesiones £, como

lo = {:1: = (Tp)nen: Ty €C, (x,)nen tal que sup |z,| < oo} .

Sean (Tp)nenN; Un)nen € loo v B € C. £ es un espacio vectorial con las

operaciones algebraicas definidas como
(w1, 22, ) + (Y1, Yo, ) = (@1 + Y1, 22+ 92, ) ¥
ﬁ(l’l, T, ) = (ﬁl‘l, ﬁl‘g, )

Las cuales son la suma y la multiplicacién por escalar respectivamente.

En efecto, note que £, # ), puesto que la sucesién (z,), ¢ v tal que
r, = 0, para todon € N estd acotada.
Ahora bien, como (Z,)nen, (Yn)nen € loo, entonces, sup, |z, < ooy

sup,, [yn| < co. Luego para cada n € N (fijo arbitrario)

|Zn + Y| < |xn] + |yn| < sup |z,| + sup |y,| < oo.

9
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De aqui,

sup |z, + yn| < 00.

Asi, ¢, es cerrado bajo la suma.

Por otro lado, consideremos, o € C, entonces, para cada n € N (fijo arbi-

trario),

lax,| = |a||z,| < |alsup |z,| < oo.
n
En consecuencia,
sup |az,| < co.
n

Por tanto, /., es cerrado bajo la multiplicacion por escalar.

A continuacién, verifiquemos otra serie de propiedades que se deben cumplir

para que /o, sea un espacio vectorial:

Sean ($n>n ENy (yn)n ENY (Zn)n eN € goo y «, 6 e C
1. La conmutatividad del cuerpo C nos permite lo siguiente:

(z1, 29, ..) + (Y1, Y2, ...) = (1 +y1, T2+ 10, ...)
= (1 + 21, Y2+ 22, ...)
= (y1, Y2, ...) + (x1, Ta, ...).

Asi, para todo (Z,)nen, (Un)nen € Lo se verifica la propiedad conmu-

tativa en £, esto es,

(xn>n eN T (yn)n eN — (yn)n eN T (xn)n eN-

2. El cuerpo de los nimeros complejos cumple con la propiedad asociativa
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lo que nos garantiza que:

((z1, z2, )+ (Y1, Y2, ) + (21, 22, ...) = (1 +v1, T2+ Yo, ...) + (21, 22, ...)

(
(1 +y1 + 21, T2+ Y2 + 20, )
= (mi+ (i +2), v2+ (Y2 + 22), -.)
(z1, T2, )+ (1 + 21, Y2+ 22, )
(z1, z2y -..) + ((y1, Yo, --.) + (21, 22, ...)).

Ast, para todo (2,)n e Ny (YUn)nie N Y (2n)n e n € Lo se tiene que se verifica

la asociatividad en /., es decir,
((xn)n enNn+ (yn)n € N) + (zn)n eN — (:En)n eNT ((yn)n eN+ (Zn>n € N)-
. Ademas,

(1, o, ...) = (21, T2, ...)+ (0, 0, ...)
= ((1‘1, T, ))

Por tanto, existe (0, 0, ...) € ¢ tal que, para todo (z,)nen € loo-, S€

cumple que :

(xn)neN + (O)neN = (xn)neN-

. Por dltimo para la suma se verifica que:

(I’l, T, ) + (-ZEl, —XT9, ) = (l’l + (—IL‘l), Tro + (-l’g), )

De acé, para cualesquiera (Z,)nen € loo, €Xiste (—Zp)nen € loo tal

que, se verifica que :

(Tn)nen + (—Zp)nen = (0)n e
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5. Ahora bien, para la multiplicacién por escalar se tiene que:

a(f(zy, z2, ...)) = a(Bxy, Pxs, ...)
= (afzy, afxs, ...)
= (af) (1, xa, ...).

En consecuencia, para todo (z,), e n € s v para cualesquiera

a, (€ C, se cumple que :
a(fx,) = (af)(z,) para cualquier n € N.

6. Consideremos la identidad de C. Ahora,
1.(xy, xo, ...) = (lizy, Lxg, ...)
= (x1,29,...).
Luego, para cualquier (z,)n e N € loo,
L(zn)nen = (Tu)nen.
7. Ademas,

(a+B)(w1, 22, ) = ((+B)a1, (a+ B)aa, )
= (axy + By, axs + [z, ...
(

= oy, za, ...) + B(x1, 22, ...).

Asi, para cada (z,)n,en € o v para cada o, § € C:

(@4 B)(Tn)nen = a(Tn)nen + B(Tn)n e n-

ary, azy, ...)+ (B, Bz, ...

)
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8. Por ultimo para la multiplicacion por escalar y la suma,

al(xy, zo, ..)+ (Y1, Yo, -..)) = alz1 +y1, T2+ Yo, ...
= (a(z1+ 1), alza+y2), -..)
= (ax1+ ayy), ars + ays), ...)
= (axy, axs, ...)+ (ay1, ay, ...)

= O{(.fCl, T2, ...)—{—Ck(yl, Y2, )

En consecuencia, para cualquier (z,)nenNY (Yn)nen € loo ¥ para cualquier

aeC:

Oé(;l'n =+ yn)n eN — a(xn)n eN T+ a(yn)n €N-

En conclusion, dado que /., es no vacio, cerrado bajo la suma y la mul-
tiplicacion por escalar y ademas cumple las ocho propiedades demostradas

anteriormente, entonces, £, es un espacio vectorial. [

2.1.2. [/, es un espacio normado.

La métrica sobre /., se define como

d(z,y) = sup |[x; — y;l,
J

donde z = (z;); en ¥ ¥ = (y;)j e v sSO1 sucesiones en (.

Verifiquemos que éste espacio es normado con la norma definida por:
|%]|co = sup |z,| < 0o donde z = (z,)nen € loo- (2.1)
n
En efecto, sean x, y € lo, donde, £ = (Zp)nen Y ¥ = (Un)n e n-

1. En primer lugar, como |z,,| > 0 para cada n € N, entonces, para cualquier

xr = (xn)n eN;

||| 0o = sup |z,| > 0.
n
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2. Ademas,

[2llc =0 < sup|z,|=0.

< |z, <0, paracadan € N.

(3

r, =0, para cadan € N.
= T = (O)n €N-
Por tanto, para todo x € /.,

[2]lec = 0 & 2 = (0)nen

3. Sea a € C, entonces,
lall[z]le = lafsup 2] = sup |||z, | = sup |az,| = |laz]w.
n n n

Asi, para cualesquiera o € Cy = € {,

| [#]o0 = llev]|oo-

4. Por ultimo,

12+ Ylloo = sup |20 + ynl

IN

sup([a| + |ya|)

IA

sup |z, | + sup |yn|

= zlloo + [[9llco-

Por tanto, para todo z, y € /.,

12+ Ylloo < [l2floo + [[Yllco-

Asi, ¢, es un espacio vectorial normado con la norma definida en (2.1). m



Trabajo Especial de Grado 15

2.1.3. /(. es un espacio completo.

Sea. (L )m e n una sucesion de Cauchy en £og, donde z,, = (z{™, ™, - ),

entonces para cualquier € > 0 existe N = N(e), tal que, para m,n > N, se
tiene que

d(xp, ) = sup |x§m) — xgn)| < e
J

Note que para cada j € N fijo
(m)

2" — a:En)| < econm,n > N. (2.2)

De aqui, para cada j fijo, la sucesién (xgl), 935-2), -+ ) es de Cauchy. Ahora
§m))m ey € Cy C es completo, entonces, (xgm))meN converge,

— x; cuando m — 0.

bien, como (x
(m)

digamos, z;

Si usamos estos limites infinitos z1, 3, --- podemos definir x = (z1, 9, ---

y demostrar que z,, — x con x € (.
Notemos que en (2.2) cuando n — oo se tiene que

(m)

|z;" — x| <€ con m> N, (2.3)

(m))

Luego, como z,, = (xj jen € {y existe un nimero £, tal que

|3:§m)| < k,, para todo j € N. Asi, para todo j € N,

23] = oy =2 + @) < oy =+ o)

< e+ k.

Por tanto, (z;); e v estd acotada (pues € + k,, no depende de j). En conse-

cuencia, = (2;)jen € loo.

Por otro lado, de (2.3), como € es cota superior de {]xgm) — ;| j € N}

entonces,

)

d(xp,, x) = sup |x§m —xj| <€ para m > N,

J
esto es, z,, — .
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Por tanto, como (), e n €s una sucesién de Cauchy arbitraria, entonces,
ls es completo.
Asi, al ser un espacio vectorial normado completo con la métrica inducida

por la norma, entonces, f, es un espacio de Banach. [ ]

2.2. (,conl <p < oo es un espacio de Banach.

2.2.1. {,conl <p < oo es un espacio vectorial.

Definamos el espacio de sucesiones £, como

by ={x = (Tn)nen, Tn EC:Z|wn|p<oo,1 <p < oo}

n=1
Sean (Zp)nen, (Yn)nen € fpparal <p<ooya e C. {, paral <p < oo
es un espacio vectorial con las operaciones algebraicas definidas como:
(x1, T2, ...) + (Y1, Yo, ) = (x1+ Y1, T2+ Y2, -..) ¥
a(xy, 9, ...) = (axy, azs, ...).
Las cuales son la suma y la multiplicacién por escalar respectivamente.

En efecto, como la sucesién nula converge médulo p, esto es, > >~ |(0),, [P <

00, entonces £, # (), conl < p < .

Ahora bien, usando la desigualdad de Minkowski, la cual se define como

1 1 1
o] P o] P o] P
(E |$j—yj|p) < (E |$k|p) + (E |ym|p) ,
j=1 k=1 m=1

donde = (z;);en ¥y ¥ = (y;)j e n son dos sucesiones en ¢, para 1 < p < oo,

se tiene que:

1
S 4l = (Z 12, +yn|p) p
n=1 n=1

p

INA
A/
()¢

5

3_

i
~—

3=

_I_
A/
()¢

=

3_

i
~
|

AN

8
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Asi, ¢, con 1 < p < oo es cerrado bajo la adicién.

Por otro lado, para a € C se tiene que

) 00
D lazal = > (laf ) < oo
n=1 n=1

En consecuencia, ¢, con 1 < p < oo es cerrado bajo la multiplicacién
por escalar. De manera analoga al caso de /., se demuestran el resto de las

propiedades para que este espacio sea vectorial. [ ]

2.2.2. {,conl <p < oo es un espacio normado.

La métrica sobre ¢, para 1 < p < oo se define como

d(z,y) = (Zm —yj|p) N

j=1

donde x = (z;); eny ¥ = (y;); e n sOn dos sucesiones en ¢, con 1 < p < oco.

Para ¢,, 1 < p < oo definimos,

x|, = (Z |a:n|p) para todo x € £,(1 < p < 00). (2.4)

n=1
Sean z, y € {,, donde = (Zp)nen ¥ Y = (Un)n e n. Ahora bien,

1. Como |z,| > 0 para todo n € N, entonces,

], = (Z |fvn|”> > 0.
n=1
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2. Ademas,

=

Iz, =0 (Zm\p) -0,

n=1

oo
> faal” =0.
n=1

|z, =0 para cada n € N.

i

|z,| =0 para cada n € N.

t ¢ 3

r, =0 para cada n € N.

< T = (0)n6N~

En consecuencia, para cualquier € ¢, con 1 < p < oo se tiene que,
[zll, =0 & 2 = (0)nen.

3. Sea a € C, entonces,

0 »
lelllzll, = laf (Zkvnlp)

o0 3
_ zrarw)

n=1

1
oo P
= Z ]ozxn|p>
n=1

= ezl

Por tanto, para todo z € {, con 1 <p < ooy a € C, se verifica que:

lelllzll, = lla]l,.
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4. Hacemos uso de la desigualdad de Minkowski para verificar que se cumple

la desigualdad triangular

lz+yll, = (E:Mn+%ﬂ>

3=

n=1
! !
< (zw) s (zw)
n=1 n=1
= |z, + [|¥llp-

Asi, para cada x € ¢, con 1 < p < oo, se cumple que,

12+ yllp < llllp + [[Yllp-

Por consiguiente, £, con 1 < p < oo es un espacio vectorial con la norma

definida para ¢, con 1 < p < 0o en (2.4). n

2.2.3. /{,conl <p < oo es un espacio completo.

Sea (,,)n e n una sucesién de Cauchy en £, con 1 < p < oo, donde
Ty, = (wgn), a:én), .-+ ), entonces para cualquier € > 0 existe N € N tal que,
paran, m > N

1
p

= n m €
d(xp, ) = (Z |a:§ ) _ :c§ )|p> <3 (2.5)
=1

Observemos que, para cada j € N se obtiene que,

n m €
|x§ ) — asg )| < 3 (2.6)

Fijando j se obtiene de (2.6) que (wg-n))n en es de Cauchy sobre el campo,
(n)

el cual es completo, por lo tanto converge, digamos x;* — z; cuando n — oo.
Usando estos limites, definamos x = (21, x2, ---). Veamos que x € £,

conl <p<ooyquex, — .
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Si en (2.5) elevamos la desigualdad a la p > 1 se tiene que para m, n > N:

k 00
(n) _(m) (n) _ (m) €\” _
g |lz;" — x; |p§§1|xj —x; |p<<§), conk=1, 2, ---.
]:

J=1

Ahora cuando m — oo paran > N, Zle |33§n) — ;P < (£)”, haciendo

k — oo, paran > N, > %, ]xgn) —z;/7 < (£)”. De acé,

— J,’j) € ép.

Ahora bien, por la desigualdad de Minkowski z = z, + (v — z,) € {,.

Ademas,

o0 . €\P
dan ) = ol — s < (5)

j=1
Asi, z, — x. Por consiguiente, £, con 1 < p < oo es completo.

Por tanto, ¢, con 1 < p < 0o es un espacio de Banach. [ ]

2.3. ¢y es un espacio de Banach.

2.3.1. ¢y es un espacio vectorial.
Sea

co = {(%)neNi% e C, lim mnzo}.

n—oo
Sean (Yn)nen, (Zn)nen € co vy A, € C. ¢y es un subespacio vectorial de

l+ con las operaciones algebraicas definidas como en /.
En efecto,dado que la sucesion nula converge a cero, entonces, ¢y # ().

Ahora bien, dado que y,, z, € C, entonces,

lim Ay, + pz, = lim Ay, + lim pz, = A lim y,, + p lim z, = 0.
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Asi, para cualquier par de sucesiones (Y, )nen, (Zn)nen € Co y cualquier

par de escalares A\, u € C se tiene que,

)\(y’ﬂ>n eN T M(Zn)n eN € (.

Ademas ¢y C /. En consecuencia, ¢y es un subespacio de /.

2.3.2. ¢y es un espacio normado.

Como ¢y es un subespacio de /., entonces, ¢y es un espacio normado con

la norma inducida desde /.. Por lo tanto, ¢y es un espacio normado. [ ]

2.3.3. ¢y es un espacio completo.

Para demostrar que ¢y es completo consideremos la métrica inducida desde

l+ pOT ser cg es subespacio de /.

Demostremos que ¢y es subespacio cerrado de /., y como /, es comple-
to, entonces por el teorema 1.3 concluiremos que ¢y es completo. Para ello

demostremos que ¢y = ¢y.

Sabemos que ¢y C ¢y, demostremos que ¢y C ¢y. En efecto, sea
(n)
J

que x,, — x cuando n — oo, esto es, dado € > 0 existe NV € N tal que para

x = (oj)jen € Gy, entonces por teorema 1.4) existe x, = (a; '), en € ¢ tal

n > N y cualquier j, se tiene que:

oy = o] < sup |ag" — ay| = d(n,7) <

J

Wl ™

Luego, como xy € ¢( sus términos forman una sucesién convergente a cero
y por consiguiente el teorema 1.2 nos garantiza que es una sucesion de Cauchy.

De acd, para el € > 0 dado, existe Ny, Ny € N tal que |oz§-N) — oc,(CN)] < §, para

cualesquiera 7,k > Ny y |a§N)| <, para cualquier j > Nj.
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Tomando Ny = méx{ N, N2}, se tiene que para j, k > No,

N) _

N N N
o] < oy — at™ ]+ b — otV 4 oY)

- e+e+e
- +-+-=¢
3 3 3

De aqui, (o;)jen con a; € C es convergente a cero. En consecuencia,
xr € ¢g. Luego, como x € ¢, fue arbitrario, entonces ¢q es cerrado en /., . Por

lo tanto, ¢y es completo en virtud del teorema 1.3. [ ]



Separabilidad de algunos espacios de Banach

by, (1<p<o00), b ¥y

En el capitulo anterior se demostré que £,, (1 < p < 00), lo y o
son espacios vectoriales normados completos y por tanto espacios de Banach,

procederemos a estudiar la separabilidad de dichos espacios.

3.1. Separabilidad de /¢, (1 <p < 00).

Teorema 3.1. /,, para 1 < p < oo es separable.

Demostracién.

Sea M el conjunto de todas las sucesiones “y” de la forma
y=(y1, ¥2, ***, Yn, 0, 0, --+), donde n es cualquier niimero entero positivo

y los ¥, son ntmeros racionales para todo n, es decir,

M={y=(y, y2, -*+, Yn, 0, 0, ---) 1 y, € Q, para todo n € N}.

Observemos que, por la forma en que esta definido el conjunto M, es un

subconjunto numerable de ¢,, con 1 < p < oo.

Ahora bien, demostremos que M es denso en ¢,. Sea, = = (Typ)nen €

(fijo pero arbitrario), entonces, dado € > 0 existe n = n(e) tal que

o0

S < 2 (3.1)
2

1=n+1

(por ser el resto de una serie convergente).

Por otra parte, como Q es denso en R, se tiene que para cada x; existe

y; € Q tal que podemos encontrar y € M que satisfaga

n

ep

i=1

23



24 Marfa Colina

Luego, de (3.1) y (3.2),

n

P
|z — yil” + Z\l’z\p<—+—=p-
=1 i=n+1

Asi, d(x,y) < €, es decir, para todo € > 0, B(x,e) N M # 0, pues y € M y
y € B(x,¢). De aqui, y € M, en consecuencia, M es denso en /,,.

Por tanto, dado que M es un subconjunto numerable de £, con 1 < p < oo

que es denso en £, con 1 < p < oo, entonces, £, es separable para 1 < p < oo.

3.2. No separabilidad de /.

Teorema 3.2. /,, no es separable.

Demostracién.

Sea y = (y1, Y2, ---) una sucesién formada por ceros y unos, es decir,

Y ={y = (Yn)nen sucesién formada por ceros y unos}.

Observemos que y € (., por consiguiente, Y C

A cada y le asociamos el nimero real § € [0, 1] cuya representacién binaria
viene dada por :
Y1 Y2 Yn

ﬁ—i_?—i_ +2—n+

Ahora bien, como el conjunto de puntos en el intervalo [0, 1] es no numera-
ble, cada y € [0, 1] tiene una representacién binaria y los diferentes s tienen
distintas representaciones binarias, entonces, existen incontables sucesiones de

ceros y unos. En consecuencia, el conjunto Y es no numerable.

Por otro lado, recordando que la métrica sobre /., es

doo(a:,y) = sup ‘l’n - yn‘,
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donde x = (zp)nen Y ¥ = (Yn)nen entonces, para x, y € Y tal que x # y
se tiene que do(x,y) = 1. Si consideramos cada una de esas sucesiones el
centro de una bola pequena, digamos de radio 1/3 se tiene que esas bolas no
se intersectan, las cuales son no contables (puesto que {B(y, 1) 1y € Y} CY).

De aqui, { B(y, %) : y € Y} es una familia no numerable de conjuntos disjuntos.

Ahora, si D es cualquier conjunto denso en /.., entonces cada una de las
bolas disjuntas debe contener un elemento de D, pero como hay un conjunto
no numerable de bolas también debe haber un conjunto no numerable de ele-
mentos de D. De acd, D no puede ser numerable y dado que D fue un conjunto
denso arbitrario de /.., esto demuestra que f,, no puede tener subconjuntos

densos que sean numerables. Por lo tanto, /., no es separable. ]

3.3. Separabilidad de c¢.

Teorema 3.3. ¢, es separable.

Demostracién.

Sea M el conjunto de todas las sucesiones “y” de la forma
y=(y1, ¥2, ***, Yn, 0, 0, --+), donde n es cualquier niimero entero positivo

y los ¥, son ntmeros racionales para todo n, es decir,

M:{y:<y17 Y2, * 5 Yn, 07 07 )yneQa paratOdonEN}.

Observemos que, por la forma en que esta definido el conjunto M, es un

subconjunto numerable de cg.

Ahora bien, demostremos que M es denso en ¢y. Sea, * = (Tp)nen € Co
(fijo pero arbitrario), entonces, dado ¢ > 0 existe N = N(¢) tal que para

n>N
sup |z;| < < (3.3)
i>N+1 2
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Por otra parte, como QQ es denso en R, se tiene que para cada x; existe

y; € Q tal que podemos encontrar y € M que satisfaga
|xi—yi|<§, parai=1,2,..., N. (3.4)
Luego, de (3.3) y (3.4),

d(z,y) = sup|a; — yil

VAN

sup |z; — i + sup |z
1<i<N i>N+1

< £LE_
2Ty~ ©
Asi, d(z,y) < €, es decir, para todo € > 0, B(z,e) N M # (), puesy € M y

y € B(z,¢€). De aqui, y € M, en consecuencia, M es denso en c.

Por tanto, dado que M es un subconjunto numerable de ¢y que es denso

en ¢y, entonces, cy es separable. [ ]



Propiedad de Schur

La propiedad de Schur, en general se puede estudiar para algunos espacio de
Banach X, en ésta investigacién, en particular, sélo nos interesara estudiarla
para el espacio de Banach /;.

En primer lugar estudiaremos el espacio dual de ¢, para obtener propiedades
del mismo, para lo cual previamente veamos que una base de Schauder para
lyese,=(0, ..., 0,1, 0, ...), donde la tnica entrada no nula estd en la

k-ésima posicién. En efecto, dado un elemento, digamos,
[o.¢]
x=(z1) = E rrer € {1,
k=1

se tiene que, del hecho que Y 77, || < oo,

k 00
x—Zmiei = Z |z;| — 0.
i=1

1 1=k+1
Asi, dado que la serie converge en norma a x, entonces, (€p)ren €S una

base de Schauder para /.

4.1. El espacio dual de /1 es /.

Para demostrar esto es necesario encontrar una biyeccion lineal isométrica

entre ((1)* y . Recordemos que,

= {sz(%)neNi Z |, | <oo} y

n eN

lo = {2=(Tn)nen, n € C: (z,)nen es una sucecién acotada}.

= {‘CE = (xn)nel\h Tp € C: (:En)nEN tal que, sup ‘xn‘ < OO}

27
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Ademés (¢1)* = {f : {1 — C : f eslineal y acotado}. Sea x € /(y; por
el procedimiento realizado anteriormente una base de Schauder para ¢; es
(ex)r e n donde e, = (0k;); en la cual es una sucesion que tiene uno en la k-ésima
coordenada y ceros en el resto. Luego, para cualquier z € ¢ existe una tnica
sucesion de escalares (ag)x ¢ v de forma que podemos escribir = = 220:1 Lk

de manera unica.

Consideremos cualquier f € (¢1)*, como f es lineal y acotada, entonces,

flx)=f (Z ozkek) = f (nlimOOZakek>
k=1 k=1
= lim f (Zakek)
n — 0o Pt
- nlimm (Z%;f(%))
k=1

= ) apfler)

Ademas,

|flex)] < [l

exlle, = [ flley+, pues, |lexlle, =1

y como || f||() es cota superior de {|f(ex)| : & € N}, entonces,

Sl;plf(ekﬂ < [l (4.1)

Asi, (f(ex))ken € loo-

De aqui, podemos definir una aplicacién 7" : (¢1)* — {,, dada por
T(f) = (F(ex))s e n para todo f € (6)"

Ahora bien, demostraremos que 1" es un isomorfismo isométrico, para ello

demostraremos que 7' es una aplicacién lineal biyectiva que preserva norma.
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T es lineal: Sean f, g € ({1)*y 3, v € C, entonces,
BT(f)+7 T(g) = B(f(er))k enty (9(er))ren = ((Bf+7 9)(ex))ken =T(Bf + 7 9)-

T es sobreyectiva: Sea w = (Wp)pen € flo. Definimos g : ¢, —
C dada por
g(z) = > 70 agwy, con x = (ag)gen € f1. Observemos que, ¢ es lineal y
acotado. En efecto, sean y,z € ¢4, dados por y = (Bk)ken; 2= (0k)keny
¢, n € C, entonces,

Cg(y)+ng(z) CZﬁkwar?? Z%%—ECﬁk+n5k)wk=g(<’y+772)'

De acd, g es lineal.

Por otro lado, sea y € {1, y = (Bk)k e n- Luego,

y)| = Z Brwy

k=1

< me < sup|wk|2|ﬁk|—sup el lyll:.

De aqui, g es acotado y consecuentemente g € (¢1)*, ademds como
glex) = Zj e v Okjw; = wi, entonces T'(g) = (g(ex))ren = (Wk)k e n = w, esto
es, para cualquier w € £, existe g € ¢ tal que T'(g) = w. Asi, T es sobreyec-

tiva.
T es inyectiva: Sean fi, fo € (¢1)*. Si T(f1) = T(f2), entonces,

(filex)ken = (fa(er))r en, estoes, fi(er) = fa(ex) paratodo k € N. Por otra
parte, sea x € {4 entonces fi(z) =Y ,o, arpfi(er)y fo(z) = > po; arfo(ex). Luego,

v) =Y arfiler) =Y anfoler) = fo(x).
k=1 k=1

Asi, f1(x) = fo(z) para todo = € ¢1. Por lo tanto f; = fo, por consiguiente T
es inyectiva.

Luego, como T' es inyectiva y sobreyectiva entonces T' es biyectiva.
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T es isometria: Por (4.1),

IT(H)lleo = sup |f (el < 1l
De acé

IT(los < 11f ) (4.2)

Por otro lado,

()] =

> aif(er)
P

< ) lanf(er)]
i

< sup [ (er)] D loul
k=1

< sup|flex)llizlle = 1T ool

llzlley

De aqui, ||T(f)]|e €s cota superior de {'f(x” cx €Ly, x F O}. En consecuencia,

[l < IT() o (4.3)

Por lo tanto, de (4.2) y (4.3) se tiene que, ||T(f)|loc = |[fl(er)-- Asi (¢1)*

v {s son isométricos y consecuentemente el dual de ¢; es /.. ]

4.2. La aplicacién candénica es una isometria

lineal.

Consideremos un espacio normado (X, | - ||), su espacio dual X* y su
espacio bidual X** = {f : X* — C: f es lineal y acotado }.

Sabemos que la norma sobre el espacio dual viene dada por:

11 = )

sup .
rex,z#0 |7
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Ademas, la norma definida sobre el espacio bidual se define como

|F|| = sup |F(f)|=  sup [F(f)]
feX*

rex=r#o IfI°

ahora bien, definimos un funcional J, sobre X* seleccionando un x € X (fijo)
y dado por J,(f) = f(x) (donde f € X* es variable). J, : X* — C es un
funcional lineal acotado (asi J, € X**) y tiene norma ||J.|| = ||z||. En efecto,

sean f1, fo € X* y aj,ay € Cy x € X (fijo) entonces,

Je(arfi + axfa) = (aufi + aofo)(z)
= aifi(z) + aafe(w)
= ao(f1) + aalo(fo),

de acd, J, es lineal; ademds por corolario (1.1)

Jo(f f(z
= sup PO, ML )
rexsp#0 W rexepzo0 (ISl
Asi, J, es acotado y ademés ||J,|| = ||z||, en consecuencia, J, € X**.

Aplicacién candnica: La aplicacion candnica J de X en X** esta definida
para x € X por (J(2))(f) = J.(f) = f(x).
Observemos que, J es una aplicacion lineal. En efecto, sean z,y € X,

a,3€Cy fe X entonces,

(J(ax +BY)(f) = Jawspy(f) = flaz+ By)
= af(x)+6f(y); [eXT
= ato(f) + BJy(f)
= a(J(2))(f) + B (Y)(])

Por tanto, para cualesquiera x,y € X y «, 0 € C se tiene que,

(J(ax + By))(f) = alJ(2)(f) + BT () (f)- (4.5)

Asi, de (4.4) y (4.5), J es una isometria lineal. n
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4.3. Propiedad de Schur.

Teorema 4.1. En /q, la convergencia débil de sucesiones implica la conver-

gencia en norma.

Antes de probar la propiedad de Schur debemos verificar que una sucesion
débilmente convergente en un espacio normado X es necesariamente acota-
da en norma. En efecto, sean X un espacio normado y (z,),ey una suce-
sion débilmente convergente, esto es, para cualquier f € X* se cumple que
lim, o f(x,) = f(x). Consideremos la sucesion de funcionales (J,, )nen C
X

Ahora bien, para cada f € X* la sucesién (f(z,)) = (Js, (f)). Luego, como

(f(x,)) converge, entonces, (f(x,)) estd acotada para cada n € N, por teorema
1.1.

De aqui, (J,,(f)) estd acotada para cada f € X*, es decir, (J,, (f))
estd puntualmente acotada sobre X*. Ahora, dado que (J,, ), e n €S una suce-
sion de operadores lineales acotados de un espacio de Banach X* a un espacio
normado C tal que (J,, ), e n estd puntualmente acotada sobre X*, entonces,
por el teorema de Banach-Steinhaus (teorema 1.6), (J, ). e n debe ser acota-

da. En consecuencia,

sup ||| = sup || Ja, || < oo.
n n

4.3.1. Demostracion de la Propiedad de Schur.

Supongamos que (Z,), ¢ v es una sucesién en ¢, digamos , := (x%k)), tal
que (), e y converge débilmente en 1. Asi, (x,,), ¢ n s acotada y supongamos

por absurdo que (x,,), ¢ y O converge en norma sobre ¢y , es decir, ||z,|; - 0.
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Como z, — 0, entonces, para todo funcional f € ({1)* se tiene que

lim,, _, o f(x,) = f(0) =0.

Se desea encontrar una contradiccion, construyendo un funcional

f € (41)" =l de forma tal que f(z,) = 0.

Consideremos, las coordenadas funcionales e * : £; — R dada por ex*(z,,) =
2P (donde para evitar el riesgo de confusién se escribe (z,)(k) para la k-
ésima coordenada de x, ). Como z, — 0, entonces, ) = er* (x,) — 0
cuando n — oo., esto es, (x,) tiende a cero coordenada a coordenada para

cadan € N.

Aplicando la técnica de deslizamiento encorvado encontraremos que una
subsucesion de (z,),cn es casi disjunta. En otras palabras, pasando a una

subsucesion y reindizando se puede suponer que:
i. Existe ¢ > 0 tal que ||z,||; > 5e > 0 para todo n € N y

ii. Para alguna sucesién de enteros 1 < p; < g1 < p2 < @2 < ... ,se tiene que

dk

Sl <e, Dl <e Asi, Y [a)] > 3e.

i<pp i>qy i=pg

A continuacién definimos f € ¢, como:

) {sgn(xk (i), sipy < i < q paraalgink=1, ,2, ... ;
1) =

0, en otro caso.

donde

1, sixp(i) > 0
=1, si k(i) < 0.

sgn(zx (1)) = {

Luego por la definiciéon de f se tiene como consecuencia que
[ flloo < 1.
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Ademas, para cualquier £ € N,

)l = Do f)

qk
> 1Y alsgn(a))
=Dk
qk )
= |21
=Dk
) (0 (0
> ZW\—ZW!—ZISEJ\
1=py 1<pg 1>qg

> 3e—2¢e=¢>0.

Pero éste hecho contradice la convergencia débil de la sucesion

(Zn)n e n € ¢4. Por lo tanto la convergencia débil de sucesiones en ¢; implica la

convergencia en norma.



5*

Condiciones bajo las cuales un espacio de
Banach X contiene un subespacio

complementado isomorfo a /;

Teorema 5.1. Sea X un espacio de Banach. Si existe una aplicacién lineal,
sobreyectiva, acotada, T : X — /i, entonces X contiene un subespacio

complementado isomorfo a /5.

Demostracion.

Supongamos que existe una aplicacién T : X — /1, la cual es lineal,

sobreyectiva, y acotada, donde X es un espacio de Banach.

Ahora bien, como T es una aplicacion lineal, sobreyectiva y acotada de
un espacio de banach X en ¢; ,( el cual es otro espacio de Banach), entonces,
por el teorema de la aplicacion abierta , 1" es una aplicacion abierta. De aqui,

existe § > 0tal que 0B,, C T(Bx) por el lema 1.1.

En consecuencia, se puede encontrar una sucesién acotada, digamos (wy, ), e N
en X, tal que T'(w,) = e,. En efecto, para (e,),en € /{1, sabemos que
len|| = 1, asi e, pertenece a By, paratodo n € N. Luego, para el § > 0

obtenido anteriomente y para cada n € N,

de, € 0By, C T(Bx) = de, € T(Bx), para todon € N.

= Existe z,, € By tal que T'(z,,) = de,, para todon € N.

x
= Existe x,, € Bx tal que T(%) = e,, para todon € N.
LLamando w, = %, se tiene que T'(w,) = e, para cada
n € N. Ademas, ||w,| = H‘%”H < . De acd, se tiene la existencia de una
sucesién acotada (w,), ey en X tal que T(w,) = e,.

35
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Definamos Y = span(w;), donde w € Y se escribe de forma tnica como

w =Y, a;w; con(a;); e y una sucesién de escalares.

A continuacién, probaremos que (w,),cn €s equivalente a (e,), ¢ n. Sea

(a;); e y una sucesion de escalares. Ahora,

D gl <) anllwall < C D an] = C D anen (5.1)
n=1 n=1 n=1 n=1 1
Ademas,
”TH Zanwn > ||T (Z anwn) H = ZanT(wn) = Zanen
n=1 n=1 n=1 n=1 1
(5.2)
Asi, de (5.1) y (5.2) se tiene que
1 oo o0 o0
5 Zanwn S Zanen S HTH Zanwn
n=1 n=1 n=1

1
Luego, considerando K = min{C, ||T||} entonces,
K—l

< < K

S
E Qp W,
n=1

[eS)
E An€n
n=1

[eS)
E Qp W,
n=1

1

En consecuencia, (w,),cn es equivalente a (e,), ¢ n. Esto es, la aplicacion
definida como S(e,) = w, y extendida linealmente sobre todo ¢y, es decir,
Sty — X dada por,

S(x) = Z a;S(e;)

paratodo x € {1, donde z = Zzl a;e;), es un isomorfismo lineal de ¢; sobre [w,]. En
efecto,
S es lineal: Sean y, z € {1y A, p € C, entonces, y = > .~ bie; y

z = 2 cie;, donde (b;);eny (¢;); e n son sucesiones de escalares. Luego,
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AS(y) + puS(z) = )\ZbiS(ei)Jr,chiS(ei)

- Z Ab;S(e;) + Z peiS(eq)
= S(Az) + S(ny).

S es continua, para ello haciendo uso del teorema (3), verifiquemos que S

es acotada.

S es acotada: Sea y € {4, entonces, y = Y.~ b;e;, donde (b;); e y €s una

sucesiéon de escalares. Asi,

1Syl = ZbiS(ei) = Zbiwi

= 1 — 1
< bl fJwl| < SZ |bi| < gHyHl-
i=1 =1

S es inyectiva:Sean y, z € {y, entonces, y = » .o, bie; y z = >0, ¢e;,

donde (b;); e n Yy (¢i)i e n sOn sucesiones de escalares. Entonces,

S es sobreyectiva: Sea w € [w,]. Consideremos x € ¢, como = =

> o2, aie;, donde (a;); en es una sucesién de escalares. Ahora bien, como S



38 Marfa Colina

es lineal y acotada se tiene que

S(x)=S (i ai@i) = S (Ji%i%@)
=1 =1
-t (3o
=1
— nlggo <z”: aiS(ei)>
=1
- o (o)
=1
= iaiwi
=1

= w

Luego, dado que S es una aplicacion inyectiva y sobreyectiva, entonces,
S es una aplicacién biyectiva y ademds S~ = T'|jw,]. En efecto, sea z € (1,

entonces

(Tljwn] 0 S)(2) = Tlwa](5(2)) = Tlpwn] <Z aﬁ(fﬁi))

= Tljw,] <Zaiwi>

i=1

= Z a;T|jw](w;)

oo
= E a;€;
i=1

= Z.

Por otro lado, sea w € [w,], entonces,
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(S o Tlwa])(w) = S(Tlwa](w)) = S <Z @-T(wi)>

= S(iﬁﬁi)
= Zﬁi5<ei>

o
= Zﬁiwi
i=1
= w.
Por lo tanto, S™' = T'|jw,] y como T es acotada, entonces, T'|jw,] también

lo es, mas atn el teorema (3) nos garantiza la continuidad de T'|jwy], por

consiguiente S~! es continua.
Asi, S es un isomorfismo de ¢; sobre [w,].

Ahora bien, ya encontramos un subespacio de X isomorfo a ¢1; falta demostrar
que dicho espacio es complementado.

Observemos que T'S esta definida de ¢; en /1 y ademéds para cadan € N,
TS(e,) =T (wy,) = ey,

es decir, T'S es la identidad de /¢;.

Ahora bien, ST : X — X es una proyeccién sobre [wy,].

En efecto, en primer lugar demostremos que ST es lineal

ST es lineal. En efecto, sean w, z € X yy a, € C,como T y S son
lineales,

entonces,

ST(aw + Bz) = S(aT(w) 4+ T (z)) = aST(w) 4+ BST(2).

ST (w) = w, para cualquier w € [w,].
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Sea w € [w,], entonces existe (zx) ¢ y en span(w,) tal que

w= lim x,
k — oo

k :
donde xy = > _, ajw;. Ahora bien,

T(w) = T( lim xk> = kh;moo T(xy)

k — oo
k
= klimoo (Z ajT(wj))

i=1

k
= klimoo (Zaje])

J=1
k
= lim By, dondeﬁkg a;e;
k — oo

J=1

De acd, T'(w) € span(e;). Luego,

ST (w) = S( lim 5;:) = lim S(B)

k — oo k — oo

k
= klim(>o S (Z ajej>

J=1

= klim(>o (ZajS(ej))

j=1
k
— w; | = w.
iy (Z a]w]> w
j=1
Asi, para cualquier w € [wy,], se verifica que ST (w) = w.

ST(X) = [w,].

Como [w,] es subconjunto de X, entonces, ST'([w,])
es subconjunto de ST'(X).

Pero, dado que, ST (w) = w, para cualquier w € [w,], entonces se tiene que,
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w,] € ST([w,]) © ST(X). (5.3)

Por otra parte, sea z € ST(X), entonces existe x € X, tal que
ST(x) = z. Ahora bien, si z € X entonces T'(x) € ¢;.

Luego, como T'(z) € ¢, entonces,
T(x) = Zaiei = lim Zaiei.
i=1 R
De aqui,
z2=8T(x) = S ( lim Zaiei)
i=1
= lim (Z aiS(ei))
i=1
= Za,w,
i=1

Por tanto, z € span(w,). En consecuencia,

ST(X) C [wy]. (5.4)

Asi, de (5.3) v (5.4), ST(X) = [wy].

ST es acotada: Sea w € X, entonces, como S y T son acotadas

ST (w)l| < [[STIT ()l < [ISTIT[ll-

En conclusién, ST es una proyeccién acotada de X en X sobre [w,], por lo

cual [w,] es un subespacio complementado de X isomorfo a ¢;. |
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