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NOTACIONES

G grafo de orden n

V(G) conjunto de vértices de G
E(G) conjunto de lados de G

| Al cardinal del conjunto A
V(G)| orden de G

|E(G)| tamano de G

m(x,y) multiplicidad del par de vértices x , y
N {1,2,...}

N, NuU0={0,1,2,...}

dg(x) grado dex respecto a G
(@) min{dg(z) : x € V(G)}
A(G) maz{dg(z) : x € V(G)}

N, grafo nulo de orden n

K, grafo completo de orden n

k-conjunto conjunto formado por k elementos

P(C) conjunto formado por k-subconjuntos del conjunto C'
Kpn grafo bipartito completo

G X] subgrafo inducido por X

A(G) matriz de adyacencia de G

n-ciclo ciclo de longitud n

long(L) longitud de la cadena L

I, {1,2,...,n}

Sn, permutaciones en I,

Pa(N) polinomio caracteristico respecto a la matriz A
P(G;\) polinomio caracteristico de G

Tr(A) traza de la matriz A

rang(A) rango de la matriz A

det(A) determinante de la matriz A



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo presentamos los conceptos bdsicos de la teoria de grafos, tipos
de grafos, subgrafos, cadenas, ciclos, grafos conexos, entre otros, los cuales son nece-
sarios para el desarrollo de los proximos capitulos. También daremos un teorema
relacionado a grafos bipartitos, que serd de gran utilidad para demostrar teoremas

posteriores.

1.1. CONCEPTOS BASICOS DE GRAFOS

Definicion 1.1.1. Un grafo G es un par (V(G), E(G)), donde V(G) es un conjunto

no vacio cuyos elementos llamaremos vértices y
B(G)={e={z,y} 2,y e V(G)}

es un conjunto formado por pares no ordenados de vértices cuyos elementos llamare-
mos lados o aristas.

El orden de G y el tamano de G vienen dados por |V(G)|y |E(G)| respectivamente.
Si V(G) y E(G) son conjuntos finitos diremos que G es un grafo finito. En caso

contrario diremos que G es infinito.
Observaciéon 1.1.1.

= Por abuso de notacion consideraremos a e = {x,x} un elemento de E(G) que

denominaremos lazo.

» Consideraremos a e; = {u, v}, es = {u, v} elementos distintos de E(G).
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= En adelante cuando hablemos de grafos, nos estaremos refiriendo a grafos fini-

tos.

= Los grafos finitos pueden representarse mediante diagramas, formados por pun-
tos que representan a los vértices y lineas que unen a estos puntos, las cuales

representan a los lados.

= En un grafo G, s6lo cuando sea necesario se le asignara a cada uno de sus
vértices un nombre o simbolo para distinguirlo de los deméas. En este caso

diremos que G es un grafo etiquetado.
Ejemplo 1.1.1.

» G = (V(G),E(GQ)) donde V(G) = {a,b,c} y E(G) = {e1,e3} con e; = {a,c},
ey = {c,b,a}, no es un grafo, pues e; es una terna y por la Definicion 1.1.1 un

lado esta formado por un par de vértices.

= G = (V(G), E(G)) donde V(G) = {a,b,c,d} y E(G) = {e1,e2,e3,€4} con
er = {a,c}, es = {c,d}, e3 = {d,d}, e, = {a,c}, es un grafo de orden 4 y
tamano 4; donde el lado ez es un lazo. La Figura 1.1 siguiente es un diagrama

que representa dicho grafo etiquetado.

Figura 1.1: Grafo etiquetado

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Definicién 1.1.2. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo y sea e = {u,v} € E(G). Diremos
que: e tncide en v y en v, u y v son vértices extremos de e, u y v son adyacentes
oecuneauywv.

Sie1, ey € E(G), diremos que e; y es son: adyacentes si tienen un extremo en

comun y paralelos si los extremos de e; y e; son iguales.

Ejemplo 1.1.2. En el grafo dado por la Figura 1.1, e; incide en a y en c¢, los lados
e1 y e son adyacentes pues tienen a ¢ como extremo comun y los lados e; y e4 son

paralelos dado que, e; = {a,c} y ey = {a, c}.

Definicion 1.1.3. Sean G un grafo y u,v € V(G). Diremos que u es vecino de v si
u # v,y u es adyacente a v. Denotaremos por Ng(v) al conjunto de los vecinos de v,
esto es, Ng(v) ={u € V(G) : u es vecino de v}. A este conjunto lo denominaremos
la vecindad de v.

Denominaremos vecindad cerrada de v, al conjunto N¢(v)U{v} y lo denotare-
mos por Ng[v].
Ejemplo 1.1.3. En el grafo dado por la Figura 1.1, tenemos que:

Ne(a) ={c} = Ng(d), Na(b) = {0} y Na(c) = {a, d}.
Definicién 1.1.4. Sea G un grafo. G es un multigrafo si éste tiene lados paralelos

y no tiene lazos, y G es un pseudografo si éste tiene al menos un lazo.

Ejemplo 1.1.4. El grafo dado por la Figura 1.1 aunque posee lados paralelos, no es
un multigrafo, pues tiene un lazo, por lo que éste es un pseudografo.

Definicién 1.1.5. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. La multiplicidad del par de
vértices x,y es el nimero de lados que tienen por extremos a x e y. La denotaremos
por m(z,y).

Observacion 1.1.2. Sean G = (V(G), E(G)) vy z,y € V(G), tenemos: m(z,y) € Ny
y m(z,z) = ¢, donde ¢ es el numero de veces que estd unido el vértice x con él

mismo.

Ejemplo 1.1.5.
En el grafo dado por la Figura 1.1, algunas multiplicidades son: m(a, ¢) = 2, m(d, d) =
1, m(b,d) = 0.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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1.1.1. Grafo simple

Definicion 1.1.6. Un grafo G es simple si no posee lazos ni lados paralelos.

Observacion 1.1.3. Si G = (V(G), E(G)) es un grafo simple, tenemos que:

061 sii#j
m(z,y) =
0 sii=j.
Ejemplo 1.1.6. El grafo dado por la Figura 1.1 no es simple, pues ez es un lazo y

el grafo siguiente dado por la Figura 1.2, es simple.

G: el
as b
€2
€3
€4
Cé d
€5 €6

Figura 1.2: Grafo simple

1.1.2. Grado maximo y minimo de un grafo.

Definicién 1.1.7. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. El grado de un vértice z €
V(G) es el nimero de lados que inciden en x. Lo denotaremos por dg(z), donde,
da(x) € No.

Un lazo es contado dos veces.

Llamaremos §(G) = min{dg(z) : x € V(G)} y A(G) = max{dg(z) : z € V(G)}

Ejemplo 1.1.7. En el grafo dado por la Figura 1.1, tenemos que: dg(a) = 2,
dg(b) =0, dg(c) =3, dg(d) = 3. Por lo que, 6(G) =0y A(G) = 3.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Definicion 1.1.8. Sea GG un grafo de orden n. Llamaremos grado medio de G al

ch

UGV

nimero

Observaciéon 1.1.4. Sea GG un grafo de orden n. Entonces:

(a)

I(G) <d(G) < A(G).
En efecto, por definicion tenemos que, para todo v € V(G)
§(G) <dg(v) < A(G).

Ast, nd(G) < X cv(q) da(v) < nA(G), de aqui que,

Ejemplo 1.1.8. En el grafo dado por la Figura 1.1, tenemos que:
24+04+3+3

W T dol) == =

UEV(G

asi, el grado medio de G es igual a 2.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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1.2. GRAFOS ISOMORFOS

Definiciéon 1.2.1. Dos grafos Gy = (V(G1), E(G1)) vy G2 = (V(G2), E(G2)) son
isomorfos, si existe una funcion biyectiva f : V(G;) — V(G2), que preserva
adyacencias, es decir, {f(x), f(y)} es un lado de Gy, si y solo si, {z,y} es un lado de

(G1, v los denotaremos por Gy ~ G,

Ejemplo 1.2.1. Los grafos representados por la figura 1.3 son isomorfos dado que

existe la funcion

f : V(Gl) — V(G2>

dada por f(z;) = y;, para todo 0 <i < 4, que preserva incidencias.

G1 : GQ :
Ty Ys
€3 €
€5 €s
T3 e4 Ya
€1
i) L »
Yo €6 Y1
€2

g

Figura 1.3: Grafos isomorfos

Observacion 1.2.1. Al decir, el grafo o los grafos, no implica que sea la tnica
representacion del mismo o los mismos, sino que los demés diagramas existentes de

dicho grafo, son isomorfos a el.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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1.3. ALGUNOS TIPOS DE GRAFOS

Existen grafos, que se diferencian entre si por el tipo y el numero de lados que
puedan unir a cada par de vértices, éstos grafos reciben nombres particulares y sirven
de base para el estudio de otros grafos. A continuacion hablaremos de los grafos: nu-
los, completos, requlares y bipartitos; los cuales son imprescindibles para el desarrollo
de nuestro trabajo.

1.3.1. Grafo nulo

Definicion 1.3.1. Un grafo G de orden n es un grafo nulo si el conjunto de lados
es vacio, y lo denotaremos por N,,.

Llamaremos a N; grafo trivial.

Observacion 1.3.1. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo nulo. Tenemos que:

(a) m(z,y) =0, para todo z,y € V(G).

(b) dg(xz) =0, para todo = € V(G).

Ejemplo 1.3.1. El grafo dado por la Figura 1.4 es un Nj.

Figura 1.4: Grafo N,

Br. Janeth Canizalez Escobar
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1.3.2. Grafo completo

Definicion 1.3.2. Un grafo simple de orden n, es un grafo completo si para todo

par de vértices en G existe un lado que los une. Denotaremos los grafos completos

de orden n, por K,, para todo n > 1.
Observaciéon 1.3.2.

(a) Para todo z,y € V(K,)

1, siz#y

0, siz=y.

m(x,y) =

(b) Para todo x € V(K,,), tenemos que, dg, (z) =n — 1.

Ejemplo 1.3.2. El grafo dado por la Figura 1.5 es un Kj.

AN

Figura 1.5: Grafo Kj

1.3.3. Grafos regulares

Definicion 1.3.3. Diremos que G = (V(G), E(G)) es un grafo regular o t-regular
si para todo = € V(G), ocurre que dg(z) = t, para algin t € INy. En este caso

diremos que G es t-regular.

Ejemplo 1.3.3.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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El grafo dado por la Figura 1.2 no es regular, dado que dg(b) = 1y dg(c) = 3.

N,, es regular por la Observacion 1.3.1(b).

K, es regular por la Observacion 1.3.2 (b).

Los siguientes grafos dados por la Figura 1.6 son regulares.

O O
O O

(4) (é4)

Figura 1.6: Grafos regulares

Br. Janeth Canizalez Escobar
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1.3.4. Grafos bipartitos

Definicion 1.3.4. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Diremos que G es un grafo
bipartito si existe {V1(G), Va(G)}, particion de V(G), tales que Vi(G) y Va(G) son
subconjuntos independientes de V(G).

Denotaremos a G por G = (V1(G) U VL(G), E(G)).

Ejemplo 1.3.4. El grafo dado por la Figura 1.7 es bipartito dado que para V(G) =
{a,b,c,d, e, f}, existen subconjuntos Vi(G) = {a,b,c} y Vi(G) = {d, e, f} indepen-
dientes de V' (G), que son una particion de V(G).

G Vi v
Qa e ®
be .c
C e =f

Figura 1.7: Grafo bipartito

Definicién 1.3.5. Un grafo bipartito G = (V1(G) U Va(G), E(G)) es completo
si para todo xz € Vi(G) e y € Vo(G) tenemos que e = {z,y} € E(G), Cuando
p=|Vi(G)| y ¢ = |Va(G)|, lo denotaremos por K, .

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Ejemplo 1.3.5. El grafo dado por la Figura 1.8 es un K3 .

K372 .

Figura 1.8: Grafo K-

Definicion 1.3.6. Diremos que un grafo bipartito G = (Vi(G) U Vo(G), E(G)) es
balanceado, si |V1(G)| = |Va(G)].

Ejemplo 1.3.6. El grafo bipartito dado por la Figura 1.7 es balanceado.

1.4. SUBGRAFOS

Definicién 1.4.1. Un k-conjunto es un conjunto formado por k elementos. Para

C conjunto definimos
P(C)r ={X C C: Xes un k-subconjunto}.

Definicién 1.4.2. Sea un grafo G = (V(G), E(G)).
Diremos que el grafo H = (V(H), E(H)) es un:

» Subgrafo de G si V(H) C V(G)y E(H) C E(G)NP(V(H)),.
» Subgrafo parcial de Gsi V(H)=V(G)y E(H) C E(G).

= Subgrafo inducido o generado de G si H es subgrafo de G y para cada
z,y € V(H), tal que {z,y} € E(G), se tiene que {z,y} € E(H).

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Ejemplo 1.4.1.

» El grafo GGy dado por la Figura 1.9, es un subgrafo generado del grafo dado por
la Figura 1.2, pero no es subgrafo parcial; dado que, f € V(G) pero, f € V(G1).

» El grafo G5 dado por la Figura 1.9 no es un subgrafo del grafo dado por la
figure 1.2, pues e; € E(G3) pero e; ¢ E(G).

G1 . e Gg : €1
as b a b
€2
€3 €3 €7
Ce d c d
€4 €4

Figura 1.9: Subgrafos

Definicion 1.4.3. Dado un grafo G = (V(G), E(G)).

Para cualquier conjunto X C V(G) con X # &, definimos el Subgrafo inducido
por X, denotado por G[X] al grafo dado por: G[X| = (V(G[X]), E(G[X]))

donde, V(G[X]) = X y E(G[X]) = E(G) NP(X)s.

Ejemplo 1.4.2.
Para el grafo G = (V(G), E(G)) dado por la Figura 1.2, tenemos que, G| X| = G3,
donde Gj es el grafo dado por la Figura 1.10 y X = {a,b,d, f} C V(G).

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Gg . eq

€2

€6

Figura 1.10: Grafo inducido por X

1.4.1. Conjunto independiente

Definicion 1.4.4. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo y sea S C V(G), (S # 0).
Diremos que S es un conjunto independiente de V(G) si el subgrafo inducido por

S es nulo.

Ejemplo 1.4.3. S = {a,b} es un subconjunto independiente de V' (G), donde G es
dado por la Figura 1.2, ya que, G[5] es el subgrafo nulo dado por la Figura 1.11.

Figura 1.11: Grafo inducido por S

1.4.2. Cliques

Definicion 1.4.5. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Un clique H de G es un subgrafo
completo de G.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Si [V(H)| = 1 diremos que H es un clique-vértice de G. H es méaximal si no

existe un clique 7" de G, tal que, V(H) C V(T).

Ejemplo 1.4.4.
= /{, es un clique maximal de K,,, de orden n.

= En el grafo dado por la Figura 1.2, tenemos tres cliques maximales dados por

la Figura 1.12.

€4 a
C e » d es

€1 b

€5 €6

€4

Figura 1.12: Cliques

1.4.3. Bicliques

Definicion 1.4.6. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Un biclique es un subgrafo H
de G tal que H es bipartito completo .

Ejemplo 1.4.5. El grafo G dado por la Figura 1.13 es un biclique, pues es un
subgrafo bipartito completo del grafo dado por la Figura 1.8.

G:

Figura 1.13: Biclique

Br. Janeth Canizalez Escobar
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1.5. CADENAS Y CICLOS

1.5.1. Cadenas

Definiciéon 1.1. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Una cadena de G es una secuencia
alternada de vértices y lados de G, zg,e1,21,...,T,_1, €, x,; donde e¢; = {x;_1,x;}

para todo i, con 1 <4 < r. A los vértices g y x, los denominaremos extremos de la

cadena P.
También podemos escribir una cadena xg, €1, x1, ..., Ty_1, €, Ty COMO Tg, L1, . .., Ty
0 e1,€12,...,¢6, y la denotaremos por [z, z,|, L(xg,z,) o simplemente L cuando no

sea relevante indicar los extremos de dicha cadena.
La longitud de una cadena L, viene dada por el nimero de lados que constituyen

a L, y es denotada por, long(L).

Observacion 1.5.1.

(a) Una cadena L de G es un subgrafo de G. Asi, dado que la longitud de L viene
dada por el niimero de lados que la constituyen, la longitud de L es el tamano
de L.

(b) Sixzgy x, son los extremos de una cadena P, diremos que, zg y x, estan unidos

por P.
(¢) Un tnico vértice es una cadena de longitud cero.
(d) Unlado e = {x,y} € V(G), es una cadena de longitud 1.

(e) Si existe una cadena en G, P = zge1x1...e,z, de extremos g y ,, existe una

cadena Py = x,.e,2,_1...x1€17¢ de extremos x, y .
(f) Si existen dos cadenas P = zge12y...6,2, ¥ Po = Tp€ri1Ypi1 - Ys_1€5Ys €N
G, es decir, con un extremo en comun, existe una cadena

P =xpe1xy ... e,006, 1Y 11 - - - Ys_1€5Ys, qUE NO es mas que la concatenacion de

las cadenas P y Ps.
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Ejemplo 1.5.1. En el grafo dado por la Figura 1.14, P = a, ey, d, e4, ¢, €5, f,e6,d, €7,b

representa una cadena, y long(P) = 5.

G: el
a b
€2
€3 €7
€4
c d
€5 €6

Figura 1.14: Cadenas

Definiciéon 1.5.1. Sea P = zg,e1,21,...,%,_1, €, T, una cadena. Diremos que P es:
s Cerrada si g = x,.
= Simple si los términos de la secuencia e, ..., e, son diferentes.

= Flemental si los términos de la secuencia x, ..., x, son diferentes.
Ejemplo 1.5.2. En el grafo dado por la Figura 1.14:
= P =aq,eq,d, eg, f,e5 ¢ eq4,d, es una cadena simple, pero no es elemental pues

se repite el vértice d. La longitud de p es 4.

= P =a,e3, ¢ e5 f,e6 d, e, a, es una cadena cerrada de longitud 4.

1.5.2. Ciclos

Definicion 1.5.2. Entenderemos por ciclo en un grafo G una cadena elemental
cerrada de G.
La longitud de un ciclo viene dada por el niimero de sus vértices distintos . Un

ciclo de longitud r lo denotaremos por C,.

Ejemplo 1.5.3. En el grafo dado por la Figura 1.14, un ciclo de longitud 4 es,

C4 = a,es,C,e;s, f, €6, d, €9, Q.

Br. Janeth Canizalez Escobar
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Caracterizaciéon de grafos bipartitos mediante ciclos
Teorema 1.5.1. Un grafo es bipartito si y solo si carece de ciclos de longitud impar.

Demostracion.

Sea G = (V1(G)UV,(G), E(G)) bipartito y C' = vpeqv; . . . e,v, un ciclo de G. Co-
mo cada lado e; = {v;_1, v;} une un elemento de V;(G) con uno de V2(G), concluimos
que vértices consecutivos de C' son extremos de lados distintos de E(G), luego los
vértices de subindice par estan todos en uno de los conjuntos de la particion, y los
de subindice impar en el otro.

Como vy = v, (por ser los extremos de C'), n tiene la misma paridad que 0, es
decir es par.

Asi C' tiene longitud par.

Reciprocamente, supongamos que G carece de ciclos de longitud impar. Si G es
disconexo, basta probar que cada componente de G es bipartita, asi podemos suponer
que G es conexo.

Sea vy € V(G) y definamos
Vi(G) = {v € V(G): existe una cadena de longitud impar entre vy y v}  (1.1)

V2(G) = V(G) = Vi(G). (1.2)

Por 1.1 y 1.2, las cadenas entre vy y cualquier vértice de V5(G) seran todas de
longitud par. Ademéas Vi(G) y Vo(G) forman una particion de V(G).

Ahora, si dos vértices v, w de V4 (G) son adyacentes, las cadenas de longitud impar
que los une con vy, mas el lado {v,w}, constituyen un ciclo impar, (contradiccion).
Por lo tanto no hay ningun par de vértices adyacentes en Vi (G).

Anélogamente, en V2(G) no exixten vértices adyacentes. En consecuencia Vi (G)
y Vo(G) son conjuntos independientes. Asi cualquier lado une algtn vértice de Vi (G)

con alguno de V5(G). Luego G es bipartito. OJ
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1.6. GRAFOS CONEXOS

Definicion 1.6.1. Un grafo G = (V(G), E(G)) es conexo si es trivial o si para todo
z,y € V(G), tal que, (r # y) existe una cadena de extremos z e y.

En otro caso diremos que G es disconexo.

Ejemplo 1.6.1. El grafo dado por la Figura 1.14 es conexo pues para todo z,y €
V(G)(x # y) existe una cadena que los une y el grafo dado por la Figura 1.7 no es

conexo pues no existe cadena que una a los vértices e y f.

Definicién 1.6.2. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo y sean z,y € V(G). Diremos
que = esta relacionado con y (xRy), si y so6lo si, © = y 6 existe una cadena de

extremos x e y.
Teorema 1.6.1. La relacion R dada en la Definicion 1.6.2, es de equivalencia.

Demostracion.

Sea G = (V(G), E(G)) un grafo.

Sea z € V(G). Por la Definicién 1.6.2, zRx para todo z € V(G). Luego, se
cumple la reflexividad.

Sean z,y € V(G)(z # y). Supongamos que xRy, por la Definicion 1.6.2 existe
la una cadena P = [z,y] y por Observacion 1.5.1(e) existe P’ = [y, ], y asi por la
Definiciéon 1.6.2, yRx. Por lo tanto se cumple la simetria.

Sean x,y, z € V(G). Supongamos que xRy y yRz, por la Definicién 1.6.2 existen
cadenas P, = [z,y] y P, = [y, 2] y por Observacion 1.5.1(f) existe P = [z, 2], asi por
la Definiciéon 1.6.2, x Rz. Luego se cumple la transitividad.

Asi, la relacion R es de equivalencia. U

Teorema 1.6.2. Un grafo G = (V(G), E(G)) es conezo sii para toda dicotomia
{W1,Va} del conjunto V(G) eziste un lado e € E(G) que tiene un extremo en Vi y el

otro extremo en V5.

Definicion 1.6.3. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Denominaremos las compo-
nentes de G, a los subgrafos generados por las clases de equivalencias que determi-

nan la relacién dada en la Definicion 1.6.2.
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Cada componente de G es un grafo conexo, razéon por la cual las componentes de

G son llamadas componentes conexas.

Observaciéon 1.6.1. Por la Definicién 1.6.3, un grafo es conexo, si y s6lo si, posee

una sola componente conexa.

Ejemplo 1.6.2. El grafo G dado por la figura 1.15 es disconexo, dado que, para los

vértices b y d no existe cadena que los una. G posee dos componentes conexas.

G : b d

Figura 1.15: Grafo disconexo
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CAPITULO 2

MATRIZ DE ADYACENCIA DE UN
GRAFO

FExisten diversas maneras para representar un grafo, en cada caso una de ellas
resulta la mds adecuada dependiendo del problema concreto al que se desea aplicar.

Una de tales representaciones es la matriz de adyacencia, la cual de la forma
mads sencilla guarda informacion sobre un grafo, en la memoria de una computadora,
mediante el uso de vectores que enumeran por indices a los vértices, de manera que
los lados se puedan ver como relaciones entre éstos indices, y poder hacer operaciones
con estas matrices. Es de vital importancia manejar este tipo de representacion para
el desarrollo de este trabajo, pues esta constituye el elemento central de la teoria
espectral de grafos. Por ello este capitulo esta dedicado especialmente a la matriz de

adyacencia.

2.1. CONCEPTO DE MATRIZ DE ADYACENCIA

Definicion 2.1.1. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo con V(G) = {vy,- -+ ,v,}.
Denominaremos A(G) = [a; ;] matriz de adyacencia de G, ala matriz cuadra-

da de orden n, cuyas filas y columnas estan indexadas por V(G), definida por:

Qi 5 = m(vi, Uj).
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Observacion 2.1.1.
(a) La matriz A(G) es simétrica.

(b) Si G es simple, A(G) es una matriz binaria cuyos elementos son ceros y unos,

y la diagonal principal esté formada s6lo por ceros.

(c) a;; = q > 1, sii # j, significa que existen ¢ lados paralelos de extremos v; y

vj. Si ¢ = j significa que en el vértice v; existen ¢ lazos.

(d) Sean v;,v; € V(G).

El grado de v; estd dado por

Y el grado de v; esta dado por

Ejemplo 2.1.1.

€1
a c
€4
€2
€5
d
b
€3

Figura 2.1: Grafo de orden 4 y tamano 5.

El grafo dado por la Figura 2.1 lo podemos representar con la matriz de adya-

cencia A(G) como sigue:
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a b c d
a 0 0 2 0
A(G)—b 0O 0 1 0
1 2 1 0 1
d 0O 0 1 1

Esta representacion matricial no es tnica, pues, haciendo permutaciones sobre

los vértices de GG, obtenemos:

d a c b
d 1 0 1 0
A(G)—a 0O 0 2 0
c 1 2 0 1
b 0O 0 1 0

Por lo anteriormente expuesto, y como un conjunto de n elementos posee n!
permutaciones, podemos concluir que:
Un grafo G de orden n, lo podemos representar mediante , n! matrices de

adyacencias distintas, pero equivalentes.

Observacion 2.1.2. Si G; y G4 son grafos isomorfos, entonces sus matrices de

adyacencias son semejantes o equivalentes.

Nota 2.1.1. De ahora en adelante cuando hablemos de "la matriz de adyacen-

cia"quedara sobreentendido que es tinica salvo permutaciones de filas y columnas.

2.2. MATRIZ DE ADYACENCIA DE ALGUNOS TIPOS DE
GRAFOS

2.2.1. Matriz de adyacencia de grafos nulos

Dado que todos los vértices de un grafo nulo tienen multiplicidad cero, la matriz

de adyacencia de N,, viene dada por la matriz nula, de orden n.
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En otras palabras,

A(N,,) = [a;j], donde, a;; = 0 para todo i, j.

Ejemplo 2.2.1. La matriz de adyacencia de N, viene dada por

000 0
000 0
AND =100 0 0
000 0

2.2.2. Matriz de adyacencia de grafos completos

Por Observacion 1.3.2(a), y Definiciéon 2.1.1, la matriz de adyacencia de K, viene
dada por
A(K,) = |aij], donde,

1 sii#j

0 sii=j.

aij =

Ejemplo 2.2.2. La matriz de adyacencia de K5 viene dada por:

01111
10111
AK;)=11 10 1 1
11101
1111 0

2.2.3. Matriz de adyacencia de grafos bipartitos completos

Para un grafo bipartito completo G = (V(G1) UV (Gs), E(G)) , tal que |V1(G)| =
my |Va(G)| = n, la matriz de adyacencia de G puede ser expresada como una matriz

por bloques, salvo permutaciones de vértices, como sigue,

Olmxm  [Lmxn
[Wnsm  [Olnxn

] (m+n)x(m+n).
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Sea G el grafo bipartito completo a continuacion,

G: Vl ‘/2
ae > d
b e e
C

Figura 2.2: Grafo bipartito completo

Notese que A(G) se puede expresar como una matriz por bloques, salvo permuta-

ciones de filas y columnas de la siguiente manera:

= = O O
= = O O

o Ol Rk =
o Ol Rk =

_ [[0]3><3 [1]3><2]
[1]2><3 [0]2><2 (5)%(5).
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Proposicion 2.2.1. Sea G un grafo simple, cuyos vértices son vy, vs, ..., v, con
n > 1y sea A(G) su matriz de adyacencia. Se cumple que el valor de la (i, j)-ésima

entrada de A(G)* es igual al mimero de cadenas de longitud k en G, con extremos

v; Y ;.

Demostracion.

Probemos por induccion sobre k. Sea G un grafo simple de orden n (n > 1),
supongamos que los vértices de G son vy, vg, . .., v,. Sea A(G) la matriz de adyacencia
de G.

Para k = 1 por definicion de A(G), tenemos que la (4, j)-ésima entrada de A(G)
es igual a cero 6 uno,que es el nimero de cadenas de longitud 1 en GG, con extremos
v; Y ;.

Supongamos que es cierto para k = p, es decir, el valor de la (i, j)-ésima entrada
de A(G)? es igual al ntmero de cadenas de longitud p en G, con extremos v; y v;.

Probemoslo para k = p + 1.

Tenemos que, la entrada (i, j)-é¢sima de A(G)P™! es el producto de la fila ¢ de
A(G)? por la columna j de A(G), es decir, si llamamos (a,b,c,...) a la fila i de
AGPy (d,d,...) ala columna j de A(G), entonces aa’ +bb' +cc . .., es el valor
de la (i, j)-¢sima entrada de A(G)P*.

El nimero de cadenas de longitud p + 1 de v; a v; que pasan en dltimo lugar por
el vértice vy sera 0 si v; y v; no son adyacentes.

En conclusion, como el niimero de cadenas de v; a v1 es el primer elemento de la
fila ¢ de A(G)P, y el primer elemento de la columna j de A(G) es 1 6 0, dependiendo
de si v; y v; son o no adyacentes, tendremos que el nimero de cadenas de longitud
p+1de i a j, que pasan en ultimo lugar por el vértice v, sera siempre bb', y asi
sucesivamente.

El ntmero total de cadenas de longitud p + 1 que une a v; con v; sera aa’ + bb’ +
cc ..., es decir, la (i, j)-6sima entrada de A(G)P*L.

Luego se cumple que el valor de la (i, j)-ésima entrada de A(G)* es igual al
namero de cadenas de longitud £ en G, con extremos v; y v;.

OJ
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CAPITULO 3

ALGUNOS ELEMENTOS DEL
ALGEBRA LINEAL

3.1. VALORES Y VECTORES PROPIOS

A continuacion daremos la definicion de valores y vectores propios, polinomio
caracteristico, y algunas propiedades relacionadas a dicho polinomio, pues estas son

las principales herramientas que usaremos para encontrar los espectros de los grafos.

Definicion 3.1.1. Sean C' un cuerpo y A una matriz cuadrada de orden n sobre C'
y 0 una matriz nula de dimensién n x 1. Diremos que A € C es un valor propio de
A si existe una matriz columna

x1

Hp;

L ] 1
sobre C', tal que Av = \v.

Al escalar A lo llamaremos valor propio (o valor caracteristico) de A asociado
a vy al vector v lo denominaremos wvector propio (o vector caracteristico) de A

asociado al valor propio A.

Dada cualquier matriz cuadrada A de orden n, deseamos obtener todos los vec-
tores propios de A junto con sus correspondientes valores propios. Este problema,
llamado problema de valores caracteristicos, podemos resolverlo observando prime-

ramente que:

Si v # [0]nx1 v Av = v, entonces Av = Av = (A,)v,
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donde I,, es la matriz identidad de orden n.

En consecuencia,

(A )v — Av = (M, — A)v = [0]nx1-
Asi,

(ML, — A)v = [0] s (3.1)

3.1.1. Espacio propio

Dado que por definicion v # [0],x1, el problema de valores caracteristicos se
reduce a encontrar la solucién no trivial de la ecuacion (3.1), es decir, los v que
satisfagan dicha ecuacion.

El conjunto solucion para (3.1) viene dado por
Ey={veR": (AL, —A)v =1[0],x1}

Observacion 3.1.1. E), es un subespacio propio de R".

En efecto, sean vy, v, € E)\ entonces,

()\In — A)(Ul + ’UQ) = ()\In — A)Ul + ()\In - A)’UQ
= [O]nxl + [O]nxl
= [O]nxl-

Por lo tanto, v; + vy € E).

Ademas,

(M, — A)(av) = a(A], — A)vy
= Oé[O]nXl

= [0]n><1-
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Asi, av, € F.

De esta manera, queda demostrado que E) es un subespacio de R", luego, dimFE) <

Por otro lado, por definicién de nicleo, Fy es el niicleo de la matriz (A, — A).
Asi, dimEy = V(M,, — A), donde V(AI, — A) representa la nulidad de la matriz
M, — A

Definicion 3.1.2. Sea A una matriz real de orden n, y A un valor propio de A. Al
subespacio E) = {v € R" : (A, — A)v = [0],,x1} lo llamaremos espacio propio de

A, asociado al valor propio A.

Definicion 3.1.3. Llamaremos polinomio caracteristico de A al determinante de la

matriz AI,, — A, y lo denotaremos por P4(\), asi
Pa(\) = det(M, — A).
Como consecuencia de las Definiciones 3.1.1 y 3.1.3, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. Sean C un cuerpo, A una matriz cuadrada de orden n sobre C'.

Entonces A € C' es un valor propio de A si y solo si
Pa(X) =det(M,, — A) = 0. (3.2)

Demostracion.

(=) Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que P4(\) # 0, y que
A es un valor propio de A.

Tenemos que A es una matriz cuadrada de orden n. Como P4(\) # 0 entonces,
det(AI,, — A) # 0. Luego la matriz (A, — A) es no singular, asi el sistema homogéneo
de n ecuaciones en las incognitas xy, o, ..., x,, determinado por la ecuacién 3.1,

tiene tnicamente la soluciéon

0

L dnxl
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Contradiccion, dado que por la Definicion 3.1.1, v # [0],x1. Asi A no es un valor
propio de A.
Por lo tanto,
det(\,, — A) = 0.

(<=) Supongamos que P4(\) = 0, esto implica que det(A — A\I) = 0, luego la
matriz (A, — A) es singular, asi existe

Zy

X2

v = : % [O]nxh

T
L™ nx1

tal que, satisface 3.1. En consecuencia por la Definicién 3.1.1, A es un valor propio
de A. O

Observacion 3.1.2. Al resolver det(AI,, — A), se obtiene que P4(\) es un polinomio
de grado n en la variable A\. Como consecuencia del Teorema 3.1.1, tenemos que toda

raiz de P4(\) es un valor propio de A.

Teorema 3.1.2. Teorema fundamental del algebra.
Todo polinomio de grado n con coeficientes en C, tiene eractamente n raices no

necesariamente distintas, es decir, contadas con su multiplicidad.
Nota 3.1.1. En adelante consideraremos matrices reales.
Observaciéon 3.1.3.
(a) Dado que el coeficiente de A™ en P4(A) es 1, P4(\) es un polinomio moénico.

(b) Debido a que R C C, por el Teorema fundamental del algebra, todo poli-
nomio de grado n con coeficientes en R, tiene n raices exactamente (contando
multiplicidades). Como todo valor propio de A es una raiz del polinomio P4(\),
concluimos que, (contando multiplicidades) cada matriz cuadrada de

orden n sobre R, tiene exactamente n valores propios.
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Proposiciéon 3.1.1. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Si A es un valor propio

de A y k> 1, entonces \¥ es un valor propio de A*.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccién sobre k.
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Sea A un valor propio de A, entonces
existe un vector v no nulo tal que Av = \v.

Para k = les evidente por lo que haremos la prueba para k = 2. Tenemos que,
A%y = A(Av) = A(W) = Mo = A(Aw) = Ao,

Asi, A%v = X%, es decir, A\? es un valor propio de A2,
Supongamos que se cumple para k = m, esto es: A es un valor propio de A™.

Asi,

A" = N"v.
Probemos que se cumple para k = m + 1, esto es: A™*! es un valor propio de

Am—i—l

Tenemos que,
Ay = A(A™0) = A(N™0) = A (Av) = A () = A,

Luego, A™*! es un valor propio de A™*1.
Asi, hemos probado que Si A es un valor propio de A y k > 1, entonces \* es un

valor propio de A*.
O

Teorema 3.1.3. [4] Si A y B son matrices semejantes de orden n, entonces A y B

poseen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Sean A y B matrices semejantes de orden n, entonces existe una

matriz invertible M, tal que, M~*AM = B. Luego,
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Pg(X\) = det(\l,, — B)
= det(\,, — M~*AM)
— det(M~Y(\,,)M — M~LAM)
= det(M~*(\I, — A)M)
= det(M~")det(\,, — A)det(M)
— det(\, — A)
= P4(N).

Por lo tanto, P4(\) = Pg(A). O

3.1.2. Procedimiento para hallar los valores y vectores propios

Dada una matriz cuadrada A de orden n. Para encontrar los valores y vectores

propios de A, basta seguir los siguientes pasos:
(a) Hallamos P4(A\) = det(A\I, — A).

(b) Hallamos las raices A1, Ag, ..., A, de P4()), que son los valores propios de A,
para ello hacemos P4(A\) =0 € R.

(c¢) Luego para encontrar los vectores propios de A, resolvemos el sistema homogé-

neo (A1, — A)v = 0,,x1 correspondiente a cada valor propio ;.

U1

U2
Losv=| | asociados a cada \; son los vectores propios de A.

L  dnxl

Ejemplo 3.1.1. Encontremos los valores y vectores propios de la matriz A =

2 1
1 2|
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(a) Hallemos el polinomio carateristico de la matriz A =

2 1
1 2|

Tenemos que,

Py(\) = det(\I, — A)
A—2 -1
= det
-1 A=2
= (A=2)+1
=N —4\+3

Luego, el polinomio caracteristico de A es:

Pa(A) = A2 — 4\ +3

(b) Hallemos las raices de Pa(\).

Pi{AN)=0& X —40+3=0
& A=-3)(A—-1)=0
SA=36 A=1.

Asi, los valores propios de A son: Ay =3y Ay = 1.

(c) Hallemos los vectores propios de A.

Para Ay = 3 tenemos que,

1 -1 U1 - 0
e i |

Ul—’UQZO
=
—'U1+’U2:O

& VU1 = U2
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v
Luego, los vectores propios asociados a Ay = 3 son los v € { [ 1] tUp = vg}.
V2

Para A\, = 1 tenemos que,

-1 -1 (%1 o 0
wewene [

—’Ul—UQZO
=
—’Ul—UQZO

<~ U1 = —U2

v
Luego, los valores propios asociados a Ay = 1 son los v € { [ 1] tUp = —vg}.
U2

3.1.3. Meétodo de Leverrier

Podemos encontrar el polinomio caracteristico de una matriz sin utilizar determi-
nantes. A continuacion presentamos uno de los métodos(Método de Leverrier) para
encontrar el polinomio caracteristico de una matriz, en el cual se usan las trazas de
las potencias de dicha matriz.

Recordemos el concepto de traza.

Definicién 3.1.4. Definimos la traza de una matriz cuadrada A = [a;j],, como la

suma de los elementos de su diagonal principal y la denotaremos por Tr(A), es decir,

T’T’(A) = i Q5.
1=1

Ejemplo 3.1.2. La traza de la matriz

viene dada por:
Tr(A)=14+2+3=6.
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Sea A una matriz cuadrada de orden n. Segin el método de Leverrier

[9], el polinomio caracteristico de la matriz A viene dado por:

Pa(A) = i P
Sea Py = 1. Para hallar los coeficientes P::cOon i=A{1,...,n}, debemos:
(a) Hallar A2, A3,... A"
(b) Hallar Tr(A), Tr(A?), ..., Tr(A").
(¢) Luego,
P, = —%i P/Tr(A™7).
=0

Ejemplo 3.1.3. Encontremos el polinomio caracteristico P4(A) del Ejemplo 3.1.1

usando el método de Leverrier.
2 1
1 2

(a) Encontremmos A%

A:

A2 =

SR

Asi,

(b) Tr(A) =4y Tr(A?) = 10.
(c) Hallemos los coeficientes del polinomio caracteristico.
PO == 1

PL= 1 [RTr(4)] = (-1)(4) = 4.
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ASi, Pl =—4
1 9 1 1
Py = —5[PTr(A%) + PiTr(A)] = —5[1(10) + (=4)4] = —5(-6) = 3.
ASi, P2 =3
Luego,

Pa(A) = A% —4) + 3.
Definiciéon 3.1.5. Sea A un valor propio de una matriz A.

(a) La multiplicidad algebraica de A\ es la multiplicidad de A como raiz del

polinomio caracteristico de A, y la denotaremos por mg(\).

(b) La multiplicidad geométrica de ) es la dimension del espacio propio corres-

pondiente a A, y la denotaremos por mgy(A), es decir,

mg(A) = dimE}.

Nota 3.1.2. De ahora en adelante al usar el término multiplicidad estaremos ha-
ciendo referencia a la multiplicidad algebraica, de lo contrario se indicara que la

multiplicidad es geométrica.

Teorema 3.1.4. [4] Sea A un valor propio de una matriz A. Entonces, la multipli-

cidad geométrica de A\ no excede la multiplicidad algebraica de .

Ejemplo 3.1.4. Las multiplicidades de los valores propios de la matriz A del Ejemplo
3.1.1 vienen dadas por:

La multiplicidad algebraica de Ay = 3 y de Ay = 1 es igual a 1 en ambos casos.
Luego, por el Teorema 3.1.4, podemos deducir que, la multiplicidad geométrica de

A =3y de Ay =1esigual alen ambos casos.

La coincidencia de las multiplicidades algebraica y geométrica de los valores pro-

pios de una matriz, ocurre si dicha matriz es simétrica. Esto se prueba mas adelante.

Br. Janeth Canizalez Escobar



CAPITULO 3. ALGUNOS ELEMENTOS DEL ALGEBRA LINEAL 37

3.2. TEOREMA ESPECTRAL

En matemaéticas, y mas especialmente en algebra lineal y analisis funcional, el
teorema de descomposicion espectral, o mas brevemente teorema espectral, expresa
las condiciones bajo las cuales un operador o una matriz pueden ser diagonalizados (es
decir, representadas como una matriz diagonal en alguna base). Es de nuestro interés
mostrar este resultado para una mejor comprension del siguiente capitulo. Antes de
demostrar éste teorema, citaremos algunas definiciones y teoremas necesarios para
obtener dicha demostracion, asi como tambien para ser usados en otros resultados a

lo largo de este trabajo.
Nota 3.2.1. En R" consideraremos el producto interno usual.

Teorema 3.2.1. Sea A\ un valor propio de una matriz real A de orden n. Entonces

y E\ es un subespacio de R".

Teorema 3.2.2. Sea A una matriz A de ordenn. Sean A\, ..., A\, los distintos valores
propios de A y E,, ..., E\, los espacios propios asociados respectivamente a cada

Ai, con 1 < i < k. Entonces A es diagonalizable si, y sdlo si,

k
Z dimEy, =n
i=1

Teorema 3.2.3. Sea A una matriz real y simétrica de ordenn. Si Ay y Ay son valores
propios distintos de A, asociados a los vectores propios v y vo Tespectivamente,

entonces vy y vy son ortogonales. En consecuencia, si vy € Ey, y vy € Ey, entonces
vy vy =0, con A\ # Ag.

Definicion 3.2.1. Un conjunto S de vectores es ortogonal si el producto interno
de cada par de vectores u,v € S es igual a cero, es decir, S es ortogonal si cada par
de vectores en S es ortogonal. Si ademas, cada vector en S tiene norma igual a 1,

diremos que S es ortonormal .

Definicion 3.2.2. Un conjunto S de vectoressi es ortogonal y.
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Teorema 3.2.4. Cualquier conjunto finito de vectores ortogonales diferentes de cero

en un espacio con producto interno, es linealmente independiente.

Teorema 3.2.5. Cualquier conjunto finito linealmente independiente en un espacio
con producto interno, se puede convertir en un conjunto ortonormal mediante el

proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

Definicion 3.2.3. Una matriz () de orden n es ortogonal si:
Q es invertible y Q7' = Q.

Teorema 3.2.6. Una matriz () de orden n, es ortogonal si, y sdlo si, las columnas

de Q) forman una base ortonormal para R™.

Teorema 3.2.7. Sea A una matriz de orden n. Entonces detA # 0 , si y sdlo si, las

columnas de A son linealmente independientes.

Teorema 3.2.8. Sea S un subespacio de dimension finita de un espacio vectorial V.
Entonces cualquier subconjunto independiente, de S se puede expandir a una base

para S.

Definicion 3.2.4. El rango de una matriz A, es el nimero méximo de filas o

columnas de A linealmente independientes, y lo denotaremos por rang(A).

Teorema 3.2.9. Sea A una matriz de dimension m x n. Entonces, el rango de A

mas la nulidad de A es igual al nimero de columnas de A. Es decir,
rang(A) +V(A) =n.
En particular, por Observacion 3.1.1 ran(A\l, — A) + dimEjgmpaa) = 1.

Teorema 3.2.10. [4] Si S = {uy,us,...,ux} es un conjunto ortogonal de vectores

no nulos, entonces S es linealmente independiente.

Teorema 3.2.11. Teorema espectral.|6]

Una matriz real y simétrica de orden n tiene n vectores propios ortonormales.
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Demostracion.

Sea A una matriz simétrica, real de orden n.

Por Teorema 3.2.2, la suma de las dimensiones de los subespacios propios de A
es igual a n, si A es diagonalizable. Asi, para probar que A posee n vectores propios
ortonormales, basta probar que A es diagonalizable, y que para cada valor propio A
de A, se cumple que dimFEy = m(\), dado que por Teorema fundamental del algebra,
Yoam(A) =n.

En consecuencia, va a existir una base ortonormal B, para cada E), y |By| =
m(A). Luego, el Teorema 3.2.3, nos permite construir una base ortonormal B =
U, By, para el espacio de los vectores propios de A. Ademés, dado que (), By = 0,
entonces |B| =), Ex =Y, m(\) =n. Asi, |B| = n. Esto completaria la prueba.

Probemos:

Sea A\; un valor propio de A con multiplicidad algebraica k. Entonces por Teorema
3.2.1 el espacio propio de A asociado a Ap,

E\, ={veR": (A, — A)v =0} es un subespacio de R".

Sea u; € Ey,.

Tenemos que, por Teorema 3.2.8, u; se puede expandir a una base uy, vo, ..., v,
para R™ y por el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt, (Teorema 3.2.5),
podemos transformar ésta base, en una base ortonormal uy, us, ..., u, para R".

Sea () la matriz cuyas columnas son los vectores uy, uo, . .., u,, es decir,

Q: [ul Ug ... un]an
Luego por Teorema 3.2.6, () es ortogonal asi por definicion () es invertible y
Q1 =q

De ésta manera, A es semejante a Q'AQ, dado que,

QR AQ)Q™ = (QRHAQQ™)
= (QRTHAQQ™)
= I,AI,
=A
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y asi A =Q(Q'AQ)Q".
Luego, como A es semejante a Q'A(Q), entonces por Teorema 3.1.3, A y Q'AQ

tienen el mismo polinomio caracteristico.

Asi,

Pa(N) = Pgrag(\) = det(\, — A) = det(\, — Q' AQ).

Tenemos que,

t
Uy
ut
t 2
QAQ =" A@IW . %]
. nxn
t
U
- n- nxn
uy
t
U
2
= | [Aul Auy ... Aun] §
. nxn
t
u
- n— nxn
uy
¢
U
2
- X |:)\1U1 AUQ Aun} N
. nxn
t
u
- n— nxn
uihuy vt Aug ... ubAu,
ubMuy  ubAuy ... ubAu,
t t t
up Aug uh Aug uy, Auy, e
Por otro lado, dado que ||u;]| = 1 tenemos que
)

1= ||U1|| =\yuu = 1= HU1||2 = U1 U

ASi, uﬁ)\lul = Aluﬁul = )\1 -1 = )\1.
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Ademas, dado que uq,us, ..., u, es un conjunto ortonormal, él es ortogonal por

definicién, en consecuencia, para todo 2 <i <n

ufj)\lul = Aluful = )\1 -0=0.

Luego,
A ubAug L. ubAw,
0'AQ — 0 wubAuy ... ubAu,
0 ubAuy ... ulAu, .

Ahora, como A = A tenemos que.

(Q'AQ)" = (AQ)(Q")' = Q"A'Q = Q'AQ
asi, (Q'AQ)" = Q'AQ. En consecuencia, Q'AQ es simétrica.

Luego, podemos expresar a Q' AQ como:

A0 0 0

0 n
Qt AQ = 422 423 q2

0 qn2 dn3 ... Qnn

nXxXn.

Asi, el polinomio caracteristico de Q*AQ viene dado por:
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PQtAQ()\) = det()\In - QtAQ)

A—X\ 0 0o ... 0
— det 0 A—q —@3 .. —Qn
0 —Gn2  —qn3 A = Gnn “n
A=  —Qa3 —42n
— (A — \)det 02 A —Gs3 —43n
—4n2 —qn3 A = G

PQtAQ()\) = ()\ — Al)detMll()\),

donde Mj;(A) es el 1, 1-ésimo menor de la matriz A\, — Q' AQ.

Ahora, si k =1, A posee un vector ortonormal asociado a ;.

Supongamos que k > 1. Asi, det(\I,, — A) contiene el factor (A — A;)2.

Dado que,
det(\ — A) = det\] — QtAQ) = (A — A1)det My,
concluimos que el detM;; contiene el factor (A — A;), es decir,

detMi1(A) = (A = A)q(A).
ASi, detMH()\l) = ()\1 - )\1)(]()\1) = Oq()\l) =0.

Como detMi1(A;) = 0 entonces, por Teorema 3.2.7, las columnas de My (\)

son linealmente dependientes. Asi, las ultimas n — 1 columnas de A\ I, — Q'AQ

son linealmente dependientes y como la primera columna de A I, — Q'AQ es nula,

entonces A1, — Q'AQ posee a lo més, n — 2 columnas linealmente independientes.
Es decir, rang(M\1I, — Q"AQ) < n — 2, y dado que \ I, — Q"AQ y \; — A son

semejantes, entonces rang(A 1, — A) <n — 2.

Luego, por Observacion— 3.2.9, V(A I, — A) > 2, es decir, dimFE,, > 2.
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Asi, E), contiene al menos dos vectores propios linealmente independientes.

Si k = 2, ya hemos encontrado wu;,us vectores propios de A asociados a A,
linealmente independientes, y por Teorema 3.2.5 podemos construir un conjunto de
dos vectores propios de A ortonormales.

Si k > 2, entonces podemos encontrar dos vectores ortonormales uy, us € Ey, y

expandir {u;,us} a una base ortonormal {uy, us, ..., u,} para R".
Sea W la matriz cuyas columnas son los vetores uy, ug, . . ., Up.
Asi, W = [ul Uy ... un] )
Luego por un procedimiento anélogo al realizado anteriormente, se demuestra
que
A—X\ 0 0 0 e 0
A—X\ 0 0 e 0
0 0 A— — cor =03
N, — WEAW = B33 B34 B3
0 0 —Biz A—=Bu ... —Pu
L 0 0 _ﬁn?) _ﬁn4 A— ﬁnn_ nxn

y como k > 2, tenemos como antes, que

_)\1 - ﬁ33 _ﬁ34 cee _53n |
— Al — —Ban
| =B A= B B | _,
_5713 _ﬁn4 )\1 - 5nn

Con lo que, rang(A I, —W'AW) < n—3y asi, por Teorema 3.2.9, V(\;I—A) > 3.
dimFEy, > 3.

Continuando con este proceso, se demuestra que dimFE),, > k.

Pero tenemos, por Teorema 3.1.4, que la multiplicidad geométrica de A\; que es
igual a la dimension del espacio propio asociado a A; no excede a la multiplicidad
algebraica de A1, es decir, dimFE), < k.

Por lo tanto,
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dimE)\l = k.

Luego concluimos que, para cada A\; con 1 < i < s de multiplicidad m()\;), se
puede encontrar una base ortonormal con m()\;) elementos.

Como A es simétrica entonces es diagonalizable, asi por Teorema 3.2.2

A

Luego, por Teorema 3.2.3, podemos construir una base ortonormal B = |, B,
para el espacio de los vectores propios de A.
Ademas, dado que [, By = 0, entonces |B| = Y, E\x = >, m(\) = n. Asi,
| B| = n. Obteniendose asi, una base de n vectores propios ortonormales de A.
O

Como consecuecia del teorema espectral, tenemos:

Lema 3.2.1. Si A es una matriz real y simétrica de ordenn, y X es un valor propio de

A, entonces la multiplicidad geométrica y la multiplicidad algebraica de A coinciden.

Teorema 3.2.12. [4] Sea A una matriz cuadrada de orden n, entonces A tiene n
vectores propios linealmente independientes, si y solo si, la multiplicidad geométrica
de todo valor propio es igual su multiplicidad algebraica. En particular, A tiene n
vectores propios linealmente independientes si todos sus valores propios son distintos.

3.2.1. Propiedades elementales de los valores propios.

Teorema 3.2.13. Sean A = [a;;], una matriz cuadrada de orden n,
Pa(N\) = det(M, — A)

el polinomio caracteristico de A y A, A,..., A\n las raices de Pa(\), es decir los

valores propios de A. Entonces se cumple:

(a) Tr(A) =32 A
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(b) Ty X = (=1)"Pa(0) = detA.

(c) Si A es simétrica real y X\ € R, la multiplicidad de A\ como un valor propio de
A esn —rang(\, — A).

(d) « es raiz del polinomio Pa(\) = det(\,, — A) si y sdlo si a + ¢ es raiz del
polinomio Py, (\) = det(\l,, — A.), donde ¢ es un escalar, A. = cl,, + A y las

multiplicidades de o y oo + ¢ coinciden.

Demostracion.
(a) Sean A,, una matriz cuadrada de orden n, P4, (\) el polinomio caracteristico
de A, y A1, g, ..., Ay, las raices de Pa()), es decir, los valores propios de A,,.
Queremos probar que Tr(A,) = > A\

Por Definicion 3.1.3, tenemos que

Pa,(\) = det(M, — A,,). (3.3)

Por otro lado, dado que por Observacion 3.1.3(b), P4, (A) es un polinomio de

grado n, con n raices, tenemos que:

n

Pa, () =[x = ). (3.4)

i=1
Luego, el coeficiente s de A"~! en el polinomio dado por (3.3) es igual al coefi-

ciente t de A"~! en el polinomio dado por (3.4).

Probaremos que s = —Tr(A,) y t = —> . | A\;, y en consecuencia quedaria

probado que:

Probemos que se cumple paran =2 y n = 3.
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aix aig
Sea A2 =

a21 Q22

] , una matriz cuadrada de orden 2.

Tenemos que,

P, () = det(M, — A)

— det [)\_all —Q12 ]

—ag1 A — ag

= (A —an)(A — an) — (a2 )(—a)

=\ - (@11 + @)X + (ar1a22 — ag1a12).

Luego, el coeficiente de A en Py, () es igual a —T'r(As).

Suponemos cierto para n = k, esto es, para cualquier matriz Ay (cuadrada de
orden k), el coeficiente de \*~! en Py, (\) es —Tr(Ay).

Luego podemos escribir, (dado que Py, (A) es monico.)

P, (\) = N — Tr(A)N1 4+ H(N)

donde H(A) es un polinomio de grado < k — 1

Probemos que se cumple paran =k + 1.

a1 12 ce A1k a1 k+1
21 22 ce A2k a2 k+1
Sea Apr1 = | oo
Qg1 Qg2 cee Ok Ak k41
| Ok+1,1 Qk41,2 -+ Qk41k Qk41,k+1

Debemos hallar el coeficiente de A\* en Py, ,,. Tenemos que,

PAk+1 = det()\IkH — Ak—i—l)

Hagamos B = (M1 — Agi1), luego
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_)\ —an —ai2 —Aaik —01,k+1 ]

—as A — ag —Aagk —a2 k+1
det(B) = det(AMgs1—Apr1) =det | oo

—ag1 — Q2 A — Qg — A k1
| — k11 Okt —Qpi1 A = Qg1 k4

Resolvemos el determinante por desarrollo de cofactores, sobre la primera fila

de B.

Asi tenemos,

det(B) = (A —a11)Bi1 + (—a12)Bia + . . . + (—a1 5+1) B1 j+1,

(3.5)

donde B;; = (—1)"det(My;) con M el 1j-ésimo menor de B.

En la ecuacion (3.5) nos interesa el término (A — a11)Bi1, ya que éste nos dara

el coeficiente de A* en Py, ().

Luego,

(A —a11)B11 = AB11 — an B

Tenemos por definicién de cofactor, que

donde,

Mll =

Bll = (—1)2d€t(M11) - d€t<M11)7

A — ag —Aagk —a2 k41
— Q2 A — Qg — Ak k+1
—Qp41,2 —Qpi1k A= Qg1 kil

(3.6)

— (\[— A)
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Q22 23 cee A2kt
a32 33 cee A3kt .
donde A’ = es una matriz cuadrada de orden
k41,2 Ag+1,3 - Qkt+1k+1
k.

ASi, Bll = d€t(M11) = det()\l — A/) = PA/()\)

Luego, By1 = Pa/()\), por lo que podemos aplicar la hipotesis de induccion en

A’, en consecuencia,

Py(N) = X = Tr(AYN 4 Qi (\) = By,
donde @;(A) es un polinomio de grado< k — 1.

Entonces,
)\Bll = )\k+l — T’I“(A,))\k + QQ()\),

donde Q5(\) es un polinomio de grado< k y a1b11 = apn \¥ —ay Tr(A)NL +
Q3(\), donde @3(A) es un polinomio de grado < k — 1.

Luego (3.6) queda

()\ — CL11)B11 = )\k+1 — (TT’(A/) + CLH))\k + Q()\),
donde () es un polinomio de grado< k.

Por definicién de A" y de Ai,1 tenemos que:

T’I“(A,) + a;p = TT(Ak+1).

En consecuencia, el coeficiente de A\¥ en Py, ()\) es igual a —Tr(Api1).
Luego, queda probado para n =k + 1.

En consecuencia, para cualquier matriz cuadrada A, de orden n, el
coeficiente de \"~! en Py, (\) es igual a —Tr(A,).
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Por otro lado, podemos factorizar P4, (\) por medio de sus n raices, esto es,
Pa,(N) = A= A)A=A2) ... (A= An)

que es un polinomio moénico de grado n.

Asi el coeficiente de A" en P4(\) es 1. Luego P4(A) es un polinomio moénico de

grado n.

Probemos por induccién sobre n, que para cualquier matriz cuadrada A, de

orden n, el coeficiente de \"~! en Py, ()\) es igual a — Y ,_, A
Probemoslo para n = 2.
Sea A, una matriz cuadrada de orden 2, entonces A, posee dos raices: A\; y As.
Tenemos que,
Pay(A) = (A= M)(A = A2)
= A — (A + A)A + A Ay

Asi,
2

Pa,(N) =X = O A+ Ak

i=1
Luego, que el coeficiente de A es igual a — Z?Zl A

Supongamos que es cierto para n = k, esto es, para cualquier matriz A; de
orden k, el coeficiente de \*=! en Py, (\) es — Ele Ai.

Asi, podemos escribir,

k
Pa,(\) = AF — (Z AN+ Q)

donde () es un polinomio de grado< k — 1.
Probemos que se cumple paran =k + 1.

Sea Aj.1 una matriz de orden k + 1 asi tenemos que, PAk+1()\) posee k + 1

raices digamos A1, Ag, ..., Apaq.
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Luego, podemos expresar a Py, () como
Pao(A) = A =2)A=X2) ... (A= X)) (A = A1)

Aplicando la hipotesis de inducciéon tenemos que,

PAk+1 Z Ai )‘k 1 )]()‘ )‘k+1)

donde H;(A) es un polinomio de grado< k — 1.
Asi,

k k

Py, (A) = A — (Z M)A+ Hi (M)A = A A"+ (Z AN TN — Hi() A

i=1 i=1

k
= A — e + Z XA+ H ()

i=1

Luego tenemos,

k+1
Py, (\) = A - ZA )N+ H(A

donde H(A) es un polinomio de grado< k.

Por lo tanto, el coeficiente de A¥ en Py, ,, es igual a — Zfill i

Asi, hemos probado que para una matriz A, de orden n, el coeficiente
de A" ! en Py, (\) esigual a — 3 " .

Luego hemos hallado dos expresiones para el coeficiente de \"™! en P4 ()),

—Tr(A,) y —> i, A\, en consecuencia,
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(b) Tenemos que, para una matriz A de orden n
det(A,, — A) = Py(\) = ﬁ()\ —\i). (3.7)
i=1
Si hacemos A = 0 en (3.7), obtenemos
det(—A) = P4(0) = ﬁ(—)\l) (3.8)

Por Teorema ?7?(e)

Asi, (3.8) queda

En consecuencia,

n

[T = (=1)"Pa(0) = det(A).

i=1

(c) Sea A una matriz real y simétrica de orden n.

Si A es un valor propio de A, entonces por Lema 3.2.1, las multiplicidades

algebraica y geométrica de A coinciden, es decir,

m(A) = my(A).
Por otro lado, por Definicién 77, tenemos que
mgy(A) = V(A , — A).

Luego, por Teorema 3.2.9

rang(AlL, — A) + VA, — A) =n.

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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En consecuencia por (3.9), (3.10) y (3.9) tenemos que:

m(\) =n —rang(Al, — A).

(d) Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre un cuerpo C, c € C'y A, = cl,+A.

a es raiz de det(A\l, — A) & det(al, — A) =0
& det(ad, + (cl, —cl,) — A) =0
& det((al, +cl,) — (cl, +A) =0
s det((a+ ), — (cl, + A)) =
& a+ ces raiz de det(A, — (cI, + A))
& a+ c es raiz de det(\, — A.).

3.3. POLINOMIO MINIMO

Teorema 3.3.1. Teorema de Cayley-Hamilton. Si Ps()\) es el polinomio carac-
teristico de la matriz real y simétrica A, entonces Pa(A) = 0. En otras palabras, A

satisface su propio polinomio caracteristico.

Definicion 3.3.1. Sea A una matriz de orden n sobre un cuerpo C'. El polinomio
minimo de A denotado por 4 es el polinomio moénico de menor grado que A satisface,

es decir, 14(A) = 0. Donde 0 es la matriz nula de orden n.

Afirmacion 3.3.1. El polinomio minimo de A es tnico.
En efecto, si existen 14, y ¥4, polinomios minimos (distintos) de A, entonces
Va(A) =0 A ¥4, (A) =0 = 9, (A) =a,(A )
= Pa,(A) = ¥4, (A) =
= (tha, —¥a,)(A) = 0.

Asi, A satisface el polinomio (¢4, — %4,), el cual es de menor grado que 14, y
Y 4,, por ser éstos monicos. Contradiccion. Por tanto, el polinomio minimo de A es

anico.
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Teorema 3.3.2. Sea A una matriz de orden n sobre un cuerpo C. Si Ya(x) es el
polinomio minimo de A, y si P(x) es un polinomio en C' tal que P(A) = 0, entonces,
Ya(x) es un divisor de P(x).

En particular, el polinomio minimo ¥ 4(X\) es un divisor del polinomio caracteris-

tico Py(M).

Demostracion.
Sea A una matriz de orden n sobre un cuerpo C.
Sean P(z) un polinomio tal que P(A) = 0y ¥a(x) el polinomio minimo de A.

Por el algoritmo de la division existen polinomios Q(z) y R(x) para los cuales

P(x) = a(x)Q(z) + R(x) (3.12)
con R(z) de grado menor que el grado de ¢ 4(x) 6 R(z) = 0.
Luego,
P(A) = 9a(A)Q(A) + R(A) = R(A) = P(A) — ¢a(A)Q(A)
= R(A) =0-0Q(A)
= R(A)=0
Asi, R(A) = 0.

Si R(x) # 0 entonces R(x) es de grado menor que el de ¢4(z) y A satisface R(x).
Esto contradice la definicion de polinomio minimo.
Por lo tanto, R(x) =0y P(z) = ¢a(x)Q(z), es decir, Q(z) es divisor de P(z).
En particular, si P4(A) es el polinomio caracteristico de A y 14(\) el polinomio
minimo de A, entonces por el Teorema de Cayley-Hamilton, P4(A) = 0, asi por lo
anterior, 14 () es divisor de Ps()).
U

3
Ejemplo 3.3.1. Para A = |2
0

S = O

4
4| tenemos que,
1
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Py()\) = det(Ag — A)
A—3 0 —4
=det| =2 NX—1 —4
0 0 A—1
=(A=3)(A=1)
=N -5\ 4+7\—3

Luego, el polinomio caracteristico de A es
Py(A) =X = 5X\* 47\ —3

Tenemos que, \> —5A? +7TA —3 = (A —3)(A — 1)?

luego las raices de Pa(\) son: A\; =3 y Ay = 1, con multiplicidades 1 y 2 respec-
tivamente.

El polinomio minimo es 9 4(A\) = (A —3)(A —1).

En efecto, por el Teorema 3.3.2, 1 4(\) divide al polinomio caracteristico P4 ().
Los tinicos polinomios moénicos que dividen a P4(\) son: A — 3 de grado 1, A — 1 de
grado 1, (A — 3)(A — 1) de grado 2 y —P4(\) de grado 3.

Verificaremos cada uno, comenzando por los polinomios de menor grado, hasta

encontrar el polinomio al cual A satisface.

0 0 4 0 00
(A=3L)=12 =2 4[#1]0 0 0
0 0 =2 000
luego A no satisface el polinomio A — 3.
2 0 4 000
(A=1I3)=12 0 4| # (0 0 0
0 00 000
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luego A no satisface el polinomio A — 1.

00 4|20 4 000
(A-3L)A-1L)=1{2 —2 4| |2 0 4| =100 0
0 0 —2[]00 0 000

Luego, luego A satisface el polinomio (A — 3)(A — 1) = A\? — 4\ + 3, por lo tanto,

el polinomio minimo de A es:

Pa(A) =A% — 41+ 3
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Teorema 3.3.3. El polinomio minimo de A es (\) = [['_,(A—\i) donde Ay, ..., \,

son los distintos valores propios de A.

Demostracion.

Tenemos que, el polinomio minimo de A, 14, divide a todos los polinomios a los
cuales A satisface, es decir, si A satisface un polinomio P existe otro polinomio W,
(W(A) #0), tal que,

P(A) = W(A)va(A).

Pues, de lo contrario, existiria un polinomio () al cual A satisface, tal que,
Q(A) = W(A)a(A) + H(A),

donde H es un polinomio de grado menor que ¥4 lo que contradice que 14 es el
polinomio minimo de A.

El teorema de Cayley-Hamilton nos garantiza que A satisface el polinomio carac-
teristico de A, es decir, P4(A) = 0, luego dado que ¥4 divide a todo polinomio al
cual A satisface, entonces 14 divide a Pj.

Luego, existe un polinomio ¢ tal que

Pa(A) = o(A)ha(A).

Pero Pa(X) = [[;_,(A — X\;), donde los \;, no todos distintos, son los valores propios
de A.
Luego, 14(A) debe ser el producto de algunos de los factores (A — \;).
Asi, a(A) = [T, (A — \) para algtn ¢ € IN.
Donde \;, (1 <1 <), son las raices de 14, y son los valores propios distintos de
A.
U
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VALORES PROPIOS DE A(G) Y
PARAMETROS DE G

4.1. POLINOMIO CARACTERISTICO Y ESPECTRO DE
UN GRAFO

4.1.1. Polinomio caracteristico de un grafo

Sea G un grafo de orden n y A(G) su matriz de adyacencia. Como A(G) es
cuadrada de orden n sobre el cuerpo R, podemos hallar el polinomio caracteristico
de A(G) usando la Definicion 3.1.3.

Definicién 4.1.1. Sea G un grafo de orden n y A(G) su matriz de adyacencia.
El polinomio caracteristico de G es el polinomio caracteristico de A(G) y lo

denotaremos por P(G; \). Asi, el polinomio caracteristico de G viene dado por
P(G;\) = det(M,, — A(G)).

Ejemplo 4.1.1. Sea G el grafo dado por la Figura 4.1

U1
U3

O

%)

Figura 4.1: Multigrafo

o7
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la matriz de adyacencia de G es:

U1 V2 U3

U1 0 1 0
A(G) = V2 1 0 0
Vs 0 0 1

El polinomio caracteristico de A(G) viene dado por:

P(G; ) = det(\ — A(G))

A -1 0
=det | -1 A 0
0 0 Ax—-1
A -1
= (A= 1)det
-1 A
— (A1)
=2 - A2 - A+ 1.

Luego,
PG =X -2 -)+1

Definicién 4.1.2. Sea G un grafo de orden n y A(G) su matriz de adyacencia.
El polinomio minimo de G, , es el polinomio minimo de A(G), es decir, es el

polinomio moénico de menor grado que A(G) satisface, y lo denotaremos por 1(G; \).

Es decir, ¥(G; A(G)) = 0, donde 0 es la matriz nula de orden n.

Ejemplo 4.1.2. El polinomio minimo del grafo dado por la Figura 4.1 es:
PG =A=1)A+1)=X -1
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Proposicién 4.1.1. Sea G un grafo de orden n si G1,Gs, ..., G, son las compo-

nentes de G, entonces
P(G;\) = P(G1; \)P(Go; A) ... P(G; N).

Demostracion.
Sea GG un grafo cuyas componentes son G, G, ..., G,.
Considerando V(G) = {V(G,),V(Gs),...,V(G,)} como un conjunto ordenado,

podemos expresar la matriz de adyacencia de GG como la matriz por bloques siguiente:

AG) 0 ... 0
ac | ° AGs) ... 0
0 0 ... AG))

Luego, el polinomio caracteristico de GG viene dado por:

P(G; ) = det( M\, — A(G))

M, — A(GY) 0 . 0
0 M, — A(Gs) ... 0

0 0 o Mg, — A(G,)
donde Ig,, con 1 < S < r, representa la matriz identidad cuyo orden es igual al
orden de Gy y 0 representa una matriz nula.

Luego,

P(G;\) =det(Mg, — A(Gh))det(Mg, — A(Gh)) ... det(M g, — A(Gh))
= P(G1; \)P(Go; ) ... P(G; M)
Asi,

P(G;\) = P(G1; \)P(Go; A) ... P(G; N).
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4.1.2. Valores propios y espectro de un grafo

Definicién 4.1.3. Sean G un grafo y A(G) la matriz de adyacencia de G. Los

valores propios de G son los valores propios de A(G), es decir, las raices de P(G; A).

Definicion 4.1.4. Sea G un grafo. Los distintos valores propios A1, Ag, ..., A, de
G, tal que, \; > \;41, con sus respectivas multiplicidades mq, ms, ..., m,, definen el
espectro de G. Lo denotaremos por Spec(G) y lo expresaremos mediante una matriz

siguiente:

Sp@C(G) = [Sij]QXn
donde,

A osii=1
Sij:

m; sii=2

Ejemplo 4.1.3. Sea G el grafo dado por la Figura 4.1, luego por el Ejemplo 4.1.1

el polinomio caracteristico de G viene dado por:

P(G;N) =X =N = A+1=A-12N\+1).

Asi las raices del polinomio caracteristico P(G; \), es decir, los valores propios

de G son:

A =1con m; =2

A= —1conme =1

Luego, el espectro de G es:
1 -1
Spec(G) =
pec(G) (2 . )
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4.2. ESPECTRO DE CIERTO TIPO DE GRAFOS

4.2.1. Espectro de grafos completos

Ejemplo 4.2.1. Hallemos el espectro de K.

Figura 4.2: Grafo completo de orden 3.

La matriz de adyacencia de K3 viene dada por:

0 1
AKs) = |1 0 1
1 0

—_ O

Para hallar el espectro de K3 debemos hallar los valores propios de A(K3), para

ello, buscaremos las raices del polinomio caracteristico Pa(x,)(A). Tenemos que:

Pa(ry)(N) = det(M5 — A(KS3))

Ao—1 -1
=det |[-1 X -1

-1 -1 A
=\ -3)\-2

Asi,

Pagrey(N) =X =31 — 2.
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Tenemos que,

Piy(A\) =0 N =31 —-2=0
SA-2)A+1)2=0
SA=2)V(A=—1).

Luego, Pa(k,)(A) tiene dos raices que son, Ay = —1 y Ay = 2 con multiplicidades

2 y 1 respectivamente.

Por lo tanto,
2 -1
Spec(K3) = )
- (2 7)
Notese que 2 =3—-1=n—1.

Generalizando tenemos que:

El espectro de K, viene dado por:

-1 -1
Spec(Kn):<n1 n—1>'

En efecto, la matriz de adyacencia de K, viene dada por A(K,) = [a;;], donde,

1 sii#y

0 sii=j.

aij =

Podemos escribir A(K,) = J,, — I,,, donde:
» J, = [b;j| es una matriz de orden n tal que, b;; = 1 para todo i, j.
» [, es la matriz identidad de orden n.

Luego, para hallar el espectro de K,, debemos hallar los valores propios de A(K,,),

para ello, buscaremos el polinomio caracteristico de Pyx,)(A). Tenemos que:
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Paseny(N) = det(\, — A(ky)
=det(\, — (Jp — 1,))
=det(AN+ 1)1, — J,))
= det(N'T,, — J,)
= P, (X)

donde N =\ + 1.

Asi, para hallar las raices de Pag,)()\) es suficiente hallar las raices de Py, (\').

Usaremos el Método de Leverrier|3.1.3] para encontrar los coeficientes P; de

Pr(X) =3 B

Probemos por induccion sobre k, que la k-ésima potencia de la matriz J, viene

dada por:

Jnk — [nk—l]n.
Donde k£ € INg.

Hallemos .J,,2.

En J, todas las entradas son igual a 1, por lo tanto, cada una de las entradas de

J,2 es igual a:

1
1
I N RS B TR I
1
S |
=n

En consecuencia,
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Jn? = [l = [0,

Supongamos ahora que,

Jns — [ns—l]n.

Probemos que se cumple que

Jn8+1 — [ns]n
Tenemos que,
JE = g5,

Por otro lado J, = [1], y por hip6tesis de induccion J,,° = [n°7'],. Asi cada

entrada de J:*! es igual a:

1
1 -1 -1 -1
ns—1 ps=1 ... ps-l =n""" . 14+n""-14+---4+n-1
1
=n-n"!
:’n,s

Asi,

En consecuencia,

para todo k, tal que 1 < k <n.
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Asi,
Tr(J,*) = n".

Ahora hallaremos los coeficientes del polinomio caracteristico de J,,.

P, =0, para todo nimero entero 2 < ¢ < n.

En efecto,

P, = —%[POTT(JZ) + PTr(J,)] = —%[1(712) + (—n)n] = —%(n2 —n?) =0.
Sabiendo que P, = 0, supongamos que es cierto también para todo niimero entero

q, tal que, 2 < n < g, esto es,

P3 =0
Pq—l - 0
P,=0
Probemos que se cumple que
Pq+1 - 0

Tenemos que,
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1
Py = —m[POTr(Jg“) + PTr(JY) + ...+ P, Tr(J2) + P,Tr(J,)]

1
- [PyTr(JSY) + P Tr(J9)]
q
1 q+1 q
- _ le : [nq“ _ nq+1]
q

=0
Asi, el polinomio caracteristico de J,, viene dado por:
Pj,(X) = (N)" =n(\)" = (X)"HX = n).
Luego,
P, (N)=0& \)"' (N —n)=0
S N =0V (\N=n).

Por lo tanto, dado que ' = A+ 1, tenemos: A+1 =006 A+ 1 = n de aqui,
A=—-16A=n—1.

Por otro lado, las multiplicidades se mantienen respecto a \'.

Luego, Pa(k,)(A) tiene dos raices que son, Ay = =1 y Ay = n — 1 con multiplici-

dades n — 1 y 1 respectivamente.

-1 -1
Por lo tanto, Spec(K,) = " .
1 n-1

4.2.2. Espectro de grafos bipartitos completos

Ejemplo 4.2.2. Hallemos el espectro de Ky; = (V3 U Vs, E).

La matriz de adyacencia de K3, viene dada por:

0 0
A(Ky1)= {0 0
11

S ==
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K271 .
Vi Va

V1 U3

Figura 4.3: Biclique K3,

Para hallar el espectro de K5 ; debemos hallar los valores propios de A(K5 ), para

ello, buscaremos las raices del polinomio caracteristico Py(k, ,)(A). Tenemos que:

A0 -1
det()\lg — A(KQJ)) = det 0 A —1
-1 -1 A

=A% -2

Asi,

Pagren(A) = A = 2]
Tenemos que,

PA(szl)()\) =0« )\3 —22=0
S AN —-2)=0
S A=V2)V(A=—=V2)V(A=0).
Luego, Pa(x,,)(\) tiene tres rafces que son, Ay = v/2, \a = —v2 y A = 0 todas

con multiplicidad 1.

Por lo tanto,

Spec(Ky 1) = ( V2 0 —v2 ) :

1 1 1
Notese que si m = 3, entonces 2 =mny 1 =3 —2=m-+n — 2, esto ocurre para

todos los grafos bipartitos completos, como lo veremos a continuacion.
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El espectro del grafo K,,, viene dado por:

Spec(Kpn) = < vmn 0 —vmn ) .

1 m+n—2 1

En efecto,
La matriz de adyacencia de k,,, puede ser expresada como una matriz por blo-

ques, salvo permutaciones de vértices, como sigue:

[Ofmxm  [Hmsxn

A(Kn) =
o) [[anm [0lnxn

] (m+n)x(m+n)

Para hallar el espectro de K,,,, debemos hallar los valores propios de A(K,,,),
es decir las raices del polinomio Py(k,, ,.)(A) = det(Al,, — A(Kyn)) ¥y sus respectivas
multiplicidades.

Hacemos A = A(ky,p).

Para hallar dicho polinomio, usaremos nuevamente el Método de Leverrier,
para ello debemos hallar A*, con 2 < k < m + n. Haremos la prueba por induccién
sobre k.

Para k = 2p tenemos que:

o [[npmp—l]mm (U ]
(0] m [mPn? =,

Probemos para p = 1.

A=A A
[0 mmm] [[O]mxm man]
Wm0 | [ Wm0l
_ |l [omm]
| O[]
_ [t mTmom [OWI
O [
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Asi,
A2 — [nlmo]mxm [O]mxn (41)
[O]nXm [mlno]nxn

Luego se cumple para p = 1.

Hipotesis de induccién: Supongamos que, para p = ¢, se cumple que:

A2 — [[nqmq_l]me [0]mxn ] _
[0]rxm [mIna=,

Probemos ahora que se cumple que, para p =¢q+ 1

A2+ — [nq+1mq]me (0] xn
[O]nxm [mq—l—lnq]nxn

Veamos,

A2la+l) — A2q. A2

_ -[nqmq_l]mxm [0]mxn ] [[n]mxm [O]mxn]
i [0]nxm [mqnqil]nxn 0]nxm — [M]nxn
_ -[m(nq+1mq_1)]me [O]an ]
[O]nxm [n(mq+1nq_1)]an
_ -[nq“mq]mm (0], ] |
| Oaxm [T 0

Asi,

[O]nxm [mq-i-lnq]nxn

AZ(q—i—l) _ [[nq+1mq]me [O]an ]

Luego, se cumple que, para k = 2p

A2p — [[npmp_l]me [O]mxn ]

[O]”Xm [mpnp_l]nxn.
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Por otro lado, para k = 2p + 1 tenemos que:

A2t [ [0]inxm [mpnp]mxn]
(PP m [0]nxn-

Probemos que se cumple para p = 1.

AP =A% A

_ [ [M]scm [O]mm] [[O]me [1]%]
_[0]n><m [Mnxn| | [Unxm  [0]nxn

= - [O]me [mn]an] .

[nm]nXm [O]nxn

Asi,

A3 — [[[O]mxm [mn]mxn] .

nm]nxm [O]nxn

Luego se cumple para p = 1.

Hipotesis de induccién: Supongamos que, para p = ¢, se cumple que:

[nIm] [0]nxn

A20+1 _ [ [0]mxm [mqnq]mxn] '

Probemos ahora que se cumple que, para p =¢q+ 1

A2+l [O]me [mq+1nq+1]mxn
[nq+lmq+1]nxm [O]nxn

Tenemos que,
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A2(q+1)+1 — A2q+1 . A2

[O]mxm
| [T s
[0 mxm

_[m(nq+1mq)]nxm

[ [0

[nq+1mq+1]n><m

Asi,

A2(a+D)+1 _ [ [0]inxm

Luego, se cumple que, para k = 2p + 1

Jr [ (O
[PMP) 1 50m
Ahora hallemos T'r(A¥).
Dado que,
A% — [[npmp_l]mxm
[0)xm
entonces,

[mqnq]m] [[n]mm
(0]

[nq+lmq+1]nxm

[O]mxn]

[Olnxm — [M]nxn
[n(mq+1nq)]mxn]

(0]

[mq+1nq+1]

|

[mq+1nq+1]an]

(0]

[mpn”]mxn]

(0] x2-

[O]mxn ]

[mPnP =1,

Tr(A?) = m(nPmP~ ) + n(mPnP~') = nPm? + mPn? = 2nPm?.

[MPNP] s,

(0]

Asi,
Tr(A%) = 2nPmP.
Y como
PSR B
[PP)50m
entonces,
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Tr(A*th) =0

Luego, tenemos que, la traza de A*, con (1 < k < m + n), viene dada por:

2nPmP, sik=2p, pe N
Tr(A") = pb (4.2)

Hallemos ahora los coeficientes P;, con (1 <7 < m+mn), de Pa(N).

Si ¢ = 2t tenemos que:

Py — _%[ PyTr(A%) + PTr(AY Y + PTr(A%2) 4 .. + Py oTr(A%) + Py Tr(A)]
_ —Q%[PO(Qntmt) + P20 tm!Th) o Poya(20m)] - por (4.2).
= —%[Po(nm)t + Py(nm) ™" + .. 4 Py_s(nm))]
Asi,

Py = —2[Po(nm)’ + Po(nm) ™" 4.+ Py _s(om)] (43)

Por otro lado, si i = 2t + 1 tenemos que:

Pois = —TL[POTT(A%H) + PITH(AY) + PyTr(A%Y) 4+ Py 1 Tr(A2) + PuTr(A)]
_ _Til[pl(zntmt) P20 ) 4+ Py (20m)] por (4.2)
_ _%Lﬂ[pl (nm)! + Py(nm)*™" + .+ Py (nm)]
Asi,
Poor — —Til[ﬂ(nm)t + Py(nm)'™" + ...+ Py (nm)). (4.4)

Luego, por (4.3) y (4.4), tenemos que
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P=1
2
P==3(0)=0
Py = —%[Po(nm)] =—nm
2 0 2,
by 2(1)—{—1[ 1(nm)] _5(0)_0

P, = —%[Po(nm)2 + Py(nm)* ™ + P3(nm)] = —%[(nm)2 + (=nm)(nm) 4+ 0] = 0.

Es decir,

Py=1
P =0
P, = —nm
P;=0
Py =0

Continuando en forma recursiva tenemos que:
Ps=F=...=P,.,=0.
En consecuencia, el polinomio caracteristico de A = Ag,, , es:
Pty (A) = A" — (mp) A2

el cual es de orden m + n. Encontremos las raices de Py, ) ().

Piry(N) =0 sii AFM=2(X2 —mn) =0

por lo tanto las raices de Py, ,.)(A) son:

0 con multiplicidad m +n — 2

vmn  con multiplicidad 1
—y/mn  con multiplicidad 1.
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De esta manera,

/ O — ./
Spec(Km’"):< Tn mn—2 1mn>‘

4.3. GRAFOS CO-ESPECTRALES

Definicion 4.3.1. Los grafos G y G5 son co-espectrales si
Spec(Gy) = Spec(Gs).
Teorema 4.3.1. St dos grafos son isomorfos entonces tienen el mismo espectro.

Demostracion. Sean G1 y Gy grafos isomorfos con matrices de adyacencias A(G1) y
A(G3) respectivamente.

Por Observacion 2.1.2 tenemos que, A(G1) y A(G2) son semejantes, Luego, por
Teorema 3.1.3, matrices semejantes poseen el mismo polinomio caracteristico. Por
lo tanto, P(Gy;A) = P(Ga; ), en consecuencia, los valores propios de G y sus
correspondientes multiplicidades coinciden con los valores propios de Gy y sus cor-

respondientes multiplicidades. Asi, Spec(G1) = Spec(Ga). O
Corolario 4.3.1. Si dos grafos son isomorfos entonces son co-espectrales.
Demostracion. Directamente del Teorema 4.3.1 y Definicion 4.3.1. ([

El reciproco del Corolario 4.3.1 no necesariamente es cierto, pues existen grafos

co-espectrales no isomorfos como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.1. Los grafos G; y Gy de la Figura 4.4 no son isomorfos, pues en
(G, existe 1 vértice aislado, y G5 no posee vértices aislados. Pero G y G4 son co-
espectrales.

En efecto,

Encontremos el espectro de Gj.

Consideremos la matriz de adyacencia de G; como sigue:
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Gy : Gy :

Figura 4.4: Grafos co-espectrales

010710
10100
AG)=1010 1 0
10100
0000 0

Hallemos P(Gy;A) por el método de Leverrier, para ello hallemos Tr(A(G1)),
Tr(A(G1)?), Tr(A(G1)?), Tr(A(G)Y), Tr(A(GL)%).

Tenemos que:

Tr(A(Gy)) =0.

01 010/fo1010 [2020 0]
1010010100 02020
AG)’=AGHAG)=10 1 0 10/ |01 010/=1[20200
1010010100 02020
00000[[00000 (0000 0]

Luego, Tr(A(G1)?) = 8.
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o O o o O
< o I O O
S I o < O
< o I o O
o < O < O
I
o O o o O
— o - O O
o = O — O
— o - O O
o = o - O
o O o O
S AN N O
N O o O
S AN N O
o O o O

Luego, Tr(A(G1)?) = 0.

S O O O O
S 0 O o0 O
o O oo O O
S o0 O o0 O
o O v o O
I
oS O O O O
— o — O O
o —- O —H O
— o A O O
o~ O —H O
o O o O
< O o O
S < < O
< O o O
S < < O

Luego, Tr(A(Gy)*) = 32.

0

16

16 0

0

16 0 0

16 0
0

0

16

16 0

16 0 O

16 0
0

01010
10100
01010
10100
00 00O

8 08 00
08 080

08080
00 00O

A(G1)? = A(G)*A(G) =8 0 8 0 0

Luego, Tr(A(G1)%) = 0.

Ahora hallemos los coeficientes de P(Gy; A).
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Py =1

Pi = IRTHAGY)] = 0.

1 1

P, = §[P0T7°(A(G1)2 + P Tr(A(Gy))] = 5[8 +0] = —4.

zg:%mﬁmAmm@+ﬂTmmGg%+RﬂwAmMH=§m+0+m=0

Py = JIRTHAG) + RTr(A(G))) + PTr(A(G) + PTr(A(GH))

1
=232 +0-32+0)

—0.
Ps = %[POTT(A(G1)5 + PTr(A(G)") + PTr(A(G)? + PsTr(A(Gh)?) + PyTr(A(Gh))]

1
= 2[0+0+0+0+0

=0.

Luego,
P(Gp; ) = N0 —4X%,

Encontremos las raices de P(Gq; ).

P(Gpi;\) =0= X\ —4X\* =0
= M\ —4)=0
= A=0V AN —-4=0
= A=0VA=-2VA=2

Asi los valores propios de P(Gy; \)son :
A = 0, con multiplicidad 3.

A = —2, con multiplicidad 1.

A = 2, con multiplicidad 1.

En consecuencia el espectro de G; viene dado por:
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2 0 =2
Spec(Gy) = (1 ; 1)

Hallemos ahora el espectro de Go:

Consideremos la matriz de adyacencia de Gy como sigue:

01111
10000
AGy) =11 0 0 0 0
10000
1000 0

Encontremos P(Ga; A) usando el método de Leverrier. Debemos hallar
Tr(A(Gy)), Tr(A(G2)?), Tr(A(G2)?), Tr(A(G2)?Y), Tr(A(Gs)?).
Tenemos que:

Tr(A(G2)) = 0.

0111 1]Jo1111] [4000 0]
10000|[1L00O0O 01111
A(Gy)? = A(G2)A(G) =1 00 0 0| |1 000 O0O|=1]01T1T1]1
10000|[1 0000 01111
10000/t 000O |01 11 1]
Luego, Tr(A(G2)?) = 8.
4 0000[fo1 11 1] fo4 44 4]
0111 1|]10000 40000
A(Gy)? = A(Go)?A(Gy)=10 1 1 1 1| |1 000O0=140000
01111/|/t0o000 40000
0111110000/ [4000 0]

Luego, Tr(A(G2)?) = 0.
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0444401111 16 0000
40000[|1L0000 0 4 4 4 4
A(Gy)' = A(G2)?A(Ga) =14 0 0 0 0] |1 0 0 0 0|=1|0 4 4 4 4
40000[|10000 0 4 4 4 4
40000/ [10000 [0 444 4]
Luego, Tr(A(G9)*) = 32.
(16 0000/Jo1111] [o 16 16 16 16
0 4444|1000 0 16 0 0 0 0
A(Go) = A(Go)*A(G) =0 4 4 4 4|1 000 0/=1[16 0 0 0 0
0 4444|1000 0 16 0 0 0 0
0 444 4/[1 0000/ [16 0 0 0 0

Luego, Tr(A(G2)%) = 0.
Se observa que, Tr(G2)* = Tr(G,)*, para todo k € {1,...,5}. Enconsecuencia
por el método de Leverrier obtendremos que, P(Gg; \) = P(G1; \), y asi,

2 0 =2
Spec(Gsy) = Spec(G1) = .
p (2) p (1) (1 3 1)

Por lo tanto, Gy y G5 son co-espectrales.

4.4. CARACTERIZACION DE UN GRAFO MEDIANTE SU
ESPECTRO

En la Seccion 4.3 vimos que, si conocemos el espectro de un grafo, no necesaria-
mente podemos saber cual es el grafo en cuestion, dado que existen grafos co-espec-
trales no isomorfos, esto significa que algunos parametros de grafos no pueden ser
caracterizados por su espectro, por ejemplo, la existencia de ciclos de longitud 4 y
el grado de los vértices no dependen de su espectro como pudimos notar en la Figu-
ra 4.4. Sin embargo, podemos determinar a partir del espectro de un grafo, ciertas

caracteristicas referente a sus parametros como veremos a continuacion.

Br. Janeth Canizalez Escobar



CAPITULO 4. VALORES PROPIOS DE A(G) Y PARAMETROS DE G 80

4.4.1. Grafos determinados por su espectro

Determinar un grafo tnicamente a través de su espectro es una tarea bastante
dificil. Entre los grafos determinados por su espectro, se encuentran: grafos comple-
tos, grafos regulares, bipartitos completos, grafos ciclos, entre otros, los cuales fueron

estudiados por Van Dam y Haemers en el ano 2003.

Definicion 4.4.1. Diremos que un grafo G es determinado por su espectro, si

conociendo solamente Spec(G) podemos construir a G.

Teorema 4.4.1. Un grafo G posee un unico valor propio A = 0 si y solamente st G

es nulo.

Demostracion.
(=) Sea G un grafo de orden n, tal que A = 0 es su tnico valor propio y de
multiplicidad n. Tenemos que, por Definicién 4.1.2 y Teorema 3.3.3, el polinomio

minimo de A(G) viene dado por:

G(GA) =X —1=A\

Por definicién de polinomio minimo, A(G) satisface 1(G; A), en consecuencia,

0] = ¥(G3 A) = A(G),

donde [0],, es la matriz nula de orden n.
Asi, A(G) = [0],. Luego G es el grafo nulo de orden n.
(«<=) Sea G un grafo nulo de orden n.
Tenemos que A(G) es la matriz nula de orden, luego el polinomio caracteristico

de G viene dado por:
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P(G; ) = det( M\, — A(Q))

A0 ... 0

0O XN ... 0
= det

0 0 . A
= \"

Asi, P(G;\) = A", luego 0 = P(G; A) = A" implica que A" = 0 si y so6lo si A = 0.

En consecuencia, G posee un tinico valor propio A = 0 de multiplicidad n. U
Corolario 4.4.1. Grafos nulos son caracterizados por su espectro.

Demostracion. Directamente del Teorema 4.4.1. O

4.4.2. Cotas para algunos parametros de grafos
Cotas para el grado maximo y el grado minimo de G

Lema 4.4.1. Para todo grafo simple G, de orden n se cumple:

5(G) < d(G) < Amaa(G) < A(G).

Demostracion. Sea G un grafo simple de orden, tal que, V(G) = {v1,...,v,}.
x

x
Sean A un valor propio de Gy X = 2

Ty
un vector propio de G asociado a A, es decir,

A(G)X = AX. (4.5)

Sea z; la coordenada de mayor valor en X, es decir, x; = maz{z;}I-,.
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Denotemos por (AX);, la coordenada j-ésima de A(G)X. Luego por (4.5)
(AX)J = )\.Z’j.
Sea I, = {i € {1,...,n} :v; € Ng(v;)}. Asi, tenemos que

Ay = (AX); = Y wi < |Na(v))|z; = da(v))z; < A(G)x;.

ieI'Uj

En consecuencia,

A < A(G), para todo A.

Luego A(G) es una cota superior de {\ : A es valor propio de G}. Asi por defini-

cion de méximo,
Amaz < A(G). (4.6)

Por otro lado, sea 1, = [1],x1, aplicando el Lema (4.4.2) al vector (ﬁ)ln =

[ﬁ]nn obtenemos:

1, 1
)‘ma:v = [%]nxlA(G)[ﬁ]nxl
~ Laraen,)
como,
1
LAG)L, = [1 1}1 AG)
1
nx1
1
= [Z?:l LERETED D 7
1
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tenemos:

LAG) L, =Y (> ay).

j=1 i=1
Luego, por Observacion 2.1.1(d), d(v;) = 7, aij, asf

Amaz = %Z(Z aij) = %ch(vj> =d(G)

j=1 i=1

y por Observacion 1.1.4 tenemos que,

Amas > d(G) = 8(G). (4.7)

en consecuencia, por (4.6) y (4.7)

0(G) < d(G) < Anaa(G) < A(G).

Asi queda probabado el lema. O

Cota superior para el diAmetro de G.

Definicion 4.4.2. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo y sean u,v € V(G). Definimos

la distancia de u a v denotada por d(u,v), como sigue:

0 siu=v
d(u,v) =gt  sit=min{longlu,v]:u,v € V(G)}
oo si no existe cadena de extremos u, v.

Definicién 4.4.3. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo. Definimos didmetro de G,

diam(G), como sigue:

diam(G) = {mam{d(u,v) cu,v € V(G)} si G es conexo.

00 si G es disconexo.
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Teorema 4.4.2. El didmetro de un grafo conexo G de orden n, es menor que el

numero de valores propios distintos de G.

Demostracion.

Sean G un grafo conexo de orden n, tal que, diam(G) = d, y A = A(G) la matriz
de adyacencia de G con k valores propios distintos, A, Ag, ..., Ag.

Queremos probar que d < k.

Por Teorema 3.3.3, el polinomio minimo de G, viene dado por

k

(GA) =TT = A) = BoA" + Bid! + .+ Bed,

i=1
donde By, ...,Br € Ry Br # 0.

Tenemos por definicién de polinomio minimo que ¥(G; A) = 0, asi,
0=10(G; A) = BoA’ + 1A' + ...+ B A", (4.8)

donde A', con 0 < I < k, representa la [-ésima potencia de A y 0 es la matriz
nula de orden n.
Dado que B # 0, por 4.8 podemos expresar a A* como combinacién lineal de

AY . AR es decir,

Ak = OéoAO —+ OélAl + ..+ Oék_lAk_l, (49)
donde ay = BB_;:
Supongamos que,
k <d=max{d(u,v) : u,v € V(G)}. (4.10)

Dado que G es conexo, para todo par de vértices u,v € V(G), existe una cadena
que los une, asi, d(u,v) > 0 para todo u,v € V(G).
Por (4.10) tenemos que existen v;,v; € V(G), tales que,

d(UZ','Uj) =k>0 (411)

Consideremos aﬁj como la ij-ésima entrada de A', con 0 <[ < k.
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Por Proposicion 2.2.1 afj es el nimero de cadenas de longitud k& que unen a v;
con V.

Asi, por (4.11) tenemos que:
(a) af; > 0.
(b) af; = 0, para todo t < k.

Pero por 4.9 y (b), tenemos que,
afj = ozoa?j + ozlallj + ...+ ozk_lafj_l =0.
Contradiccion con (a).

Luego, hemos probado que, el diametro de un grafo conexo G de orden n es menor

que el nimero de valores propios distintos de G.

O

4.4.3. Subgrafos inducidos y sus valores propios

Lema 4.4.2. [6] Sean A una matriz de orden n real y simétricay f : Mpx1(R) — R
definida por:

f(r) = 2" Ax

entonces f alcanza su mdzimo y minimo en los vectores propios unitarios u y v de
A respectivamente, asociados a los valores propios mdximo y minimo de A respecti-

vamente.

Sean G un grafo de orden n y A(G) la matriz de adyacencia de G.
Sea B = {\: X es un valor propio de A(G)}.
Por Observacion b, tenemos que B C R y |B| = n, luego B es acotado en R.

Denotaremos por:
Amaz(G) = maxB
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Lema 4.4.3. Si G’ es un subgrafo inducido de G, entonces se tiene:

)\mzn(G) S )\mzn(G/) S )\ma:c(G,) S )\max(G)~

Demostracion.

Sea G = (V(G), E(G)) un grafo de orden n. Supongamos que V(G) = {vy, va, . ..

y que la matriz de adyacencia de G viene dada por:

U1 V2 Un
U1 ail a2 A1n
V2 a1 a22 A2n
A(G) =
Un Qan1 An2 QAnn

Sea G' = (V(G"), E(G")) un grafo inducido de G.

Por definiciéon de minimo, es evidente que,
)\min(G/) S )\max(G/)
falta probar que:

)\max(G/) S )\max(G)
Definimos, f : M, x1(R) — R como:
f(x) = 2" A(G)x.

Probemos (4.13).
Por Lema 4.4.2, f alcanza su maximo en vy =

vector propio de A(G) unitario.

, Un}

nXxXn.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

€ M,x1(R) tal que vy es un
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Asi, para todo x € M,,»1(R),

f(x) < f(vo),
es decir,
7' A(G)z < viA(G)vy
= V6 Amaz (G0 (vo es vector propio asociado a Ay (G))
1

Yo
= Anaz(G)((v9)* + ... + (v5)?)
= Anaz(G) - 1 (vo es un vector unitario)
- )\max(G)
En consecuencia,
7'A(G)r < Mpae para todo x € M,,»1(R)

Por otro lado, sin perdida de generalidad supongamos que V(G') = {vy, v, . ..

donde ¢ < n. Entonces

U1 (%) Vq
U1 ail aia a1q
U2 Qg1 Q23 Q2q
A(G") =
Uq Aq1 Agq2 e Aqq axa.

Asi, tenemos que A(G’) es una submatriz principal superior izquierda de A(G).

Definimos, g : M,x1(R) — R como:

g(z) = 2" A(G")a.

(4.15)
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/
21

Por Lema 4.4.2 g alcanza su maximo en 2’ = | : | € M,1(R), donde 2’ es un

!/
Zq

vector propio de A(G’) unitario.
Sea z el vector unitario en R"™ que se obtiene agregando n — ¢ ceros a z’ a partir

de su ultima coordenada, es decir,

z = (;1 € Mnxl(R)

Luego como ¢ alcanza su méaximo en z’, tenemos que,

Mnaz(G') = (2)PA(G") ()
= 2'A(G)z
= )\max(G)‘

En consecuencia,

)\ma:c (G/) S )\ma:c (G) .

La prueba de (4.12) es anéloga a la de (4.13).

Luego se tiene que,

)\mzn(G) S )\mzn(G/) S )\ma:c(G,) S )\max(G)~
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4.4.4. Relacién entre valores propios y grafos bipartitos

Lema 4.4.4. Si G = (Vi(G) U Va(G), E(GQ)) es un grafo bipartito y \ es un valor
propio de G con multiplicidad m, entonces —\ es también un valor propio de G con

multiplicidad m.

Demostracion.

Sea G = (V1(G) U Va(G), E(G)) un grafo bipartito de orden n. Supongamos que
G es balanceado, es decir, |V1(G)| = |V2(G)| = ¢q.

Sean vy, v, ..., v, los vértices de GG, y supongamos sin perdida de generalidad

que vy, ..., v, € Vi(G) y Ugi1, ..., vn € Vo(G). Luego, n = 2q y asi,

U1 o Vg Vg1 “°° Up,
U1 0 N 0 al(q+1) ... QAp
A(G) _ Vq 0 0 Qq(g+1) Agn
Ug+1 A(g+1)1 A(g+1)n 0 0
U, An1 . (g 0 ... 0

Por lo tanto, podemos expresar a A(G) como sigue:

0 B
A(G) = ,
B 0
donde 0, B y B! son matrices cuadradas de orden gq. )
X
Supongamos que A un valor propio de GG, con multiplicidad m y sea v = ,
L1 Y1
un vector propio de G, asociado al valor propio A, donde X = | ! | y Y = ,
Lq Yq

un vector propio asociado al valor propio A.
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Luego por definicién se cumple que

Av=)v
Asi que,
0 B||X BY AX
AU - = = —
Bt 0| |Y B'X \Y.

Luego,

AX| | BY

AY.| |B'X
En consecuencia,

AX = BY

\Y = B'X

por lo tanto,

—AX = B(-Y)

~A\=Y) =B'X.
X . . .
Asi el vector v/ = [ ] es un vector propio asociado al valor propio —A\.
En efecto,
X —A B(— 0 B
= =) = Yl = (=v) = T = A
-Y Ay BTy BT 0] |~y

Por otro lado, la multiplicidad de A es independiente de los vectores propios

asociados a A. De la misma manera ocurre para —\, por lo tanto la multiplicidad de

—\ es igual a la multiplicidad de A, es decir m.
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Por otro lado supongamos que |Vi(G)| = q y |V2(G)| =t donde ¢ y t son enteros
positivos tal que ¢ < ¢, asi ¢ + ¢ =t para algiin entero positivo c.

Luego agregamos ¢ vértices aislados V' = {vg41, ..., 044} a G.

Asi, obtenemos un nuevo grafo bipartito G’ = (V1 (G") U Vo(G'), E(G’)) donde,

Vi(G") = Vi(G)uV
Va(G') = V5(G)
E(G") = E(G)

Ademas, |V1(G")| = |Va(G')].
Luego, para construir A(G’) basta agregar a A(G), c filas nulas y ¢ columnas
nulas.

En consecuencia,
rang(AM — A(G")) = rang(A — A(G)).

Asi los valores propios de G’ coinciden con los valores propios de G.

O

Teorema 4.4.3. En un grafo G de orden n, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) G es bipartito.

(b) Los valores propios no nulos de G, vienen dados por pares \;, \;, tales que,
Ai = —Aj. En consecuencia la cantidad de valores propios no nulos de G es

par.
(c) P(G;\) o AP(G;\) es un polinomio en 2.

(d) S0 A7t =0, para todo entero positivo t.

i=1""

Demostracion.

(a) = (b)
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Por Lema (4.4.4), para cada A , valor propio no nulo de GG, tenemos que, —\ es
también un valor propio de G. Asi el nimero de valores propios no nulos de G es
par.

(b) = (c) Por hipotesis tenemos que el orden de G es n, luego por Teorema
fundamental del algebra, G' posee n valores propios.

Caso (1): G no tiene valores propios nulos. Asi, por (b) tenemos que los n = 2¢
para algin entero positivo q.

Sean, A1, —A1, A2, —Ag, ..., Ag, =g los valores propios no nulos de GG, no necesari-

amente distintos. Asi, tenemos que,

PGA)=A=A)A+A)A=A) A+ X)) ... (A=A A+ )
= (A=A = A (AP =02,
En consecuencia, P(G; ) es un polinomio en \2.

Caso (2): G posee ¢ valores propios no nulos y r valores propios nulos, (r € IN).

Supongamos por (b) que
AL, = A1, A, —Ags o A — A
, son los valores propios no nulos de GG. Luego los valores propios de GG son
AL, = A1, A2, = Ao, Agy = Ags At - o Agr

donde, )\q_;’_l - )\q+2 - ... = )\q-‘rT - O
Asi,

P(G5A) = (A =AM+ A = A) A+ A) oo (A= A (A + A\ — 0
= (A2 AN = A2 (A2 = A (A — 0

q

=¥ [I02-)
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Si r = 2t, para algtn entero ¢t > 1, tenemos que:
q q

N CSEPHEPT | [DREPY

1=1 1=1

— 7).

;Q
e

— ()\2)16
i=1
Por lo tanto, P(G;\) es un polinomio en A\2.

Si r = 1, tenemos que:
q q
P(G; \) _AH —A) = APGA) = N[ =2

=1

En consecuencia, AP(G; \) es un polinomio en A\2.
Sir =2t + 1, para algtn entero ¢t > 1, tenemos que:
q

q
A\ H()\2 _ )\?) — )\2t+1 H()\z . )\22)

1=1 i=1

Asi,

Luego,
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En consecuencia,

AP(G5 ) = (%) 12[(A2 - )

el cual es un polinomio en A2
(c) = (b)
Sea G un grafo de orden n y P(G;\) el polinomio caracteristico de G.
Supongamos que P(G;\) es un polinomio en A%, entonces o podemos expresar

como sigue:
Q) = (A2 = B (N2 = Ba) ... (A2 = By), (4.16)

donde B; € R, con 1 <7 <t < mn, son sus raices.
Por otro lado, cada factor en (4.16) es un polinomio en de grado igual a 2, luego

por Teorema fundamental del dlgebra éste posee dos raices. Asi,

= A2+ (a; + b))\ + ab;.

Por igualdad de polinomios, tenemos que
a; +b; =0y asi a; = —b;,

luego para todo 1 < i < ¢, (A2 — 3;) = (A2 — a?) y (4.16) queda expresado de la

siguiente manera,

Q) = (N —af)(N* = B2) ... (\* = By).
Asi, QA =0si (N2 =a?) =0V (N —dadd)=0V...V(A\? —a)=0.
En consecuencia, las raices de P(G; \), es decir los valores propios de GG, vienen

dados en pares a;, —a;.
(b) = (d)
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Sea GG un grafo. Si A\; es un valor propio de G, entonces tenemos que, —\; es
también un valor propio de GG. Asi, para cada par de valores propios A;, —\; ocurre
que,

A () =0

donde t es un entero positivo.

En consecuencia,

Z A1 =0, para todot € N.

i=1
(d) = (a)
Sean G un grafo , con vértices V(G) = {vy, ..., v, }, A(G) la matriz de adyacencia

de G y Ay, ..., A\, los valores propios de GG. Tenemos que,
Z M1 =0, paratodot e N. (4.17)
i=1

Por Proposicion 3.1.1, si A; es un valor propio de A(G) entonces )\ft_l es un valor
propio de A(G)*~1.

Por otro lado, por Proposicion 2.2.1, el valor de la entrada (i, i)-ésima de A(G)*~?
(k € IN), es el nimero de cadenas cerradas de longitud &k de extremos igual a v;, con
(1 <i<n).

En consecuencia, Tr(A(G)*~!) es el ntimero de cadenas cerradas de longitud
2t —1lenG.

Sabemos por Teorema 3.2.13 que, Tr(A(G)*1) =377 (A)* . Entonces >_;  (X;)*™!
es el nimero de cadenas cerradas de longitud 2t — 1 en G.

Dado que, Y i, (M)* 1 =0 (t € IN), tenemos que el niamero de cadenas cerradas

de longitud impar en G es cero.

Luego por Teorema 1.5.1, G es bipartito.
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4.4.5. Relacién entre valores propios y grafos regulares

Los grafos regulares pueden ser caracterizados usando sus espectros.

Consideremos 1,, = [1],x1 (vector con n coordenadas todas iguales a 1), el cual
juega un papel muy importante en éste y otros muchos criterios que tienen que ver
con valores propios, asi como J,, = [1],, la matriz cuadrada de orden n, cuyas entradas

son todas iguales a 1.
Proposicion 4.4.1. Sea G un grafo simple y k-reqular de orden n, entonces:
(a) k es un valor propio de G.

(b) G es conexo si y solo si la multiplicidad algebraica del valor propio k es igual

al.

Demostracion.

(a) Sean G un grafo de orden n y A(G) = [a;j,, la matriz de adyacencia de G. Por
hipotesis G es k-regular, luego por Definicion 1.3.3, dg(v) = k para todo v € V(G).
Asi, la suma de las entradas de cada fila o de cada columna de A(G) es igual a k.

Probar que £ es un valor propio de G, es equivalente a encontrar un vector v tal

que,

A(G)v = kv. (4.18)

Veamos que v = 1,, = [1], 1 satisface a (4.18).

1 > i1 a1 k 1
AT = lagle || = |27 | = 1] = || = kit
_i_ _Z?;l (i | _l.c_ _i_
luego,
A(G)1, = k1, (4.19)

Asi, k es un valor propio de G y 1, es un vector propio de G asociado a k.
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Luego queda probado (a).

(b) (=) Sea G un grafo simple con vértices V(G) = {vy,...,v,}, k-regular y
conexo, con matriz de adyacencia A(G) = [a;] = A.

Por (a), tenemos que, k es un valor propio de G.

Queremos probar que k tiene multiplicidad algebraica igual a 1. Dado que A(G) es
una matriz real y simétrica de orden n, y k es un valor propio de A(G), entonces por
Lema 3.2.1, la multiplicidad geométrica y la multiplicidad algebraica de k coinciden.

Asi, basta probar que la multiplicidad geométrica de k es igual a 1. Para ello,
por Definicion 3.1.5(b), debemos probar que el espacio propio asociado a k tiene
dimension 1, es decir que éste espacio es generado por un vector.

Sea

€

X2

Tn

un vector propio de G asociado a k.

Entonces, por definicién de valor propio, tenemos que,

AX = kX, (4.20)

donde AX = [bi]nx1 ¥ kX = [ci1]nx1-

Sea |z;| = max{|x;|}]—,, tomado sobre las entradas de X, esto es,
|z;| < |z;| paratodol <i<mn,. (4.21)

Establecemos una relacion entre la entrada x; del vector X y el vértice v; de
V(G).

Consideremos V; = Ng(v;) e I; = {i € {1,2,...,n} :v; € V;}.

Tenemos que |V;| = k, pues G es k-regular.

Dado que G es simple, para A(G) = [a;;], se tiene que a;; = 0 6 a;; = 1. Luego,
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la j1-ésima entrada de AX viene dada por:

Ty
T2

bjlz a1 Gj2 ... CLjn:| i = E Z;
: iEIj
Tn

Por otro lado, la j1-ésima entrada de kX es:

Cji = ]{Il’j.

Asi, por (4.20), bj; = ¢;1, es decir,

> @ = k. (4.22)

viEVj

Entonces,

[kai| = Klai| = |5+ (k = Dlal = 1) _wl <D Jaal-

i€l icl;

Como para todo z; tenemos que, |z;| < |z;| , entonces

|+ (k= Dlay] <Y ol = |l +1 Y il < Jaal + (k= Dl l.

Z'GI]‘ ’iEIj’i#l

En consecuencia,

|5 + (k= D] < faf + (B = 1)y,

asi, |z;| < |z;| para todo z; tal que, v, € V;.
Pero, por (4.21), tenemos que, |z;| < |z}
Luego, |z;| = |x;|, para todo z; tal que v; € V.
Afirmacion: Para todo z;, tal que v; € Vj, tenemos que x; = ;.
Probemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que existe z; tal que v, € Vj, y x; # x;, entonces dado que |z;| = |z,

tenemos que xr; = —x;.
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Luego,

Z |Z’Z|:l’j+$]+—l—l']—l']:(k’—Q)l’]
Uie‘/}

Asi,

S il = (= 2)a;.

UiGVj
Contradiccion, ya que por (4.22), Zvievj z; = kx;.
En consecuencia, tenemos que,
r; =x; para todo v; adyacente a v;. (4.23)

Probemos que todas las coordenadas de X son iguales.

Consideremos los conjuntos V; = {v;} UV, y V, = V(G) — V4, los cuales son una
dicotomia de V(G).

Notese que si v € Vs, v no es adyacente a v;.

Caso (I): Vo =0, luego |V1| = n.

Por (4.23), x; = x; para todo 1 <i < n.

Asi, todas las coordenadas de X son iguales.

Caso (II): V5 # 0.

Luego, dado que G es conexo, por Teorema 1.6.2 existen v; € Vo y v, € V; tal
que {vy,v.} € E(G). Es decir, v; es adyacente a v,.

Por definicion de V}, v, # v;, luego v, € Vj, es decir v, es adyacente a v;. Asi por
(4.23), x, = z;, y en consecuencia |z,| = max{|z;|};.

Aplicando a r un procedimiento analogo al anterior aplicado a j, estableciendo
una relaciéon entre la entrada z, y el vértice v,, obtenemos que, z; = z, = z;. Es
decir, z; = z;.

Continuando con éste razonamiento, dado que G es finito, este procedimiento
finaliza, y concluimos que todas las coordenadas de X son iguales.

Asi, para todo vector propio X asociado a k, existe a € R, tal que:
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(%
X = . a[l]nxl~

«

Luego, el vector 1,, = [1],,x1 genera al espacio propio asociado a k, y como {1,,} es
linealmente independiente, {1, } es una base para Ej, entonces dimE;, = 1 = my(k).
Asi, dado que my(k) = m,(k), la multiplicidad algebraica de k es igual a 1.

(=)

Supongamos que k posee multiplicidad algebraica igual 1 y que G es disconexo.

Sean Gy, Gy, ...,Gy, con ¢ > 1, las componentes de G.

Dado que, cada componente de GG es un subgrafo conexo de GG, y ademas G es
k-regular, entonces G; es k-regular. Por (b)(=), tenemos que k es un valor propio
de multiplicidad algebraica 1 para cada G;, con 1 <17 <gq.

Por Proposiciéon 4.1.1, tenemos que:

P(G;\) = P(Gi; A P(Go: ) ... P(Gy: M.

Luego, k es raiz de P(Gy; A) para todo i, con multiplicidad algebraica 1. Asi, k es
raiz de P(G;\) con multiplicidad algebraica g. Contradicion, pues k es valor propio
de G con multiplicidad algebraica 1.

Asi queda probado (b). O

Teorema 4.4.4. Un grafo G es reqular y conexo si y solo si J, = [bij],, donde

bi; =1 para todo 1 <i,j <n, es una combinacion lineal de potencias de A(G).

Demostracion. Sea G un grafo tal que V(G) = vy, vq,...,0,, A(G) = [aj]n = A
con a;; € Z* la matriz de adyacencia de G y J, = [b;j],, donde b;; = 1 para todo
1<4,9 <n.

(=)

Probemos que G es conexo.

Sean v;,v; € V(G) y sea a;; la ij-ésima entrada de A, es decir, a;; = m(v;, v;).
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Por hipétesis .J,, es combinacién lineal de potencias de A, esto es, existen Alt, A2, .. Alm

potencias de A, tales que:

Jp = a1 A" + 0 A + .+ o, A (4.24)

donde oy, € R para todo k € {1,2,...,m}.
Luego, por (4.24) y definicion de J,
bij = ozlai-;- + ogaﬁj- + ...+ ozmaﬁ-;?‘ =

donde a?;- representa la ij-ésima entrada de A%, para todo I, con 1 < k < m.

Asi, akaﬁ’; # 0 para algun [j.

En consecuencia, aﬁ’; # 0 para algtun [.

Entonces por Proposicion 2.2.1, existe una cadena en G de longitud [ que une a
los vértices v; y v;.

En consecuencia, para todo par de vértices v;,v; € V(G) existe una cadena que
los une. Asi por Definicion (1.6.1), G es conexo.

Para probar que G es regular, consideremos las matrices J,A = [c;|, v AJ, =

[tijln-
Luego,
ay;
a5 n
Cij:|:1 1 ... 1} _] :Zaij.
: i=1
Qpj

Por lo tanto, ¢;; = Y1, a;; y por Observacion 2.1.1(d), Y1 a;; = da(v;).
Asi,
¢ij = dg(v;)  para todo i. (4.25)

Por otro lado,
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1
1 n

tij = [ail aig - .. am} . :Zaz’j-
1

Por lo tanto, t;; = >

i—1 @i y por Observacion 2.1.1(d), > 77, aij = da(vi).
Asi,

j=1

tij = dg(v;) para todo j. (4.26)

Dado que Al* A = A% Al y por (4.24) tenemos que:

JpA = (A" + ap AR+ a, AT A
=y (A" A) + oy (AZA) + .. 4 (A A)
= ay (AAD) 4+ oy (AAR) + . 4 oy (AAM™)
= A(a; A") + Al A”) + ..+ A, A)
= A(a A" + ap AR 4 .+ a,, A
= AJ,.

Asi, J,A = AJ,, es decir, ¢;; = t;; para todo 7, j y en consecuencia, por (4.25) y

(4.26) tenemos que:

dg(v;) = dg(vj), para todo i, 7.

Luego por Definiciéon 1.3.3, G es regular.
(=)
Supongamos que G es k-regular. Luego por Proposicion 4.4.1(a), k es un valor

propio de GG. Asi, por Teorema 3.3.3, el polinomio minimo de G viene dado por:
V(G A) = (A= k)g(A) (4.27)

donde ¢ es un polinomio en A con un grado menos que ¥(G; \).
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Por otro lado, por Definicion 4.1.2, A satisface (4.27), es decir, ¢(G; A) = 0.
Luego,

B(GA) = 0= (A= kI,)g(A) =0
= Ag(A) = kg(A).

Denotemos por M/ la j-ésima columna de cualquier matriz M. Entonces, como

[Ag(A))) = [kg(A)}, tenemos que

En consecuencia, por definiciéon de valor propio, cada [g(A)]’ es un vector propio
de G asociado al valor propio k de G.

Luego por Proposicion 4.4.1(a), [g(A)]’ es un multiplo de 1,, = [1],x; para todo
j€{l,...,n}, es decir,

[g(A)]j = ajlna
para algin o; € R, con a; # 0.
Por lo tanto,
a1 o ... Oy
a; Qg ... Oy
g(A) =
a1 o ... Oy

nxn.

Por otro lado, g es un polinomio en A con un grado menos que ¥(G;\), y g(A)

viene dado por:

g(A) = b A" + b, A b A°,

donde b, € R, para todo ¢ € {r,r —1,...,0}.

Dado que A* es simétrica para todo k € {l1,ls,...,1,}, entonces,
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a1 Qo (67
a1 Qo «

g(A) = " = [9ij]n
a1 o ... Oy

nxn

es simétrica, y asi g;; = ¢;. Fijando j tenemos que, ¢;; = a; = g;; = «;, para

todo i € {1,...,n}, es decir,

g1 = & = gj1 = q

goj = Qi = (jo = Q2

Inj = Q5 = Gjn = Qp

en consecuencia,

=y =...=q, =q, (a #0).
De aqui,
(1 1 1]
1 1 . 1
9(A) =a
1 1 ... 1
- - nXn
=0, A" + b, AT+ 4 b AL,
Asi,

OéJn = bT»AT + br_lAr_l + ...+ b()AO.
En consecuencia,
Jn = ﬁrAr + 5T—IAT_1 +...+ ﬁOAou

donde, §, = %‘1, para todo ¢ € {r,r —1,...,0}.

Luego, J,, es combinacién lineal de potencias de A.
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4.4.6. Valores propios de grafos complementarios

Definicion 4.4.4. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo simple.
Definimos grafo complementario de G o complemento de G, como el grafo
simple G = (V(G), E(G)), donde V(G) = V(G) y {v;,v;} € E(G) si {v;,v;} & E(G).

Proposicion 4.4.2. Sea G un grafo simple k-reqular de orden n con valores propios
k, A2, X3, ..., An. Entonces G y su complemento G poseen los mismos vectores propios

y los valores propios de G son:
n—k—1,—-1—=Xy; =1 —=A3;...; =1 —\,.

Demostracion.

Sea G un grafo simple k-regular de orden n con matriz de adyacencia A(G) =
[aij]n v G el complemento de G con matriz de adyacencia A(G) = [b;;],.

Tenemos por Definicion 4.4.4 que G es simple y ademas {v;,v;} € E(G) si

{vi,v;} & E(G).

Asi,
1 sii#y
CLij —+ bij =
0 sit=j.
Luego,
l—a;; sii#j
bij —
0—a;; sii=y.
y asi

En consecuencia,

donde J,, = [1],.
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Por el Teorema espectral, existe una base ortogonal S = {1, us,...,u,} de vec-
tores propios de GG, asociados a los valores propios, k, A1, As, ..., A, de G respectiva-
mente.

Sabemos que, 1,, = [1],x1 es un vector propio de G asociado al valor propio k de

G.
Probemos que 1,, es un vector propio de G.
Tenemos que,
AG)1, = (J — I, — A(G)1,.
Sea J —n — I, — A(G) = [cij]n-
Luego,
1—-0—a;; sii#3
Cij = ! ?é J (428)
1—-1—-0 sii=j.
Entonces,

Asi, la fila i-ésima de A(G)1, viene dada por:

1

1
[Cil Co ... Ci ... Cin] . =C¢1+...+C5+ ...+ Cin.

Por (4.28), tenemos que:

cl-1+...+ci2-+...—|—cm:(1—ai1)+...+(1—am_l)—i—(l—ai,iﬂ)—i—...—i—(l—am)
:(n—l)l—(ai1+...+ai7i_1+ai,i+1+...+am)
=n-1)—k

Luego,
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[Cil Cio2 ... Ci ... Cip . =n—1-—k%.

Este resultado no depende de la fila escogida y en consecuencia,

A@)1, = (J — I, — A(G))1,
= [n — 1 — k]nxl
=(n—-1-k)1,.

Entonces,

A@)1L, = (n—1— k)1,

asi, 1, es un vector propio de G asociado al valor propio n — 1 — k de G.

Ahora, sea u; € S, con 2 <4 < n. Veamos que u; es un vector propio de A(G).

Tenemos que,

AGu; = (J — I, — A(G))u;
= Ju; — Iyu; — A(G)y,

Como s es ortogonal, 1,u; = 0, en consecuencia, Ju; = [0],x;.

Por otro lado, u; es un vector propio de G asociado a \;, asi A(G))u; = A\u;.

Luego,

A(G)u; = [0]nx1 — ui — A

Br. Janeth Canizalez Escobar
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entonces,

AG)u; = (=1 — \y)uy, Para todo, u; € S,

y asi u; es un vector propio de A(G), y esta asociado al valor propio —1 — \;,
para todo 2 <17 < n.
En consecuencia, G y su complemento G poseen los mismos vectores propios, y

los valores propios de G son:

n—k—1;, =1 —Xg; =1 = Ag;...; =1 = A\,.

Br. Janeth Canizalez Escobar



CONCLUSIONES

Fué de gran importancia, como se esperaba, manejar los conocimientos de algebra
lineal, para obtener nuestros resultados propuestos, de aqui que dichos conocimientos
son imprescindibles para el estudio de la teoria de grafos espectrales.

Hasta aqui hemos hallado, mediante la representaciéon de un grafo por su matriz
de adyacencia, los autovalores de cierto tipos de grafos. Hemos presentado la forma
que tiene el espectro de grafos completos y grafos bipartitos completos. Dimos la
definicion de grafos coespectrales como herramienta para saber cuando se puede de-
terminar un grafo mediante su espectro. Se obtuvieron las cotas de varios parametros
de un grafo, tales como grado maximo y minimo de un grafo y didmetro en grafos
conexos, todo esto en funcién de los valores propios de sus matrices de adyacencias.
Asi como también cotas para los valores propios maximos y minimos de un grafo a
partir de los valores propios maximos y minimos de uno de sus subgrafos inducidos.
Se mostré mediante teoremas, caracteristicas de los valores propios para grafos bi-
partitos y grafos regulares. Se demostrd que un grafo y su complemento poseen los
mismos vectores propios y se obtuvieron, a partir de los valores propios de un grafo,
los valores propios del complemento de dicho grafo.

Los resultados obtenidos en este trabajo han sido la base de varios articulos,
algunos de ellos publicados. Se proponen los siguientes problemas abiertos y futur-
os desarrollos: Extender el estudio que realizamos a multigrafos y digrafos, estudiar
otros parametros relacionados con la distancia en grafos, obtener cotas mas especi-
ficas a partir de las que se proponen en el trabajo, caracterizar los grafos en los que

se alcanzan las cotas de algunos de los parametros estudiados.
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