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“EL. TEOREMA DE HARNACK”

RESUMEN

Se pretende hacer un breve estudio de las funciones armdonicas. Dichas funciones

tienen segundas derivadas parciales continuas y cumplen con la llamada ecuacion
0%u N 0%u
ox? = Oy?
una demostracion del Teorema de Harnack como lo expone [C|. Este Teorema es un

de Laplace, a saber, = (0. Como objetivo principal, se tiene, presentar
importante resultado en el analisis complejo pues establece que el espacio de funciones
armonicas, sobre una region, es completo. Ademés, senala que toda sucesion creciente
en el mencionado espacio 6 converge a una funciéon armoénica del espacio 6 tiende a
infinito uniformemente sobre subconjuntos compactos de la regiéon. Por tdltimo, se
desea realizar un estudio breve de las funciones subarmdnicas y extender, a este tipo

de funciones, algunos de los resultados obtenidos para funciones armoénicas.

il



INDICE

Agradecimientos
Resumen

1. Introduccion.
2. Preliminares.

3. Funciones Armoénicas.
3.1. Propiedades basicas de las funciones armoénicas. . . . . . . . .. . ..
3.2. Funciones armonicas conjugadas. . . . . . . . .. ... ...
3.3. Algunas aplicaciones de las funciones armoénicas conjugadas. . . . . .

3.4. Estudio local de las funciones armoénicas. . . . . . . . . . . ... ...

4. El Teorema de Harnack.
4.1. La desigualdad de Harnack. . . . . . . . ... ... ... .. .....
4.2. FEl Teorema de Harnack. . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

5. Funciones Subarmoénicas y Superarmoénicas.
A. Notas Finales.

Referencias bibliograficas.

il

ii

12
12
13
14
23

32
32
34

38

43

45



CAPITULO 1
INTRODUCCION.

La ecuacion de Laplace fue introducida por necesidades de la mecénica New-
toniana, pero aparece en muchas ramas de la fisica tedrica como la astronomia,
electrostatica, mecanica de fluidos, mecénica cuantica, entre otras. A las soluciones
de tal ecuacion se le llaman funciones armdnicas. Las funciones armonicas tienen se-

gundas derivadas parciales continuas y cumplen con la llamada ecuacion de Laplace,
0%u N 0%u
oxr?  0y?
se presenta, se hace desde un punto de vista topoléogico.

a saber, = 0. El estudio de las funciones armonicas, que en este trabajo

Se han conseguido resultados al estudiar funciones armoénicas sobre regiones. En-
tre ellos mencionamos el Teorema de Harnack, el cual fué estudiado por el matemaético
aleman Carl Gustav Axel Harnack (7 de mayo de 1851. Tartu, Estonia - 13 de abril
de 1888. Dresden, Alemania) y dice que el conjunto de las funciones armonicas sobre
una region G, que denotaremos por Har(G), es completo; ademas, este Teorema
senala que toda sucesion creciente (uy,),en en Har(G) 6 converge a una funcion en
Har(G) 6 tiende a infinito uniformemente sobre subconjuntos compactos de la region
G.

En el capitulo 2 se presentan algunas definiciones, notaciones y resultados basicos
del anélisis complejo, siendo uno de los resultados més importantes en este capitulo
el hecho de dotar al conjunto de las funciones continuas (definidas en un subconjunto
abierto G del conjunto de los ntimeros complejos en un espacio (2, d) completo) de
una métrica p con la cual se convertird en un espacio métrico completo que a futuro,
en los siguientes capitulos, serda de gran relevancia para nuestro interés como lo es el
estudio de las funciones armonicas.

El capitulo 3, en un principio, introduce las nociones basicas sobre las funciones
armoénicas y funciones armonicas conjugadas. Luego, expone resultados importantes
acerca del estudio de dichas funciones tales como el Teorema del Valor Medio, el

Principio del Maximo (primera y segunda versién) ademas de un estudio local de
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las funciones armonicas (sobre discos) y una caracterizacion importante de estas
funciones, la cual involucra la Propiedad del Valor Medio.

En el capitulo 4 se tiene como objetivo el estudio del Teorema de Harnack. Antes
de realizar la demostracion de este Teorema se hace un estudio de la Desigualdad de
Harnack, la cual es fundamental para lograr el objetivo que se quiere. Finalmente,
el capitulo 5 presenta un estudio de las funciones subarmdnicas y superarmonicas;
dicho estudio arroja un resultado importante como es el hecho de que el Teorema de

Harnack no es vélido para funciones subarmonicas (ni para las superarmonicas).

Luis Castillo Flores



CAPITULO 2
PRELIMINARES.

En este capitulo se presentan algunos resultados basicos del analisis complejo que
seran de gran utilidad para el desarrollo de este trabajo.

En lo que sigue denotaremos por C al conjunto de los ntimeros complejos. Para
simplificar notacion, a un punto z = x + iy en C también lo denotaremos por (z,y).

Consideremos el conjunto

. 1\* 1
S = (O.QB,’Y):Q ‘f‘ﬁ +<’7_§) :Z )

el cual graficamente representa “un cascaréon esférico” como se observa en la Figura
2.1. A cada punto P = («, 3,7) en S le asociamos el nimero complejo z = (x,y)
que resulta de la interseccion de la recta que pasa por los puntos (0,0,1) y P =
(e, B,7) con el plano C (notese que S — {(0,0,1)} = C). A z se le llama proyeccion
estereogrdfica de P = («, 3,7).

FIGURA 2.1: Esfera de Riemann.

Mas especificamente, si P = (a, 3,7) € S y su namero complejo asociado es

z = (x,y) entonces obtenemos las siguientes relaciones:
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&
2. = —.
z
3. =
« x2+y2_|_1
Y
4. =
b 2+ y?2+1
2 + y?
5- ’y:ﬁ
¢ +y*+1

Ahora bien, si agregamos el oo a C entonces los entornos de oo serén las proyecciones

de los entornos de (0,0, 1). Por lo tanto, podemos asociar oo con el punto (0,0, 1).

DEFINICION 2.1. Llamaremos plano complejo extendido al conjunto CU {oo},

el cual denotaremos por C4 (es claro que Co, = 5).

Observacion 2.1. En este trabajo utilizaremos las siguientes notaciones, para un

subconjunto A de X

(a) El interior de A lo denotaremos por int(A).
(b) La clausura de A lo denotaremos por A~.
(c) La frontera de A lo denotaremos por OA.

(d) La frontera extendida de A es la frontera de A en Cy y lo denotaremos por

OxcA.

También, en lo que sigue, consideraremos que:

(e) D representa el disco abierto unitario, es decir, el disco abierto centrado en 0 y

de radio 1.

(f) B(a,r) y B(a,r) representan los discos abiertos y cerrados, centrados en a y de

radio r, respectivamente.

Recordemos ahora algunas definiciones y resultados de analisis complejo.

DEFINICION 2.2. (a) Un espacio métrico (X,d) es conexo si los unicos subcon-

jguntos de X que son tanto abiertos como cerrados son & y X.

Luis Castillo Flores
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(b) Si A es un subconjunto de X entonces A es un subconjunto conexo de X si
el espacio métrico (A,d) es conezo.
Un tipo de conjunto conexo especial con el que trabajaremos es el llamado simple-

mente conexo.

(c) Un conjunto es simplemente conexo si su complemento es conexo (en pocas

palabras este es un conjunto “abierto y sin agujeros”).

(d) Una region es un subconjunto abierto y conexo de los nimeros complejos.

Recordemos que una funcion f definida en un subconjunto abierto G de C es
analitica si esta tiene derivada en cada punto de G. También es ttil recordar la
existencia de derivadas de cualquier orden de una funcion analitica, es decir, si f es
una funcion analitica entonces f es infinitamente diferenciable.

Sea G un subconjunto abierto de C. Si (£2,d) es un espacio métrico completo
entonces denotaremos por C(G,€2) al conjunto de todas las funciones continuas de
G en ) (el cual es no vacio pues contiene al menos a las funciones constantes).

Dotaremos al conjunto C(G,§2) de una métrica con la cual se convertird en un
espacio métrico completo. Para ello haremos uso del siguiente resultado del analisis

complejo.

PROPOSICION 2.1. Si G es un conjunto abierto en C entonces existe una sucesion
(Kn)new de subconjuntos compactos de G tales que G = |J -, K,,. Mds aun, los

conjuntos K,, pueden ser escogidos satisfaciendo las siguientes condiciones:
(a) Kn C Kn+1.
(b) K C G y K es compacto implica que K C K,, para algin n.

Puede demostrarse que para cada nimero entero n > 1, si hacemos

Kn—{zEC:|z\<n}ﬂ{z€@:d(z,@—G)>l},

n

entonces (K,) satisface las condiciones de la Proposicion 2.1. Para detalles ver [C].

Ahora bien, si G = U;O:l K, donde cada K, es compactoy K,, C K,,1, definamos

pn(f,9) = sup{d(f(2),9(2)) : z € Ky},

Luis Castillo Flores
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para funciones f y g en C(G, Q).

Notese que 0 < p,(f, g) < oo para todo n y para cualesquiera f y g continuas, ya
que por la compacidad de K, los conjuntos f(K,) y g(K,) poseen didmetro finito;
lo cual implica que el conjunto {d(f(z),g(z)) : z € K,} es acotado en R. Por otro
lado, es facil verificar que p,, es una métrica en el espacio C(G, 2).

Sin embargo, para convertir a C(G,€)) en un espacio métrico completo debemos
definir otra métrica mas general y que no dependa de la escogencia de la sucesion

(Ky)nen- Con el fin de cumplir este objetivo, definamos para cualesquiera f y g en

C(G,Q)
" palf.9)
Z( ) L4+ pu(f,9) 21)

Dado que #(1 +#)™* < 1 para todo ¢t > 0, la serie en (2.1) converge (ya que esta

. n . L.
min ry (3 u una seri métrica).
dominada po ° . (1)" 1a cual es una serie geométrica,

PROPOSICION 2.2. Sea p la métrica definida como en (2.1), entonces (C(G, ), p)

€s un espacto meétrico.

Demostracion. Sean f,g € C(G,Q). Es claro que p(f,g) = p(g, f) por ser d una
métrica en Q. Por otra parte, si p(f, g) = 0 entonces p,(f, g) = 0 para todo n lo cual

implica que f|g, = g|k,, dado que G = |J,—, K,, se obtiene que f = g. Por ultimo,
pulfs9)

L+ pu(f,9)
que f,, es también una métrica en C(G, (), y usando este hecho se demuestra que p

si hacemos p, = entonces al ser p, una métrica en C(G, () tenemos

verifica la desigualdad triangular. ]

El siguiente Lema es de suma importancia puesto que ademas de ser fundamental
para demostrar la completitud del espacio (C(G, §2), p) nos permitira concluir que la
escogencia de los conjuntos compactos K, no altera la topologia que induce la métrica
p. Es decir, métricas p generadas a partir de diferentes sucesiones de compactos K,

satisfaciendo las condiciones de la Proposicion 2.1 son topolégicamente equivalentes.

LEMA 2.1. Sean G un subconjunto de C y p la métrica definida como en (2.1).
Dado € > 0 existe 6 > 0 y un conjunto compacto K C G tales que para f y g en
C(G,Q),

sup{d(f(z),9(2)) : z € K} <d = p(f,9) <e. (2.2)

Luis Castillo Flores



CAPITULO 2. Preliminares. 7

Reciprocamente, si 6 > 0 y un compacto K C G son dados, existe € > 0 tal que para
fygenC(GQ),

p(f.9) <e=sup{d(f(2),9(2)): z € K} <d. (2.3)

Demostracion. Fijemos ¢ > 0. Ya que la serie )~ (%)n es convergente, existe un
€
entero p de modo que ) i1 (1) < 7 Escojamos K = K, (donde K, pertenece a

la sucesion (K, ),ew dada por la Proposicion 2.1). Por otro lado, por la continuidad

de la funcién en t = 0 obtenemos la existencia de un 6 > 0 de manera que

t <5 0<t<d
S E— —Slem re que .
1+t o empred

Ahora bien, supongamos que f y ¢ son funciones en C(G, 2) satisfaciendo que
sup{d( (2),9(2)) : z € K} < 4§, como K,, C K, = K para 1 < n < p, entonces
< pu(fyg9) < sup{d(f(z),9(2)) : z € K} < para 1 < n < p, por lo que resulta

n €
p (£.9) < — para 1 < n < p. Por consiguiente,

L+pa(f,9) 2
p n pnfg) p 1n6 o0 1n8_—€ % B
2() —1+pn(fg)<;(§) §<;(5) 2 2 tToI s

Por lo cual, finalmente obtenemos

(. >=Z<%)%+ > (%)%

n=p+1
pn(f.9) S (1)”
() 1+pnf9)+nzp;1 2
9 6_
2727

Para demostrar (2.3), supongamos ahora que K y d son dados. Por la Proposiciéon

2.1 existe un entero p > 1 de modo que K C K, por consiguiente

sup{d(f(2),9(z)) : z € K} <sup{d(f(2),9(2)): 2z € K,} = p,(f.9). (2.4)

en el punto s = 0, existe r > 0

Ahora bien, por la continuidad de la funcion ] i

t
< 0 siempre que 0 < s < 7. Asi, cuandot > 0y —— < r

de manera que
1—s 1414

Luis Castillo Flores
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. r .
entonces t < §. Escojamos ¢ = > y se verifica entonces que

<
5 3

1\ p,(f.9) = (1\" pu(f.9)
pfg)<e= (5> 1+ pp(f, 9) S Z( ) L+ pu(f, 9)

n=1
pp(f7 g)
L+ py(f. 9)

= pp(fr9) <0
= sup{d(f(2),9(2)) : 2 € K} <3,

< 2Pe=r

donde la tultima implicacién es consecuencia de (2.4). [

PROPOSICION 2.3. (a) Un conjunto O C (C(G,R), p) es abierto si, y sdlo si, para

cada f € O existen un conjunto compacto K y un 6 > 0 tales que

{g:d(f(2),9(2)) <d,z€ K} CO.

(b) Una sucesion (fn)new en (C(G,Q2),p) converge a una funcion f si, y solo s,
(fn)new converge a f uniformemente sobre todos los subconjuntos compactos
de G.

(c) Una sucesion (fn)nen en (C(G,Q), p) converge a una funcion f si, y sdlo si, para

todo z € G existe r, > 0 de manera que f, — f uniformemente sobre B(z,7.).

Demostracion. (a) Si O es un conjunto abierto en (C(G,Q),p) vy f € O entonces
existe € > 0 de manera que {g : p(f,g) < e} C O. Por la primera parte del Lema
anterior existen § > 0y K C G compacto tales que para cada f,g € C(G, ) sucede
que

sup{d(f(2),9(z)) : 2 € K} <é = p(f,9) <e.

De esta manera,

g€{g:d(f(2),9(2) <d,z€ K} = d(f(z),9(z)) < §; para todo z € K
= sup{d(f(z),9(z)) :z € K} <§

=p(f,9) <e
=g€0.

Luis Castillo Flores
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Reciprocamente, si el conjunto O posee la propiedad de que para toda f € O existe

un conjunto compacto K y un ¢ > 0 tales que
{9:d(f(2),9(z)) <é,2€ K} CO,

entonces por la segunda parte del Lema anterior para cada f € O podemos escoger

e > 0 de modo que

ge{g:pf.g) <ep=plfg) <e
= sup{d(f(2),9(2)) : 2 € K} <6
= d(f(2),9(z)) < 0; para todo z € K
=g €{g:d(f(2),9(z)) <6,2€ K} C O,

lo que demuestra que O es abierto.

(b) Sea K un subconjunto compacto de G y fijemos 6 > 0. Por el Lema anterior
existe € > 0 satisfaciendo (2.3). Como f,, — f en (C(G, ), p) podemos escoger un
entero N > 1 (que depende solo de £) de manera que p(f,, f) < € siempre que n > N.
De esta manera, si n > N entonces resulta que sup{d(f.(z), f(z)) : z € K)} <6 lo
cual equivale a decir que f,, — f uniformemente en K.

Supongamos ahora que f, — f uniformemente sobre cualquier compacto de G. Sea
e > 0, de nuevo por el Lema 2.1 existen 6 > 0 y un conjunto compacto K C G de
modo que se cumple (2.2) para todo par de funciones f,g en C(G,(2). Ahora bien,
por la convergencia uniforme de la sucesion (f,) a f en el compacto K existe N > 0
(el cual depende solo de 9) tal que d(f,.(2), f(z)) < ¢ cuando n > N y para todo
z € K, asi sup{d(f(z),9(z) : z € K)} < dsin > N lo cual implica, por (2.2), que
p(fu, [) < € para todo n > N. En consecuencia, se ha demostrado que f, — f en
(€(G.9),p).

(c) El directo es obvio usando la parte (b), ya que si f, — f uniformemente so-
bre cualquier compacto de G entonces en particular, f, — f uniformemente so-
bre las bolas cerradas. Reciprocamente, sean ¢ > 0 y K un subconjunto com-
pacto de G, entonces dado que K C |J,.x B(z,7.) existen zy,2,--- , 2, tales que
K c U, B(z,7s,). Ahora bien, por hipotesis, para cada i € {1,---,n} podemos
escoger N; > 0 de modo que d(f,(z), f(z)) < € para todo z € B(z;,r.,), si tomamos
N = méx{N; : 1 < i < n} entonces se asegura que si n > N, d(f.(2), f(2)) < ¢

Luis Castillo Flores
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para todo z € K, es decir, f, — f uniformemente sobre K. Usando la parte (b) se

obtiene lo requerido. [ |

De esta Proposicion se desprenden hechos sumamente importantes, por un lado
(b) v (c) nos dan una caracterizacion de la convergencia de sucesiones en el espacio
(C(G,Q),p) v por otra parte (a) nos habla de la independencia de la topologia
generada por p con respecto a la escogencia de la sucesion de compactos (K, )nen en

la Proposicion 2.1.

COROLARIO 2.1. La coleccion de conjuntos abiertos es independiente de la esco-
gencia de los conjuntos K,. Esto es, si G = J,—, K, donde cada K] es compacto
y K|, Cint(K, ) y si i es la métrica definida por los conjuntos K, entonces un

conjunto es abierto en (C(G,Q), ) si, y solo si es un abierto en (C(G,), p).

Observacion 2.2. En lo que sigue consideraremos a C(G, ) como un espacio métri-
co cuya métrica p supondremos estd dada por la formula (2.1) para alguna sucesion

de compactos (K, )nen tales que K, C int(K,+1) y G =, K.
PROPOSICION 2.4. C(G,€) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea (f,) una sucesion de Cauchy en C(G,2). Fijemos § > 0, para

cada compacto K C G por el Lema 2.1 existe € > 0 tal que para toda f, g € C(G, )

p(f,9) <e=supld(f(2),9(2) : z € K)} < 0. (2.5)

Como (f,) es de Cauchy podemos escoger un entero N > 0 de modo que
p(fn, fn) < €, siempre que n,m > N. Asi, teniendo en cuenta (2.5), podemos concluir

que para todo n,m > N se verifica

sup{d(fn(2), fm(2)) : 2z € K} <9, (2.6)

lo cual implica que (f,(2)) es una sucesion de Cauchy en (), para cada z. De esta
manera, para cada z € G, por ser (£2,d) un espacio métrico completo, existe un
punto w € € tal que f,(z) — w. Este procedimiento crea una funcion f : G —
(z — w) la cual mostraremos a continuaciéon que es continua y que p(f,, f) — 0.
Sea K un compacto y tomemos N > 0 de manera que se satisface (2.6) para todo

n,m > N. Si z € K es fijo pero arbitrario entonces existe un entero m > N tal que

A(F (). fu2)) = d (10 ful2), fon(2)) = M d(fu(2), Fin(2)) <6

Luis Castillo Flores
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En consecuencia, para cualquier n > N ocurre

d(f(2), fa(2)) < d(f(2), fm(2)) + d(fim(2), fu(2)) <0+ 6 = 20.

Ya que N no depende de z, esta desigualdad vale para todo z € K. Por tanto,
sup{d(fn(2), fm(z)) : z € K} — 0 cuando n — +oc.

Lo que equivale a decir que (f,) converge a f uniformemente sobre todos los com-
pactos de G. Por consiguiente, de la Proposicion 2.3, podemos concluir que (f,)
converge a f en C(G,). Mas atn, como la convergencia es uniforme sobre bolas
cerradas entonces f se el limite uniforme de funciones continuas. Por lo tanto, f es

continua. ]
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CAPITULO 3
FUNCIONES ARMONICAS.

En el presente capitulo se introduce la definiciéon tanto de funciones armonicas
como la de funciones armonicas conjugadas, también se presentara la Propiedad del
Valor Medio y ademés se hara un estudio de dichas funciones de la cual se despren-
den resultados importantes como lo son el Teorema del Valor Medio, el Principio
del Maximo (primera y segunda versién) y una caracterizacion importante de estas

funciones, la cual involucra la Propiedad del Valor Medio.

§3.1. Propiedades basicas de las funciones armoénicas.

DEFINICION 3.1. Sea G un subconjunto abierto de C. Una funcion u: G — R es
armonica si u tiene sequndas derivadas parciales continuas y ademds se satisface
que ) )
% + g—yz =0. (3.1)
La ecuacion (3.1) es llamada ecuacion de Laplace. Al conjunto de las funciones ar-

monicas definidas sobre un subconjunto abierto G de C lo denotaremos por Har(G).

2

Ejemplo 3.1. La funcion u : C — R dada por u(z,y) = 22 — y* es armonica.

En efecto, notese que
a—x(% y) = 2z,
por lo que ,
%(x, y) = 2.
Por otro lado,
6—y(%y) = =2y,
por lo que

0%u
a—yQ(%y) = -2

12
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De esta manera, la funcién u tiene primeras y segundas derivadas parciales continuas
y ademas

0%u 0%u

@(a:,y) + a_yg(xay) =2-2=0.
Por tanto, u es armoénica.

Las funciones armonicas estan estrechamente relacionadas con las funciones analiti-

cas, esto se evidencia en los siguientes resultados (bésicos del anélisis complejo)
cuyas demostraciones en este trabajo se omiten, sin embargo se pueden hallar en

casi cualquier libro de analisis complejo, por ejemplo [P] o [V].

PROPOSICION 3.1. Una funcion compleja [ definida en una region G es analitica
si, y solo si, tanto Re(f) = u como Im(f) = v son funciones armdnicas y satisfacen

las ecuaciones de Cauchy - Riemann.

PROPOSICION 3.2. Una region G es simplemente conexa si, y sélo si, para cada
funcion armonica u en G existe una funcion armonica v en G tal que f = u+iv es

una funcion analitica en G.

§3.2. Funciones armoénicas conjugadas.

DEFINICION 3.2. Sea G una region en C, dadas dos funciones u,v : G — R
diremos que u y v son armonicas conjugadas en G si la funcion f = u +1v es

analitica en G.

Ejemplo 3.2. Sea u: C — R la funcion u(x,y) = 2* — y*. Se sabe, por el Ejemplo

3.1, que u es armdnica. Encontrar una armonica conjugada para u.

Solucion. Supongamos que v : G — R es la funciéon armoénica conjugada de wu.
Siendo esto asi, u y v son la parte real e imaginaria, respectivamente, de una funcién

analitica; por lo cual satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,
ou v ou v

5@V = 5@y v~ @) =gy

De acé tenemos —v(a:,y) = 2y. Integrando ambos lados de esta igualdad, con

ox

respecto a x, se obtiene

v(z,y) = 2yz + f(y),

Luis Castillo Flores
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donde f(y) es una funcién que solo depende de y.

Ahora bien,
ou ov
=2z + f'(y)
ou

= a—x(w,y) + f'(v),

lo cual implica que f’(y) = 0y en consecuencia f(y) = ¢, con ¢ € R.

De esta manera, la armoénica conjugada para u es
v(z,y) =2yx +c,
donde ¢ es un nimero real.

Observacion 3.1. Ndtese que, en el ejemplo anterior, para cada ¢ € R la funcidon
v(x,y) = 2yx + ¢ es una armonica conjugada para u; por lo cual existen infinitas

armonicas conjugadas para u.

§3.3. Algunas aplicaciones de las funciones armoénicas con-

jugadas.

El siguiente resultado es consecuencia de la Proposiciéon 3.2 y nos asegura la

existencia de armonicas conjugadas en regiones simplemente conexas.

PROPOSICION 3.3. Sea G una region simplemente conexa y u : G — R una

funcion armdnica. Entonces u posee una armdonica conjugada.

También de la Proposicion 3.2 resulta que si u es una funciéon armoénica definida en
una regiéon G y D’ es un disco contenido en G, entonces existe una funcién armoénica
v definida en D’ tal que f = u+1iv es una funcion analitica en D’. En otras palabras,
cada funcién armonica definida en una regién G posee una armonica conjugada local.

Ademés, noétese que si u es una funciéon armonica y tanto v; como v9 son armonicas

conjugadas de u entonces i(v; — v2) = (u +ivy) — (u + ivs) es una funcion analitica.

PROPOSICION 3.4. Sea G un subconjunto abierto de C. Si u : G — R es una

funcion armonica, entonces u es infinitamente diferenciable.

Luis Castillo Flores
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Demostracion. Sea zp un punto cualquiera contenido en G. Escojamos § > 0 tal
que B(zp,0)C G (este  existe pues G es un subconjunto abierto de C). Debido a
que B(zp,0) es una region simplemente conexa, por la Proposicion 3.2, u tiene una
armonica conjugada, digamos v, en B(z0,0)C G. De esta manera, existe una funcion
f = u+ v la cual es analitica en B(z,0) y en consecuencia f es infinitamente
diferenciable en B(zy,0) C G.

Asi, se obtiene que u es infinitamente diferenciable en B(zp,0) C Gy como zj es
punto fijo pero arbitrario en G, se concluye que u es infinitamente diferenciable en
todo G. [ ]

DEFINICION 3.3. Sean G un subconjunto abierto de C y u : G — R una funcion
continua. Diremos que u tiene la Propiedad del Valor Medio si cuando B(a,r)

estd contenido en G sucede que

1
o7

u(a) /O " u(a + re)do.

A continuacion veremos, en el siguiente Teorema, que las funciones armoénicas

poseen la Propiedad del Valor Medio.

TEOREMA 3.1 (Teorema del Valor Medio). Sean G un subconjunto abierto de C y

u: G — R una funcion armonica. Entonces u posee la Propiedad del Valor Medio.

Demostracion. Dado que G es un subconjunto abierto de C, tomemos un disco
abierto D' y r > 0 tales que B(a,r7) C D' C G. Debido a que D’ es un conjunto
abierto simplemente conexo y u es una funcién armonica en D’, por la Proposicion
3.2 existe una funcion armonica, digamos v, en D’ tal que la funcién f : D' — C
definida por f = u + v es analitica.

Si v es el circulo {z : |z — a| = r}, entonces a no pertenece a v (a esté en el
interior del area delimitada por ) y haciendo uso del Teorema A.1 (Fémula Integral
de Cauchy) se obtiene que:

1)

271 N Z—a

f(a)Ind(v,a)

dz. (3.2)

Ahora bien, como el circulo 7 es una curva de Jordan (contorno cerrado y simple)

orientada positivamente entonces Ind(vy,a) = 1.

Luis Castillo Flores
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Note que los puntos z sobre el circulo 7y : |z —a| = r tienen la forma z = zo+a, o

equivalentemente z = re + a; para algiin 0 < @ < 27 (como se muestra en la Figura

3.1).
'// . z \\\D

Im(z) i %
.l'l Vi ll\
I 1
| oy !
1 a d ,I
\ !

\ J

\ /

\\ !

A Y f/

Zp % P
7,
0 Re(z)
FIGURA 3.1:

De esta manera, si z = (re? +a) entonces dz = reidf. Sustituyendo estos valores

en (3.2) se obtiene que

fla) = L /27T —( f(re? +a) reidd
0

T 2mi rei +a) —a
1 27 )

= — f(re? + a)dé.
21 Jo

Por tanto,

[u(re” + a) + iv(re’ + a)] do
1 2m ) 2m )
= — [/ u(re” + a)df —i—z'/ v(re + a)dH] :
0 0

En consecuencia, por igualdad de niimeros complejos, se obtiene lo requerido, es decir

1
o

27
/ u(re + a)dh.
0

u(a)

Luis Castillo Flores
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Ejemplo 3.3. Sea v : C — R una funcion dada por u(z,y) = x* — 3, se sabe por

el Ejemplo 3.1 que u es armonica. u tiene la Propiedad del Valor Medio.

En efecto, sean a = a; +ias € C y r > 0 tales que B(a,r) C C. Ahora notemos que

u(a +re”) = u(ay +iag + rcos§ 4 irsen 6)

| +1rcos)? — (ag + irsen 6)?

(a
(a3 — a3) + 2r(a; cos @ — ag sen §) + r? cos(20),

de esta manera, se tiene que

1 2m ) 1 2 1 27
o . u(a +re)d = o . (a3 — a3)df + o . 2r(ay cos @ — ag sen 0)do
1 2m
+ o . 72 cos(26)d6

=(ai—a3)+0+0

= u(a).

Por tanto, u tiene la Propiedad del Valor Medio.
El Teorema a continuacion, es el andlogo al Teorema del Modulo Méximo para

funciones armonicas.

TEOREMA 3.2 (Principio del Méximo. Primera version). Sea G una region. Supon-
ga que u : G — R es una funcion continua y que tiene la Propiedad del Valor Medio.
Si existe a € G tal que u(a) > u(z) para todo z € G entonces u es una funcion

constante.

Demostracion. Supongamos que existe a € G tal que u(a) > u(z) para todo z € G.

Definamos el conjunto A = {z € G : u(z) = u(a)}. Notese que

w{u(@)}) = {= € G u(z) = u(a)} = 4,

como {u(a)} es un conjunto cerrado en R y u : G — R es una funcién continua,
entonces A es un subconjunto cerrado de G. Ademés A # & ya que a € G.
Probemos que A también es abierto y asi, por la conexidad de G, obtendremos
que A = G y por tanto que u es una funcién constante.
Sea z € A, es decir, u(z) = u(a). Escojamos 7 > 0 de manera que B(zy,7) C G

(r existe pues G es un conjunto abierto). Supongamos que existe b € B(zy,7) C G

Luis Castillo Flores
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tal que b no esta contenido en A. Asi, u(a) > u(b) (porque b € G). Notese que
u(a) > u(b) por lo que u(a) — u(b) > 0.
Tomemos € = u(a) —u(b) > 0. Por la continuidad de la funcién u en b € G, existe

0 > 0 tal que

es decir, u(z) < u(a) = u(z) para todo z € B(b,0).

Sean p = |b— 2| y o el circulo {z € G : |z — 29| = p}. 0 : [0,27] — C viene dada
por o(3) = 2o+ pe®. Por lo que b = zy+ pe” para algiin 0 < 8 < 27, y ademés existe
un subintervalo propio I = [z,y] de [0,27] de modo que 8 € I y u(zo+ pe?) < u(z)

para todo 6 € I (como se puede ver en la Figura 3.2).

FiGcura 3.2:

Luis Castillo Flores
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Debido a que u tiene la Propiedad del Valor Medio, se obtiene lo siguiente:
1 2m

u(zg) = o ), u(zo + pe')do
1 r rx ) Y ) 2w )
= / u(zo + pe’)df + / u(zo + pe'®)do + / u(zo + pe’g)dQ}
0 z y

2m |

1 [ [ ) Y 2 )
/ U(Z() + pezﬁ)de + / u(zo>d9 —+ / U(Z() + p@ZG)d9:|
0 T Y

2m |

< % _/Oxu(zg)d0+/zyu(zo)d9+/y%u(zo)d@}

% [zu(20) + (y — 2)u(z0) + (27 — y)u(z0)]
= %QWU(Z())

= u(zp).

En conclusion, hemos obtenido que u(zp) < wu(zp) lo cual es una contradiccion
(proviene de suponer que existe b € B(zp,r) tal que b no pertenece a A). Luego

b € B(zp,7) C Ay por tanto A es abierto. ]

TEOREMA 3.3 (Principio del Maximo. Segunda version). Sean G una region y
tantou : G — R como v : G — R funciones continuas las cuales tienen la Propiedad

del Valor Medio. Si para cada punto a en la frontera extendida 0,.G ocurre que

lim sup u(z) < liminf v(z),

2—a z—a

entonces 6 u(z) < v(z) para todo z € G 6 u = v.

Demostracion. La demostracion se hara en primer lugar suponiendo que v es la
funcion nula, esto es, v(z) = 0 para todo z € G. Entonces, se debe demostrar que 6
u(z) < 0 para todo z € G 6 u(z) = 0 para todo z € G.

Para cada a € 0,G se tiene que limsup,_, u(z) < liminf, ., v(2) = 0. Basta con
demostar que u(z) < 0 para todo z € G, pues si existe d € G tal que u(d) = 0 por
la primera version del Principio del Méximo se obtiene que v = 0. En consecuencia,
resultaria que 6 u =06 u < 0.

Supongamos que existe b € G tal que u(b) > 0. Tomemos € > 0 de modo que
u(b) > € > 0y consideremos el conjunto B = {z € G : u(z) > €}; nétese que B # &

pues b € B. Para cada a € 0,,G, por el Teorema A.5, existe J, de manera que

u(z) <0+ % < ¢g; para todo z € B(a,d,) NG. (3.3)

Luis Castillo Flores
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Afirmacion 1: Existe § > 0 tal que si z € G y d(2,0,G) < § entonces u(z) < e.
En efecto, tomemos X = 0,,G y a = {B(a,0,) : a € 0,,G}. Por el Teorema A.3
(Lema del Cubrimento de Lebesgue), existe § > 0 de modo que si x € 0,,G entonces
existe a € 0xG que cumple que B(x,0) C B(a,d,). Ahora bien, sea z € G con
d(z,0,G) < 0 y recordando que Inf{d(z,y) : y € 0,,G} = d(z,0,G) < 0 se tiene
que existe y € 0G tal que d(z,0,G) < d(z,y) < d. Por tanto, z € B(y,d). Como
Y € OsG existe a € 0,,G tal que B(y,d) C B(a,d,). Asi, z € B(a,d,) NG y por (3.3)
se tiene que u(z) < €; con lo cual queda demostrada la afirmacion.

Por la Afirmacion 1 concluimos que si z € B entonces d(z,0,G) = 0. De esta

manera, si llamamos R = {z € G : d(z,0,G) > 0} entonces B C R.

Ficura 3.3:

Claramente R es un conjunto acotado y cerrado el cual no contiene al punto
(0,0,1) (como se aprecia en la Figura 3.3) por lo tanto B es un conjunto cerrado y
acotado y asi por el Teorema A.2 B es un conjunto compacto.

Como B es un conjunto compacto entonces u tiene méaximo en B, digamos zj.
Asi que u(zp) > u(z) para todo z € B. Noétese que si z no pertenece a B entonces
u(z) < e < u(b); esto quiere decir que u alcanza maximo en G (bien sea zy o b). Por
la Primera version del Principio del Méximo se tiene que u es una funcién constante,
mas aln, esta constante es mayor que cero ya que u(b) es mayor que cero. Por lo
tanto,

0 < u(z) =limsupu(z) <0,

zZ—a

lo cual es una contradiccion (que proviene de suponer que existe b € G tal que

u(b) > 0). De esta manera, u(z) < 0 para todo z € G.

Luis Castillo Flores
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Ahora estudiemos el caso general.
Por hipétesis, limsup,_,, u(z) < liminf, ., v(2) para todo a € 0,.G. Sea a € 0,G
y Gs = GN B(a,6) para cada § > 0. Si limsup,_,, u(z) < liminf, ., v(2) entonces
limsup,_,, u(z) — liminf, ., v(z) <O0.

Por otro lado, sea z € G. Como u(z) —v(z) = u(z) + (—v(z)), entonces
sup{u(z) —v(z) : z € G} <sup{u(z) : z € G} +sup{—v(z) : z € G}. (3.4)
Asi, por la hipotesis y (3.4) se obtiene que
0 > limsup{u(z) : z € Gs} — lf%rLiglf{v(z) 2z € Gs}

6—0

= limsup{u(z) : z € G5} — (lsfr% [—sup{—v(2) : z € Gs}]
6—0 -

= limsup{u(z) : z € Gs} + limsup{—v(2) : z € G5}
0—0 6—0

= (1511% [sup{u(z) : z € G5} +sup{—v(2) : z € Gs}|

> limsup{u(z) — v(z) : z € Gs},
0—0

de esta manera,

lim sup|u(z) — v(2)] < 0 para todo a € 0,G. (3.5)

zZ—a

Ahora bien, definamos w : G — R como w(z) = u(z) — v(z) para todo z € G. w
definida de este modo es una funcién continua y cumple con la Propiedad del Valor
Medio pues tanto u como v son funciones continuas y satisfacen la Propiedad del

Valor Medio. Por (3.5) se tiene que
lim sup w(z) < 0 para todo a € 0,G,
y por el primer caso estudiado ocurre solo una de las siguientes posibilidades:
w(z) < 0 para todo z € G 6 w(z) = 0 para todo z € G,

o equivalentemente,

u(z) < v(z) para todo z € G 6 u = v.
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COROLARIO 3.1. Sean G una region acotada y w : G- — R una funcion continua
la cual satisface la Propiedad del Valor Medio en G. Si w(z) = 0 para todo z € 0G

entonces w(z) = 0 para todo z € G.

Demostracion. Tomemos en la segunda version del Principio del Maximo u = w y
v=0en G. Como w=0en dG y G es acotado resulta que

lim sup u(z) = lim sup w(z)

zZ—a zZ—a

=0 (para todo a € 9G)

= liminf v(z);

zZ—a

y asi, por la segunda versiéon del Principio del Maximo,
6 w(z) <06 w(z)=0 para todo z € G. (3.6)

Ahora, tomemos © = 0 y v = w en la segunda version del Principio del Maximo.
Como w(z) = 0 para todo z € G y G es acotado se tiene que

limsupu(z) =0

zZ—a

= liminfw(z) (para todo a € 0G)

Z—a

= liminf w(z);

z—a

y nuevamente, por la segunda version del Principio del Méximo,
60 <w(z)60=uw(z) para todo z € G. (3.7)

Como (3.6) y (3.7) valen para todo z € G, entonces que w(z) = 0 para todo
zed. [

El siguiente Teorema es llamado el Principio del Minimo y es un anélogo al
Principio del Maximo. Para su demostracion basta considerar la funcion w = —u :
G — R y aplicar la primera version del Principio del Maximo (note que —u es una
funcién continua y conserva la Propiedad del Valor Medio ya que u es continua y
tiene la Propiedad del Valor Medio).

TEOREMA 3.4 (Principio del Minimo). Sean G una region y u : G — R una
funcion continua que cumple con la Propiedad del Valor Medio. Si existe un punto

a € G tal que u(a) < u(z) para todo z € G entonces u es una funcion constante.

Luis Castillo Flores



CAPITULO 3. Funciones Armoénicas. 23

§3.4. Estudio local de las funciones arménicas.

Ahora interesa estudiar las funciones armoénicas localmente. El estudio local de
estas funciones se haréa sobre discos. El objetivo es estudiar las funciones armoénicas
en el disco unitario abierto {z € C : |z| < 1} e interpretar los resultados obtenidos
para cualquier disco arbitrario.

La siguiente definicién, denominada el niicleo de Poisson es basica e importante

para el desarrollo de esta seccion.

DEFINICION 3.4. Sean 0 <r <1 y —o0o < 0 < 4+00. Se define la funcion
+oo '
P.(0) = Z rinlein?
la cual es llamada nicleo de Poisson.

 con0<r<l.

Notemos lo siguiente: Sea z = re’
(I—2) 142422+ )=14z2+2" 4+ —z2—2"—--.

es decir que (1 —z)(1+z+22+---) — 1. Por lo que

1
= (-,
o equivalentemente
1+ re (141 tet2 b
— = z Z4 204
1 —re?

=14+z+22 4+ +z+27+

=142 Z r"[cos(nf) + i sen(nd)],

n=1
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de aca obtenemos

R 1 + T@ie 1 + 9 +§OO: n ( 0)
e\ —mm—= = T COS(Nn
1—re? —

n=1
= 1+ Z " (e +e ). (3.8)
n=1
Por otra parte,

-1 +o00
P.(0) =1+ Z r et 1 Z reind (3.9)

n=-—00 n=1
Haciendo un cambio k = —n en la segunda suma del lado derecho de (3.9) se obtiene

que
+o0 , +o0 '
PT(Q) =14 Zrke—zke + Z T,neznO’
k=1 n=1

o lo que es lo mismo:

+o0o +oo
P.(0) =1+ Z e e 4 Z rein?, (3.10)
n=1 n=1
En consecuencia, de (3.8) y (3.10)
14 re®
P.(0) = — | . A1
) = ke (5) (3.11)
También,
L+re?  (1+re?)(1—re?)
1—re? (1 —re?)(1 —re)
(A +re®)(1—re )
B |1 — re®|?

1+ re? —re 0 — p2eifp—i0
|(1 —rcosf) —irsend|?
1+ re? —re 0 — p2
1 —2rcosf + r2cos?6 + r2sen?f
1+ re? —re ® — 2

= . 3.12
1 —2rcosf + r? (3.12)
Asi, por (3.11) y (3.12) podemos concluir que
1+ re 1—r?
P.(f) =Re | —" ) = . 3.13
(6) e(l—re“’) 1 —2rcosf + r? (3.13)
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Ademés de esto, el niicleo de Poisson satisface otras propiedades importantes que
citamos a continuacion, cuya demostracion se basa en calculos sencillos considerando

la ecuacion (3.13). Para afinar detalles ver [C].

PROPOSICION 3.5. El nicleo de Poisson satisface las siguientes propiedades:

(a) %/ﬂ Po(0)do = 1.

—T

(b) P.(0) > 0 para todo 6.

(c) P(=0) = P.(6).

(d) P.(0) es periddica de periodo 2.

(e) P.() <P.(0) si0<d< |0 <

(f) Para cada 6 > 0, lim P.(0) = 0 uniformemente en 0, para 6 < |6 < .

r—1-

TEOREMA 3.5. Sea f : 0D — R una funcion continua. Entonces existe una funcion

continua u : D~ — R tal que:

(a) u(z) = f(2) para todo z € OD.

(b) u es una funcion armdnica en D.

Mids ain, u es unica y estd definida por la formula
1

u(re’ 0) By
T

/ P.(0 —t)f(eM)dt; para0 <r <1y 0<6<2m.

Demostracion. Definamos la funciéon u : D~ — R de la siguiente manera

1 /” . .
) — P.(O0—t)f(eMdt, si0<r<1,;
P =3 IR
f(e?), sir=1.

Es claro que u = f en 0D. Sélo resta demostrar que u es una funciéon continua en
D~ y armoénica en D, ademés de su unicidad. Verifiquemos que u es armoénica en D.

Sea 0 < r < 1, entonces

; 1 [7 1 4 rei@=? :
U(TG 0) = %/ R@ (m f(e t)dt
1 —|— ret@=t)
_ zt
= fie (27r/ fle — reil0= t)dt
Zt et —|—re

dt ) .

(27r / Je et — rei? )
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Ahora definamos la siguiente funciéon, g : D — C dada por

o) =5 [ s (555 ) (3.14)

27T t— 2

Notese que u = Re(g) y asi basta demostrar que ¢ es analitica en D. En (3.14)

dw dw
— = — . Ademas,
1e? W

hagamos w = €%, entonces dw = ie®®dt y en consecuencia dt =
sea v = {z € C: |z| = 1}; esto implica que

ol = [ 1) (w—“) dw

727mw w— Z

Definamos ahora la funciéon ¢ : v x D — C dada por

o(w, 2) = f(w) <W+2) .

2mw \w — 2

Haciendo uso del Teorema A.6 obtenemos que g es continua. También notese que

Do fw) [(w—=2)4+ (w+ 2)
_<waz) = .
0z 2w w— z)?
F i
2miw | (w — 2)?
)
mi(w — 2)%’

y como f es continua entonces g_go existe y es continua. Luego, también por el
Teorema A.6 g es analitica. :

Ahora probemos que u es continua en D. Como u es arménica en D entonces u
es continua en D. La siguiente afirmaciéon junto con la continuidad de la funcién f
en 0D demuestra que la funcion u efectivamente es continua en D U 90D = D~
Afirmacion 2: Dado o € [—m,7| ye > 0 existe 0 < p < 1, y un arco Ay de 0D

alrededor de €' tal que para p <r <1 y e € Ay resulta que

u(re”) — f(e)] < <.

Probemos para a = 0, el caso general se obtiene de este por una rotacién de variables.
Consideremos € > 0, como f es una funcién continua en la frontera del disco unitario

existe 0 > 0 de manera que

1f(e) — f(1)] < g si 0] < 0. (3.15)
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FiGcura 3.4:

Por otro lado, sea M = max{|f(e?)| : |0] < 7} (M > 0 existe ya que f es continua
en el conjunto compacto |—m,n|). Por la Proposicion 3.5 parte (f), lim, ;- P.() =0

uniformemente en ¢, siempre que 2 < || < 7.

Para 3iM existe 0 < §; < 1 tal que si 0 < 1 —r < d; entonces P,.(6) < 3LM'
Notese que,
O<l—r<dh=-01<r—-1<0
=1-0<r<l.
Tomemos p =1—9; > 0, con lo cual se asegura que 0 < p < 1 de modo que
P0) < — <r<1yl<pol< (3.16)
3M p P y 5 ™
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, 0 ,
Sea A el arco {ew 0] < 5} Entonces, si e € Ay p<r <1,

uwﬁy—ﬂnzggjjaw—wvwﬁw—fu>
:% :PT(Q—t _—/ F(1)dt
o [ R0l — s
o= [ Po -0l - far
™ Jit|<s
o [ PE- DI~ f0)a
™ Jit|=6

Pero notemos que si [t| > 6 y [f] < & entonces

t=0] > [t| -6l

> -0
2
)
- 2 (3.17)

De esta manera, juntando la tltima igualdad con lo obtenido en (3.15), (3.16) y

(3.17) podemos asegurar que

. 1 .
lu(re) — f(1)] < — P60 —t)[f(e") — f(1)|dt
27 Jj<s
1 .
Sl RO COR O
™ Jit|>6
< S P.(0—t)= dlﬁ+i = oMt
S on IM " 3 27 Jyy25 3M
8 iy
< -4 — dt
3 + 37‘(’
<& + %
3 3
€ n 2
—373°
e

Asi, queda demostrada la afirmacion para o = 0.
Finalmente, probemos que la funcién u es tnica. Supongamos que existe una

funcién continua v : D~ — R la cual es armoénica en D y ademas cumple que
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v(e?) = f(e?) para todo 6. Entonces u — v es armoénica en D y también se cumple
que (u—wv)(z) = 0 para cualquier z € dD. Por el Corolario 3.1 resulta que u —v =0

en D™, o equivalentemente que ©u = v en D~. Luego, u es tnica. [ |

COROLARIO 3.2. Siu : D™ — R es una funcion continua y armonica en D,
entonces

) 1 i .
u(re?) = / P.(0 — t)yu(e™)dt; para 0 <7 < 1y todo 6.

T or

—T
Mds aun, u es la parte real de la funcion analitica

16 = 5= | Sutetyar

2w ) et —z

Demostracion. Ya que en el Teorema anterior la funciéon u es tnica, inmediatamente

se obtiene que
. 1 4 )
u(re®) = /‘FHG—QMJWM

=5 g

Por otro lado, por el Teorema A.6 se tiene que f es analitica. Ademés, recordemos

i0
P.(6) = Re (Hi) :

que por (3.13)

1 —ret
por lo que
1 [7 1+ ret? ’
0 it
= — R dt
u(re”) 27T/_7r e(l—re“’) (e%)
1 [7 14 re it
_%[ﬁkg_wa()ﬁ
L [T 14re?
= e {% 1 —re? ( )dt}
= Re (f(2))
Por tanto, u es la parte real de la funcién analitica f. |

COROLARIO 3.3. Seana € C, p > 0y h : {z: |z —a|] = p} — R una funcién
continua. Entonces existe una tinica funcion continua w : B(a, p) — R tal que w es

armdnica en B(a,p) y w(z) = h(z) para |z — a| = p.
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Demostracion. Consideremos la funcion f: 0D — R definida por
f(e) = hla+ pe”).

Como h es una funciéon continua entonces f es una funcién continua. Hagamos uso del
Teorema 3.5. Sea u : D — R la funcién continua, arménica en D, con u(e®) = f(e®).

Ahora definamos la funcién w : B(a, p) — R dada por

w(z):u<'z;a>.

Notese que, como z € B(a, p) entonces z = a + Re® con 0 < R < p. Por lo que

z—a a+Re®—a R,

p p p

?

z—a _ ..
, con z € B(a, p), estan en el dominio de

y de esta manera puntos de la forma
u ya que % < 1.

Asi, como u es continua entonces w es una funcién continua en B(a, p) y también,
teniendo en cuenta que u es armonica en D, notemos que: ea z € B(a,p), con

rH+iy=z=a+Re? y0< R<p.

Wap(2) + Wyy(2) = Uga (Z ; a) T Uyy (Z — a)
R w) (R 1‘9)
= Uy | —€ +u —e
(p Y\ p
=0 (pues Eew € D ya que E < 1) .
P P

Por tanto, w es armonica en B(a, p).
Ahora probemos que w(z) = h(z) para todo z tal que |z — a| = p.

Sea z = a + pe? € B(a, p),

Luis Castillo Flores



CAPITULO 3. Funciones Armoénicas. 31

Finalmente, para demostrar la unicidad de la funcién w se procede de manera similar

a la demostracion de la unicidad de la funcién w en el Teorema 3.5. ]

Los Corolarios 3.2 y 3.3 resultan de gran importancia porque nos dicen que con
solo conocer el valor de una funcién armoénica en la frontera de un disco se puede
conocer el valor de la funciéon en todo el disco, este hecho resulta de gran utilidad en
las aplicaciones de la mateméatica como por ejemplo en la Fisica (ver [D] y [W]).

El siguiente Teorema representa “una espacie de reciproco” del Teorema del Valor
Medio.

TEOREMA 3.6. Sean G un subconjunto abierto de C y u : G — R wuna funcion

continua la cual tiene la Propiedad del Valor Medio. Entonces u es armonica.

Demostracion. Sea a € G. Dado que G es un conjunto abierto, tomemos p > 0 de
modo que B(a,p) C G. Ya que a es cualquier punto en G, es suficiente demostrar
que u es armoénica en B(a, p).

Como u es una funcion continua en {z : |z — a| = p} entonces, por el Corolario
3.3, existe una funciéon continua w : B(a,p) — R la cual es armoénica en B(a, p) y
ademas w(a + pe?) = u(a + pe?) para cualquier 6.

Por otro lado, como w es armoénica en B(a, p) entonces w tiene la Propiedad del
Valor Medio. Ademés, por hipétesis, u también tiene la Propiedad del Valor Medio
en B(a,p), por lo que u — w tiene la Propiedad del Valor Medio en B(a, p). Ya que
tanto u como w son funciones continuas en B (a, p) entonces resulta que u—w es una
funciéon continua en B(a, p).

Dado que u(z) = w(z) para todo z € dB(a, p) se tiene que (u — w)(z) = 0 para
todo z € dB(a, p). De esta manera, por el Corolario 3.1, (u — w)(z) = 0 para todo
z € B(a, p), o equivalentemente u(z) = w(z) para todo z € B(a, p).

Como w es armoénica en B(a, p) entonces u es armonica en B(a, p). |
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CAPITULO 4
EL TEOREMA DE HARNACK.

En este capitulo se enuncia el Teorema de Harnack y se presenta una demostracion
de este Teorema como lo expone [C|, ademas se presenta una demostracion alterna-
tiva, la cual involucra El Teorema de Dini y un conocido Teorema del Analisis Real
como lo es El Teorema de la Convergencia Mondétona.

Para realizar la demostracion de este Teorema es fundamental el siguiente resul-

tado, el cual se denomina la Desigualdad de Harnack.

§4.1. La desigualdad de Harnack.

LEMA 4.1 (Desigualdad de Harnack). Seana € C y R > 0. Siu: B(a,R) — R es
una funcion continua, armdnica en B(a, R) y u > 0 entonces para 0 < r < R y todo

0 se cumple que
R—r

R—+r

R+r
R—r

u(a) < ula+re?) <

u(a). (4.1)
Demostracion. Escojamos 0 < r < 1 conr < Ry —oo < 6 < +4o0. En-
tonces recordemos (por las caracterizaciones del nicleo de Poisson presentadas en la
ecuacion (3.13)) que:

i .2
Re(l+r€,):Pr(9) 1—r

- 1—2rcosf +r2

r
Como 0 < r < R, entonces i) < 1 y nétese que

2

1 2
P%(Q): r - r2
1 —25cos0+ 5

RQ_TQ

R? —2rRcosf + r?

Teniendo en cuenta el Teorema 3.5 y los detalles de la demostracion del Corolario

3.3 se obtiene lo siguiente
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— P (0 —t)u(a + Re™)dt.

:27T

—T

Por otro lado, también recordemos que

1+rei9_ 1—1r2
1—re® |1 —red|?’
por lo que
1—1r? B 1—1?
1—2rcosf+7r2 |1 —reif2’

r
Si en la ultima igualdad cambiamos r por T resulta que

7,2

R2 _ 42 1_ﬁ

R? —2rRcos(f —t) +r2 11— }%ez‘(e—t)|2

R2 _ 7“2
_ R?
IR — rel0-1)2
R2 _ 7”2
" |Reit — reiteil@-1)2
R% —r?

Ademas, por la desigualdad triangular:
R — 1 = |Re™| — |re'|
< |Re® — re®|

< |Re™| + |re?|

=R+
De esta manera,
. . R? — 2 R%? — 2 R? — r?
R— 2<th_ 102<R 2:> < : ‘ <
( r) |Re re”| (R+7) (R +1)2 |Reit + rei|? (R—r)2
R—r R? —r? R+r

= < < .
R+r =~ R?>—2Rrcos(@ —t)+1>2 ~ R—r
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Como u es armonica entonces, por el Teorema 3.1 (Teorema del Valor Medio), se

tiene que

u(a) ! /7r u(a + re™)dt.

:% B

1 A
Si multiplicamos por 2—u(a + re') e integramos desde —7 hasta 7 con respecto a t
s

en
R—r _ R* —r? C R+
R+7r = R2—2Rrcos(f —t)+r2 " R—r
obtenemos
R—r\ 1 [T it 1 (7 R% —r? it
<R+r)%/_ﬂu(a+r6 )dtéﬁ B |:R2—2RTCOS(Q—t)+T2 u(a +re™)dt

R+r 1 " it
< _ i
< (R—r) 27T/7ru(a—|—re )dt

lo cual implica que

R—r
R—+r

u(a) < ula+re?) < 7 Tu(a).

§4.2. El Teorema de Harnack.

TEOREMA 4.1 (Teorema de Harnack). Sean G una region y p la métrica definida

como en (2.1). Entonces
(a) El espacio métrico (Har(G), p) es completo.

(b) Si (up)new es una sucesion creciente en Har(G), entonces 6 u,(z) — +0o0
uniformemente sobre subconjuntos compactos de G 6 (u,) converge en Har(QG)

a una funcion armdonica.

Demostracion. (a) Debido a que (C(G,R), p) es un espacio métrico completo, es
suficiente demostrar que Har(G) es un subconjunto cerrado de C(G, R). Sea
u : G — R una funciéon y (u,) una sucesion en Har(G) tal que u,, — u. Demostremos
que u satisface la Propiedad del Valor Medio.

Sea a € Gy consideremos 7 > 0 tal que B(a,r) C G. Como B(a,r) es compacto

entonces, por la Proposicion 2.3, (u,) converge a u uniformemente en B(a,r). De
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esta manera, haciendo uso de los Teoremas 3.1 y A.7

u(a) = lim wu,(a)

n—oo

1 2T )
= lim — / uy, (a4 re'?)df
0

n—oo 27
1 27

:§O

Es decir, la funciéon continua u posee la Propiedad del Valor Medio. En conclusioén,

u(a + re?)do,

u es armonica.
(b) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u; > 0, pues en caso contrario
para realizar la demostracion se considera la sucesion (u,, — u1)pen. Asi u,, = 0 para
todo n € IN. Sea u : G — R U {00} definida por u(z) = sup{u,(z) : n > 1} para
cada z € G, entonces por ser (u,) una sucesion creciente tenemos que u,(z) — u(z)
puntualmente. Por lo tanto, para cada z € GG ocurre una, y solo una, de las siguientes
posibilidades: u(z) = 0o 6 u(z) € R.
Consideremos los siguientes conjuntos
A={z€G:u(z) = oo}
B={ze€G:u(z) <o}
entonces G = AUBy AN B = @&. A continuaciéon, mostraremos que tanto A como
B son conjuntos abiertos.
Sea a cualquier punto en Gy escojamos R > 0 de modo que B(a, R) C G. Por
la desigualdad de Harnack, resulta que
R— |z —a|
R+ |z —al i
para todo z € B(a, R) y para cada n > 1.

(@) < ) < g (@), (12)

Si a € A entonces u,(a) — 00, asi considerando la primera desigualdad en (4.2)
y tomando limite cuando n — oo obtenemos que para cada z € B(a, R)

R—lz—
= ] @) < i ) = w2,

00
esto es, B(a, R) C Ay por tanto A es abierto.

Ahora supongamos que a € B, entonces haciendo uso del lado derecho de (4.2)
y razonando similarmente al caso anterior resulta

R —
() = Jim (=) € 7T T )

R+ |z—ad

R_|z_a|u(a)<oo,
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para todo z € B(a, R). Es decir, B(a, R) C B lo que demuestra que B es abierto.
De esta manera, por la conexidad de G tenemos que o A = G 6 B = (G. Supong-
amos que A = G, esto es u = oo. Nuevamente, si B(a,R) C Gy 0 < r, < R,
entonces para M = (R—r)(R+7r1)"' (> 0), por (4.2), se tiene que Mu,(a) < u,(z)
en |z — a| < r. De aqui, u,(z) — oo uniformemente sobre B(a,r).
Entonces, para cada a € G existe » > 0 tal que u,(z) — oo uniformemente en
|z — a| < r, lo cual equivale a demostrar, segin la Proposicion 2.3, que u, — o0
uniformemente sobre subconjuntos compactos de G.
Supongamos ahora que B = G, entonces u(z) < oo para todo z € G. Siry < R
entonces, como antes, existe una constante N (la cual depende solo de a y de r3) de

modo que Mu,(a) < u,(z) < Nuy,(a) para |z — a| < 9. De esta manera, si m < n

N

0 < up(2) — upm(2)
Nuy(a) — Mu,y,(a)
Clun(a) — um(a)l,

para alguna constante C'. Esto es, (u,(2))nen €s una sucesion uniforme de Cauchy en

N

<

B(a,rg). Asi, (uy)nen es una sucesion de Cauchy en Har(G) (el cual por parte (a) es
completo) y en consecuencia converge a una funcién armonica. Ya que u,(z) — u(z)

se tiene que u es una funcién armoénica. [ |

Vamos a presentar una demostracion alternativa de la parte (b) del Teorema de
Harnack. Para esta demostracion se define la funcion u y los conjuntos A y B como
antes y de igual manera se demuestra que estos son abiertos. Nuevamente se tiene
que 6 A=G 6 B=G.

Demostremos que u es continua. Sea R > 0 con B(a, R) C G. Entonces por
(4.2), tomando limite cuando n — oo y teniendo en cuenta que u,(z) — u(z)

(puntualmente) para todo z, obtenemos

%U(Q) <u(z) < % u(a).
Sumando —u(a) se obtiene lo siguiente
T ) < u) - o) € P u(a)
o equivalentemente,
lu(z) —u(a)| < 2z—al u(a) para todo z € B(a, R).
R— |z —al ’
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eR

"2u(a) + e
porque € y R lo son, ademés el denominador no altera el signo puesto que v > 0 ya

Asi, dado € > 0, tomando § = ml’n{R } > (0 (es mayor que cero
que en un principio se parti6 del hecho que la sucesion de funciones es no negativa),
entonces se verifica que si z € B(a, d) se obtiene que u(z) € B(u(a),¢).

Por tanto, u es continua en a y como a es un punto arbitrario de GG se concluye que
u es continua en G.

Ahora bien, supongamos que A = G. De esta manera, u = 0o. De esto tenemos
que u € C(G,R) y (uy) es una sucesion en C(G,R) monoétona creciente tal que
lim,, 00 un(2) = u(z) para todo z € G (esto es el limite puntual), por consiguiente
aplicando el Teorema A.4 (Teorema de Dini) obtenemos que (u,) converge a u en
C(G,R). La Proposicion 2.3 garantiza que (u,) converge a u = oo uniformemente
sobre todos los subconjuntos compactos de G.

Ahora, supongamos que B = G, es decir, u(z) < oo para todo z € G. Probemos
que u tiene la Propiedad del Valor Medio (como wu es continua se obtiene que u es
una funcién armonica).

Notese que (u,)nen €s una sucesion creciente de funciones medibles (ya que u,, €
C(G,R) para cada n € IN) con u(z) = lim, o un(z) = sup{u,(z) : n > 1} entonces

por el Teorema A.8 (Teorema de la Convergencia Monotona) se tiene

/ u(z)dz = lim un(2)dz, (4.3)
9B(a,R)

n=% J5B(a,R)
para todo a € Gy R > 0 tal que B(a,R) C G. Por el Teorema 3.1 y la ecuacion
(4.3), se tiene que

u(a) = lim wu,(a)

n—oo

1 2w )
= lim —/ u, (a4 Re™)df
0

n—oo 27
1 27

=5/ u(a + re?)do,

Por tanto, u posee la Propiedad del Valor Medio y como u es continua, por el Teorema

3.6, se obtiene que u es armonica. |
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CAPITULO 5

FUNCIONES SUBARMONICAS Y
SUPERARMONICAS.

En el capitulo 3 se obtuvo una caracterizacion importante para determinar cuando
una funcién continua u, definida en un subconjunto abierto G de C, es armoénica.
Dicha caracterizacion exige que la funcién, ademés de ser continua, debe cumplir con
la Propiedad del Valor Medio. Esto es, cuando B(a,r) C G resulta que
u(a) = 5= OQW u(a + re)do.

Pensando en esto, la terminologia usada en la siguiente definicion esta relacionada

con esta caracterizacion y asi podemos decir que es la adecuada.

DEFINICION 5.1. Sean G C C una region y ¢ : G — R una funcion continua. ¢

es una funcion subarmonica si cuando B(a,r) C G sucede que

1 2 )
< — 9do.
pla) < 5 / olat re)

@ es una funcion superarmonica si cuando B(a,r) C G sucede que

1 2 )
> — Ndo.
pla) > 5 / ola+ re)

Al conjunto de las funciones subarmonicas definidas sobre G lo denotaremos por
Subhar(G) y al conjunto de las funciones superarmdnicas definidas en G lo deno-

taremos por Superhar(G).

Ejemplo 5.1. Sean n cualquier nimero natural y G C C una region. Consideremos
la funcion ¢ : G — R definida como p(x,y) = n(x? + y*) para todo (x,y) en G.
Tomemos a = (a1, az) en G y R > 0 de manera que B(a, R) C G. Notese que

p(a) = (a1, a2) = n(ai + a3). (5.1)
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Ahora,

1 2w 0 1 2w
— NGy = —
2 Jo pla+ Ret) 2 Jo
1 2w
= n (a1 + Rcos6)” + (az + Rsen#))?] do

2 Jo

¢(a; + Rcos,ay + Rsen6)do

n 2 2w

= o (a? + a3 + R*)dO + 2R(ay cos b + ag sen 0)do
T Jo 0

= nal +na; +nR>+0
= n(a] +a3) +nRk> (5.2)

De esta manera, de (5.1) y (5.2) se concluye que

2m
p(a) < i/ o(a+ Re™)do.
0

o

Por tanto, ¢ es una funcion subarmonica.

Observacion 5.1. (a) Ndtese que una funcion ¢ es superarmonica si, y solo si, —p

es subarmdnica.

(b) Si una funcion ¢ es subarmonica entonces —p es subarmdnica solo si ¢ es

armonica.

(c) De acuerdo a la caracterizacion para las funciones armdnicas obtenida en el
Teorema 3.6 podemos concluir que las funciones armdnicas son, tanto subar-

monicas como Superarmonicas.

En lo sucesivo se estudiaran solo a las funciones subarmoénicas, ya que por la Ob-
servacion anterior parte (a) el estudio para las funciones superarmonicas es analogo

al estudio para las funciones subarmonicas.

PROPOSICION 5.1. Sean o1 y o funciones subarmdnicas y ay,as > 0. Entonces

a1p1 + aspy es una funcion subarmonica.

Es de interés estudiar cuales de los resultados obtenidos para funciones armoénicas
también son validos para funciones subarmoénicas. Uno de los méas importantes es el
Principio del Maximo, el cual se enuncia a continuaciéon y cuya demostracion se

omitira pues es similar a la expuesta en la primera versiéon del Principio del Maximo.
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TEOREMA 5.1 (Principio del Méaximo. Tercera version). Sean G una region y
¢ : G — R una funcion subarmdnica. Si existe a € G de manera que p(a) = ¢(z)

para todo z € G entonces p es una funcion constante.

Observacion 5.2. Notese que el Principio del Minimo solo es valido para funciones

SUpPErarmonicas.

También es posible extender la segunda version del Principio del Maximo, pero
en esta nueva version se utilizaran tanto a las funciones subarmoénicas como a las
superarmoOnicas. Nuevamente, la demostracion del siguiente Teorema se omitiré por

ser similar a la presentada en la segunda version del Principio del Méximo.

TEOREMA 5.2 (Principio del Maximo. Cuarta version). Sean G una region,
v : G — R una funcion subarmonica y ¢ : G — R una funcion superarmonica. Si
para cada a € 05G sucede que

lim sup p(2) < liminf(z),

z—a

entonces 6 p(z) < Y(z) para todo z € G 6 p =1 y ¢ es armonica.

Observacion 5.3. Al igual que Har(G), los espacios Subhar(G) y Superhar(G)
son completos con la métrica p definida en (2.1) y la demostracion de ello es similar

a la expuesta para funciones armonicas.

El Teorema que sigue a continuaciéon aporta una manera de caracterizar a las

funciones subarmonicas.

TEOREMA 5.3. Sean G una region y ¢ : G — R una funcion continua. Entonces ¢
es subarmonica si, y solo si, para cada region G; C G y para cada funcion armonica
uy definida en G ocurre que ¢ — uy satisface la tercera version del Principio del

Mdximo en G;.

Demostracion. Supongamos que ¢ es subarmoénica. Sean G; C G una regioén y
u1 : G — R una funcién armonica. Es claro que ¢ —uy : G; — R es una funcién sub-
armonica y que satisface la tercera version del Principio del Maximo (la demostracion
de esto tltimo es similar a la realizada en la primera versiéon del Principio del Maxi-

mo).
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Reciprocamente, supongamos que para cada region G; C G y cada funciéon ar-
mobnica u; definida en Gy, ¢ —u; satisface la tercera version del Principio del Méximo.
Sean a un punto cualquiera en G'y r > 0 tales que B(a,r) C G. Como ¢ es continua
en {z: |z —a| = r} entonces por el Corolario 3.3 existe una tnica funciéon continua
w : B(a,r) — R la cual es armoénica en B(a,r) y w(z) = p(2) para |z —a| = r.

Por hipotesis, ¢ — w satisface la tercera version del Principio del Méximo. Dado
que la funcién ¢ — w es continua en el conjunto compacto B(a, ) (esto garantiza la
existencia de = € B(a,r) tal que (¢ — w)(z) = (¢ — w)(z) para todo z € B(a,r))
se tiene que, por la tercera version del Principio del Maximo, ¢ — w es constante en
B(a,r). Méas atin, se verifica que ¢ —w es constante en B(a,r) (la condicién de ser GG
abierto lo garantiza), pero como (¢ —w)(z) = 0 para |z —a| = r entonces ¢ —w =0
en B(a,r).

De esta manera,

p(a) < w(a)

1
:—/ wa+re )db
27

1

:—/ o(a+re?)do.
2m

Por tanto, ¢ es subarmonica. ]

COROLARIO 5.1. Sean G una region y ¢ : G — R una funcion continua. Entonces
@ es subarmonica si, y solo si, para cada region acotada Gy tal que Gy C G y
para cada funcion continua vy : G — R que sea armdnica en Gy y satisfaga que

©(z) < ui(2) para z € 0G4, ocurre que p(z) < ui(z) para z € Gy.

COROLARIO 5.2. Sean G una region y tanto @1 : G — R como v : G — R
funciones subarmonicas. Si ¢(z) = méx{p1(2), p2(2)} para cada z € G entonces ¢

es una funcion subarmdnica.

La Observacion 5.3 nos permite concluir que las funciones subarmoénicas cumplen
con la parte (a) del Teorema de Harnack. Sin embargo no es cierto que el Teorema
de Harnack es valido para funciones subarmonicas, para demostrar esto veamos el
siguiente ejemplo en el cual se tiene una sucesion creciente en Subhar(G) que no

cumple con la parte (b) del Teorema de Harnack.
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Ejemplo 5.2. Consideremos la sucesion de funciones (u,), donde para cada n € IN,
u, : C — R y esta definida por u,(x,y) = n(x® + y?). Se sabe que para cadan € I,

por el Ejemplo 5.1, u,, es una funcion subarmdnica. Ademds, es claro que
Up S U S - S Up S
Ahora bien, si x #0 o y # 0 entonces

lm wu,(z,y) = lim n(z® + y?) = +oo.

n—-+o0o n—-+0o00

Por otro lado, st x = 0 =y entonces

lim w,(z,y) = lim wu,(0,0)

n—-+o00 n—-+00

= lim n(0* 4+ 0%)

n—-+00

=0.

Ndtese para cualquier conjunto compacto de C que contenga al punto (0,0) no se
cumple que u,(z) — +oo uniformemente y tampoco se cumple que (un), o converge

en Subhar(C) a una funcion subarmdnica.
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APENDICE A
NOTAS FINALES.

En este apéndice se enuncian algunas definiciones y resultados pertenecientes
al anélisis matemaético, analisis real y analisis complejo que fueron utilizados en el

desarrollo de este trabajo.

DEFINICION A.1 (Conjunto Convexo). Un conjunto A C C se llama convezo si

para todo par de puntos p,q € A, se cumple que [p,q] C A, donde
gl ={z2€C:ax=1-XNp+Ag 0 <A<}

DEFINICION A.2 (Curva de Jordan). Una curva de Jordan es la imagen de
z = f(t) sobre un intervalo I = |o, (], tal que f es inyectiva en el interior de I, f'

existe y es continua en I y f(a) = f(5).

DEFINICION A.3 (Indice). Sea I' la imagen de z = f(t) sobre un intervalo I =
[, 5], donde ' existe y es continua en I y f(a) = f(5). Sea zo ¢ T', se define el

indice de I' en zy, denotado por Ind(T, 2z), como

1 d
Ind(T, z) = —/ il
r

2 Jr 2 — 20

TEOREMA A.1 (Formula Integral de Cauchy). Sea 2 un subconjunto abierto y
convezxo de C y f : Q1 — C una funcion analitica en ), entonces para cualquier curva

de Jordan T incluida en el interior de €1 se cumple

f(w)

dw,
z

f(2)Ind(T, z) = %/F

w —

para z ¢ T.

TEOREMA A.2 (Heine-Borel). Sea K un subconjunto de C. Entonces K es com-

pacto si, y solo si, K es cerrado y acotado.
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TEOREMA A.3 (Lema del cubrimiento de Lebesgue). Sean (X, d) un espacio métri-
co secuencialmente compacto y 4 un cubrimiento abierto de X . Entonces existe ¢ > 0

tal que si x estd en X, existe un conjunto G en 9 de manera que B(x,¢) C G.

TEOREMA A.4 (Teorema de Dini). Sean (f,,) una sucesion de funciones en C(G, R)
mondtona creciente y f una funcion en C(G,R) tal que lim f,(2) = f(z) para todo

z en G. Entonces f, — f.

TEOREMA A.5. Sean y € R y f una funcion a valores reales (o a los reales

extendidos) definida en un intervalo que contiene a y. Entonces limsup f(x) < A si,

T—Y

y sdlo si, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x que cumpla que 0 < |z —y| <9
se tiene que f(x) < A+e.

TEOREMA A.6. Sean G un subconjunto abierto de C y v una curva rectificable en
G. Suponga que ¢ : {7y} x G — C es una funcion continua y defina g : G — C de la

siguiente manera

Entonces g es continua. Ademds, si 9P eviste para cada (w,z) en {v} x G y es

0z

continua entonces g es analitica y

_ [0

J(z) = a(w, z)dw.

TEOREMA A.7. Sean v una curva rectificable en C y tanto f, como f funciones

continuas definidas sobre {~v}. Si (f,) converge uniformemente a f en {7} entonces

[yfzh’m/vfn.

TEOREMA A.8 (Teorema de la Convergencia Mondtona). Sean (f,)new una suce-
sion de funciones medibles y E un conjunto medible en C, donde f, : E — R para
cadan € N, tal que fi < fo < --- < fi, < -+ entonces f 1 E — R definida por

f(z) = lim f,(2) =sup{fu(2) : n = 1} es una funcion medible y ademds

/f(z)dz = lim [ f.(2)dz.

n—oo

Luis Castillo Flores



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[C] J. CONWAY. Functions of One Complex Variable. Springer-Verlarg. 1978.

[D] W. DERRICK. Variable Compleja con Aplicaciones. Grupo editorial

Iberoamérica. México, 1987.

[G] ROBERT E. GREENE & STEVEN G. KRANTZ. Function Theory of One
Complex Variable. Board. 2000.

(L] S. LANG. Complex Analysis. Springer-Verlag, 1999.

[P] L. PENNISI. Elements of Complex Variables. Holt, Rinehart and Winston.
New York, 1969.

[RH| H. ROYDEN. Real Analysis, Second Edition. Macmillan Publishing. New
York, 1963.

[RW]  W. RUDIN. Real and Complex Analysis. McGraw-Hill. 1999.

[V] M. VIVAS. Anélisis en una Variable Compleja, Primera Edicién. Editorial

Horizonte. Barquisimeto, 2009.

(W] D. WuNcHS. Variable Compleja con Aplicaciones, segunda edicién. Pear-

son Educacion. 2004.

45



	Agradecimientos
	Resumen
	Introducción.
	Preliminares.
	Funciones Armónicas.
	Propiedades básicas de las funciones armónicas.
	Funciones armónicas conjugadas.
	Algunas aplicaciones de las funciones armónicas conjugadas.
	Estudio local de las funciones armónicas.

	El Teorema de Harnack.
	La desigualdad de Harnack.
	El Teorema de Harnack.

	Funciones Subarmónicas y Superarmónicas.
	Notas Finales.
	Referencias bibliográficas.

