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“SOBRE EL METODO DEL GRADIENTE ESPECTRAL
PROYECTADO NO-MONOTONO EN CONJUNTOS
CONVEXO0S.”

RESUMEN

En el presente trabajo se analiza principalmente el articulo cientifico Nonmono-
tone Spectral Projected Gradient Methods on Convex Sets cuyos autores son Ernesto
G. Birgin, Jos¢ Mario Martinez y Marcos Raydan (ver [3]). Para lo cual se han
consultado las referencias mostradas al final del mismo. El trabajo ha consistido
en lograr una buena comprension de los métodos y teoremas alli presentados, como
novedad podria considerarse la interpretacion geométrica de dicho método, presente

en la monografia que corroboran la comprensién del mismo.

En el articulo principal mencionado describen las técnicas del método del gra-
diente proyectado espectral no monotono considerado para la minimizacién de fun-
ciones diferenciables sobre conjuntos convexos. El diseno del gradiente proyectado
clasico es extendido para incluir una estrategia de tamano de paso que es basada
sobre la bisqueda lineal no monétona desarrollada por Grippo, Lampariello y Lucidi
(ver |7]). En la referencia principal (ver [3]) la estrategia no monotona es combinada
con la eleccion del tamano de paso espectral introducido por Barzilai y Borwein (ver
[1]) ¥ analizado por Raydan (ver [12]), para acelerar la convergencia del proceso.
En adicién a la ruta no lineal del gradiente proyectado clasico. La comprension y el
analisis de los algoritmos, los teoremas de convergencia y un resumen de los resulta-
dos de la aplicacion de los algoritmos obtenidos en el articulo [3| seran presentados

en la siguiente monografia.
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INTRODUCCION

Estudiaremos el problema de programaciéon no lineal dado por.

Minimizar  f(z) )

sujeto a  x €,

donde €2 C R™ es un conjunto convexo y cerrado y f : R™ — R una funcién continua
diferenciable. El objetivo principal de la siguiente monografia es el de analizar el
método del gradiente proyectado espectral (ver [3|) para resolver el problema (1) y
lograr una comprension general de la metodologia alli involucrada. Para ello reali-
zamos un estudio preliminar de diferentes aspectos tedricos que estan presentes en
dicho método y que requieren de una comprension basica inicial para profundizar
posteriormente en dicha metodologia. Estas consideraciones son abordadas con de-

talles en el capitulo 2.

No se pretende obtener resultados originales puesto que escapa a los objetivos
del trabajo, pero se aborda con detalles los contenidos presentes para lograr un buen

entendimiento de los mismos.

Para resolver el problema (1) existen diferentes metodologias entre ellas el método
del gradiente proyectado el cual esta basado en el método de proyecciones, para una
comprension del mismo (ver [2]). Por otra parte las busquedas unidimensionales como
por ejemplo la regla de Armijo (ver [2]) han sido consideradas en diferentes métodos
de minimizacién irrestricta, en la mayoria de las veces a lo largo de direcciones de
descenso obteniendo métodos en donde la disminucion de los valores de la funcion
objetivo es monotona. En |7] se presenta un algoritmo basado en una busqueda lineal
no monoétona que involucra el conocimiento de los valores objetivos de iteraciones
previas. Un caso particular de una busqueda lineal que contiene un tamano de paso
especifico es dado en [12], el cual estéa relacionado con la condiciéon secante de los

métodos Quasi-Newton (ver [5]) y con la definicion del cociente de Rayleigh (ver [10]).
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El método del gradiente proyectado espectral no mondtono cuyo analisis re-
presenta la base principal de esta monografia combina en el método del gradiente
proyectado la estrategia de busqueda lineal no monétona antes citada (ver [7]) con
el tamano de paso espectral mostrado en [1] y [12]. Dos variantes de este método
y su completo desarrollo seran analizados més profundamente en el capitulo 3, no
obstante, a manera de introduccién seguiremos con algunas consideraciones generales

importantes.

Este método es una estrategia no monotona de implementacion eficiente en cuan-
to a tiempos de ejecucion y es una de las muchas variaciones del método del gradiente
proyectado en los ultimos anos. El método tiene la propiedad comtin de mantener
la factibilidad de los iterados por la frecuencia de los pasos de prueba proyectados
sobre el conjunto convexo factible. El proceso de proyeccion es la parte mas costosa
del método del gradiente proyectado. En algunos casos donde la proyeccién no es
costosa, como en el caso de la restricciones de caja, la velocidad de convergencia
del método del gradiente proyectado es muy lenta y en el caso en que las curvas de
nivel de f parecen largos valles, la sucesion de iteraciones generadas por el método de
méximo descenso expone una trayectoria de zig-zag y el método es considerablemente
lento. Esta situacién motiva a combinar el método del gradiente proyectado con dos
nuevos proyectos desarrollados en la optimizacion ya mencionados. Esta combinacion
requiere menos trabajo computacional y ayuda a acelerar notablemente la velocidad

de convergencia, y por lo tanto se asegura la convergencia global del método.

Barzilai y Borwein descubren que para alguna eleccion del tamano de paso ay,
el método de Cauchy converge superlinealmente a la solucion, si f : R" — R es
una funciéon cuadratica convexa publicado en 1986 (ver [1]), luego en 1991 Raydan
prueba la convergencia del método de Barzilai y Borwein para funciones cuadraticas
estrictamente convexas arbitrarias (ver [12]). Raydan muestra que este método es

més efectivo que el método de méximo descenso y el tamano de paso viene dado por.

Sk—1Yk—1
o = ——.
Sk—1Sk—1

En el método de Barzilai y Borwein se estudia el método de méaximo descenso,

donde la eleccion del tamano de paso a lo largo del gradiente negativo es derivado
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de una aproximaciéon de dos puntos de la ecuaciéon secante fundamental del método
Quasi Newton (ver [5]). La idea principal de la elecciéon del tamanio de paso espectral

es acelerar la convergencia del método de méximo descenso.

Una estrategia de globalizacion que acepte el presente tamano de paso desarrolla-
do por Barzilai y Borwein con la mayor frecuencia posible y conserve las propiedades
locales del método es basado sobre una regla de bisqueda lineal no monétona para
el gradiente proyectado desarrollada por Grippo, Lampariello y Lucidi en 1985 (ver
[7]) v ésta, a la vez esta basada en una condicion tipo Armijo a lo largo del arco de

proyeccion (ver [2]) como sigue.

h < £ ) h T
flan + o ady) < ngjngﬁk){f(xk—g)} + 0" agj, di,

donde m(0) = 0, 0 < m(k) < min{m(k — 1)+ 1, M}, k > 1, M es un entero no
negativo, o € (0,1), v € (0,1),a >0

En este trabajo presentaremos algunos métodos y condiciones de descenso monoé-
tonas y no monoétonas, bases para poder estudiar el método central, luego definiremos
el método del gradiente proyectado espectral, explicaremos sus algoritmos, desarro-
llaremos sus teoremas de convergencia y se realizara un anélisis de los resultados

numéricos que se obtuvieron en la referencia principal (ver [3]).






CAPITULO 1
PRELIMINARES

§1.1. Nociones Basicas

A continuacion desarrollaremos y trataremos algunas definiciones, métodos y teo-
remas necesarios para una mejor comprension de este trabajo, los cuales han sido

extraidos de las referencias citadas y seran usados durante el desarrollo del trabajo.
DEFINICION 1.1 (Conjunto Convexo). (ver [2]) Sea C' un subconjunto de R,
Diremos que C' es un conjunto convexo si

ar+(l—a)yeC Ve,yeC y Vae(0,1)

DEFINICION 1.2 (Autovalor). (ver [2]) Sea A una matriz n xn. Diremos que A € K
(K =C 6 K =R) es un autovalor o valor propio de A si existe un vector v € R" (6
C"), v # 0 tal que

Av = v

DEFINICION 1.3 (Condicién de una Matriz). (ver [5]) El ntimero de condicion de
una matriz esta definido por.

K(A) = [A[[A]),

donde A es una matriz n X n.

Una matriz A es bien condicionada si K (A) esta cerca a 1y es mal condicionada

si K(A) es significativamente mayor que 1.

DEFINICION 1.4 (Radio Espectral). (ver [2]) El radio espectral p(A) de una matriz
A esté definido por.
p(A4) = maz|,

donde A es un valor caracteristico de A.
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DEFINICION 1.5. (ver [2]) Sea A una matriz simétrica de orden n xn, A es llamada
definida positiva si 27 Az > 0 para todo x € R™, x # 0. Esta es llamada definida no

negativa o semidefinida positiva si 7 Az > 0 para todo x € R™.

DEFINICION 1.6 (Cociente de Rayleigh). (ver [10])

Sea x una aproximacion de un autovector v de la matriz A asociado a un auto-
T

se le denomina Cociente

valor A (Av = Av) que queremos calcular. El cociente —
xlz
de Rayleigh del vector x respecto de la matriz A.

El sistema Az = Ax de orden n x 1, resulta en general incompatible por no ser x
exactamente un autovector sino una aproximacion. Por lo que la soluciéon que mejor
se ajusta es la pseudosolucion del sistema, que nos dard la mejor aproximacion del
valor .

Melo = 2T Az
ol A

A\ = .
Ty

El Cociente de Rayleigh puede utilizarse para acelerar la convergencia de los
métodos, pues en una iteracion k£ dicho cociente da una mejor aproximacion al valor

propio.

DEFINICION 1.7 (Punto Estacionario). (ver [2]) Sea 2 un conjunto convexo, dire-

mos que T es un punto estacionario si.
Vi) (xz—7) >0, Ve

PROPOSICION 1.1 (Desigualdad de Schwartz). (ver [2]) Para cualquier par de

vectores T ey, tenemos que.
2Tyl < Nl - [lyll-
La igualdad se tiene si y solo st x = ay para algin escalar o.

§1.1.1. Interpolacién Cuadratica

La interpolacion cuadratica (ver [2]) consiste en obtener la parabola que deter-

minan tres puntos del plano. Si los puntos tienen abscisas distintas su ecuacion es

6
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un polinomio de segundo grado.

Este método usa tres puntos a, by c tal que a < b < ¢, g(a) > g(b) y g(b) < g(c).
Tal conjunto de puntos es referido como un modelo de tres puntos, alli se puede ver
que un minimo local de g debe estar entre los puntos extremos a y ¢ de los tres
puntos modelos a, b y c¢. En cada iteracion el método fija un polinomio cuadratico
a los tres valores g(a), g(b) y g(c), y uno sustituye uno de los puntos a, b y ¢ por el

punto minimizador de este polinomio cuadratico.

Asi tenemos un tnico minimo @ € (a, ¢) dado por.

= _ Lg(@)(@ =) +g(b)(a® — &) + g(c)(¥* — a*)

2 gla)(c=b)+g(b)(a—c)+g(c)(b—a)

Luego formamos un nuevo modelo de tres puntos como sigue.

» si @ > b, reemplazamos a 6 ¢ por @ dependiendo si g(@) < g(b) o g(@) > g(b)

respectivamente.

» si @ < b, reemplazamos ¢ 6 a por @ dependiendo si g(@) < g(b) o g(@) > g(b)
respectivamente.

§1.2. Proyeccion Sobre Conjuntos Convexos

El siguiente desarrollo ha sido estudiado y extraido de la referencia [8|.

Sea C' un conjunto convexo, cerrado y no vacio de R". Fijamos un z € R" y

consideramos el siguiente problema.

mf{%”y—xHQ :yEC’}. (1.2)

Nos interesan los puntos que pertenecen a C' que estdn més cerca de x. Asi

definimos la siguiente funcion. f, : R" — R, dada por:

£uly) = 3lly = 2l (1.3

7
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Tomamos en cuenta el siguiente conjunto S = {y € R : f,(y) < f.(c),c € C}.

Asi (1.2) es equivalente a.

inf{f:(y) :y € CNS}.

El cual tiene una solucién ya que f, es continua y por lo tanto S 'y S N C son

compactos.

Asi definimos un operador proyeccion, el cual es la funcion z — P.(x), x € R”
donde P, denota la proyeccion ortogonal sobre un subespacio C' € R", y viene dado

por.

1
P.(z) = argmin {§||y —z|?:y € C’} :
TEOREMA 1.1. Un punto y, € C es la proyeccion P.(x) siy solo si.
(* —yr,y —yr) <0, VyeC. (1.4)

Demostracion. Sea y, la solucion (1.4), sea y € C, tal que y, + a(y — yx) € C para

algin a € (0,1) entonces usando la notacion de (1.3) obtenemos lo siguiente.

1
Jo(y2) < Loy + aly = w)) = Sllve — 2+ aly — ) I” (1.5)
Dado que y, es solucion de (1.4), luego.

1 1
Sl — zl]* < 5 (llye — 2|” + 20y, — 2,y — ya) + &y — v |?) -

1
ye — 2| + oy — 7,y — yo) + §Oé2||y — |

N | —

1 2

My, — z|2 <

e~ <
Asi.

0 S a<yx — T,y — yw) + a2||y - yac||2

Dividiendo por a > 0 y sea « | 0 tenemos que.

0< (&= ¥Yor ¥ — Yo)-
Por lo tanto.

0> (T = Yu, Y — Yu)-

8
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Ahora supongamos que y, € C'vy.
<I_y:c7y_yac> <0 ‘v’yEC

Si y, = x tenemos que y, resuelve (1.2).
Ahora analicemos en el caso en que y, # x con y, € C.

Por hipotesis tenemos que.

0 > (T —Ys,¥ — Ya)
= (T—Ypy—T+T —ys)
= ||x_yw||2 + <ZE _ymay_x>

> o= yal® = llz = gallllz — -

Aqui usamos la desigualdad de Cauchy Schwartz, luego dividiendo por

[z =yl >0, (v # 7).

0 > [l =gl = llz =yl

lz—yll = llz— vl
1 1
jw—yw > jﬁ—yﬂa
fz(y) > f:(ys) paratodo yeC.

Asi y, satisface (1.2).

Por otra parte, este demostraciéon prueba al mismo tiempo que la desigualdad

(1.4) tiene una tnica solucion.

]

Observacion 1. La desigualdad de Cauchy - Schwartz define el dngulo 6 € [0, 7] de
dos vectores distintos de ceros x e y por.

(z,y)

cos(f) = —=2
O = Tl

€[-1,1].

Asi la expresion (1.4) nos dice que el angulo entre y —y, y  — y, es obtuso, para

todo y € C.
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PROPOSICION 1.2. La funcion f : R™ — C definida por f(x) = Pc(x) es continua

Yy no expansiva, o lo que es lo mismo.
[Po(z) = Fe)l < llz =yl Va,y e R™.

Demostracion. Escribimos (1.4) con x = x1 y y = P.(xs) € C.

(P.(x3) — P(z1), 21 — P.(x1)) <0.

Asimismo.

(Po(x1) — Po(2), 22 — Pe(x2)) < 0.

Y concluimos por adicién.

<PC<I2) - PC<LL’1), Ty — Pc(l’1>> + <Pc(l’1> - Pc(l’g),l‘g - PC(I2)> S 0.

Esto implica.

<Pc(f[71) — PC(JZQ), To — T1 + Pc(l'l) — PC(IQ» S 0.

Asi.

(Po(x1) = Po(w2), w2 — 1) + || Pu(21) — Pu(x2)]]> < 0.

Luego.

|Po(21) = Po()||> < (Pu(1) — Pu(), 21 — ).
Por lo tanto.

[Pe(@1) = Pe(w2)|* < | Pel1) = Pe(w)[l21 — 2]

En consecuencia.

[Pe(1) = FPe(w2)|| < [lay — |
[l

TEOREMA 1.2. (ver [13]) Supongamos que f es una aplicacion continua de un

espacio métrico compacto X en un espacio métrico Y, entonces f(X) es compacto.

10
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TEOREMA 1.3 (Teorema del Valor Medio). (ver [2]) Si f : R — R es continuamente
diferenciable sobre un intervalo abierto I, entonces para todo x,y € I existe algin

€ € [z,y] tal que.

fly) = f(x) = V(€)Y — ).

Nota 1. Estos teoremas seran utilizados en las demostraciones de los lemas y los

teoremas de convergencia.

§1.3. Regla de Armijo

Laregla de Armijo forma una parte fundamental en el desarrollo de la metodologia
propuesta en la referencia principal estudiada (ver [3]), aqui presentamos un estudio

basado en la referencia [2].

La regla de Armijo es una regla de reducciéon sucesiva en la cual se selecciona
un tamaifio de paso inicial s, v si el vector 2* + sd* no produce un valor mejorado
de f; es decir, f(z* + sd*) > f(z*), el tamafio de paso s es reducido por un cierto
factor hasta que el valor de f es mejorado. Este método es tedricamente inestable ya
que los valores mejorados en cada iteracion pueden no ser suficientes para garantizar

convergencia a un minimo.

Para eliminar la dificultad de la convergencia tedrica, fijamos los siguientes es-
calares s > 0, 3 € (0,1), o € (0,1) y hacemos o* = ™ s, donde m;, es el primer

entero no negativo m para el cual se cumple la siguiente desigualdad.
F(@*) = fa* + B7sd") = —ofmsV f(«*)d",
o lo que es equivalente.
fa® + gmsd”) < f(z*) + o fmsV f(a*)Td. (1.6)

La busqueda lineal por la regla de Armijo, comienza con un tamano de paso de
prueba s y continua con f3s, 3%s, ..., hasta la primera vez que 3™s se inscribe en el

conjunto de tamano de pasos « satisfaciendo la desigualdad (1.6).

11
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Para ilustrar la desigualdad (1.6), consideramos.

g(a) = f@a" + ad"),

vista como una funcién del tamano de paso «. Luego para a = 0 tenemos.

Y por otra parte.

!

g (a) = Vf(z" + ad)Td".
Y asi.

g'(0) = Vf(a*)d".

Por lo tanto podemos escribir la desigualdad (1.6) como.

g(a) < g(0) + oag (0)d".
Asi observamos que la expresion L : g(0) 4+ cag (0)d* es una recta donde su pen-

diente es negativa ya que d* es una direccion de descenso.

Entonces el tamano de paso a elegir son los que hacen que la recta L(«) estén

por encima del gréfico g(«) (ver figura (1.1)).

§1.4. Algunos Métodos de Optimizaciéon

A continuacion desarrollamos concisamente varios métodos de optimizacion irres-
tricta: método de maximo descenso (método de Cauchy), método de Newton, método
Quasi Newton y el método de la secante, cuyo desarrollo nos permite una mejor
comprension de los temas estudiados.

§1.4.1. Método de Maximo Descenso

El método clasico de méximo descenso (ver [2]) para la minimizacion sin restriccio-

nes de f : R” — R es de la forma.
Thy1 = Tk + Oékdk.

12
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- | o Lo o
: [525=mk ' Ps/ s
cavixK)dk
AV f(xK)ak

FIGURA 1.1: REGLA DE ARMIJO

La direccion de buisqueda d € R™ es escogida como el gradiente negativo de f

en rg.
dr, = =V f(xp).

Y el tamano de paso «ay es dado por.
ar = argming f(xy + ady).

Si d es una direccion de descenso entonces d y V f(z) forman un angulo mayor

que 7/2.

Una de las ventajas de la direccion de maximo descenso es que s6lo se requiere

de la evaluacion del gradiente de la funcion.

TEOREMA 1.4. (ver [9]) Para algin xq € E™ el método de mdximo descenso con-

verge al unico punto minimo x* de f. Es mas, con.
1

E(zx) = §(x — 7 Q(x — z%). (1.7)

se tiene que para todo paso k.

E(zp) < (A — G)ZE(%),

A+a

13
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donde Q = V2f(x) es una matriz simétrica definida positiva y A y a son el mds

grande y el mas pequeno autovalor de Q).

Observacion 2. En el teorema E™ denota a R™ con la norma euclidea. El teorema
nos dice que la rata de convergencia del método de maximo descenso es retardado
como los contornos de f se hacen mas excéntricos. En el caso en el cual A = a,
corresponde a contornos circulares, y asi la convergencia ocurre en un solo paso.
Sin embargo, si n — 1 de los autovalores son iguales y uno es diferente de estos, la
convergencia sera muy lenta. Y asi un simple autovalor distinto puede destruir la

efectividad del tamano de paso del método de maximo descenso.

§1.4.2. Método de Newton

El método de Newton (ver [5]) es conocido como una técnica para encontrar raices

de una funcion real. Sea ¢(t) : R — R. Consideremos la ecuacion ¢(z*) = 0.

El método de Newton es basado en una aproximaciéon lineal. Supongamos que

tenemos un x; muy cercano a x*.

Trazamos la recta tangente a la curva en el punto (z;, f(z;)) ésta cruza al eje x
en un punto x;,1 que sera nuestra siguiente aproximaciéon a la raiz z* ver la figura

(1.2).

Para calcular el punto z;, , calculamos primero la ecuacion de la recta tangente.
Sabemos que tiene pendiente m = f'(x;).

Y por lo tanto la ecuacion de la recta tangente es.

!

y— fl@:) = f (z:)(x — 25).

Como vemos en la figura (1.2).

Hacemos y = 0 y despejamos .
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>
/X / XH Xi

FIGURA 1.2: METODO DE NEWTON

Asi obtenemos la siguiente formula iterativa de Newton.

fla) o
() si f(x)#D0. (1.8)

Note que el método de Newton no trabaja con intervalos donde nos asegure que

Tit1 = Li —

encontraremos la raiz, y de hecho no tenemos ninguna garantia de que nos aproxi-
maremos a dicha raiz. Desde luego, existen ejemplos donde este método no converge
a la raiz, en cuyo caso se dice que el método diverge. Sin embargo, en los casos donde
si converge a la raiz lo hace con una rapidez impresionante, por lo cual es uno de los

métodos preferidos por excelencia.

También observe que hay casos donde el método no se puede aplicar, por ejemplo,
cuando la derivada de f se anula en un punto, no hay definicion del siguiente iterado

(ver 1.8).

La direccion de Newton es obtenida después de considerar una aproximaciéon

cuadratica de f en una vecindad de z*.
Pk ) FH) + ATV F () + ATV F () = mefd).
Si V2f(x) es definida positiva, entonces el vector que minimiza a my, es
d* = —V2f(a") 7V f (")

15
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La ventaja es que obtenemos una rata de convergencia cuadratica cuando estamos
cerca del punto 6ptimo, pero en cada iteracion es necesario el calculo del Hessiano,

cosa que puede ser muy costosa.

§1.4.3. Método Quasi-Newton

El método Quasi-Newton (ver [11]) es un procedimiento que se basa en el método
de Newton para encontrar el punto estacionario de una funcion, la idea fundamental
del método es usar una aproximacion de la inversa de la Hessiana en lugar de la
verdadera inversa que es requerida en el método de Newton. Asi que en la aproxi-
macién cuadratica, en lugar de V2f(2*) se utiliza una aproximacion By, la cual es

actualizada en cada iteracion.

El método Quasi-Newton es un proceso iterativo muy béasico para resolver los
problemas.
minimizar f(x),
y su iteracion viene dada por.
)T

Tp1 = 1 — By 'V f (w

La matriz By es una matriz simétrica n X n y aj es elegido para minimizar
f(zx41). Observamos que si By, es la Hessiana de f obtenemos el método de Newton,

si By = I tenemos el método del paso de maximo descenso.

La direccion Quasi-Newton esta dada por.

La actualizaciéon de B, en cada iteracion, debe garantizar una propiedad del

Hessiano. Llamada la ecuacién secante.

Br115k = yi,

donde sy = xp11 — 2k ¥ yx = Vf(zri1) — Vf(xr), ademas, By debe ser simétrica

definida positiva.

16
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Por otra parte s y yx deben satisfacer la condicion de curvatura.
spyr > 0.

Una de las actualizaciones més usadas es la formula BFGS cuyo nombre es deriva-
do por las iniciales de sus inventores Broyden, Fletcher, Goldfar y Shanno.

BiSySi By | YiVi!

Bii1 = By, — .
PR USTRLS, ST,

Entre otras actualizaciones esta la formula DFP y SR1.

Al igual que en el método de Newton, este método utiliza una aproximacién de

segundo orden para encontrar el minimo de una funcion f(z).

§1.4.4. Meétodo de la Secante

El método de la secante (ver [5]) es un procedimiento que se emplea para encon-
trar los ceros de una funcién, en este método en vez de calcular la derivada de la
funcién en el punto de estudio, como en el método de Newton, teniendo en mente
la definiciéon de derivada, se aproxima la pendiente a la recta que una la funcién
evaluada en el punto de estudio y en el punto de la iteraciéon anterior. Esta técnica es
de especial interés cuando el coste computacional de derivar la funcion de estudio y

evaluarla es demasiado elevado, por lo que el método de Newton no resulta atractivo.

El método se define por la relacién de recurrencia.

I ) S

Para aplicar este método se necesitara dos aproximaciones iniciales de la raiz para

poder inducir una pendiente inicial.

El método se basa en obtener la ecuaciéon de la recta que pasa por los puntos
(xg_1, f(xk-1)) ¥ (zk, f(2r)), luego se escoge como siguiente elemento xy; la inter-
seccion de la recta secante con el eje X y su imagen; es decir, el punto (zg11, f(Tg11)).

A dicha recta se le conoce como recta secante por cortar la grafica de la funcion.

17
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Por otra parte para el caso donde el método de la secante encuentra los ceros del

gradiente de la funciéon (V f(x)) obtenemos la siguiente iteracion.

L — Tk—1

T = Vf(re) = Vf(zre)

V[ (). (1.9)

§1.4.5. Meétodo del Gradiente Proyectado

Presentamos un breve resumen del método del gradiente proyectado y la regla de
Armijo a lo largo del arco de proyeccion (ver [2]) en lo cual se basa fuertemente la

referencia principal desarrollada [ver [3]].

El método del gradiente proyectado es un método de direccion factible de la

forma.

T = T + (T — xp), (1.10)

donde.
fk = [l’k - Ska(Ik)]+ (111)

Asi, [.]* denota la proyeccion sobre el conjunto X, ay € (0,1], es un tamafio de
paso, y si es un escalar positivo. Asi, para obtener el vector Ty, tomamos un paso
—skV f(x) a lo largo del gradiente negativo. Como en el paso de maximo descen-
so. Entonces proyectamos el resultado x; — s,V f(xy) sobre X, por ello mantiene la
factibilidad.

Podemos también ver el escalar s como tamano de paso, esto es evidente cuando

seleccionamos oy, = 1 para todo k, el cual caso x;11 = 7% y el método hace.

Tyl = [LCk — Ska(l'k>]+. (112)

Si xp — s,V f(zr) es factible, la iteracion del gradiente proyectado se convierte
en una iteracion del método de méaximo descenso sin restricciones en la forma (1.10)
o la forma (1.12) en este caso (1.10) toma la forma x5, = x — @V f(xy) donde
(1.12) toma la forma zp11 = zx — sk V. f(xx), note que z* = [z* — sV f(z*)]T para
todo s > 0 si y solo si x* es estacionario, de manera que el método se detiene en ese

punto.

18
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Conjunto de Restricciones de X

X, 1=%,75. V)

/

Xir2™Siean V(%y10)

Xiea 178 VIXicaq)
FIGURA 1.3: ITERACIONES DEL METODO DEL GRADIENTE PROYECTADO.

En la figura (1.3) observamos algunas iteraciones del método del gradiente proyec-

tado.

A fin de que el método para hacer sentido practico, es necesario que la pro-
yeccion de funcionamiento sea bastante simple. Esto sera si X tiene una estructura

relativamente simple. Por ejemplo, cuando existen cotas sobre las variables.
X=Az/a; <z; < B,i=1,...n}.
La i-ésima coordenada de la proyecciéon de un vector x es dada por.
Q;, Sl < oy

[z]; = Bi, six; > By

T;, €.0.cC..

§1.5. Regla de Armijo a lo largo del arco de proyecciéon

Existen varios procedimientos para la seleccion del tamano de paso en el método

del gradiente proyectado entre ellos esta la regla de Armijo a lo largo del arco de
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proyeccion (ver [2]).

En esta regla el tamaifio de paso o es dado por.
oF =1, k=0,1,..

Y el tamano de paso s* es determinado por una reduccién sucesiva hasta que una
desigualdad parecida a Armijo es satisfecha; Es decir que, zj,; es determinado por

una busqueda parecida a Armijo sobre el arco de proyeccion.
{"(s)]s > 0},

donde, para todo s > 0, 2%(s) es definida por.

2¥(s) = [¢% — sV f(zM)]T. (1.13)

Fijando escalares 5, 3,y 0 > 0,cons >0, § € (0,1), y o € (0,1) son elegidos,
y hacemos s* = 3™, donde my, es el primer entero no negativo m para el cual se

cumple.

f(a®) = fa"(873)) = oV f(2")T (2" — 2*(575)). (1.14)

Esta desigualdad es llamada la regla de Armijo a lo largo del arco de proyeccion.

Conjunto de Restricciones de X

Proyeccion de Arco

FIGURA 1.4: ARCO DE PROYECCION

Podemos observar geométricamente el arco de proyeccion en la figura (1.4).

20
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Ejemplo 1.5.1. Encontrar los autovalores de la siguiente funcion f(z,y) = %2 + %.

Tenemos que la representacion matricial de f(x,y) viene dada por.

fay)=( y)< )(y) (1.15)

D k=
o= O

Sea

)

Asi el polinomio caracteristico es el siguiente.

s

I
VN
O =
o= O

P(A) = det(A—X)
=X 0
0 $-A

()6

Luego para conseguir los autovalores hacemos P(A) = 0, por lo tanto.

()6

Esto implica que A = % O \= %.

§1.6. El Método Gradiente con tamano de paso de dos pun-

tos

La siguiente sintesis de la referencia [1| nos permite apreciar la obtencion del
tamano de paso de Barzilai y Borwein, lo que es de gran importancia para llevar a

cabo el método central de este trabajo.

El método de Cauchy (método de maximo descenso) a pesar de su simplicidad
y que su tamano de paso viene dado por oy = argmin f(z, + ady), al ser aplica-
do a funciones de forma cuadratica (f(z) = 327 Qxz — 27b, donde @ es una matriz

simétrica y positiva semidefinida) la rata de convergencia depende de el radio de las
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longitudes de los ejes de los contornos elipticos de la funcién, el cual la longitud del
eje corresponde, al i-ésimo autovector de Q que es proporcional a %i, donde A; es un
autovalor de Q para i =1,2,...,n (ver ejemplo (1.5.1)). Por esto, en algunos casos

el método de Cauchy funciona mal, este es muy afectado por el mal condicionamiento.

El método gradiente con tamano de dos puntos produce dos nuevos tamanos de
pasos que pueden usarse independientemente en conjuncion con la direccién negativa
del gradiente, estos tamanos de paso requieren menos calculo computacional y son

menos afectados por el mal condicionamiento. Este método genera la iteracion.

Tpt1 = Tk — Sk,

donde gr = Vf(z), Sx = ar y ap minimiza a ||Axr — aAgl|]? con Az =2, —xp_1 y

Ag = gk — Gr—1-

Esta eleccion se debe a que este proporciona una aproximaciéon de dos puntos

a la ecuacion de la secante subyacente del método Quasi-Newton. Esto produce la

iteracion.
Ti+1 = Tk — Ak Gk, (1.16)
donde oy, es dado por.
(Az, Ag)
= —. 1.17
T TAg Ay (1.17)

En efecto.
Definimos f(a) = ||Ax — aAg||*.

Tenemos que.

flag) = ((Az —alAg, Az — alg))
flaw) = ((Az, Az) — a{Az, Ag) — a(Ag, Az) + |a]*(Ag, Ag)).

Asi.

’

floaw) = —(Az, Ag) — (Ag, Az) + 2a(Ag, Ag).
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Dado que o, minimiza a ||Az — aAg|?, f (o) = 0, asi.

— (Az,Ag) — (Ag, Az) 4+ 2a(Ag, Ag) = 0. (1.18)
Por lo tanto despejando .

(Az, Ag)
(Ag,Ag)

Por simetria, podemos minimizar ||[Az — aAg||? con respecto a a y nos resulta.

ap = %. (1.19)

En el caso unidimensional observamos que usando (1.16) con (1.17) ¢ (1.19)
obtenemos la iteracion del método de la secante para el caso donde el método en-

cuentra los ceros del gradiente de la funcion (la ecuacion (1.9)). En efecto.

En este caso tenemos que q minimiza |[Az — alAg|? o lo que es equivalente

(Az — a/Ag)?. Consideremos la funcion.
9(0) = (Az — alg)”

Asi.
g'(ax) = 0.
2(Ax — alAg)Ag = 0.

Dado que Ag # 0, entonces.

2(Az —alAg) = 0

Axr = alg
I
a = Ay
Esto implica que.
o — T — Tg—1
Vi(ze) = Vi(ze-1)
Luego.
Tk — Tho
Thp1 = Ty — UL V().

Vf(zr) = Vf(zr)
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Como los algoritmos de dos puntos no son algoritmos de descenso, tienen una
ventaja con respecto a los algoritmos de descenso debido a que las restricciones de
los algoritmos de descenso muchas veces resultan en pequenos tamanos de pasos para

problemas mal condicionados.

§1.7. Sobre la eleccion del tamano de paso de Barzilai y

Borwein para el método gradiente

Presentamos un breve estudio de la referencia [12], la cual nos permite una mejor
comprension del tamano de paso de Barzilai y Borwein que da origen al término

espectral.

El método de Barzilai y Borwein para la minimizaciéon sin restricciones de una

funcion diferenciable f : R™ — R es definida por.

1
LTe+1 = Tk — — k- (120)
&7

donde g, es el vector gradiente de f en x; y el escalar oy es dado por.

T
Sp—1Yk—1
p = ———. 1.21
3%—1316—1 ( )
© T
Yi—1Yk—1
==, (1.22)
Sp—1Yk—1

donde Sp_1 = o) — Tp—1 Y Yr-1 = Gk — Gr—1-

Cuando f(z) = %xTAx — bz + ¢ es una funcién cuadratica y A es una matriz

definida positiva, entonces oy, en (1.21) y (1.22) se convierte en.

st | Asy_
ay = T (1.23)
Sk—15k—1
T A2
S A%Sp—1
= = 1.24
o st Asi4 (1.24)

Respectivamente. En efecto.
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Tenemos que.

Ye—1 = Gk — Gk—1 — (A% - b) - (A%—l - b)

= A(l’k — .T}kfl)
= Ask_l.
Por lo tanto. .
o S_1ASk—1
k= =T
Sk—15k-1
0 T A2
o — Sp_1A%Sp_1
k= "T Ao
S Ask_1

En este caso, oy es el cociente de Rayleigh de A en el vector s;_; o en el vector

V/Asj._1 por la definicion (1.6). Como A es simétrica definida positiva, entonces.
0 < A < ap < Ansx, Ppara todo k,

donde A\ ¥ Amax son respectivamente los autovalores mas pequeno y mas grande

de A. Por lo tanto, no se divide por cero en (1.20).

Las formulas (1.21) y (1.22) son usadas para generar los coeficientes ay, con tal
de que ellos estén cercanos a 0 y que ellos nos sean muy grandes; es decir. El método
usa proteccion 0 < app < amsx < 00 v define, para cada iteracion.

T
o Sk Yk
Qpr1 = MAN { Qpaz, MAT § Cpin, Tor .
k°k

§1.8. Una técnica de Busqueda lineal no mondétona para el

método de Newton

En esta seccion mostraremos un anélisis del trabajo realizado por Grippo, Lam-
pariello y Lucidi (ver|7]). Quienes exponen una técnica de btusqueda lineal no mono-
tona para el método del gradiente proyectado (ver 1.4.5). Este trabajo es relevante

en el desarrollo del método principal (ver [1]).

Se sabe que el método de Newton en su forma pura tiene serias desventajas,
ya que requiere el uso de una técnica de busqueda lineal el cual garantice un de-

crecimiento monotono de la funciéon objetivo y esto hace que el método tenga poca
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rapidez en la presencia de curvas y valles estrictos.

La técnica de busqueda lineal no monétona para el método de Newton puede ser
vista como una generalizacion de la regla de Armijo, en el sentido que este permita

un aumento en la funcién sin afectar la propiedad de convergencia.

Sea (xy) una sucesion definida por.
Thy1 = Tk + Ozkdk con dk 7é 0.
Para llevar a cabo dicha técnica se deben cumplir las siguientes condiciones.

Condicion 1 i gld, < —Cy||gi||?, Ci  positivo.

it [|dg|| < Callgk|l, C2  positivo.

Condicién 2 o, = o™a, donde hy, es el primer entero no negativo h para el cual.

f(xy + o"ady) < OS%%k)[f(:nk_j)] + yolag] dy, (1.25)

donde m(0) =0, 0 < m(k) < min[m(k —1)+ 1, M], k > 1, M es un entero no
negativo, o € (0,1), v € (0,1), a > 0.

Si la condicion 1 es satisfecha se establece que dj es “gradient related” (ver [2]),
la cual basicamente significa que d, no es “muy grande” ni “muy pequena’ relati-
va al gradiente de f(x) y que el angulo entre dy, y V f(xx) no esta “muy cerca” a
90°. La condicién 2 representa un criterio de reduccion suficiente sobre f, el cual
acota el tamano de paso de una manera que, en caso de convergencia, tenemos que

a|di|| — 0.

Ahora describimos el procedimiento de la técnica de busqueda lineal no moné6tona

para el método de Newton.

Algoritmo
Datos: xg, entero M >0, ¢; >0, ¢5 >0, v € (0,1), 0 € (0,1).
Paso 1 Sea k = 0, m(0) = 0 y calcular fo £ f(z,).

Paso 2 Calcular g;; si g, = 0 para, sino se calcula Hy; si Hy es singular, hacemos
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dr, = —gx, m(k) = 0 y vamos al paso 5.

Paso 3 Calcular dy = —H 'gr. Si |gld| < cillgrll? o ||dill > c2llgrll, hacemos
dr, = —gx, m(k) = 0 y vamos al paso 5.

Paso 4 Si g'd;, > 0, hacemos dj, = —dj,.

Paso 5 Sea o = 1.

Paso 6 Calcular f, = f(zy + ady). Si

< 4 , r
fa ~ Ogrjn;inx(k){fk_]} + gy dka

entonces se define fri1 = fo, Trr1 = Tpt+ady, k = k+1m(k) < min{m(k—1)+1, M}
y vamos al paso 2.

Paso 7 Sea a = o« y vamos al paso 6.
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CAPITULO 2

METODO DEL GRADIENTE
PROYECTADO ESPECTRAL

En este capitulo estudiamos y presentamos un resumen de los principales aspec-
tos desarrollados en la referencia principal [3|. Mostramos en forma detallada las
demostraciones de los teoremas alli considerados y de dos lemas cuyas demostra-
ciones fueron analizadas de la referencia [2]. Un aspecto que podria considerarse
como una novedad es la inclusion de graficos que nos permite una mejor compresion

en el tema estudiado.

El método del gradiente proyectado espectral no monétono es aplicado a proble-

mas de la forma.
minimizar  f(x) (2.1)

sujeto a x € (),
donde €2 es un conjunto convexo y cerrado en R" el cual es el conjunto de restricciones
factibles y f : R” — R es una funcién continua que admite derivadas parciales con-

tinuas en un abierto que contiene §2 y es llamada funcién objetivo.

En esta seccion describiremos los algoritmos de dicho método y demostraremos la
buena definicién de los algoritmos, y que cada punto de acumulaciéon de la sucesion

generada de estos algoritmos es un punto estacionario.

El método del gradiente proyectado espectral es una estrategia no monétona de
implementacion eficiente en cuanto a tiempos de ejecucion (ver [3]). En cada ite-
racion, el método combina el método del gradiente proyectado con el esquema de
bisqueda lineal no mono6tona desarrollada por Grippo, Lampariello y Lucidi para
el método de Newton (ver [7]) y esta variante combinada con el tamano de paso

espectral introducido por Raydan y analizado por Barzilai y Borwein (ver [12] y [1]).
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Esta combinacién nos ayuda a acelerar notablemente la velocidad de convergencia,
requiere menos trabajo computacional y esto nos asegura la convergencia global del

método.

El método del gradiente proyectado espectral para el problema (2.1) viene dado

por la iteracion.
T = T+ Ady 6 Tp = Plog — axV f(21)),
donde A = ay, v la direcciéon viene dada por.

d = P(C(]k — Oszf(l’k)) — Tk

T
Sk—15k—1

T
Sp—1Yk-1

Tenemos que Sx_1 = T — Tp—1, Y1 = Vf(xx) — V(1) v ax = el

cociente de Rayleigh inverso.

El uso de 7., depende del algoritmo que se utilizara; es decir, si usaremos el

algoritmo SPG1 o el algoritmo SPG2 que se presentan en la siguiente seccion.

§2.1. Algoritmos

A continuacién describiremos los algoritmos del método del gradiente proyectado

espectral, los cuales son llamados SPG1 y SPG2 (ver [1]).

Los algoritmos comienzan con un punto inicial xy € €2 y usan un entero M > 1,
un parametro pequeno au,y, > 0, un parametro grande amsc > Qupm, Un parametro
de suficiente reduccion v € (0,1), los parametros de proteccion 0 < 0y < g9 < 1y

denotamos g(z) = V f(x).

Dado xp € Qy ax € [min, ¥max), tomamos inicialmente oy € [aunin, Omax| arbi-
trario, los algoritmos SPG1 y SPG2 describen como obtener xp.1, agyq y cuando

termina el proceso.

Algoritmo SPG1.

Paso 1 Detectar si el punto actualizado es estacionario.
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Si ||P(zg — arg(x)) — x| = 0, para, declarando que zj, es estacionario.
Paso 2 Backtracking.
Paso 2.1 Sea \ — «y.
Paso 2.2 Sea x; = P(zx — Ag(zx)).
Paso 2.3 Si.

< i : — .
flen) <, _mix  flae) + e - (), (22)

entonces se define \y = \, Ty11 = T4, Sg = Tpa1 — Tk, Yp = 9(Tpy1) — g(zx), y vamos
al Paso 3.

Si (2.2) no se cumple, definimos.
M uevo € [0'1/\,0'2)\]. (23)

Sea A < A uevo, v Vamos al Paso 2.2.
Paso 3
Calcular by, = (Sg, Yg)-

Si by <0, sea (y1 = Qmay; Sino, calcular ax = (s, si) v.

g1 = Min{ gy, Max{mm, ax/bi }}-

El algoritmo SPGI1 toma puntos de la forma P(xy — Ag(zx)) para A € (0, ag]
durante el proceso de busqueda unidimensional, el cual en general forma una ruta
curvilinea. Por lo tanto, el producto escalar (z, —zy, g(xx)) en la condicion (2.2) sera
calculado para cada punto de prueba x,. Mas atn, en la formulacion del algoritmo
SPG1 la distancia entre dos puntos consecutivos podria ser muy pequena o siempre
nula en la vecindad de puntos esquinas del conjunto 2. De hecho, la distancia en-
tre las proyecciones de dos puntos sobre el conjunto factible pueden ser pequenas,
siempre y cuando los puntos son distantes entre si. Claramente, al evaluar la funcién

objetivo sobre dos puntos cercanos representa un mal uso de la informacion.

Ahora veamos graficamente el caso cuando A no cumple la condiciéon (2.2) (ver

figura (2.1)) y algunas iteraciones del SPG1 (ver figura (2.2)).
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xo-)\vf(xu)

FIGURA 2.1: CASO DONDE A NO CUMPLE LA CONDICION (2.2)

*-AVi(x,)

X AVH(x,)

FIGURA 2.2: ITERACIONES DEL SPG1
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Debido a la deficiente informacion dada por el algoritmos SPG1 al evaluar la
funcion en dos puntos cercanos, los autores de la referencia [3] se motivaron a definir el
algoritmo SPG2. Este algoritmo también esta basado sobre la direccion del gradiente
proyectado espectral P(z, — apg(rr)) — g, con ay como el cociente de Rayleigh

inverso.

ap = <3k—173k—1>'
<5k71> yk—l)

(81%17 yk71>
<3k—1> 3k:—1>
dio de la matriz Hessiana fol V2 f(zp_1 + ts,_1)dt. En efecto.

Observamos que es el cociente de Rayleigh correspondiente al prome-

El método Quasi Newton para optimizacion sin restricciones obedece la formula

recursiva.
Thy1 = Tk -+ )\kB,;1Vf(xk)

La sucesion de matrices { By} satisface la ecuacion secante.

Bk+15k = Yk- (24)

Deseamos una matriz con una simple estructura que cumpla (2.4), mas precisa-
mente, deseamos.

By = apqil,

donde a1 € Ry asi la ecuacion (2.4) nos queda.

Op415k = Yk-

Aceptando el estudio realizado en (1.6) de que oy, minimiza || sy —yi ||* obtenemos
que.
T
Sk Yk
Opy] = —F—. 2.5
k+1 S%Sk ( )

Ahora observamos que v, = fol V2 f(xy, + tsy)dt.

haciendo un cambio de variable.
U = Tp + tSg.

Tenemos que.

du = sidt.
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Asi.

1 Tk+Sk
(/ V2 f(z + tsk)dt) S = / V2 f(u)du
0

Tk

= Vf(xx +sp) = Vf(z)
= Vf(@r41) — V(xw)
= Yk

Por lo tanto la ecuacion (2.5) nos queda.

Sk (fol V2f(wk + tSk)dt> Sk

Apt1 = STSk )
k

y por la definicion (1.6) se tiene lo deseado.

En el algoritmo SPG2 en el caso de rechazar el primer punto de prueba, el si-
guiente punto sera calculado a lo largo de la misma direccién. Como consecuencia,
(x4 —xp, g(x1)) deberd ser calculado en la primera prueba y la operacion proyeccion
deberé ser realizada solo una vez por iteracion, este algoritmo coincide con SPG1

excepto en el paso backtracking.

Algoritmo SPG2.
Paso 1. Detectar si el punto actualizado es estacionario.
Si ||P(zr — arg(zy)) — x| = 0, para, declarando que xj es estacionario.
Paso 2 Backtracking.
Paso 2.1 Calcular dy, = P(x) — arg(zr)) — xx. Sea A «— 1.
Paso 2.2 Sea x, = xy + A\di.
Paso 2.3 Si.

flry) < max f(r—j) +vMdk, g(7r)), (2.6)

T 0<j<min{k,M -1}

entonces se define \, = A\, 11 = T4, Sp = Tpy1 — Tk, Yr = g(xp41) — g(xg), y vamos
al Paso 3.

Si (2.6) no se cumple, definimos.

A uevo € [0'1/\70'2)\]. (27)
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Sea A «— A\uevo, ¥ Vvamos al Paso 2.2.
Paso 3
Calcular by, = (Sk, Yr)-

Si by <0, sea a1 = Quag; sino, calcular a, = (sg, k) -
Qg1 = MIN{ g, MAx{ i, ax/br } }-

En las figuras (2.3) y (2.4) observaremos geométricamente el desarrollo del algoritmo
SPG2, en el caso en que el A no cumple (2.6) y el caso cuando A cumple con la

condicién (2.6).

X0 Wh(x, )

FIGURA 2.3: CASO DONDE A NO CUMPLE LA CONDICION (2.6)

X0t V%)

FIGURA 2.4: ITERACIONES DEL SPG2
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§2.2. Teoremas de Convergencia

Ahora desarrollaremos los teoremas de convergencia de los algoritmos SPG1 y
SPG2, estos teoremas fueron estudiados y analizados de la referencia principal (ver
[3]). Antes de llevar a cabo el desarrollo de los teoremas, mostraremos dos lemas los
cuales fueron obtenidos de la referencia [2], dichos lemas son utilizados en la evolu-

cion de las demostraciones de los teoremas de convergencia.
Definamos la siguiente funcion.

gi(z) = P(x —tg(xz)) —x paratodo ze€Q, t>0, (2.8)

donde €2 es un conjunto convexo y cerrado en R".

LEMA 2.1. Para todo x € Q, t € (0, maz]-

() (9(e), 9:2)) < — (@3 < ——— (@)

max

(ii) El vector ¢:(T) =0 si y solo si T es un punto estacionario restringido.

Demostracion. (i)

Por el teorema (1.1) tenemos lo siguiente.

(x —tg(x) — P(x —tg(x)),x — P(x — tg(x))) <0 paratodo z €.

Y de aqui obtenemos lo siguiente.

(¢~ tg(x) — Pz — tg(a), = — P(z ~tg(a))) < 0,
(Pl — tg(a)) — 7 + tg(a), Pl — tg(x)) —2) < 0,
(o) + t9(2), ge(@)) < O
oI + (), a(e)) < 0,

tow).a(@) < —la)

o). 0) < oo

Por otra parte tenemos que t € (0, pqe), asi.
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t < Qmag,
1 1
_ > ,
t B amax
1 1
S ,
t o ama:c
1 1
—;Hgt(w)llé < - [lg¢(2)]]3-

Asi obtenemos.

1

(9(2), gu()) < —%Hgt(:v)H2 < —— (@)l

(ii) Tenemos que ¢;(Z) viene dado por.

max

9@ =P@—t9(@) -7, T€Q, t>0.

Supongamos que ¢;(7) =0, Asi P(T — tg(T)) = 7.

Como 7 es la proyeccion de T — tg(T) por el teorema (1.1) obtenemos que.
(T —tg(m) —7)"(xr —7) <0, paratodo =z €.
Esto es equivalente a.
~tg(7)"(x —7) <0 paratodo =z €.

Si y solo si.

g(@)"(x —7) >0 paratodo x €.

Por definicion (1.7) tenemos que T es un punto estacionario. [l

LEMA 2.2. (i) Para todo x € Q y z € R", la funcion h : [0,00) — R dada por.

P .
h(s) = 1Pz + 52) x”, para todo s > 0. (2.9)
s

es monotonicamente decreciente.

(ii) Para todo x € Q existe s, > 0 tal que para todo s € [0, s,] se tiene que.
f(@) = f(P(x = sg(x))) = oV f(2)" (z — P(x — sg(x))). (2.10)
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Demostracion. (i) Fijemos z € 2, z€ R" y v > 1.

Luego denotamos.

a=x+z2 b=x+7vz

y sean @ y b la proyeccion sobre Q de a y b respectivamente.

Queremos probar que h(y) < h(1), tenemos que.
PG +a2) sl _ [B-a]
Y Y
h(1) = [[a — ||

h(7)

Asi que mostrar que h(y) < h(1) es equivalente a mostrar que.
1= 2| < ||@ — [y (2.11)

Ahora estudiemos los siguientes casos.
Caso I. Si @ = = entonces b = .

Asi obtenemos lo siguiente.

Ib—z|| = |z — =l =0

[a =] = |z ==z = 0.

Por lo tanto se cumple la ecuacion (2.11).

Caso II. Si a € 2, entonces @ = a, por lo tanto.

Ma—zl = Az +z—z
= 7llzll
= [[b—z].

Dado que la proyeccion es una aplicacién no expansiva [ver proposicion (1.2)]

tenemos que.
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I —=|| < [lb— =,

donde T es la proyecciéon de x en €2, pero como x € ), T = x, entonces.

16—z < (16— =]|.

Con esto vemos que se cumple la ecuacion (2.11).
Caso III. En el caso en que @ = b se tiene (2.11)
Caso IV. Veamos el caso en que @ # b, @ # x, b # x vy a no pertenece a ).

Sean H, y H, dos hiperplanos ortogonales a b — @ y pasan por @ y b respectiva-

mente. Como observamos en la figura (2.5).

Como.
(b—a)’(b—b) <0

(b—a)"(a—a) <0.

Esto nos dice que ni a ni b estdn estrictamente entre los hiperplanos H, y Hy.

Ademas x esta en el mismo lado de H, como a, asi z no pertenece a H,.

Denotamos la interseccion de la linea {z + a(b — z)/a € R} con H, y H,, por S,

y S, respectivamente.
Por otra parte denotamos la interseccion de la linea {z + a(a — x)/a € R} con

H, por w.

Ademaés tenemos que.

39



CAPITULO 2. Método del Gradiente Proyectado Espectral

40

X
Conjunto de
Restricciones de X

FIGURA 2.5:

b = z+7z,
vz = b—ux,

lv=l = [lo ==l
1 — |
v = :
2]
16— |
la — |
|56 — |
150 — ||’
[w — =]
[@— x|’
lw —all + [[a - «|

[@—=l

Ib —al| +|[a — =|
[a — =]

v

9
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(ol

L]

Donde la sexta igualdad la obtenemos por similitud de tridngulos, la siguiente y la

i

Bl

ultima desigualdad la obtenemos por la relacion de ortogonalidad (w—b)" (b—a) = 0,

y las ultimas desigualdades sigue de la desigualdad triangular, asi.

1o — 2l < ~lf@ — .
(ii)
Sea x(s) = P(x — sV f(x)).

Por el teorema (1.1) tenemos lo siguiente.

(z —a(s) (. — sV f(z) —x(s)) <O paratodo z€Q, s>0.
Asi obtenemos.
(z — x(5))" (x — 2(s)) — (z — x(5))"sV f(x) <0

Luego.

|z — z(s)|?

< Vi) (z - x(s)). (2.12)

Por el teorema del valor medio (1.3), tenemos que para todo x € Q y s > 0.

f(2) = f(s) = V(&
$) = Vi(x)"a + V(@) + V@) o(s) - V) a(s)
= V@) (x—2(s) + (VF(E) = V(@) (x — a(s)).

Donde & esta en el segmento de linea que une a x y z(s).

Si x es estacionario se tiene que.
z —x(s) = 0.
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Asi.
f(x) = f(x(s)) = 0.
Luego la desigualdad (2.10) se cumple.

Por lo tanto la conclusion se tiene con s, algin escalar positivo.
Supongamos que x no es un punto estacionario, Asi.

|z — x(s)|| # 0, paratodo s> 0.

Usando nuevamente el teorema del valor medio (1.3), tenemos que para todo
reXys>0.

Luego la desigualdad.

fla) = f(z(s)) = oV ()" (x - x(s)).

Puede escribirse como.

V@) (@ = () + (VF(&) = V(@) (@ = 2(s)) = oV f(2)" (x - x(s)).

Entonces.

(1= o)V f(2)" (z = a(s)) > (Vf(z) = V(&))" (z — a(s)). (2.13)

Por la desigualdad (2.12) y la parte (i), tenemos que para todo s € (0, 1].

lz — =(s)|”

V@) (@ —x(s) = > [lz — 2l — z(s)]-

Por lo tanto, la desigualdad (2.13) es satisfecha para todo s € (0, 1] tal que.

(1= o)l — (V]| > (Vf(z) — fe))7 -2

lz = z(s)II
Asi vemos que existe s, > 0 tal que la desigualdad anterior, y por lo tanto las

ecuaciones (2.13) y (2.10), son satisfecha para s € (o, s,]. O
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TEOREMA 2.1. FEl algoritmo SPG1 estd bien definido, y todo punto de acumulacion

de la sucesion {x} que éste genera es un punto estacionario restringido.

Demostracion. Del lema (2.2(ii)), tenemos que para todo A € [0, min{s,, , mm}| se

cumple.

f(P(xy — Ag(zy))) — méx  f(z—j)

0<j<M-1

IN

f(P(zr — Ag(xr))) — f(ar)
Y{(9(xr), gr(z1))-

IN

Por lo tanto, un tamano de paso que satisfaga (2.2) sera encontrado después de

un ntmero finito de pruebas, y asi el algoritmo SPG1 esta bien definido.

Sea T € Q un punto de acumulacion de {xy}, y reetiquetamos {z;} como una

subsucesion convergiendo a T. Consideraremos dos casos.
» Caso 1. Si inf \;, = 0, entonces existe una subsucesion {zy}ken tal que.

lim A\, = 0.
kEK

En ese caso, de la forma en que ) es escogido en (2.2), existe un indice k
tal que para todo k > k, k € K, existe py, 0 < 01 < pr < 09, para el cual

Uy, = % > 0 no satisface la condicion (2.2), es decir.

f(P(xr — heg(xr))) max f(zy_;) +v{(g9(zr), P(vx — Yrg(z)) — 1)

> <M-—-1
> o) + {g(an), Pk — vrg(a) — ).

Por lo tanto, esto sigue que.

f(P(wp — eg(wr))) — flor) > v(g(xr), gy, (Tx))- (2.14)

Por el teorema del valor medio (1.3) obtenemos.

F(P(ze — thrg(an)) — flan) = g(&)" (P(xr — Yeglar)) — ax),
= 9(&) " gy (1),
= 9(&) g () + g(@r)" P2, — Urg(r)),

—g(xr)" Py, — vrg(ar) + g(zr) 2 — g(ap) 2,

= g (x) gy, (@) + (9(&) — 9(xr)) " gy, (x1),
= (9(7r), gy, (1)) + (9(&) — 9(Tk), gy (T1))-
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En consecuencia tenemos que

J(P(er=trg(wr)) = f () = (9(2r); gy (24)) +(9 (&) =9 (1), g (21)). (2.15)

Donde &, pertenece al segmento de recta que conecta a zy y P(xp — ¥rg(z)).

Combinando (2.14) y (2.15) obtenemos que para todo k € K suficientemente

grande.

(1= y){g(xk), 9o, (@) > (g(@r) = 9(&k), Gy (1)) (2.16)
Usando los lemas (2.1) y (2.2), tenemos.
(90, 9 @1} < Tl @I < — gy (@) g o)l (217)

donde «y, es el tamano de paso inicial en la iteracién k. Combinando (2.16)
y (2.17) y usando la desigualdad de Schwartz (1.1), obtenemos para k € K

suficientemente grande.

19ar (@r)l2llgw, (ze)ll2 - < (g(&r) = g(xn), g, ()
< g(&) — g(zi)ll2llgu, () l2.

(1—7)

Usando que [|gy, (21)]l2 # 0, tenemos.

(1-7)

19 (@)ll2 < lg(&k) — g(xi)l2- (2.18)

Como ¢y — 0y x, — T cuando k& — oo, k € K, entonces £ — T cuando
k— o0, keK.

Tomando una subsucesion conveniente K C K tal que {a;} es convergente a
@ € [0, Omax), y tomando limites en (2.18) cuando k — oo, k € K, deducimos

que.
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l9=()]2 <0

Por lo tanto, ¢z(Z) = 0, y T es un punto estacionario estricto.

= Caso 2. Asumimos que inf Ay > p > 0. Supongamos por contradiccién que T
no es un punto estacionario restringido. Por lo tanto ||g(Z)|| > 0 para todo

)\ - (0, Ozméx].

Por otra parte, sea X = [p, amsx] €l cual es un conjunto compacto.

Tenemos que ||g\(T)|| es continua en X. Asi por el teorema (1.2) tenemos que
para cada A, ||gA(T)|| € [a,b] para algin a,b € R
Pero como ||gx(Z)|| > 0, entonces.

0<a< @] <0

Haciendo a = § obtenemos que,

lgr(Z)|| > 0 > 0 paratodo A€ [p, tmax]-

Ahora definamos la siguiente sucesion { f(zyx))} dada por.

Jlogy) = _max =~ f(25-),

donde [(k) es un entero tal que k — min{k, M — 1} < I(k) < k, la cual es
una sucesion monotonicamente no creciente (ver [7]). Por (2.2) sigue que, para

k>M-—1.

f(xl(k)) < f(xl(Z(k)—n) + V<9($5(1€)—1)>g,\,(k>_1($l(k)—1)>-
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Por continuidad, para k > k suficientemente grande, tenemos que

)
lgx(@p) || > 3 En efecto.

Tomemos una subsucesion {Zr} que converge a T y tenemos que la funciéon

lgx|| es continua en Z, esto implica que.
Jm {lgx(@e)[[ = llar @)
—00

Esto quiere decir que, para todo € > 0 existe un k& € N tal que para k > k,
llgr@e)ll = [lga (@)l <e.

Luego.
—e < |lga@u) | = @) <e.
Entonces.
—e+ [|ga (@) < llgr @)l < e+ [lgr(@)].
Haciendo € = l9\@)] > (0. Obtenemos que.
v @l 6
AIAT >
lor(am)| > H2 > 2

Asi, usando el lema (2.1), obtenemos.

g 6
F@iw) < f@iam-1) = —— 1909 (@w-Dlz < f@ew-)

max 4améx

Cuando k — oo, claramente f(xyx)) — —o00, lo cual es una contradiccion. De

hecho, la funcién objetivo f es una funcién continua y asi f(xj) converge a

f(@).
O

TEOREMA 2.2. El algoritmo SPG2 estd bien definido, y todo punto de acumulacion

de la sucesion {x} que esté genera es un punto estacionario restringido.
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Demostracion. Supongamos que xx no es un punto estacionario restringido, entonces

por el lema (2.1).

(9(1), ) = {9(0)s 00 (50)) < = —— g 0) 3 <

max
y la direccion de busqueda es una direccion de descenso. Asi, un tamafnio de paso

satisfaciendo (2.6) sera encontrado después de un namero finito de pruebas, por lo

tanto el algoritmo SPG2 esta bien definido.

Sea T € ) un punto de acumulacion de {z;}. Y reetiquetamos {x)} una subsuce-

sion convergiendo a . Consideraremos dos casos.

= Caso 1. Asumimos que inf A\, = 0. Supongamos por reducciéon al absurdo, que

7 no es estacionario. Por lo tanto por la definicion (1.7) tenemos que.
(9(@), P(T — ag(7)) = 7) < 0.

Asi.

S| 8l

_ P@—ag(@) -
<g(‘”)’ [P —ag(®) -

i) <0

B - P(T—ag(x))—T
hle) = <g< " PG~ ag@) — 7] >

Definamos.

Y Y = [Qmin, Omax] €l cual es un conjunto compacto.
Tenemos que h(«) es continua en Y, luego por el teorema (1.2) h(a) € [c,d]
para ¢,d € R . Como h(a) < 0, esto implica que.

c<hla) <d<0.

Haciendo d = —6 con 6 > 0 tenemos que.
h(a) < =5 <0 paratodo « € [mm, Vmax)

esto equivale a que.
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P - ag®) -
<g(“:)’ [P —ag(@) =

g8l &l

|> < —0 paratodo « € [amin, Umax)-

Lo que implica que.

P(xy — ag(xy)) — xy, > )
Tr), < —= paratodo «@ € [mm, Vmax|-
(o0 e ao 1) <3 P | (] |
2.19

En efecto. tomemos una subsusecion {z;} que converge a T y definamos.

P(zp — ag(xy)) — >
IP(ze — aglar)) — el /0

w() = (g(a)

Dado que w es continua en 7, esto implica que.

klim w(zg) = w(T)

Esto quiere decir que, para todo € > 0 existe & € N tal que para k > k,

lw(zg) —w(T)| < €

Asi

—e <w(zy) —w(T) < e

Luego

w(T) —e <w(zy) <w(T)+e

Dado que w(T) = h(«a), entonces w(T) < —d < 0.

Tomando € = %(x) > () obtenemos que.
T —0
w(zg) < @ < — para todo  « € [umin, Umax]-

O lo que es equivalente.

<g(xk) P(x) — ag(xy)) — xp

)
, < —= paratodo «@ € [mm, Wmax|-
1P(ax = aglan) - mk||> 2 | ]

(2.20)
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Como inf A\, = 0, existe una subsucesion {z}x tal que.

lim A\, = 0.
keK

En ese caso, de la forma en que A\ es escogido en (2.6), existe un indice k
tal que para todo k > k, k € K, existe py, 0 < 01 < pr < 09, para el cual

Ar/pr > 0 no satisface la condicion (2.6); es decir.

f (xk + &dk) > méx  f(xp—;) +7&<9(xk);dk> > f(ar) +’7&<9(5€k)7dk>-
Pk Pk Pk

0<j<M-1

Asi
f (mk + %%) — f(xg)
)\k/,Ok

Por el teorema del valor medio (1.3), esta relacion puede escribirse como

> y{g(zr), di).

(g(xp + tpdy), d) > v(g(x1), dy) paratodo ke K, k>F, (2.21)

donde t; es un escalar en el intervalo [0, A\x/p] €l cual va a cero cuando k € K

va al infinito.

Tomando una subsucesion conveniente tal que d/||dg|| es convergente a d,
y tomando limites en (2.21), deducimos que (1 — v)(g(Z),d) > 0. (en efec-
to, observe que {d}x es acotada y asi ty||dx] — 0 ). Como (1 —7) >0y
(g(xg,dr)) < 0 para todo k, entonces (g(T),d) = 0.

Por continuidad y la definicion de dj, implica que para k suficientemente grande

en esa subsucesion tenemos que.

<g (o), P = angen)) — 2 > o 52

7 | P(zr — arg(zr)) — 2|

Lo que contradice (2.20). Por lo tanto T es un punto estacionario restringido.

= Caso 2. Asumimos que inf \;, > p > 0. Supongamos por reduccion al absurdo

que T no es punto estacionario restringido. Por lo tanto ||gx, (Z)|| > 0 para todo
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A € (0, amay). Por continuidad y compacidad (ver teorema 1.2), existe § > 0
tal que [|gA(Z)|| > ¢ > 0 para todo A € [p, amsx], (se usa el mismo mecanismo

del caso (ii) del teorema anterior).

Como en la prueba del segundo caso del teorema (2.1).

f(ziwy) = max  f(wg ),

0<j<min{k,m—1}

es una sucesion monotonicamente no creciente . De la desigualdad (2.6) sigue

que, para k > M — 1.
f(ﬂvz(k)) < f(l'l(l(k)fl)) + 7>\l(k)fl<g(l‘l(k)fl)v gal<k),1($l(k)fl)>'

Por continuidad, para k > k suficientemente grande, usando el mismo proceso
que en el teorema anterior tenemos que, ||ga, (Tx)|| > 0/2. Asi, usando el lema
(2.1), obtenemos.

76%p

4améx

P
Flaw) < faaw-n) = —— 1 Gag—r @y 13 < F(@1am)-1))
max

Cuando k — oo, claramente f(z;4)) — —00 que es una contradiccion. De

hecho, f es una funcion continua y asi f(x) converge a f(7T).

§2.3. Analisis de Resultados Numéricos

En esta seccion hacemos un resumen de las principales conclusiones obtenidas
referente a los resultados numéricos correspondiente a la aplicacion de los algoritmos
SPG1 y SPG2 en comparacion con el paquete LANCELOT y una aplicacion del
método del gradiente proyectado clasico, todo desarrollado y mostrado de la refe-

rencia principal [3].

Notemos que los algoritmos SPG1 y SPG2 calculan al menos una proyeccion
sobre el conjunto factible {2 por iteracion. Asi, estos algoritmos son especialmente

interesantes en el caso en cual esta proyeccion es facil de calcular como es el caso
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donde el conjunto {2 es una caja n-dimensional, posiblemente con algunas cotas in-
finitas. Como por ejemplo, los buenos algoritmos para la minimizaciéon restricta de
caja son la herramienta para el desarrollo de los métodos eficaces del lagrangiano
aumentado para programacion no lineal en general. A partir de esto, implementamos
los algoritmos del gradiente proyectado espectral para el cual €2 es descrito por cotas

sobre las variables.

Para evaluar la formalidad de los algoritmos del método del gradiente proyectado
espectral. En el trabajo desarrollado por Birgin, Martinez y Raydan [3] se analizaron
resultados numéricos en el cual comparan los algoritmos de método principal con el
buen conocido paquete LANCELOT (ver [6]) usando los problemas restringidos aco-

tados con mas de 50 variables de la coleccion CUTE (ver [4]).

Para los algoritmos SPG1 y SPG2 usaron v = 1074, amm = 1073, amax = 10%°,

op =01, 00 =09,y ap = luego corrieron una serie de problemas con

M € {5,10, 15}, decidieron usar M = 10 ya que las pruebas no mostraron diferen-
cias significativas. Decidieron que los algoritmos pararan cuando ||g;(z)|le < 107°
declarando convergencia. También la ejecucion de los algoritmos para cuando 50000
iteraciones y 200000 evaluaciones de la funcion fueran completadas sin conseguir la

convergencia.

Para completar la vision numérica del comportamiento de los algoritmos, tam-
bién corrieron el algoritmo del gradiente proyectado (PGA), el cual es idéntico al

SPG1, con la eleccion inicial del tamano de paso ay = 1.

En este caso implementaron ambos, la versiéon monoétona y no monoétona del PGA,

el cual corresponde a M = 1, y la inica no mono6tona con M = 10.
La convergencia de la version no monétona es un caso particular del teorema (2.1).

Comparando los resultados de los algoritmos del método principal con LANCELOT
y PGA en una cantidad de 50 problemas (ver [3]) notaron que cuatro de esos pro-

blemas pueden ser considerados fallas de los métodos SPG. Ya que no convergen a
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un punto estacionario después de 50000 iteraciones.

En 40 problemas, LANCELOT, SPG1 y SPG2 encuentran una misma solucion.
En términos de tiempo de calculo, SPG1 fue mas rapido que LANCELOT en 29
problemas y SPG2 supera a LANCELOT también en 29 problemas. No existen

diferencias significativas entre la ejecucion de los métodos SPG1 y SPG2.

Con la exclusion de los problemas donde la diferencia en tiempos de CPU era
inferior a 10 %, el algoritmo SPG1 vencié al paquete LANCELOT 28-9 y el SPG2
vencié al LANCELOT 28-11. segtn los resultados numéricos extraidos de la referen-

cia principal [3].

Ahora excluyendo, de los 40 problemas, aquellos donde los 3 algoritmos con-
vergieron en menos de 1 segundo, nos quedamos con 31 problemas. Considerando este
conjunto de problemas, el algoritmo SPG1 vencié al LANCELOT 20-11 (o 19-9 si
excluimos, de nuevo, las diferencias de menos de 10 %) y SPG2 venci6 a LANCELOT
20-11 (O 19-11).

En la referencia principal ([3]) también se implemento el algoritmo del gradien-
te proyectado PGA, usando la misma estructura de los algoritmos SPG1 y SPG2
en términos de sistemas de interpolaciéon, ambos con la estrategia monoétona y no
monoétona. La ejecucion de ambas alternativas es deficiente, en comparaciéon con
los algoritmos SPG1 y SPG2 y otros minimizadores de restricciones de caja. Esto
confirma que la eleccion espectral del tamano de paso es la caracteristica que coloca

eficiencia en la metodologia del gradiente proyectado.
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CONCLUSION

En esta monografia se presento un estudio sobre el método del gradiente proyec-
tado espectral no mondtono, el cual es considerado como la combinacion del esquema
de busqueda lineal no monotona desarrollada por Grippo, Lampariello y Lucidi (ver
[7]) con el tamanio de paso espectral introducido por Barzilai y Borwein (ver [1]) y
analizado por Raydan (ver [12]). No hay originalidad en cuanto a nuevos resultados,
sin embargo se presento detalladamente las demostraciones de los teoremas citados

y una serie de graficos que ayudan en la comprension de la metodologia estudiada.

El método del gradiente proyectado espectral es aplicado para resolver problemas
de programacion no lineal en conjuntos convexos restringidos, este método ayuda a
acelerar la velocidad de convergencia del método del gradiente proyectado y requiere
menos trabajo computacional. Ademaés se estudiaron dos versiones de la metodologia
llamados SPG1 y SPG2, los cuales son algoritmos del método del gradiente proyecta-
do espectral (ver [3]). Estos algoritmos son mas eficaces en el caso en que la proyeccion
es facil de calcular debido a que estos calculan al menos una proyecciéon ortogonal

por iteraciom.

En la referencia principal (ver|3|) realizan un estudio de los resultados numéricos
de la aplicacion de los algoritmos SPG1 y SPG2, donde comparan los algoritmos del
método del gradiente proyectado espectral con el paquete LANCELOT (ver|6]) y con
una aplicacion en el método del gradiente proyectado (ver [2]), ellos son comparados

en un nimero de 50 problemas de la coleccion CUTE (ver [4]).

Segun estos resultados observamos que en una minoria de problemas los algorit-
mos SPG1 y SPG2 divergen, y en més de la mitad de los problemas los algoritmos

del método del gradiente proyectado espectral (ver [3]) son mas eficaces que el paque-
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CAPITULO 3. Conclusién 54

te LANCELOT (ver [6]). Por otra parte en comparaciéon con método del gradiente
proyectado (ver [2]), los algoritmos SPG1 y SPG2 tienen mayor efectividad. Con esto
se verifica que la eleccion del tamanio de paso espectral (ver [12] y [1]) es la herra-
mienta fundamental que ayuda a mejorar la convergencia del método del gradiente

proyectado.
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