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Resumen

Uno de los focos de las teoria de Fredholm es el estudio de diversos
conjuntos resolventes que estan asociados con los correspondientes espectros.
Haciendo uso de algunas equivalencias entre la propiedad de la extension
univaluada SVEP en un punto, y ciertas condiciones de rango y de kernel
que se han probado en [10], [12], [6] y [9], obtenemos una clasificacion de
las componentes conexas del resolvente de tipo Kato, pg(7), asi como del
resolvente de semi-Fredholm p,¢(T") y del resolvente semi-regular py.(T),
mencionado en algunos trabajos como el resolvente de Kato.

También se estudian los operadores de Browder y operadores de Weyl.
Introducimos la clase de operadores que verifican la propiedad (H) relacio-
nandola con los operadores que satisfacen el teoremas de Weyl y una variante
conocida como teorema de a-Weyl que fue introducida por Rakocevié en [46].
Especificamente, se prueba que la propiedad (H) verificada por T', implica
que el teorema de Weyl vale para T' y T*, y si adicionalmente, T tiene la
SVEP, el teorema de a-Weyl vale para Ty T™*.

Otro resultado relevante es relativo a los multiplicadores definidos sobre
un algebra de Banach, conmutativa, semi-simple para los cuales se cumple
la propiedad (H) y en consecuencia vale el teorema de Weyl para Ty T*.
Este resultado representa una mejora del Corolario 2.16 de [4].

Asi mismo, para un multiplicador sobre un &lgebra conmutativa Taube-
riana regular y semi-simple, vale el teorema de a-Weyl y si T es descomponi-
ble, el teorema de a-Weyl vale para T™. Vale también el teorema de a-Weyl
para un multiplicador y su dual sobre un algebra de Banach con una base
ortogonal. Finalmente, vale el teorema de a-Weyl para multiplicadores con
espectro natural, sobre un 4lgebra de Banach regular semi-simple.



Introduccion

En el estudio de la teoria de operadores resulta de una importancia no-
table el llamado conjunto resolvente de un operador acotado 7' € L(X),
definido en un espacio de Banach X, constituido por los elementos A € C
para los cuales el operador (Al — T') es invertible, el complemento de este
conjunto, llamado el espectro del operador T, se denota por o(T'). La teoria
espectral se enfoca en estudiar partes distinguidas del espectro. Para diferen-
tes propiedades de “regularidad” de un operador, se tiene la correspondiente
definicién de la parte del espectro en donde no se cumple dicha propiedad
para (Al —T'). Asi tenemos por ejemplo, el espectro sobreyectivo: los A € C
tales que (A — T') no es sobreyectivo, el espectro aproximado puntual: los
A € C tales que (AI —T') no es bounded below (un operador es bounded below
si es inyectivo y tiene rango cerrado).

Un operador es upper semi-Fredholm o semi-Fredholm superior si tiene
rango cerrado y la dimension del nicleo es finita, denotamos este conjunto
por & (X); por otra parte, decimos que un operador de lower semi-Fredholm
o semi-Fredholm inferior, si la codimensién del rango es finita y se deno-
ta por ®_(X). La clase de los operadores de Fredholm es la interseccion
P(X) =P, (X)NP_(X). Estas clases de operadores motivan la definicion
de diferentes espectros:
el espectro upper semi-Fredholm superior

ouf(T) ={A: A =T & 2 (X)},
el espectro lower semi-Fredholm
o1p(T) = {A: A =T ¢ &_(X)},
y el espectro de Fredholm
of(T)={A: X -T & ®(X)}.
Otro concepto de regularidad en la teoria espectral, es el concepto de

operadores semi-regulares y operadores de tipo Kato. Un operador T' € L(X)
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se dice semi-regular si tiene rango cerrado y el ntucleo de T™ esté contenido
en el rango T™(X), para naturales cualesquiera n,m. Un operador se dice
de tipo Kato si existen dos subespacios cerrados M y N, invariantes bajo 7',
tales que X = M@ N, T|M es semi-regular y T|N es nilpotente. El espectro
de tipo Kato esta definido como

ort(T) = {X: A — T no es de tipo Kato}.

La teorfa de los operadores de Fredholm estd intimamente ligada con la
teoria espectral y el enlace entre ambas se hace evidente cuando se considera
la llamada propiedad de la extension univaluada en un punto o single-valued
extension property (SVEP). Esta propiedad data de los inicios del desarrollo
de la teoria local espectral, fue inicialmente introducida en 1952 por Dunford
[26], [27] y recibi6 un tratamiento sistematico en el clasico libro de Dunford y
Schwartz [28], también en el libro de Laursen y Neumann [39] juega un papel
central. Se dice que un operador tiene la SVEP en A € C, si para cualquier
vecindad U de A, la tinica funcién analitica a variable compleja f: U — X
que satisface la ecuacion (A — T') f(A) = 0 es la funcién nula.

El estudio sistematico de la SVEP localizada, en relaciéon a la teoria de
los operadores de Fredholm, se encuentra en la reciente monografia de Aiena
[1].

En este trabajo, se hace un estudio de los operadores de Fredholm inda-
gando sobre la naturaleza de algunos espectros que surgen de esta teoria y
estudiando las componentes de los conjuntos resolventes asociados. En ese
sentido, se presenta una clasificaciéon de las componentes conexas del resol-
vente de tipo Kato, utilizando las equivalencias existentes entre la propiedad
SVEP localizada y algunas condiciones del niicleo y del rango de la iteracio-
nes del operador en el caso de operadores de tipo Kato. Dichas equivalencias,
se han estudiado en los trabajos de P. Aiena y O. Monsalve [11]; P. Aiena
y E. Rosas [12]; P. Aiena, M.L. Colasante y M. Gonzalez [6] y P. Aiena, T.
Miller y M. Neumann [9].

Asi mismo, se estudia la constancia, de algunas aplicaciones que asumen
valores en ciertos subespacios, sobre las componentes del resolvente de tipo
Kato; este tipo de aplicaciones y su constancia sobre las componentes de
ciertos conjuntos resolventes, fueron estudiadas por O Searcoid y West [51],
en cuyo trabajo se extienden resultados de Homer [33], Goldmann y Krad-
kovskii [30] y de Saphar [48]. El hecho de la constancia de estos mapeos,
nos lleva a una clasificacién de las componentes del resolvente de tipo Kato,
pkt(T), de acuerdo a la verificacion de la propiedad SVEP para T o T, esto
se muestra en los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3.

111



El otro tema fundamental de este trabajo, es estudiar los operadores para
los cuales se satisface el teorema de Weyl. Por el ano 1909 H. Weyl estudié el
espectro de las perturbaciones compactas 17"+ K de un operador hermitiano
T actuando sobre un espacio de Hilbert, él caracterizo los puntos del espectro
de T', que no pertenecen al espectro de alguna perturbacién compacta de T,
o(T + K), como aquellos puntos aislados del espectro o(7T) de T', que son
autovalores de multiplicidad finita. En la actualidad, podemos enunciar este
resultado de la siguiente forma: un punto espectral de un operador hermitiano
T que no pertenece al espectro de Weyl, es exactamente un autovalor con
multiplicidad finita y a la vez es un punto aislado del espectro. En anos
recientes, se ha extendido la validez del Teorema de Weyl, y una de sus
variantes, como lo es el teorema de a-Weyl que fue introducida por Rakdcevié
[46], a varias clases de operadores definidos sobre espacios de Banach. Sobre
esta linea, se introduce la clase de operadores que satisfacen la propiedad
(H), es decir, los que para cualquier A € C, se tiene que la parte quasi-
nilpotente de \I — T, Ho(A —T), es igual al nicleo de AT —T'. Se estudia el
teorema de Weyl y su relacién con los operadores que satisfacen la propiedad

En particular, se establece en el Teorema 4.3.5 que la propiedad (H) pa-
ra T, implica el teorema de Weyl para Ty T*. Ademés, se mostrard que
el Teorema de a-Weyl vale para todo operador descomponible que tenga la
propiedad (H), (Corolario 4.3.9). Finalmente, se estudia la verificacion del
teorema de Weyl para multiplicadores definidos sobre dlgebras de Banach
conmutativas y semi-simples, Teorema 4.5.1. Mientras que en el Teorema
4.5.3, se prueba que si T' es un multiplicador sobre un algebra de Banach
Tauberiana, regular y semi-simple, se verifica el teorema de a-Weyl para T,
y si T es descomponible, el teorema de a-Weyl vale para T*. En particular, el
teorema de a-Weyl vale para los multiplicadores en el dlgebra grupal L (G),
donde G es un grupo abeliano localmente compacto, es decir, para cualquier
operador de convolucion T}, se verifica dicho Teorema. También vale el teo-
rema de a-Weyl para un multiplicador y su dual sobre un algebra de Banach
con una base ortogonal (Teorema 4.5.5). Finalmente, vale el teorema de a-
Weyl para multiplicadores con espectro natural, sobre un algebra de Banach
regular semi-simple, (Teorema 4.5.7).

Los resultados aqui expuestos, aparecen reflejados en el capitulo 3 del
libro de Pietro Aiena [1]|, que ha salido publicado en el afo 2004; donde
también aparecen resultados de los trabajos de varios tesistas de Doctorado y
Maestria que el profesor ha dirigido durante varios anos en las Universidades
Venezolanas UCV, UCLA, UDO y ULA.

El trabajo se ha desarrollado en cuatro capitulos: en el primer capitulo,
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se enuncian las definiciones béasicas de la teoria y algunos resultados ttiles
y de uso frecuente. En el segundo capitulo se estudia la herramienta que le
ha dado un gran impulso a la teoria local espectral y que, en muchos casos
simplifica, en buena medida las demostraciones, como lo es la SVEP. En el
tercer capitulo se obtiene una clasificacién de las componentes conexas del
resolvente de tipo Kato. Finalmente, en el cuarto capitulo se estudian clases
de operadores que satisfacen el Teorema de Weyl y de a-Weyl y en particular
se estudian propiedades espectrales de multiplicadores definidos sobre ciertas
algebras de Banach.

Los resultados presentados en los capitulos 3 y 4 han dado lugar a las
siguientes publicaciones:

1. P. Aiena, F. Villafanie. Components of resolvent set and local spectral
theory. Contemporary Mathematics. 328 (2003). 1-14.

2. P. Aiena, F. Villafane. Weyl’s theorem for some classes of operators.
Integral Equations and Operators Theory. 53 (2005) 453-466.

3. P. Aiena, M. T. Biondi, F. Villafanie. Weyl’s theorem and Kato spec-
trum. Divulgaciones Matematicas. La Universidad del Zulia. (por apa-
recer)



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enunciaran los conceptos béasicos de la teoria, junto con
las propiedades principales. Consideraremos X un espacio vectorial normado
complejo.

1.1. El hiper-ntcleo y el hiper-rango de un opera-
dor

Los ntcleos y los rangos de los iterados 7™, con n € IN, de un operador
lineal T' sobre un espacio vectorial X, son subespacios que satisfacen las
siguientes inclusiones:

ker T = {0} CkerT CkerT? C ---

T'(X)=XDOT(X)D2T*X)D -

En efecto, consideremos un operador T' definido sobre X, si z € ker T*,
entonces T*z = 0, por tanto, T2z = 0 y asi se tiene la relacion ker T% C
ker TF*1 Analogamente, para x € Tk+1(X), se tiene que existe y € X tal
que TF*ly = z, de donde T*(Ty) = x, por tanto x € T*(X); luego, tene-
mos la relacion TF1(X) C T*(X). En la siguiente seccién consideraremos
operadores para los cuales estas cadenas se hacen constantes.

Definicion 1.1.1 (Hiper-nuacleo) Sea X un espacio vectorial y T un ope-
rador lineal definido sobre X . Se define el hiper-nucleo de T' como la unidn
del nicleo de los iterados de T':

N(T) = U ker T™

nelN



Definicion 1.1.2 (Hiper-rango) Sea X un espacio vectorial y T un opera-
dor lineal definido sobre X . Se define el hiper-rango de T como la interseccion
del rango de los iterados de T':

)= () T"(X)

nelN

Lema 1.1.1 Para todo operador lineal T definido sobre un espacio vectorial
X se tiene:

"M(ker T™T™) = T™(X) Nker T™  para todo m,n € IN.

Prueba: Si z € ker T™*" entonces, T™z € T™(X) y T"(T™x) =
0, por tanto, T™(ker T™") C T™(X) N ker T™. Reciprocamente, si y €
T™(X)Nker T™, entonces y = T™x y & € ker T 1™ 1o que prueba la inclusion
opuesta.

En el siguiente resultado se muestran algunas conexiones entre el niicleo
y el rango de los iterados de T™ de un operador 7" sobre un espacio vectorial
X, que nos daran pié, posteriormente, para la definiciéon de operador semi-
regular.

Teorema 1.1.2 Para un operador lineal T' sobre un espacio vectorial X, las
stguientes proposiciones son equivalentes:

(i) ker T C T™(X) para cada m € IN;

(ii) ker T" C T'(X) para cada n € IN;

(iii) ker 7™ C T™(X) para cada n € N y cada m € IN;

(iv) ker T™ = T™(ker T™*") para cada n € N y cada m € IN;

(v) ker T C T*°(X);

(vi) N(T') € T(X);

(vii) N°°(T) C T (X).

Prueba: Las implicaciones (iv) = (iii) = (ii) son directas.

(ii) = (i) Si aplicamos la hipotesis (ii) al operador T, se obtiene que
ker 7" C T™(X) y asi kerT C T"™(X), ya que ker T esta contenido en
ker T™™.

(i) = (iv) Si aplicamos la hipotesis (i) al operador T, obtenemos que
ker 7" C (T™)™(X) C T™(X). Por el Lema 1.1.1 concluimos que

" (ker T™™) = T™(X) Nker T™ = ker T".



También son claras las equivalencias (i) < (v), (i) < (vi) y (iii) < (vii).
| |

El siguiente subespacio fue introducido por Saphar [48] y se define en
términos estrictamente algebraicos.

Definicion 1.1.3 (Core algebraico) Sea T un operador lineal definido so-
bre un espacio vectorial X. El core algebraico C(T') se define como el subes-
pacio T-invariante mds grande de X, es decir, si M es un subespacio de X

yT(M) =M, entonces M C C(T).

Obviamente, si T es sobreyectiva, C(T') = X. La invarianza de C(T)
implica que C(T") = T™(C(T')) C T"(X) para todo n € IN. De aqui se sigue
que C(T) C T*>(X).

El siguiente resultado describe al subespacio C(T'), en términos de suce-
siones.

Teorema 1.1.3 Para un operador lineal T definido sobre un espacio vecto-
rial X, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) z € C(T);

(ii) eziste una sucesion (uy)
todo n € IN.

e e}

o en X tal que x = ug y Tup+1 = uy para

Prueba: (i) = (ii) Denotemos por M el conjunto de los elementos x de
X para los cuales existe una sucesion (uy, )02 tal que © = ug y Tupt1 = Up.
Veamos primero que C(7T") C M.

Sea z en C(T), como T'(C(T)) = C(T), existe un elemento u; en C(7T') tal
que x = Tu;. Ya que u; estda en C(T) la misma invarianza de C(T') nos dice
que existe un ug en C(T') tal que u; = Tugy. Repitiendo inductivamente este
proceso, obtenemos la sucesion deseada (uy)02 . Luego, C(T') esta contenido
en M.

Para probar la inclusién opuesta, basta ver que M es un subespacio T-
invariante. Si z es un elemento de M, existe una sucesion (u, )52, con & = ug
y Tup41 = up. Definimos la sucesion (wy, )52, por

wo:=Tx y wy :=up—1 Yn €.

Entonces
Wy = Up—1 = Tup = T'wn-‘,—l:

asi, esta sucesion satisface la definicion de M por lo que wg = Tx € M, es
decir, T(M) C M. Pero también como x = ug = Tuy, y uj es un elemento



para el cual existe la sucesion (up4+1)52, que cumple la definicion de M, esto
es, ur = U(o41) Y LUns1)41 = TUnt2 = Upy1, concluimos que uy pertenece
a M y en consecuencia, z € T'(M), por lo que M C T(M).

Es claro que M es un subespacio, pues si z,y € M y A € C, existen
sucesiones (un )52 oy (vn)02, para x y y respectivamente, de donde,

T+ Ay =ug+ Mg ¥y T(tuns1 + Avpt1) = Tupg1 + AT0p41 = up + Aoy,
Luego, = + Ay pertenece a M mediante la sucesion (uy, + Avy,)02,.
]

Observemos que el hiper-rango de cualquier operador 7', es un subespacio
que satisface la siguiente inclusion:

T(T*(X)) € T*(X)
ya que
TT>X) =T (T"X)| € T""(X) < [ T(X) =T>(X)
n>1 n>1 n>1

En el siguiente resultado se dan condiciones suficientes para que T°°(X)
sea T-invariante, y en consecuencia, que C(T") sea igual a T°°(X).

Lema 1.1.4 Sea T un operador lineal definido sobre un espacio vectorial X .
Si existe un numero natural m tal que

ker TNT™(X) =ker T NT™ (X)) para todo entero k > 0.
Entonces C(T) = T>(X).

Prueba: Basta probar que T°°(X) C C(T), para esto, se probara que
T>°(X) es T-invariante. Vimos arriba que T'(T>°(X)) C T>°(X), por lo que
resta probar la inclusiéon opuesta.

Sea D :=kerT'NT™(X) es claro que

D=kerTNT™(X)=kerT' NT>(X)

ya que, primero T (X) C T™(X) y por el otro lado T™(X) C T*(X) con i =
0,...,m ésto, junto con la hipétesis nos dice que

ker T NT™(X) C ker T NTH(X) Vk.



Consideremos ahora un elemento y € T°°(X). Entonces y esta en el
rango de todo iterado de T', por tanto para cada k € IN existe x; en X tal
que y = T™ %%, Si hacemos

2y =Ty — T 1y e T™(X) (k€ N),

y ya que

Tz =T g — T g, =y —y =0
concluimos que zj, esta en ker T', en consecuencia, z; estd en D, en particular,
z € T™HF=1(X), esto implica que

Tz =z + T gy, € TR 1(X) VEeN

De esta forma, T™x; pertenece al hiper-rango, 7°°(X), de T'. Finalmente,
como:
T(T™z) =T 2y =y,

concluimos que y esta en T(T°(X)), y por tanto, T°°(X) C T(T°(X)), lo
que completa la prueba.

Otras condiciones suficientes para la igualdad del core-algebraico y del
hiper-rango son:
(i) dimker T < oo,
(ii) codimT'(X) < 00 6
(iii) ker T C T™(X) para todon € IN,
ver el libro de P. Aiena [1, Teorema 1.10] .

1.2. Operadores semi-regulares sobre espacios de
Banach

Los conceptos de la secciéon anterior, se establecieron en un contexto pura-
mente algebraico de operadores lineales actuando sobre espacios vectoriales.
El concepto de operador semi-regular, nace de manera natural cuando se
consideran operadores actuando sobre espacios de Banach. Denotamos por
L(X) el espacio de los operadores acotados definidos sobre un espacio de
Banach X.

Definicion 1.2.1 (semi-regular) Dado un espacio de Banach X, un ope-
rador acotado T en L(X) se dice semi-regular, si tiene rango cerrado y ve-
rifica una de las condiciones del Teorema 1.1.2.



Entre los ejemplos triviales de operadores semi-regulares tenemos los ope-
radores sobreyectivos y los operadores inyectivos que tienen rango cerrado.
Otros ejemplos los encontraremos entre los operadores de semi-Fredholm.

Un operador semi-regular tiene rango cerrado, de tal manera que resulta
interesante determinar condiciones que caractericen la condicion de cerradura
de T'(X). Para un operador acotado T': X — Y con X, Y espacios de Banach,
la condicién de tener T' el rango cerrado puede ser caracterizado por medio
de la siguiente cantidad asociada con el operador T

Definiciéon 1.2.2 (mo6dulo minimal) Si T € L(X,Y), donde X y Y son
espactos de Banach, el moédulo minimal reducido del operador T se define
como:

) [ T]]
T):= f —
V(T) xg{llgsrT dist(z, ker T')

Si T =0, hacemos v(T') = oo.

Se puede probar que para todo T' € L(X,Y), v(T) = ~(T*) donde
T*:Y* — X* es el operador dual de T, ver el libro de Kato |35].

Teorema 1.2.1 Sean X, Y espacios de Banach yT : X — Y un operador
acotado, T € L(X,Y). Entonces:

(i) v(T) > 0 si y sélo si T(X) es cerrado;

(ii) T(X) es cerrado, siy sélo si T*(Y™) es cerrado.

Prueba: (i) Sean X := X/kerT y T : X — Y la inyeccién continua
correspondiente a T' definida por:

T% = Tx para cada x € .

Claramente, T(X) = T(X). Del Teorema de la Aplicacion Abierta se
sigue que T'(X) es cerrado si y solo si T' admite una inversa continua, equi-
valentemente, existe una constante § > 0 tal que HT:EH > 4 ||Z|| para cada

z € X. De la igualdad
~v(T) = inf H

w20 [l

S

concluimos que T(X) es cerrado si y solo si y(T) > 0.
(ii) Es obvia a partir de la igualdad ~(T") = ~(T™).

Una parte de suma importancia del espectro de un operador, se define a
continuaciéon:



Definicion 1.2.3 (resolvente y espectro semi-regular) Dado X un es-
pacio de Banach, el resolvente semi-regular de un operador T € L(X) se
define por:

pse(T) :={A € C: X[ =T es semi-reqular}.

El espectro semi-regular también conocido como el espectro de Kato, de
T se define como

Ose := C\ pse(T).

Es claro que
0se(T) Ca(T) v p(T) C pse(T).

Definiciéon 1.2.4 (acotado por abajo “bounded below”)
Un operador T € L(X) se dice que es acotado por abajo si es inyectivo y
tiene rango cerrado.

Definiciéon 1.2.5 (Espectro aproximado puntual)
Se define el espectro aproximado puntual como el conjunto de los valores A
en C tales que A\I —T no es acotado por abajo.

Lema 1.2.2 Sean X un espacio de Banach y T € L(X). T es acotado por
abajo si y solo si existe una constante K > 0 tal que

K||z| <||[Tz|| para todo x € X. (1.1)

Prueba: Si K ||z|| < ||Tx| para algin K > 0y todo x € X, entonces
x € ker T implica que x = 0, por lo tanto, T es inyectiva. Por otra parte, si
(z5,) es una sucesion en X tal que Tz, converge a y € X, esto implica, por
la hipotesis, que (x,) es de Cauchy por lo que converge a algin x € X. Ya
que T es continuo, Tz =y y asi T'(X) es cerrado.

Reciprocamente, si T" es inyectiva y T'(X) es cerrado entonces, del teore-
ma de la aplicacién abierta, se sigue facilmente que existe un K > 0 para el
cual la desigualdad (1.1) se cumple.

Es claro que si T" es acotado por abajo, es semi-regular.



1.3. Core analitico de un operador

El siguiente subespacio ha sido introducido por Vrbova [53] y es, en un
cierto sentido, la contraparte analitica del core algebraico C(T), (Definicion
1.1.3).

Definicion 1.3.1 (core analitico) Sea X un espacio de Banach y T un
operador en L(X). El core analitico de T es el conjunto K(T) de todos los
puntos x en X para los cuales existe una sucesion (un)p>1 en X y una
constante § > 0 tales que:

(1) x = ug, y Tupt1 = uy para cada n > 0;

(2) Jun|| < ™ ||z|| para cada n > 0.

En el siguiente resultado se muestran algunas propiedades elementales
de K(T'), ver Teorema 1.21 del libro de P. Aiena [1] .

Teorema 1.3.1 Sea X un espacio de Banach y T € L(X). Entonces:
(i) K(T') es un subespacio lineal de X ;
(i) T(K(T)) = K(T);
(iii) K(T') C C(T).

En general, ni K(T') ni C(T) son subespacios cerrados; pero si C(T') es
cerrado, entonces los dos subespacios coinciden, ver Teorema 1.22 del libro
de P. Aiena [1] .

Teorema 1.3.2 Sea X un espacio de Banach y T € L(X).
(i) Si F' es un subespacio cerrado de X tal que T'(F) = F, entonces
F C K(T).
(ii) Si C(T) es cerrado, entonces C(T) = K(T).

Teorema 1.3.3 Sea X un espacio de Banach y T € L(X) un operador
semi-reqular. Entonces C(T) es cerrado y se tiene que

K(T) = O(T) = T®(X).



Prueba: La semi-regularidad de 7" implica, por definicién, que
ker ' C T™(X) para todo n € IN. Por la observacion hecha después del Lema
1.1.4, tenemos que T°°(X) = C(T), en consecuencia, T°°(X) es un subes-
pacio T-invariante. Por otra parte, siendo 7' semi-regular, 7™ también lo es
por lo que T"(X) es cerrado para todo n € IN y asi T°°(X) es cerrado, por
la parte (ii) del Teorema 1.3.2, C(T") = K(T).

Definicion 1.3.2 (nilpotente) Un operador T definido sobre un espacio
lineal X, se dice que es nilpotente si existe algin entero positivo n tal que
T = 0.

Definicion 1.3.3 (quasi-nilpotente) Un operador T definido sobre un es-
pacio de Banach X se dice quasi-nilpotente si para todo © € X se cumple:

lim || T7z||Y™ = 0.
— 00

Definicion 1.3.4 (GKD) Sean X un espacio de Banach y T € L(X) un
operador acotado definido sobre X . Se dice que T admite una Descomposicion
Generalizada de Kato (GKD) si existe un par de subespacios cerrados T'-
invariantes (M, N) tales que:

(i) X=Ma&N,

(ii) la restriccion T|M es semi-regular, y

(iii) la restriccion T|N es quasi-nilpotente.

Es obvio que todo operador semi-regular admite una GKD, a saber, M =
X y N = {0}, al igual que todo operador quasi-nilpotente con M = {0} y
N=X.

Definiciéon 1.3.5 (operador de tipo Kato de orden d) Sean X un es-
pacio de Banach y T € L(X) un operador acotado definido sobre X. Se dice
que T es de tipo Kato de orden d, o simplemente, de tipo Kato, si T admite
una GKD (M, N) tal que T|N es nilpotente con (T|N)? = 0.

Definicion 1.3.6 (esencialmente semi-regular) Sean X un espacio de
Banach y T € L(X) un operador acotado definido sobre X. Se dice que T es
esencialmente semi-regular si T' admite una GKD (M, N) tal que N es de
dimension finita.



Se debe resaltar que si T es esencialmente semi-regular, T" es de tipo Kato
ya que T|N es quasi-nilpotente y N es de dimension finita, lo que implica
que T|N es nilpotente.

Asi tenemos las siguientes implicaciones:

T es semi-regular = T es esencialmente semi-regular
= T es de tipo Kato
= T admite una GKD .

Se sabe que si T admite una GKD (M, N), entonces (N+, M~+) es una
GKD para T*, mas aun, si T es de tipo Kato, T™ también lo es, ver libro de
P. Aiena [1, Teorema 1.43| .

Definiciéon 1.3.7 (parte quasi-nilpotente) Sea X un espacio de Banach
y T en L(X). La parte quasi-nilpotente de T se define como el conjunto

Ho(T) := {z € X : lfm ||T"z|"" = 0}.

Definicion 1.3.8 (radio espectral) Sea X un espacio de Banach y T en
L(X). El radio espectral de T, r(T'), se define como

r(T) == max{|\| : A € o(T)}.
Es conocido que

r(T) = inf |T"|Y™ = lm | T7|Y".
nelN n—oo

1.4. Operadores semi-Fredholm

Ahora introducimos una importante clase de operadores de la teoria de
Fredholm.

Definicion 1.4.1 (nulidad, deficiencia) Sean X, Y espacios de Banach
yT: X —Y un operador acotado. Definimos

a(T) :=dimker T la nulidad de T,

B(T) :=codimT(X) la deficiencia de T.
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Definicion 1.4.2 (semi-Fredholm) Dados dos espacios de Banach X, Y,
se define:
(i) El conjunto de operadores semi-Fredholm superior como el conjunto

O (X)Y)={T e L(X,)Y):aT) <00 y T(X) cerrado }.
(ii) El conjunto de los operadores semi-Fredholm inferior como el conjunto
¢_(X,)Y):={T € L(X,Y): B(T) < oo}.
(iii) El congunto de los operadores semi-Fredholm como el conjunto
oL (X)) =0, (X, Y)UDP_(X,Y).
(iv) La clase ®(X,Y) de los operadores de Fredholm como
P(X,Y) =2,(X,)Y)NP_(X,Y).

SiX =Y, P, (X) = 9,(X,X) y &_(X) := ®_(X, X), asi mismo,
P(X) =X, X)y PL(X) =D (X, X).

Los operadores semi-Fredholm superior e inferior son duales entre si:

TEed (X,Y) =T cd_(Y* X",

Ted (X,)Y)<=T"e€d, (V" X").
Més ain, tenemos la siguiente relacion:
ao(T)=p(T*) vy BT):=aT).

Las definiciones anteriores de los operadores semi-Fredholm dan lugar
para la definicion de los siguientes espectros.

Definicion 1.4.3 (espectros semi-Fredholm) Sea T un operador en L(X),
con X un espacio de Banach.
(i) Espectro semi-Fredholm superior

ouf(T) ={AeC: AN -T¢ P, (X)}.
(ii) Espectro semi-Fredholm inferior
o f(T):={AeC: N[ -T ¢ >_(X)}.
(iii) Espectro semi-Fredholm
osf(T) ={NeC: AN -T ¢ D (X)}.
(iv) Espectro de Fredholm
of(T)={AeC: N[ -T ¢ &(X)}.
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Es claro que
0sf(T) = oug(T) Moy (T)  y of(T) = ous(T) Yo (T).
También por la dualidad observada anteriormente,

ouf(T) =015 (T7) vy o (T) = oup(T7).

1.5. La propiedad de la extension univaluada (SVEP)

La importancia bésica de la propiedad de la extensiéon univaluada o Single
Valued Extension Property (SVEP), surge en conexiéon con ciertas nociones
basicas de la teoria local espectral. Se dar4 una primera motivacion antes de
presentar las definiciones.

Es bien conocido que la funcion resolvente, R(\,T) := (A —T)™!, de un
operador acotado T' definido sobre un espacio de Banach X, es una funcién
analitica definida sobre el conjunto resolvente p(T'), tomando valores en el
espacio de operadores definidos sobre X, R(A\,T) : p(T) — L(X).

Definamos f, : p(T) — X por

fe(A) ;= R(\,T)x para cualquier x € X;

fz es una funcion analitica a valores vectoriales, que satisface la siguiente
ecuacion:

(M —T)f.(A\) =z para todo A € p(T). (1.2)

Es posible encontrar soluciones analiticas de (1.2) para algunos (y en
ocasiones todos los) valores \ pertenecientes al espectro de T, ver el libro de
P. Aiena [1] .

Definiciéon 1.5.1 (SVEP) Sea X un espacio de Banach complejo y T un
operador en L(X). Se dice que el operador T posee la propiedad de la exten-
sion univaluada (SVEP) en A\g € C si, para cada disco abierto D centrado en
Ao, la tinica funcion analitica f : 1D — X que satisface la ecuacion

(AT =T)f(A) =0

es la funcion constante nula f = 0.
Decimos que el operador T tiene la SVEP si T tiene la SVEP en todo
AeC.

12



Un operador que no tenga la propiedad de la extensién univaluada, en-
cierra en su espectro una patologia que no permite la construccion de una
teoria espectral satisfactoria. Por esta razon, es necesario determinar las con-
diciones necesarias y suficientes para asegurar que un operador satisfaga esta
propiedad.

El hecho de que T tenga la propiedad SVEP en )\, asegura que si x €
X, existe un disco abierto DD centrado en Ag y una tnica funcién analitica
f D — X que satisface la ecuacion: (AI —T)f(\) = x para todo A € D.

Definicion 1.5.2 (espectro puntual) Sea X una espacio de Banach y T
un operador en L(X). El espectro puntual de T es el conjunto:

op(T) :={A € C: X es un autovalor de T'}
Es facil ver la siguiente implicacion:
op(T) no se acumula en \g = 7 tiene la SVEP en \g.

De hecho, si A\g no es un punto de acumulacion de o, (T), existe una vecindad
U de X tal que AT — T es inyectiva para todo A € U, A # Ag.

Sea f : V — X una funcién analitica definida en otra vecindad V de
Ao, para la cual la ecuacion (A — T')f(\) = 0 se satisface para todo A €
V. Obviamente, podemos asumir que V C U. Entonces, f(\) pertenece a
ker(AI —T) = {0} para todo A € V, X\ # N, asi, f(\) =0 para todo A € V,
A # Ao. Por la continuidad de f en g, concluimos que f(\g) = 0. Luego,
f=0enV yen consecuencia, T tiene la SVEP en ).

Notemos que si A es un autovalor de T', es decir si A € 0,(T'), entonces
ker(A — T') # {0}, por tanto, (AI —T') no es inyectivo y, en consecuencia,
A € 0gp(T), ver Definicion 1.2.5, y asi se tiene que o,(T") C 04p(T'). Luego
concluimos también que

0ap(T) no se acumula en \g = T tiene la SVEP en A.

Definicion 1.5.3 (Proyeccion espectral) Si o es un conjunto espectral
(posiblemente vacio), Ty una curva rermda simple que rodea a o y Ry =
(AL —T)7! es el resolvente de T € L(X), entonces

=5 / RydA

es una proyeccion continua denominada proyeccion espectral o proyeccion de
Riesz asociada con o.
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Capitulo 2

La SVEP y la teoria de
Fredholm

En este capitulo veremos algunas condiciones relacionadas con la finitud
de algunas cantidades asociadas a un operador lineal T'. Esas cantidades,
definidas en la primera seccién, tales como el ascent y el descent de un ope-
rador, asi como la nulidad y la deficiencia (cuya diferencia define el indice de
un operador), permiten establecer condiciones suficientes y en ciertos casos
necesarias para que un operador tenga la propiedad SVEP (Definicion 1.5.1).
Todos estos conceptos son la piedra fundacional en la construccion de una de
las ramas mas importantes de la teoria espectral: la teoria de los operadores
de Fredholm.

También en este capitulo veremos, para los operadores semi-Fredholm,
o mas generalmente, para los operadores de tipo Kato, un conjunto de con-
diciones equivalentes a la SVEP en un punto tanto para un operador T
(Teorema 2.2.2), como para el operador dual 7" (Teorema 2.2.3).

El hecho de que un operador tenga la propiedad SVEP tiene importan-
tes implicaciones y constituye una excelente herramienta en el estudio de
la teoria espectral, por un lado simplifica en buena medida algunos de los
resultados obtenidos por otras vias aportando mayor claridad en desarrollo
teorico, por otro lado, la SVEP se erige como una propiedad estructural o
unificadora de toda la teorfa.

De hecho, muchos resultados clésicos de la teoria de Fredholm pueden
ser explicados en términos de la SVEP; por ejemplo, en el préoximo capitulo,
se expondra una clasificacién de las componentes conexas §2 del resolvente
de semi-Fredholm p¢(T") := C\ 04¢(T), 0 més generalmente, el resolvente
de tipo Kato pg(7T'), obtenida como una consecuencia de verificar la SVEP
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en un punto Ag € €2, implicando la SVEP en todo punto de la componente
Q.

2.1. El ascent, el descent y la SVEP

Recordemos que el hiper-nicleo se define como N°°(T') := J, e ker T
y el hiper-rango como T°°(X) := (", T"(X).

Definicion 2.1.1 (ascent) Dado un operador T definido sobre un espacio
vectorial X, se dice que T tiene ascent finito si N°°(T') = ker T* para algin
entero positivo k. Claramente, en tal caso, existe el entero positivo mas pe-
querio p = p(T) tal que ker TP = ker TP*1. El entero positivo es llamado el
ascent de T'. Si no existiera tal entero colocamos p(T') = oc.

Anélogamente,

Definicion 2.1.2 (descent) Dado un operador T definido sobre un espa-
cio vectorial X, se dice que T tiene descent finito si T°(X) = T*(X) para
algiin entero positivo k. El entero positivo mds pequenio q = q(T), tal que
T9H(X) = T9X) es llamado el descent de T. Si no existe tal entero, pone-
mos q(T') := oo.

Notese que p(T) = 0 si y solo si T es inyectiva y ¢(T") = 0 si y solo
si T' es sobreyectiva. La clasica teoria de Riesz-Schauder asegura que, para
cualquier operador compacto T' definido sobre un espacio de Banach X, se
tiene que p(AI —T) = g(AI — T') < oo para cualquier A distinto de cero, ver
[32, Capitulo VIJ.

Teorema 2.1.1 Si tanto p(T) como q(T') son finitos, entonces p(T) = q(T).

Ver [32, Proposicion 38.3]

Denotemos por A(X) el conjunto de todos los operadores lineales defini-
dos sobre el espacio X, para los cuales tanto la nulidad «(T")(= dimker(7"))
como la deficiencia 3(T')(= codimT'(X)) son finitos. Recordemos que para
todo T € A(X), el indice de T', definido por

ind7T :=o(T) — B(T)
satisface el Teorema del indice:
ind(7'S) = ind T +ind S para todo T, S € A(X),

ver el libro de Heuser |32, Teorema 23.1].
El siguiente teorema establece las relaciones basicas entre las cantidades

a(T), B(T), p(T) y q(T).
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Teorema 2.1.2 Si T es un operador lineal definido sobre un espacio vecto-
rial X. Entonces valen las siguientes propiedades:
(i) si p(T) < o0, entonces o(T) < B(T);
(ii) si q(T) < oo, entonces B(T) < a(T');
(iii) si p(T) = q(T") < o0, entonces a(T') = B(T) (posiblemente infinitos);
(iv) si ao(T) = B(T) < 00 y si p(T') 0 q(T) es finito, entonces
) =

q(T).

Ver el libro de Heuser [32] 38.5 y 38.6.

La finitud de p(T') o ¢(T) tiene algunas consecuencias notables sobre
T|T>°(X), la restriccion de T sobre T°°(X). Por ejemplo, en esa situacion, se
tiene que T'|T°°(X) es sobreyectiva, en consecuencia, T°°(X) es T-invariante
y asi, coincide con el core analitico C(T'), ver el libro de P. Aiena |1, Teorema
3.5] .

La finitud del ascent y del descent de un operador lineal T" esté relacio-
nado con cierta descomposicion de X.

p(T

Teorema 2.1.3 Suponga que T es un operador lineal definido sobre el espa-
cio vectorial X. Sip = p(T) = q(T) < oo entonces tenemos la descomposi-
cion

X =TP(X) @ kerT?.
Reciprocamente, si para un nimero natural m tenemos la descomposicion
X = T™(X) & kerT™, entonces, p = p(T) = q(T) < m. En este caso,
T|TP(X) es biyectiva.

Para la prueba, ver el libro de P. Aiena [1, Teorema 3.6] .

Nota 2.1.4. Las siguientes proposiciones establecen algunas otras rela-
ciones bésicas entre el ascent y el descent de un operador acotado T € L(X)
definido sobre un espacio de Banach X, en el caso de operadores de semi-
Fredholm, ver Definicién 1.4.2.

(a) Si T € ®4(X), entonces la cadena de longitudes de Ty su dual T*
estan relacionadas por las igualdades p(T*) = q(T) y p(T) = q(T™*). Esto se
puede ver facilmente porque si T' € ®4(X) entonces, T" € ®(X), y asi el
rango de T™ es cerrado para todo n. Anélogamente, también T tiene rango
cerrado y de esta forma para todo n € IN,

ker T = T™(X)*, ker T" = H(T™)*(X*) = +(T*)"(X™)

Obviamente estas igualdades implican que p(T*) = ¢(T) y que p(T') = ¢(T™).
Note que, en el caso de un espacio de Hilbert, estas igualdades se tienen para
el operador adjunto 1.
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(b) La longitud de las cadenas de (AI—T') estan intimamente relacionadas
con los polos del resolvente R(\,T"). En efecto,

Ao € 0(T) es un polo de R(A\,T) < 0 < p(Aol —T) = q(Aol —T') < o0.

Mas atn, si p := p(Agl —T) = q(Aol — T') entonces, p es el orden del polo,
cada polo \g € o(T) es un autovalor de T' y si Py es la proyeccion espectral
asociada con {Ao} (ver Definicion 1.5.3), entonces

Py(X) =ker(A\oI — TP, ker Py = (Aol — T)P(X),

ver Heuser [32, Proposicion 50.2].

(c) Si Ao € o(T') entonces, Ao/ — T es un operador de Fredholm que
tiene tanto ascent como descent finito si, y s6lo si, Ag es un punto aislado
del espectro de T y la correspondiente proyeccion espectral Py (Definicion
1.5.3) es finito-dimensional, ver Heuser [32, Proposicion 50.3].

§88
El siguiente teorema establece una primera relacién entre el ascent y el
descent de Aol — T y la SVEP en Ay € C, ver Definiciéon 1.5.1.

Teorema 2.1.5 Para un operador acotado T definido sobre un espacio de
Banach y Ay € C, las siguientes implicaciones se tienen:

p(Mol —T) <oo= NNl —T)N (NI —T)*(X) ={0}
= T tiene la SVEP en Xy

qAl —-T)< o= X = ./\/’OO()\()I —T)+ (Aol —T)*(X)
= T* tiene la SVEP en \o.

Prueba: No hay pérdida de generalidad si suponemos que Ag = 0.
Asumimos que p := p(T) < co. Entonces, N°(T) = ker(T?), y de la
Proposicion 38.1 del libro de Heuser [32] obtenemos que:

N®(T) N T®(X) C ker TP N TP(X) = {0}.

Del Teorema 2.22 del libro de Aiena [1] concluimos que 7" tiene la SVEP
en 0.
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Para probar la segunda cadena de implicaciones, suponga que
q:=q(T) < oo. Entonces T°(X) =T9(X) y

N®(T) + T®(X) = N°(T) + TY(X) D ker T + T9(X). (2.1)

Ahora, la condiciéon ¢ = ¢(T) < oo produce que T%4(X) = T9(X), asi
para todo elemento x € X existe y € T9(X) tal que T9y = T9z. Obviamente,
x —y € kerT9, y de esta forma, X = kerT? 4+ T7%(X). De la inclusion 2.1
concluimos que X = N(T) + T°°(X), y asi por Corolario 2.34 de [1], T*
tiene la SVEP en 0.

El teorema anterior indica que las dos nociones del ascent y el descent son
muy Tttiles para establecer la SVEP para una importante clase de operadores.

Es bien conocido que si T' es un operador normal definido sobre un espacio
de Hilbert H, entonces,

H=%er(\I - T)® (M —T)(H) paratodo A€ C

(ver Heuser, [32, Proposicion 70.3]), asi por la Proposicion 38.1 del libro de
Heuser [32] tenemos que, para esos operadores,

p(Al —T) <1 paratodo A €C (2.2)

Consecuentemente, todo operador normal definido sobre un espacio de
Hilbert tiene la SVEP. Posteriormente veremos que la condicion (2.2) es
satisfecha por todo multiplicador de un dlgebra semi-prima.

El siguiente ejemplo muestra que la condicién (2.2) es satisfecha por
una clase de operadores estrictamente mas grande que la clase de todos los
operadores normales.

Ejemplo 2.1.6:  Un operador acotado 1" definido sobre un espacio de
Banach X se dice paranormal si

Tz < HT%H |z|| para todo z € X.

Es facil ver que todo operador paranormal es mormaloide en el sentido
que r(T) = ||T||, donde r(T') es el radio espectral de T', o, equivalentemente,
|T"| = [|IT||" para todo n € IN. Obviamente, si T’ es paranormal, entonces,
la restriccién de T a todo subespacio cerrado T-invariante es también pa-
ranormal, asi T es espectralmente normaloide en el sentido de Heuser, [32,

§54].
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Un operador T definido sobre un espacio de Banach X se dice totalmente
paranormal si AXI — T es paranormal para todo A € C. Ejemplos de operado-
res totalmente paranormales son todos los operadores T definidos sobre un
espacio de Hilbert H que son hiponormales. Recordemos que T' € L(H) se
dice hiponormal si

IT*z|| < ||Tz|| paratodo x € H.
Ahora, si T es hiponormal, entonces,
|T2||? = (T*Ta,z) < |T*Tx| ||z < ||T%| ||z para todo X € €

asi T es paranormal. Claramente T es totalmente paranormal, ya que todo
operador T' es hiponormal si y sélo si Al —T es hiponormal para todo A € C.

Es inmediato de la definiciéon que todo operador totalmente paranormal
tiene ascent p(Al — T') < 1 para todo A € C, asi que esos operadores tienen
la SVEP. La SVEP de un operador totalmente paranormal es también con-
secuencia del Teorema 2.31 del libro de P. Aiena [1] y del Teorema 2.2.2 mas
abajo, una vez notado que para esos operadores tenemos:

Ho(M —T) =ker(AM —T) paratodo A € C

Para probar esto, observe que si T' es totalmente paranormal, entonces para
todo z € X y A € C tenemos

|(AI = T)"z||"/™ > (A = T)z|| para todo n € N

Si # € Ho(AM — T) (ver Definicion 1.3.7) entonces, ||(AI — T)"z||"/™ — 0
cuando n — o0, y consecuentemente, (A — 1)z = 0, asi Hy(Al —T) C
ker(AI — T'). Ya que la inclusién reciproca es siempre cierta para todo ope-

rador, se sigue que Ho(AI — T) = ker(AI — T).
(]

Como observamos en el Teorema 2.1.5 y el Teorema 2.31 del libro de P.
Aiena |1, Capitulo 2] , cada una de las dos condiciones: p(Agl — T) < 0o 0
Hy(AoI—T) cerrado, implica la SVEP en Ag. En general, esas dos condiciones
no estan relacionadas. En efecto, el operador T definido en el Ejemplo 2.32
de libro de P. Aiena [1, Capitulo 2| , tiene su parte quasi-nilpotente Hy(T')
no cerrada mientras que, siendo 7 inyectiva, p(T") = 0.

En el siguiente ejemplo encontramos un operador 7' que tiene parte quasi-
nilpotente cerrada pero ascent p(T') = oco.
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Ejemplo 2.1.7:  Sea T : *(IN) — ¢*(IN) definido por
(%2 Tn _ 2
T:E.—(2,...,n,...) , donde x = (z,,) € £*(IN).

Se ve facilmente que

HT’“H = (k:—il—l)' para todo k=0,1,...

de esto se sigue que el operador T' es quasi-nilpotente y de esta manera,
Ho(T) = ¢*(IN) por el Teorema 1.68 del libro de P. Aiena |1, Capitulo 1] .
Obviamente p(T') = co.
Note, que el operador T de arriba muestra que la implicacién reciproca
de
p(Aol —T) < 0o = T tiene la SVEP en A,

establecida en el Teorema 2.1.5, generalmente no es cierta. De hecho, T tiene
la SVEP en 0 ya que T' es quasi-nilpotente, y p(T) = oo.

O

2.2. La SVEP para operadores de tipo Kato

En esta seccion caracterizaremos la SVEP en el punto Ag € C en el caso
de operadores de tipo Kato.

Recordemos que si AgI —T es de tipo Kato (ver Definicion 1.3.5) entonces
también \gI* — T* es de tipo Kato. Méas precisamente, si el par (M, N) es
una GK D para \gI — T, el par (N, M) es una GKD para \gI* — T* con
(MoI* — T*)|N+ semi-regular y (A\gI* — T*)| M+ nilpotente.

Lema 2.2.1 Suponga que Aol —T tiene una GKD (M, N), entonces, (Aol —
T)|M es sobreyectiva si y solo si (\gI* — T*)|N* es inyectiva.

Prueba: Asumimos que \g = 0. Suponga primero que T(M) = M y
considere un elemento arbitrario 2* € ker T*|N+ = ker T* N N-+. Para todo
m € M, entonces, existe m’ € M tal que T'm’ = m. Entonces tenemos

2*(m) = 2*(Tm') = (T*2*)(m') =0

y de esta forma, z* € M+ N N+ = {0}.
Reciprocamente, suponga que T'|M no es sobreyectiva, es decir, T (M) C

=

M. Por hipotesis, T'(M) es cerrado, ya que T'|M es semi-regular, y asi via el
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teorema de Hahn-Banach, existe 2* € X* tal que 2* € T(M)* y 2* ¢ M*.
Ahora, de la descomposicion X* = N+ @ M~ tenemos z* = n* + m* para
algin n* € N+ y m* € M+. Para cada m € M obtenemos

T*n*(m) = n*(T'm) = z*(T'm) — m*(T'm) = 0.
Asi, T*n* € Nt N M+ = {0}, de esta forma, 0 # n* € ker T* N N+
||

El primer resultado muestra que la SVEP en \g de un operador acotado,
que admite una GKD (M, N), depende esencialmente del comportamiento
de Aol — T sobre el primer subespacio M.

Teorema 2.2.2 Supdngase que \ol —T € L(X) admite una GKD (M, N).
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T tiene la SVEP en \o;

(ii) T|M tiene la SVEP en Ao;

(iii) (Aol —T)|M es inyectiva;

(iv) Ho(MAI —T) = N;

(v) Ho(AoI —T) es cerrado;

(Vi) Ho()\of — T) N K()\()I - T) = {0},

(vii)Ho(Aol = T)N K (Ml —T) es cerrado.

En particular, si \oI =T es semi reqular, entonces las condiciones (i)-(vii)
son equivalentes a la siguiente proposicion:

(viii) Ho(MoI — T) = {0}.

Prueba:

Aqui también consideraremos el caso particular en que Ag = 0.

La implicacion (i)= (ii) es clara, ya que la SVEP en 0 de T es heredada
por la restricciéon a cada subespacio cerrado invariante.

(ii)= (iil) T|M es semi-regular, asi por el Teorema 2.49 (libro de P. Aiena
[1] ) T|M tiene la SVEP en 0 siy solo si T|M es inyectiva.

(iii)= (iv) Si T|M es inyectiva, del Teorema 1.70 [1] la semi-regularidad
de T|M implica que Ho(T|M) = N°(T|M) = {0}, y asi

Ho(T) = Ho(T|M) & Ho(T|N) = {0} & N = N.
Las implicaciones (iv)=-(v) y (vi)=-(vii) son obvias, mientras que las

implicaciones (v)=-(vi) y (vii)=-(i) han sido probadas en el Teorema 2.31 del
libro de P. Aiena [1] .
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La ultima afirmacion es claro ya que el par M := X y N := {0} es una
GK D para cada operador semi-regular.

El siguiente resultado muestra que si el operador A\gI — T admite una
descomposiciéon generalizada de Kato, entonces todas las implicaciones del
Teorema 2.33 del libro de P. Aiena |1] son realmente equivalencias.

Teorema 2.2.3 Suponga que \oI —T € L(X) admite una GKD (M,N). Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T* tiene la SVEP en \o;

(ii) (Mo — T)|M es sobreyectiva;

(i) KAl —T)=M;

(iv) X = Ho(AI —T) + K(XoI = T);

(v) Hy(AoI —T)+ KNI —T) es denso en norma en X.

En particular, si \oI —T es semi-reqular, entonces, las condiciones (i)-(v)
son equivalentes a la siguiente proposicion:

(vi) K(\oI - T) = X.

Prueba:

También aqui supondremos que A\g = 0.

(i)« (ii) Sabemos que el par (N1, M1) es una GKD para T* y asi por
Teorema 2.2.2, T* tiene la SVEP en 0 si, y solo si, T*|N* es inyectiva. Por
el lema 2.2.1, T* tiene la SVEP en 0 si, y solo si, T|M es sobreyectiva.

(ii)=-(iii) Si T'|M es sobreyectiva, entonces M = K(T|M) = K(T) por
el Teorema 1.70 [1].

(iii)=-(iv) Por hipotesis X = M & N = K(T) & N, y de esta forma,
X = Ho(T)+ K(T), yaque N = Hy(T|N) C Ho(T).

La implicacion (iv)=-(v) es obvia, mientras que (v)=-(i) ha sido probada
en el Teorema 2.33 del libro de P. Aiena [1] .

La tltima afirmacion es obvia ya que M := X y N := {0} provee una
GKD para T.

Ahora consideraremos el caso en que Agl — T es de tipo Kato. En este
caso, por Teorema 1.74 del libro de P. Aiena [1] y el teorema anterior, tenemos

T tiene la SVEP en \g <= NN\l — T) N (NI — T)*°(X) = {0}.

El siguiente resultado muestra que en este caso, a las condiciones equi-
valentes (i)-(vii) del Teorema 2.2.2 podemos anadir la condicion
p(Aol —T) < 0.
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Teorema 2.2.4 Sea X un espacio de Banach y T € L(X), suponga que
Mol — T es de tipo Kato. Entonces, las condiciones (i)-(vil) del Teorema
2.2.2 son equivalentes a las siguientes afirmaciones:

(viii) p(Agl — T') < o0;

(ix) N®(XoI —T) N (Aol —T)>*(X) = {0}.

En este caso, sip:=p(Al —T), entonces,

Ho()\of — T) = NOO()\()[ — T) = ker()\OI — T)p. (2.3)

Prueba:

Aqui también asumimos que Ag = 0.

Sea (M, N) una GK D para la cual T'|N es nilpotente. Supongamos que se
verifica una de las proposiciones equivalentes (i)-(vii) del Teorema 2.2.2, por
ejemplo la condicion Hy(T) = N. También tenemos que ker T C N'°(T") C
Hy(T) para cada n € IN Por otro lado, de la nilpotencia de T'|N sabemos que
existe un k € IN. para el cual(T|N)* = 0. Asi, Hy(T) = N C ker T* y por lo
tanto, Ho(T) = N>°(T) = ker T*. Obviamente esto implica que p(T) < k,
asi las condiciones equivalentes (i)-(vii) del Teorema 2.2.2 implican (vii).

La implicacion (viii)=-(ix) ha sido demostrada en el Teorema 2.1.5. Las
igualdades (2.3) son claras porque ker TF = ker TP.

Teorema 2.2.5 Sea X un espacio de Banach, Y € L(X) y suponga que
Mol — T es de tipo Kato. Entonces, las condiciones (i)-(v) del Teorema 2.2.3
son equivalentes a las siguientes condiciones:

(vi) g( Aol —T) < o0;

(vil) X = NNl = T) + (Mol — T)>®°(X);

(viii) NNl —T) + (Aol — T)°(X) es denso en norma en X.

En este caso, si q:= q(MAI —T) entonces,

Xl = T®(X) = K(XI = T) = (Aol — T)4(X).

Prueba:

Asuma que A = 0. Ya que T es de tipo Kato, entonces, K(T') = T*°(X)
por Teorema 1.42 ver libro de P. Aiena |1, Capitulo 1] . Suponga que una de
las condiciones equivalentes (i)-(v) del Teorema 2.2.3 se verifique; en parti-
cular, suponga que K(T) = M. Entonces, M =T (X) C T"(X) para todo
n € IN.

Por otro lado, por la suposicion, existe un entero positivo k tal que
(T|N)k = 0, asi para todo n > k tenemos

T(X) CTHX) =THM) e TH(N) = TH(M) C M,
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y asi T"(X) = M para todo n > k. Por lo tanto, ¢(T) < oo, asi (vi) esta
probada.

La implicacion (vii)=-(viii) es obvia. Finalmente, por Corolario 2.34 del
libro de P. Aiena [1] , la condicion (viii) implica la SVEP en 0 para 7%, la
cual es la condicion (i) del Teorema 2.2.3.

La tltima afirmacion es clara ya que T9(X) = T*(X).

En el siguiente resultado consideraremos el caso en que Aol — T es
esencialmente semi-regular, a saber, N es finito-dimensional y M es finito-
codimensional.

Teorema 2.2.6 Suponga que \gI—T € L(X) es esencialmente semi-reqular.
Entonces, las condiciones (i)-(vii) del Teorema 2.2.2 y las condiciones (viii)-
(ix) del Teorema 2.2.3 son equivalentes a la siguiente condicion:

(a) La parte quasi-nilpotente Ho(NoI — T') es finito-dimensional.

En particular, si T tiene la SVEP en \g entonces, \gI — T € &, (X).

De nuevo, las condiciones (i)-(v) del Teorema 2.2.3 y las condiciones del
Teorema 2.2.5 son equivalentes a la siguiente condicion:

(b) El core analitico K (Aol —T') es finito-codimensional.

En particular, si T* tiene la SVEP en Ao, entonces, Aol —T € ®_(X).

Prueba: La condicion (iv) del Teorema 2.2.2 implica (a) y ésta im-
plica la condicion (v) del Teorema 2.2.2. Analogamente, la condicion (iii)
del Teorema 2.2.3 implica (b); mientras que de (b) se sigue que (Aol —
T)>®(X) = K(AI — T) es finito-codimensional, ver Teorema 1.42 [1]. Ya
que, (Ml — T)*®(X) C (A — T)4(X) para todo ¢ € IN, concluimos que
q(Aol —T) < o0, la cual es la condicion (vi) del Teorema 2.2.5.

Resta por probar que (a) implica que Ao/ — T € ®,(X). Claramente,
si Ho(AoI — T') es finito-dimensional, el subespacio ker(Aol — T') es finito-
dimensional. Mas aun, si (M, N) es una GKD para \gI — T tal que N es
finito-dimensional, entonces,

(Aol =T)(X) = (Aol —=T)(M) + (Ao =T)(N)

es cerrado ya que es la suma del subespacio cerrado (Aol — T)(M) y un
subespacio finito-dimensional de X. Esto prueba que A\gI — T € &, (X).

Analogamente, de la inclusion K(AI —T) C (A — T)(X) se observa
que si K (Aol — T) es finito-codimensional, entonces también (Al — T)(X)
es finito-codimensional, asi A\l — 71 € ®_(X).
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Corolario 2.2.7 Sea X un espacio de Banach, T € L(X) y suponga que
Ml —T € L(X). Tenemos:

(1) Si T tiene la SVEP en Ao, entonces, ind(AI —T) < 0;

(ii) Si T* tiene la SVEP en Ao, entonces ind(Aol —T) > 0.

Consecuentemente, si tanto T’ como T™* tienen la SVEP en Ay, entonces,
Mol — T tiene indice 0.

Prueba:  Por el Teorema 2.2.4 si T tiene la SVEP, entonces p(Agl —
T) < o0, asi a(AI —T) < B(Aol — T) por la parte (i) del Teorema 2.1.2.
Esto prueba la afirmacion (i). La afirmacion (ii) se sigue similarmente del
Teorema 2.2.5 y la parte (ii)del Teorema 2.1.2. La tltima afirmacion es clara.

El siguiente ejemplo muestra que un operador de Fredholm puede tener
indice menor que cero, si no tiene la SVEP en 0.

Ejemplo 2.2.8: Denotemos por R y L el operador shift derecho e
izquierdo respectivamente, sobre el espacio de Hilbert H := ¢2(IN) definidos
por:

R(z) = (0,z1,22,...) 'y L(z):=(r2,23,...)
para todo (z) := (x,) € 2(IN). Claramente,
a(R)=p(L)=0 y a(l)=p(R)=1
asi que L y R son de Fredholm. Sea e, := (0,...,0,1,0,...) € £2(IN), donde
1 es el n-ésimo término y todos lo demés son igual a 0. Es facil ver que
ens1 € ker L™ ! mientras que e, 11 & ker L™ para todo n € IN, asi p(L) = oo.

Mas atn, p(R) = 0 siendo R inyectiva, y asi, ya que Ry S son cada uno el
adjunto del otro,

p(L)=q(R)=0c y q(L)=p(R)=0.
Considere el operador L & R € L(H x H) definido por:
(L® R)(x,y) := (Lz,Ry) con x,y € {*(IN).
Se verifica facilmente que
alL&R)=a(L)=1, B(L®R)=1 y p(L&R)=occ.
Analogamente, si T := L& R® R € L(H x H x H), entonces,
BT =2, a(T)=o(l)=1 y p(T)=o0,

asi, T' es un operador de Fredholm que tiene indice indT" < 0, el cual, por el
Teorema 2.1.5, no tiene la SVEP en 0.
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Corolario 2.2.9 Sea Ao € o(T) y asuma que \oI —T € ®(X). Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) T y T tienen la SVEP en Ao;

(il) X = Hy(Nol —T) @ K(MoI —T);

(iii) Ho(AoI —1T) es cerrado y K (Aol —T) es finito-codimensional;

(iv) Ao es un polo del resolvente (A — T)~!, equivalentemente,
0<pAol —T)=qMI—-T) < o0;

(v) Ao es un punto aislado del espectro o(T) de T

En particular, si cualquiera de las condiciones equivalentes (i)-(v) se tie-
nen y p:=pAol —T) = q(NI —T), entonces,

Ho()\()l - T) = NOO()\of - T) = keI’()\()I - T)p,

KA\l —T) = (A — T)®(X) = (\oI — T)"(X).

Prueba: Las equivalencias (i), (ii), (iii) y (iv) se obtienen por la com-
binacién de todos los resultados previamente establecidos. La implicacién
(iv)=-(v) es obvia, mientras que la implicacion (v)=-(i) es inmediata conse-
cuencia del hecho de que tanto T" como T™ tienen la SVEP en todo punto
aislado del espectro o(T") = o(T™).

Teorema 2.2.10 Sea X un espacio de Banach, suponga que \gI —T € L(X)
es esencialmente semi-reqular. Entonces, T tiene la SVEP en Xy si, y sélo
st, se tiene alguna de las siguientes condiciones:

() NN I* = T*) + (NoI* — T*)(X™*) es débilmente *-denso en X*;

(d) Ho(MoI* —T*) + (Mo I* —T*)(X™*) es débilmente *-denso en X*;

(e) Hy(AoI* = T%) + K(NoI* —T%) es débilmente *-denso en X*.

Si Aol — T es de tipo Kato, la SVEP en \g es simplemente caracterizada
en términos del espectro aproximado puntual (ver Definicion 1.2.5), este
resultado se debe a P. Aiena y E. Rosas, [12], como sigue:

Teorema 2.2.11 Sea X un espacio de Banach, suponga que \gI —T es un
operador de tipo Kato. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalen-
tes:

(i) T tiene la SVEP en \o;

(ii) o4p(T) no se acumula en Ap.
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Prueba:  Sio,,(T) no se acumula en \g, entonces, existe una vecindad
U de X\ tal que AT — T es acotada por debajo para todo A € U, A # Ag.

Sea f:V — X una funcion analitica definida en otra vecindad V de Ag
sobre la cual se cumple la ecuacion (AI—=T') f(A) = 0, podemos considerar que
Y CU. Como (A —T) es acotada por abajo en V \ {A\g} es, en particular,
inyectiva y por tanto, ker(Al — T') = {0}, de esta manera, f(\) = 0 en
V\ {N\o}, pero como f es continua, f = 0 en V. En consecuencia, T tiene
SVEP en \g.

Asi, necesitamos probar solamente, la implicacion (i)=-(ii). Podemos su-
poner que A\g = 0.

Suponga que T tiene la SVEP en 0 y sea (M, N) una GK D para T. Del
Teorema 1.44 del libro de P. Aiena [1] , sabemos que existe € > 0 tal que
A — T es semi-regular para 0 < || < e, y asi tiene rango cerrado. Si D,
denota el disco abierto de centro 0 y radio €, entonces, A € (ID:\{0})Nog,(T)
si, y s6lo si, A es un autovalor de T'.

Ahora, de la inclusion ker(AI — T) C T°(X) para todo A # 0 inferi-
mos que todo autovalor no nulo de T pertenece al espectro de la restriccion
T|T>(X).

Finalmente, asuma que 0 es un punto de acumulacién de o4,(T'). Sea
(An) una sucesion de autovalores no nulos que converge a 0. Entonces, A\, €
o(T|T*(X)) para todon € IN, y asi 0 € o(T|T>°(X)), ya que el espectro de
un operador es cerrado. Pero T tiene la SVEP en 0, asi por el Teorema 2.2.2
la restriccion T'|M es inyectiva, y asi, {0} = ker T|M = ker T NT>(X) ver
[1, Teorema 1.41]. Esto prueba que la restriccion T|7T°°(X) es inyectiva.

Por otro lado, de la igualdad T'(T°°(X)) = T°°(X) sabemos que T'|T>°(X)
es sobreyectiva, asi 0 € o(T|T°°(X)); lo cual es una contradiccion.

El resultado del Teorema 2.2.11 es absolutamente util para establecer la
membresia de los puntos de acumulacién de algunas partes distinguidas del
espectro al espectro de tipo Kato o (7).

Una primera aplicacién se da a partir del siguiente resultado, que mejora
un clésico teorema de Putnam acerca de los puntos no asilados de la frontera
del espectro, como un subconjunto del espectro de Fredholm.

Corolario 2.2.12 Sea X un espacio de Banach yT € L(X), todo punto no
aislado de la frontera de o(T') pertenece a oge(T). En particular, todo punto
no aislado de la frontera de o(T'), pertenece al espectro de Fredholm o¢(T).

Prueba: Si A9 € 00(T') es un punto no aislado de o(7"), entonces,
0ap(T) se acumula en g, pues do(T") C 04,pT) ver |1, Teorema 2.42]. Pero T'
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tiene la SVEP en cada punto de do(T'), asi por el Teorema 2.2.11 \gI — T
no es de tipo Kato.
La tltima afirmacién es obvia ya que 03 (T') C o¢(T).

Corolario 2.2.13 Sea X un espacio de Banach y suponga que T € L(X)
tiene la SVEP. Entonces, todos los puntos de acumulacion de oq,(T') perte-
nece a o (T) y en particular a op(T).

Prueba:  Suponga que \g € o3¢(T). Ya que T tiene la SVEP, y en
particular tiene la SVEP en Xg, por el Teorema 2.2.11 se sigue que oq,(T)
no se acumula en \g

El siguiente resultado da una clara descripcion de los puntos A\g & op(T")
que pertenecen a la frontera de o(T).

Teorema 2.2.14 Sea X un espacio de Banach y T € L(X); suponga que
Ao € 0o (T). Entonces, \gI — T es de tipo Kato si, y sdlo si, Ay es un polo
del resolvente R(\,T).

Prueba: Por el Corolario 2.2.12 si A\gI — T es de tipo Kato entonces,
Ao es un punto aislado de o(7"). Més atn, T'y T* tienen la SVEP en )y €
0o(T) = do(T™), asi por Teorema 2.2.11 y el Teorema 2.2.9 se sigue que
tanto p(Aol — T') como g(Agl — T) son finitos.

Reciprocamente, suponga que Ao es un polo del resolvente R(A,T') o,
equivalentemente, que d := p(AI — T) = qg(Al —T) < o0. Sea M =
(Mo —T)4(X) y N = ker(\gI — T)%. Entonces, la restriccion (Aol — T)|M
es biyectiva por el Teorema 2.1.3 y asi es semi-regular. Obviamente la res-
triccion (Mgl — T')|N es nilpotente.

El siguiente resultado es el dual al establecido en el Teorema 2.2.11.

Teorema 2.2.15 Suponga que X es un espacio de Banach y Aol — T un
operador de tipo Kato. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) T* tiene la SVEP en \o;
(ii) osu(T) no se acumula en Ag.
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Prueba: La equivalencia se sigue inmediatamente del Teorema 2.2.11 ya
que 0gp(T*) = o5u(T).

Corolario 2.2.16 Suponga que, para T € L(X), X un espacio de Banach,
T* tenga la SVEP. Entonces todos los puntos de acumulacion de og,(T)
pertenecen a oy (T).

Ya que 04(T), 0es(T) y oke(T') son subconjuntos de o4y,(T), uno puede
preguntarse si T" tiene la SVEP en un punto A\g cuando uno de esos espectros
no se acumula en Ag. Generalmente esto no es cierto. Para ver esto, basta
considerar el caso en que 04.(7") no se acumula en Ao, ya que o.5(T) y ox (1)
son subconjuntos de o (7).

Sea T' € L(X) cualquier operador semi-regular no inyectivo. Entonces 0
es un punto del resolvente semi-regular pge(7") := C \ 04(T). Siendo pse(T)
un conjunto abierto de C, esto implica que 0s¢(7") no se acumula en 0. Por
otro lado, ya que T no es inyectivo, entonces T no tiene la SVEP en 0.

Teorema 2.2.17 Sea X un espacio de Banach y T € L(X). Si el espectro
semi-reqular, os.(T), se acumula en Ao, entonces Ao € o4¢(T).

Prueba: Suponga que o4 (T) se acumula en A\g y que A\ — T €
¢ (X). Entonces A\g € ps¢(T), donde pgr := C\ 05¢(T) es el resolvente
de semi-Fredholm de T. Denotemos por €2 la componente conexa de del
conjunto abierto psr(7T") que contiene a Ag. Si hacemos I' := Q N oy (T),
entonces, I' C 04.(T') \ 05¢(T) y por Teorema 1.65 del libro de P. Aiena [1] ,
el tltimo conjunto es numerable.

Esto prueba que existe un disco abierto D()\g) centrado en Ay tal que
A & 05(T) \ 054(T) para todo X € D(X\g) \ {Ao}. Pero AT — T es semi-
Fredholm para todo A € Q, asi que A & 04(T) para todo A € D(XAg) \ {No};
una contradiccion.
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Capitulo 3

Componentes de algunos
conjuntos resolventes

En este capitulo se dara un vistazo més de cerca a las componentes de
algunos conjuntos resolventes asociados con varios espectros que provienen
de la teoria de operadores de Fredholm.

Como se estudié en capitulos anteriores, se utilizarad la constancia de
algunas aplicaciones, asi como la equivalencia entre la SVEP en un punto y
las condiciones de rango y de kernel, para establecer una clasificacién de esas
componentes.

Uno de los resultados presentados en este capitulo, y que son resultados
originales ya publicados en el articulo de P. Aiena y F. Villafane [13], es el
establecimiento de las siguientes igualdades en el caso en que A\ — T es de
tipo Kato, Teorema 3.2.1:

NP =T) + (M — T)°(X) = Hy\M - T) + K\ - T)
NN = T)N (M = T)®(X) = H(M —T) N K(M —T)

que permiten unificar resultados acerca de ciertos mapeos constantes sobre
las componentes del espectro de semi-Fredholm, como los del trabajo de
O Searcoid y West [51] que, de acuerdo a las igualdades anteriores, estan
incluidos en el trabajo de Mbekhta y Ouahab [42].

El hecho de la constancia de estos mapeos nos lleva a una clasificacion
de las componentes del resolvente de tipo Kato, pg(7"), de a cuerdo a la
verificaciéon de la propiedad SVEP para T o T™, Teoremas 3.2.2 y 3.2.3.

Otro de los resultados publicados en el mismo articulo [13], es la carac-
terizacion de cuando el espectro de tipo Kato es vacio, esto ocurre si y s6lo
si el descent de AI — T es finito para cualquier A en C, més atn, si y sélo
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si, se tiene esa misma condiciéon para todo A en la frontera del espectro de
T, también es equivalente a que el espectro de T sea un conjunto finito de
polos del resolvente de T', R(\, T'), lo cual equivale, a su vez, a que T sea un
operador algebraico.

Finalmente, en el Teorema 3.2.5 se muestra una clasificaciéon de las com-
ponentes conexas del espectro semi-Fredholm en funciéon de que T o T*
cumplan la propiedad SVEP.

3.1. La SVEP sobre las componentes del resolvente
de tipo Kato

Recordemos que un operador 7" en L(X) se dice que admite una Descom-
posicion Generalizada de Kato (GKD), ver Definicion 1.3.4, si existe un par
de subespacios cerrados T-invariantes (M, N) tales que, X = M ®&N, T|M es
semi-regular (ver Definicion 1.2.1) y T'|N es quasi-nilpotente, (ver Definicion
1.3.3). Si T|N es nilpotente, es decir, si existe d en N tal que (T|N)% =0
decimos que T es de tipo Kato (de orden d), ver Definicion 1.3.5.

Definicion 3.1.1 (Resolvente de tipo Kato) Elresolvente de tipo Kato
es el conjunto de los \ en C tales que \I — T es de tipo Kato (de un cierto
orden); se denota por pr(T).

El complemento del resolvente es el espectro de tipo Kato:

Definicion 3.1.2 (Espectro de tipo Kato) Fl espectro de tipo Kato es el
conjunto de los A en C tales que NI — T no es de tipo Kato; se denota por

ot (T).

En el siguiente lema se establecen importantes propiedades de la parte
quasi-nilpotente de 7', Hy(T') (Definicion 1.3.7) y del core analitico K(T')
(Definiciéon 1.3.1), ver libro de P. Aiena |1, Teoremas 1.41 y 1.70] .

Lema 3.1.1 Sea T' € L(X), donde X es un espacio de Banach. Entonces
(i) Ho(T) € K(T*) y K(T) C*+ Ho(T).
(i1) Si T es un operador de tipo Kato y el par (M, N) es una GKD para
T, entonces

K(T) = K(T|M) = K(T) N M,
HO(T) :Ho(T’M)EBHo(T’N) :HO(T‘M)@N. (3.1)
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(iii) Si T es esencialmente semi-reqular entonces

Hy(T) = T>(X) =" K(T*) y K(T) =" Ho(T"). (3:2)

(iv) Si T es semi-reqular entonces Ho(T) C K(T)).

Ya hemos observado que un operador T' € L(X) tiene la SVEP en \g
precisamente cuando ker(Agl —T') N K (Aol —T) = {0}. De la inclusion

ker()\of — T) - ./\/'OO()\()I - T) - H()()\o[ — T)
se sigue que la condicién
Ho()\()l — T) N K()\(]I — T) = {0}

implica que T tiene la SVEP en \g. El Ejemplo 2.5 de [9] muestra que la
SVEP en un punto no necesariamente implica que Ho(AgI—T)NK (N I—T) =
{0}. En [11] se prob6 también que la condicion NNl — T) N (Aol —
T)°(X) = {0} implica la SVEP en Xy para 7.

Recordemos que el espectro aprozimado puntual estd definido por

Oap(T) :={X € C: \I — T no es acotado por abajo}.

Si 0gp(T") no se acumula en Ag entonces T tiene la SVEP en .
Por otra parte, el espectro sobreyectivo se define por:

osu(T) :={X € C: \I — T no es sobreyectivo}.

Si 05u(T") no se acumula en A, entonces T tiene la SVEP en .

3.2. Componentes de otros tipos de resolventes

Para un operador 7' € L(X), recordemos la definicion de las siguientes
partes del espectro ordinario:
El espectro semi-regular (algunas veces referido como espectro de Kato):

0se(T) :={X € C: A\ — T no es semi-regular},

ver Definicion 1.2.3.
El resolvente semi-regular: ps.(T") := C \ 04(T).

32



El espectro esencialmente semi-regular (ver Definicién 1.3.6):

Definicion 3.2.1 (Espectro esencialmente semi-regular) También lla-
mado espectro esencial de Kato (oy.(T)), se define por

Oes(T) :={A € C: (M —T) no es esencialmente semi-reqular};
y el resolvente esencialmente semi-reqular,
pes(T) := C\ 0es(T)

Se sabe que los tres conjuntos ose(7T"), oxt(T) v 0es(T) son cerrados,
esto se puede ver en [39, Proposicion 3.16] para o4 (T'), para los otros dos
espectros se puede ver [8, Corolario 1]. Més atn, os.(T') y ox(T") son no vacios
ya que el primer espectro contiene a la frontera de o(7), como se puede ver en
[39, Proposicion 3.1.6], mientras que el segundo espectro contiene la frontera
del espectro de Fredholm o¢(T) := {\ € C: Al — T no es de Fredholm}, ver
Miiller [43, Teorema 3.8]. Posteriormente probaremos que oy (1) es no vacio
precisamente cuando o(7') no es un conjunto finito de polos.

Dado que los conjuntos pse(T"), pes(T) y prt(T) son conjuntos abiertos de
C, pueden ser descompuestos en componentes conexas, disjuntas, abiertas y
no vacias.

Es claro que,

pse(T) - pes(T) - pkt(T)- (3-3)

ya que si A € pse(T'), AI — T es semi-regular, por tanto, también es esencial-
mente semi-regular (A € pes(7T')) lo cual implica que AI — T es de tipo Kato,
ver observacién que sigue a la Definicién 1.3.6.

Note que para todo T' € L(X) tenemos que pse(T) = pse(T™) y pes(T) =
Pes(T™). )

En [51] O Searcoid y West demostraron la constancia de los mapeos

Ao NP —T)+ (M —T)®(X), A > NN —TIN (A —T)®(X) (3.4)

sobre las componentes del resolvente de semi-Fredholm pg¢(T") := C\ o4(T)

ver Definicion 1.4.3 para la definicion del espectro de semi-Fredholm, o¢(T").
De la descomposicion de Kato para operadores de semi-Fredholm, obte-

nemos las inclusiones siguientes, ver libro de P. Aiena |1, Teorema 1.62]

pof(T) € pes(T) € pio(T). (3.5)
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El trabajo de O Searcéid y West [51] extiende los resultados previos
obtenidos por Homer [33], por Goldmann y Krackovskii [29], [30], y por
Saphar [48], quien ha establecido la constancia de las funciones

Ao N —T), A (A — T)®(X)

sobre una componente del resolvente de semi-Fredholm psr(7T'), excepto para
el conjunto discreto de puntos para los cuales AI — T es semi-regular.
Sobre la misma veta, Forster [24] demostré que los mapeos

Ao KO —T) = (A — T)®(X), A+ Ho(M —T) = N\ —T)

son constantes cuando A recorre una componente del resolvente de Kato,
pi(T).

Este tipo de mapeos constantes también han sido estudiados por Mbekhta
y Ouahab [42] quienes mostraron la constancia de los mapeos

Ao HoM —T) + KO —T), A= Ho\M —-T)NKWMN —-T)  (3.6)

sobre las componentes de pg (7).

En el siguiente resultado se mostrard que los mapeos (3.4) y (3.6) coin-
ciden, respectivamente, sobre las componentes del resolvente de tipo Kato
pit(T), asi que el resultado de Mbekhta y Ouahab extiende el resultado pre-
vio de O Searcoid y West. Este es uno de los resultados originales de la tesis
que ha sido publicado en [13].

Teorema 3.2.1 (Aiena - Villafane) Sea A\I — T de tipo Kato. Entonces
(1) NN —T)+ (M —T)°(X)=HoM —-T)+ K\ - T).
NN —=T)N(A —=T)>®(X) = H(M —T)NK(A —-T).

Prueba:  (i)No se pierde generalidad si asumimos que A = 0. Sea
(M, N) una GKD para T tal que (T|N)? = 0 para algin entero d € N. Por
la parte (ii) del Lema 3.1.1 sabemos que K(T) = K(T|M) = K(T) N M.
Ademas por la parte (iv) del Lema 3.1.1, la semi-regularidad de T'|M implica
que Ho(T|M) C K(T|M) = K(T). De aqui obtenemos

Ho(T) 1 K(T) =Ho(T) N (K(T) N M) = (Ho(T) 1 M) 1 K (T)
—Ho(T|M) N K(T) = Hy(T|M)
y asi, Ho(T) N K(T) = Ho(T|M

)-
Afirmamos que Ho(T)+ K(T
obtenemos que N @ K(T') C Hy(

)=NaK(T). ComoNgkeergHo(T)
T)+ K(T).
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Reciprocamente, de la parte (ii) del Lema 3.6 tenemos
Ho(T) = N ® Ho(T|M) = N @ (Ho(T) N K(T)) C N @& K(T),
asi que
Ho(T)+ K(T)C (N® K(T))+ K(T) C N & K(T),

lo que prueba nuestra afirmacion.
Ya que K(T') = T*°(X) para cada operador de tipo Kato, obtenemos, de
la inclusion N C ker T¢ C N°°(T'), que

Ho(T) + K(T) = N & K(T) C N™(T) + T>®(X) C Ho(T) + K(T),

asi, la igualdad N'°°(T) + T°°(X) = Ho(T) + K(T) queda probada.

(ii) Suponga nuevamente que A = 0. Sea (M, N) un GKD para 7T tal que
para algiin d € IN, tenemos (T|N)? = 0. Entonces, ker T" = ker(T|M)™ para
todo natural n > d. Ya que ker 7" C ker T"*! para todo n € IN, tenemos

N®(T) = U ker T" = U ker(T|M)% = N°>°(T|M).
n>d n>d

La semi-regularidad de T'|M implica, por la parte (iii) del Lema 3.6, que
N®(T) = N>(T|M) = Ho(T|M) = Ho(T) N M. (3.7)

Ahora, mostramos que vale la igualdad Ho(T) N M = Ho(T) N M. La in-
clusion Ho(T) N M C Ho(T) N M es evidente. Reciprocamente, suponga que
x € Ho(T)N M. Entonces existe una sucesion (z,) en Ho(T') tal que z,, — =
cuando n — oo. Sea P la proyecciéon de X sobre M a lo largo de N. En-
tonces, Px, — Pxr =x y Px, € Ho(T) N M. De esta forma, x pertenece a
Ho(T)N M.

Finalmente, de (3.7), y tomando en cuenta que K(T)NM = K(T) =
T°°(X), obtenemos

N=(T)NT>®(X) = Hy N MNEK(T) = Hy(T)N(MNK(T)) = Ho(T)NK (T),

lo que completa la prueba.

A partir de la constancia de los mapeos A — Ho(Al —T)N KM —T),
0, lo que es lo mismo, del mapeo A — N\ —T) N (Al —T)>®(X), sobre
las componentes de pg:(T') y con el resultado obtenido en el capitulo previo
Teorema 2.2.4, obtenemos otro de los resultados originales de este trabajo
publicado en [13], que consiste en la siguiente clasificacion de las componentes
del resolvente de tipo Kato:
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Teorema 3.2.2 (Aiena - Villafane) Sea T un operador acotado definido
sobre el espacio de Banach X y Q una componente de py(T). Entonces se
tienen las siguientes alternativas excluyentes:

(i) T tiene SVEP para todo punto de Q. En este caso, p(A —T) es finito
para todo X € Q. Mas ain, o,,(T) no tiene puntos limites en Q; todo punto
de Q, excepto posiblemente una cantidad numerable de puntos aislados, no
es un autovalor de T'.

(ii) En ningin punto de Q T tiene la SVEP. En este caso, p(A[—T) = o0
para todo A € . Todo punto de Q) es un autovalor de T.

Prueba: (i) Suponga que T tiene la SVEP en \g. Entonces, por el
Teorema 2.2.2, Hy(A — T') es cerrado y

Ho()\QI — T) N K()\Q[ - T) = HO()\()_[ — T) N K()\()[ — T) = {0}

Como el mapeo A — Hy(AI —T) N K(A —T) es constante, sobre la
componente Q, entonces Ho(A —T) N K(A —T) = {0} para todo A € .
Esto es equivalente, también por el Teorema 2.2.2, a decir que p(AI—T') < oo
para todo A € . Mas ain, del Teorema 2.2.11, 04,(T") no se acumula en €2
y, consecuentemente, todo punto de 2 no es un autovalor de T', excepto para
un subconjunto de £ que consiste a lo més, en una cantidad numerable de
puntos aislados.

(ii) Esta es clara, nuevamente por el Teorema 2.2.2.

Recordemos que se dice que A es un valor de deficiencia si (A — T) no
es sobreyectiva, equivalentemente si A pertenece al espectro sobreyectivo:

osu(T) :={X € C: (A —T) no es sobreyectiva }

En relacién al operador dual de T, tenemos la siguiente clasificacion,
también publicada en [13]

Teorema 3.2.3 (Aiena - Villafane) Sea T un operador acotado definido
sobre X y Q una componente de pi(T). Entonces, se tienen las siguientes
alternativas excluyentes:

(i) T* tiene SVEP para todo punto de Q2. En este caso, (A —T) es finito
para todo X en Q2. Mds ain, 04,(T) no tiene puntos limites en §; todo punto
de Q, excepto posiblemente una cantidad numerable de puntos aislados, no
es un valor de deficiencia de T.

(ii) En ningin punto de Q T* tiene la SVEP. En este caso, q(AN—T) = oo
para todo A en  y todo X en  es un valor de deficiencia de T.
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Prueba: Procedamos como en la prueba del Teorema 3.2.2, com-
binando la constancia sobre las componentes de pg¢(T) del mapeo A\ €
Q— K(A —T)+ Ho(M —T) o equivalentemente, la constancia del mapeo
ANEQ—N®WA —T)+ (M —T)®°(X), con el Teorema 2.2.5 y el Teorema
2.2.3.

El resultado anterior apunta a una descripcion precisa de los operadores
cuyo espectro de tipo Kato o (T) es vacio. Més de los resultados del siguiente
teorema, pueden ser hallados en Mbekhta [41] en el contexto de espacios de
Hilbert. Sin embargo, nuestras pruebas utilizando la teoria local espectral,
son considerablemente mas simples y son demostradas en el contexto més
general de operadores que actiian sobre espacios de Banach.

Recordemos que un operador acotado 7" definido sobre X se dice alge-
braico si existe un polinomio no trivial A tal que hA(T") = 0.

Teorema 3.2.4 (Aiena - Villafane) Para un operador acotado T definido
sobre el espacio de Banach X, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) ore(T') es vacio;

(i1) A — T tiene descent finito para todo X € C;

(iii) A\ — T tiene descent finito para todo A € 0o (T), donde 0o (T) es la
frontera topoldgica de o(T);

(iv) o(T) es un nimero finito de polos de R(\,T);

(v) T es algebraico.

Prueba: (i)=(ii) Suponga que 0x(7) = @. Entonces py(T") tiene una
unica componente 2 = C y por tanto, por Teorema 3.2.2, T tiene la SVEP
en todo punto de C, ya que T tiene SVEP en todo punto del resolvente
p(T). Por otro lado, si AT — T es de tipo Kato, entonces también A\I* — T
es de tipo Kato, ver [8, Proposicion 1|. Por tanto, C = pg(T) = pre(T*) v
en consecuencia, por el Teorema 3.2.3, también T* tiene la SVEP. Ya que
(M —T) es de tipo Kato, por el Teorema 3.15 y 3.16 del libro de P. Aiena
[1] , concluimos que g(A] —T') < oo para todo A € C.

(ii)=> (i) Obvio.

(iii)=(iv) Ya que T tiene la SVEP en todo A\ € do(T') entonces la con-
dicion ¢(AI — T) < oo obliga que cada A € do(T') es un polo de R(\,T),
ver Corolario 1 de [49], y asi, un punto aislado de o(7T). Claramente, esto
implica que o(T) = 0o (T) asi o(T) es un namero finito de polos.

(iv)=(i) Basta probar que AI — T es de tipo Kato para todo A € o(T).
Suponga que o(T) es un conjunto finito de polos de R(A\, T). Si A € o(T), sea
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P la proyeccion espectral asociada con en conjunto unitario {A} (Definicion
1.5.3). Entonces, X = M & N, donde M := K(AI —T) = kerP y N :=
Ho(M —T) = P(X), ver la prueba del Teorema 1.6 de [40] o también en el
Teorema 1 de [49]. Ya que A es un polo de R(A,T'), por la proposicion 50.2
del libro de H. Heuser [32], AI — T tiene ascent y descent positivo y finito,
ysip:=pA —=T) = q(Al —T), entonces, N = ker(A — T)P. Del clasico
calculo funcional de Riesz sabemos que o(T|M) = o(T') \ {\}, Heuser [32,
Teorema 49.1|, asi (A —T')|M es biyectiva, mientras que (A —T)|N)? = 0.
Luego, A\l — T es de tipo Kato para todo A € C.

(iv)=-(v) Supongamos que o(T") esta constituido por un namero finito de
polos {A1,..., .}, donde para cada i = 1,...,n p; es el orden de \;. Sea
h(A) := (A1 = AP+ (A, — A)P~. Entonces

n n

WT)HX) = (i = TP (X) = [ KN = T),

i=1 i=1

ver Lema 3.1.15 de [39]; la ultima igualdad se sigue ya que T tiene la SVEP
y A\il =T es de tipo Kato, ver Teorema 2.9 de |6]. Pero la altima interseccion
es {0}, ya que, por la caracterizacion local espectral del core analitico

K(T) = Xp(C\{0}) = {z € X : 0 ¢ or(z)},

stz € K(MI-T)NK(M\I—T), con A\; # Aj, entonces, or(xz) C {\}N{\;} =
@ asi = 0, ya que T tiene la SVEP. Luego, h(T") = 0.

(v)=-(i) Como en la prueba de (iv)=-(i) basta probar que A\ =T es de tipo
Kato para todo A € o(T'). Sea h un polinomio tal que A(T") = 0. Del teorema
del mapeo espectral tenemos que h(o(T)) = o(h(T)) = o(0) = {0} por
tanto, o(7T') es el conjunto finito {1, ..., \,} de los ceros con multiplicidades
k1,..., k, respectivamente. Asi que h(A) = (A — A)F - (A, — A\)*» y asi

X =ker b(T) = P ker(; — T)*,
=1

ver el Lema 3.1.15 de [39].
Ahora supongamos que A = \; para algin j y definamos

ho(A) == [ (A = M.
i#j
Tenemos que

M :=ker ho(T) = @) ker(A; — T)"
i#j
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y si N := ker(\;I — T)* entonces X = M @ N y M,N son invariantes bajo
AjI —T'. De la inclusién

ker(A\;I —T) C ker()\; — T)kj =N

esto implica que la restricciéon de A\;I — T a M es inyectiva.
Podemos ver facilmente que

(M —T)(ker(N; — T)) = ker(\; — T)*, i # 4,

asi que (A\;I — T)(M) = M. Por tanto, la restriccion de \;I — T a M
es también sobreyectiva y en consecuencia biyectiva. Obviamente, ((A;1 —
T)|N)*i =0 asi que \jI — T es de tipo Kato como se deseaba.

Un operador acotado definido sobre un espacio de Banach X se dice que
satisface una condicidn de crecimiento polinomial si existe una constante K
y 0 > 0 para los cuales

lexp(iAT)|| < K (1 + |\|°) para todo A € R.

Ejemplos de operadores que satisfacen una condicién de crecimiento po-
linomial son los operadores hermitianos definidos sobre espacios de Hilbert,
operadores nilpotentes, proyecciones, operadores algebraicos con espectro
real, ver Barnes [17]|. En Laursen y Neumann [39, Teorema 1.5.19] se muestra
que la clase P(X) de los operadores que satisfacen una condicion de creci-
miento polinomial, coincide con la clase de los operadores escalar generali-
zado que tienen espectro real. Como fue notado en Barnes [17],si T' € P(X)
y Aol — T tiene rango cerrado para algin Ay € C, entonces, (Aol — T') es
finito. Del Teorema 3.2.4, se sigue que si T € P(X), entonces la condicion de
que el rango de AI — T sea cerrado para todo A € C implica que oy (T) = @.
Otras clases de operadores para los cuales o (T) = @ se pueden encontrar
en [41].

La clasificacion de las componentes de p.s(T) se obtiene facilmente del
Teorema 3.2.2 y el Teorema 3.2.3, una vez que ha sido observado que los
dos conjuntos pes(T) y pre(T) pueden diferir solamente por un conjunto
numerable, vea por ejemplo el Corolario 1 de [§].

Miraremos ahora las componentes del resolvente de semi-Fredholm pg¢ (7).
Recordemos que para un operador semi-Fredholm 7" € ¢, (X)U®_(X), po-
demos considerar el indice de T definido por ind 7" := dim ker T'—codim T'(X)
Claramente, del Teorema 3.2.2 y el Teorema 3.2.3, T, asi como T*, tienen
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la SVEP o para todo punto o para ningn punto de una componente €2 de

psf(T).
Podemos clasificar las componentes de p,¢(7") de la manera siguiente:

Teorema 3.2.5 Sea T un operador acotado definido sobre el espacio de Ba-
nach X y Q una componente de pss(T). Para la SVEP, el indice, el ascent
y el descent sobre Q0 hay exactamente las siguientes cuatro posibilidades:

(i) Tanto T como T* tienen la SVEP en todo punto de Q. En este caso,
ind Al —=T) =0 ypA\[ —T) = g\ —T) < oo para todo X\ en . Los
autovalores y valores de deficiencia no tienen punto limite en ). Este caso
ocurre exactamente cuando § intersecta al resolvente de T, p(T).

(ii) T tiene la SVEP en los puntos de 2, mientras que T no tiene la
SVEP en los puntos de Q. En este caso, tenemos que ind(AI — T) < 0,
p(M—T) < 0o y q(A[—T) = oo para todo X € Q. Los autovalores no tienen
punto limite en Q0 y todo punto de Q) es un valor de deficiencia.

(iii) T™* tiene la SVEP en los puntos de Q, mientras que T no tiene la
SVEP en los puntos de Q. En este caso, tenemos que ind(AI —T) > 0,
pM —T) =00 y (A —=T) < o0 para todo X € . Los valores de deficiencia
no tienen punto limite en ), mientras que todo punto de ) es un autovalor.

(iv) NiT niT* tienen la SVEP en los puntos de Q). En este caso, tenemos
p(AM—=T) = q(A\[-T) = oo para todo X € Q. El indice puede asumir cualquier
valor en Z; todos los puntos de  son autovalores y valores de deficiencia.

Prueba:  El caso (i) es claro a partir de los resultados obtenidos més
arriba en los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3. El indice ind(AI —T") = 0 por el Teorema
2.1.2. En el caso (ii) la condicion p(Al — T') < oo implica que AI — T tiene
indice menor o igual cero, mientras que la condicion g(AI —T') = oo excluye
que el indice ind(A] — T') = 0, ver Proposicion 38.5 de [32].

Un argumento similar muestra que en el caso (iii) ind(AI —T") > 0.

La proposicion (iv) es clara.

El siguiente corolario establece que una muy simple clasificacion de las
componentes del resolvente semi-Fredholm se puede obtener en el caso en
que T o T™ tenga la SVEP. Recordemos que esta condicion de que Ty T
tengan la SVEP, se tiene en particular para los operadores descomponibles.

Corolario 3.2.6 Sea T un operador acotado definido sobre el espacio de Ba-
nach X y sea Q cualquier componente del resolvente semi-Fredholm pgs¢(T').
Si T tiene la SVEP entonces sélo los casos (i) y (ii) del Teorema 3.2.5 son
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posibles, mientras que si T™ tiene la SVEP sdélo los casos (i) y (iii) son posi-
bles. Finalmente, si ambas T y T* tienen la SVEP entonces sdlo el caso (i)
es posible.

En el siguiente resultado consideramos las componentes de pg.(T') (Defi-
nicion 1.2.3), que es el conjunto resolvente mas pequeno que hemos conside-
rado.

Teorema 3.2.7 Sea T un operador acotado definido sobre el espacio de Ba-
nach X y sea Q cualquier componente de ps.(T). Entonces una de las si-
gquientes posibilidades ocurre:

(i) Tanto T como T* tienen la SVEP en todo punto de Q2. En este caso,
tenemos Q C p(T);

(ii) T tiene la SVEP en los puntos de 2, mientras que T* falla en tener
la SVEP en todo punto de Q. En este caso, tenemos QN ogp(T) = @ y
Q Cosu(T);

(iii) T* tiene la SVEP en todo punto de 2, mientras que T falla en tener
la SVEP en los puntos de ). En este caso, tenemos que QNog,(T) = y
QC 04p(T);

(iv) Ni T niT* tienen la SVEP en los puntos de Q. En este caso, tenemos
QCoup(T)Nosu(T).

Prueba: (i) Sea \g € Q. Los subespacios M := X y N := {0} consti-
tuyen una GKD para T y los subespacios *N = X y *M = {0} constituyen
una GKD para T™. Ver los Teoremas 3.14, 3.15 3.16 y 3.17 del libro de P.
Aiena [1] : si T tiene la SVEP en Ag entonces Ho(Agl —T) = N = {0} y si
T* tiene SVEP en )\ entonces K (Al —T) = M = X. Asi \g € p(T).

(ii) En este caso Ho(Al —T) = {0} y A — T tiene rango cerrado para
todo A € Q. Si A ¢ 04,(T) entonces A € p(T') = p(T*) y esto es imposible,
ya que T™ no tiene la SVEP en \.

(iii) En este caso K(AM — T) = X para todo A € Q, asi A ¢ 04,(T).
Si A ¢ 04p(T) entonces A € p(T') y esto es imposible, ya que T no tiene la
SVEP en el punto A.

(iv) Se usa el mismo argumento que en las partes (ii) y (iii).
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Capitulo 4

Operadores de Browder y
operadores de Weyl

El matemaético aleman Hermann Weyl (1885-1955), por el ano 1909 estu-
di6 el espectro de todas la perturbaciones compactas de un operador Hermi-
tiano T, definido sobre un espacio de Hilbert [54] y demostré que los puntos
espectrales que no estdn en el espectro de alguna perturbacién compacta
de T, son puntos aislados de multiplicidad finita. Utilizando la terminologia
de hoy, ese resultado se puede enunciar diciendo que los puntos espectrales
de un operador hermitiano T que no estan en el espectro de Weyl son los
puntos aislados del espectro que son autovalores de multiplicidad finita. En
épocas mas recientes, diversos autores han extendido este resultado, ahora
conocido como Teorema de Weyl, a operadores definidos sobre espacios de
Banach. También se ha extendido a algunas variantes de este teorema que
estudiaremos en este trabajo.

En este capitulo haremos uso una vez més de la propiedad de la ex-
tension univaluada SVEP como una especie de instrumento éptico que nos
revela importantes propiedades de diversas clases de operadores. En primer
término, se exponen un conjunto de resultados y propiedades de los espec-
tros de Fredholm y de Browder, que constituyen la base referencial para los
resultados obtenidos en relacién al Teorema de Weyl.

Se definen ciertas partes relevantes del espectro como son: el conjunto
poo(T") como los puntos del espectro tales que A\ — T es de Browder y el
conjunto mo(7") como el conjunto de puntos aislados del espectro tales que
la nulidad de Al — T es positiva y finita.

Una de las propiedades destacadas, relacionada con la SVEP y con el
Teorema de Weyl, es la llamada propiedad (H) que constituye otro de los

42



aportes originales de este trabajo junto con varios resultados que relacionan
esta propiedad con los Teoremas de Weyl y de a-Weyl. Un operador posee la
propiedad (H) si para cualquier A en C la parte quasi-nilpotente de A\I — T
coincide con su kernel.

Relacionados con la propiedad (H), tenemos los siguientes resultados: la
propiedad (H) es preservada por las transformaciones quasi-afines Teorema
4.3.3; la propiedad (H) implica la SVEP Teorema 4.3.4; se establece en el
Teorema 4.3.5 que la propiedad (H) para T, implica el Teorema de Weyl
para Ty T*. Si T tiene la propiedad (H) y T* tiene la SVEP, entonces para
cualquier funcion analitica f definida en una vecindad abierta del espectro
de T, se tiene que f(T') satisface el Teorema de a-Weyl, Teorema 4.3.7.

Finalmente, se estudia la verificacion del Teorema de Weyl para multi-
plicadores definidos sobre algebras de Banach conmutativas y semi-simples,
Teorema, 4.5.1. Mientras que en el Teorema 4.5.3 se prueba que si 1" es un
multiplicador sobre un algebra de Banach Tauberiana, regular y semi-simple,
verifica el Teorema de a-Weyl para T, y si T' es descomponible, el Teorema
de a-Weyl vale para T*. Caso particular: los operadores de convolucion.

Todos estos resultados son resultados originales que han sido publicados
en [14].

4.1. Los espectros de Fredholm, de Weyl y de
Browder

Dos importantes clases de operadores en la teoria de Fredholm estan
dadas por las clases de operadores de semi-Fredholm que poseen ascent finito
o descent finito. Distinguiremos dos clases de operadores.

La clase del los operadores semi- Browder superior (upper semi-Browder)
sobre un espacio de Banach X que esté definido por

By (X) i={T € &, (X) : p(T) < o}
={T € L(X) : a« < 00, T(X) cerrado y p(T) < oo},
y la clase de los operadores semi-Browder inferior (lower semi-Browder), que
esta definido por
B_(X):={T € ®_(X) : q(T) < o0}
={T'e L(X) : B(T) < o0y ¢(T) < o0}
La clase de los operadores de Browder (conocidos en la literatura también

como operadores de Riesz-Schauder) esta definida por

B(X):=B(X)NB_(X)={T € ®(X) : p(T),q(T) < oo}.
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Claramente, de la parte (i) y parte (ii) del Teorema 2.1.2 tenemos

T € Bo(X) = indT <0,

T € B_(X)=indT >0,

asi que

TeB(X)=indT =0.
De la Nota 2.1, obtenemos también que
TeBL(X)eT e B_(X")

y, andlogamente,
TeB_(X)e T € BL(X").

Definicion 4.1.1 (Operador de Weyl) Un operador acotado T € L(X)
se dice que es un operador de Weyl si T' es un operador de Fredholm con
indice 0. Se denota por W(X) la clase de los operadores de Weyl.

W(X) :={T € ®(X) : (T) = B(T)}

Obviamente, B(X) C W(X) y la inclusion es estricta, vea el operador
L & R del Ejemplo 2.2. Combinando el Teorema 2.2.4, el Teorema 2.2.5 y el
Teorema 2.1.2, obtenemos facilmente que, para un operador de Weyl T', vale
la siguiente equivalencia:

T tiene la SVEP en 0 < T tiene la SVEP en 0.
Mas aun, si T o T™ tienen la SVEP en 0, del Teorema 2.1.2 deducimos que
T es de Weyl < T es de Browder.

Note que por la parte (c¢) de la Nota 2.1 si 0 € o(T") y T es de Browder,
entonces 0 es un punto aislado del espectro de T', o(T'). Ademaés, del Teorema
2.2.4 y el Teorema 2.2.5 se sigue que

X = N®(T) & T®(X) = Ho(T) ® K (T) = ker T? & TP(X),
donde p :=p(T) = ¢(T).

La clase de los operadores definidos arriba motiva la definicién de varios
espectros.
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Definicion 4.1.2 (espectro de Browder) El espectro semi-Browder su-
perior de T' € L(X) se define por

ouw(T) ={A€C: A =T ¢ BL(X)},
el espectro semi-Browder inferior de T € L(X) se define por
ow(T) = (A€ C: \I~ T ¢ B_(X)},
mientras el espectro de Browder de T € L(X) se define por
op(T) ={ e C: N[ -T ¢ B(X)}.

Claramente,
op(T) = oup U oy (T).

Definicion 4.1.3 (espectro de Weyl) FEl espectro de Weyl de T € L(X)
estd definido por

ow(T):={Ae€C: \[-T ¢W(X)}.

Obviamente,
of(T) C ow(T) C ou(T) (4.1)

Més atin, dado que X es de dimension infinita, entonces o¢(7") es no vacio;
consecuentemente, también o, (1) y 0p(7") son no vacios.
Es claro que,

05§ (T) S oup(T) S ow(T) € ou(T),

y que
osf(T) C o15(T) € o C op(T).

Es féacil ver que en general, las inclusiones (4.1) son propias. Por ejemplo,
para el operador shift derecho R sobre ¢?(IN) del Ejemplo 2.2, tenemos que
0 € 0,(T), mientras que 0 ¢ o¢(T). Ademas, si T := L @ R, entonces,
0 & 0(T), mientras que 0 € oy (T).

Nota 4.1.1. Denotamos por F(X) el ideal en L(X) de todos los ope-
radores finito-dimensionales. Un resultado bésico de la teoria de operadores
establece que todo operador finito-dimensional 7" € L(X) puede siempre ser
representado en la forma

To =" fu(z)zy,
k=1
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donde los vectores x1,...,x, de X y los vectores fi,...,fn, de X* son li-
nealmente independientes, ver Heuser [32, p. 81]. Claramente, T'(X) esté

contenido en el subespacio Y generado por los vectores x1,...,Zy.
Reciprocamente, si y := A\jz1 + -+ + Az, es un elemento arbitrario de
Y, podemos escoger z1,...,2, en X tal que f;(2;) = 6;;, donde 6; ; denota

la delta de Kronecker (tal seleccion es posible, ver Heuser [32, Proposicion
15.1]. Si definimos z := Y ,_; Ap2k entonces,

Tz = ka(z)xk = ka (Z Ak%) Tk = Z)\kxk =Y
k=1 k=1 k=1

k=1

Esto muestra que el conjunto {x1,...,x,} forma una base para el subespacio

T(X).
888

Teorema 4.1.2 (libro de P. Aiena [1, Teorema 3.39] ) Para un opera-
dor acotado T definido sobre un espacio de Banach X, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) Aol — T es un operador de Weyl;

(ii) existe un operador de dimension finita K € F(X) tal que Ao & o(T +
K);

(iii) existe un operador compacto K € K(X) tal que Ao & o(T + K).

Nota 4.1.3. Por medio de una modesta modificaciéon de la prueba del
Teorema 4.1.2 obtenemos facilmente la siguiente equivalencia:

(a) El operador \oI —T € &, (X) tiene indice ind(Aol —T') < 0 precisa-
mente cuando Ng & 0ap(T + K) para algin K € K(X).

Para probar esta equivalencia, tome m := «(T) y proceda como en la
prueba del Teorema 4.1.2. El operador S = T + K es entonces inyectivo y
tiene rango cerrado, ya que T+ K € & (X).

Anélogamente tenemos:

(b)El operador Aol —T € ®_(X) tiene indice ind(Aol —T') > 0 precisa-
mente cuando Ao & osu(T + K) para algin K € K(X).

La prueba de la equivalencia (b) se obtiene facilmente tomando m :=
B(T) y procediendo como en el Teorema 4.1.2.

§88
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Recordemos que F(X) denota el ideal en L(X) de los operadores finito-
dimensionales y que K(X) el ideal en L(X) de los operadores compactos.
El teorema anterior nos permite una descripciéon mas precisa del espectro de
Weyl que se manifiesta en el siguiente corolario:

Corolario 4.1.4 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.41] ) Sea X un es-
pacio de Banach y T € L(X).
Entonces 0, (T) es cerrado y

ow(T)= ()| cT+EK)= () oT+K). (4.2)
KeF(X) KeK(X)

Ahora damos una caracterizacion de los operadores semi-Browder por
medio de la SVEP.

Teorema 4.1.5 (libro de P. Ajena [1, Teorema 3.44] ) Sea X un es-
pacio de Banach, para un operador T € L(X) las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(i) Aol — T es esencialmente semi-reqular y T tiene la SVEP en \;

(ii) eziste un operador finito-dimensional K € L(X) tal que TK = KT
y Ao & 0ap(T + K);
(iii) eziste un operador compacto K € L(X) tal que TK = KT y Ao &
UGP(T + K)z
(iv)Aol =T € BL(X).

Corolario 4.1.6 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.45] ) Sea X un es-
pacio de Banach y T € L(X). Entonces, ou(T) es cerrado y

ol = [ owl+K)= ()  owl+EK). (43)
KeF(X),KT=TK KeK(X),KT=TK

Posteriormente, veremos que el espectro de Browder o4(7') es la inter-
seccion de todos los espectros de perturbaciones de T' mediante operadores
compactos que conmutan con 7. Por esta razon o,,(7") es llamado algunas
veces el espectro de Browder puntual aproximado esencial de T € L(X).

El siguiente resultado es dual al dado en el Teorema 4.1.5.

Teorema 4.1.7 ([5]) Sea X un espacio de Banach y T € L(X). Entonces,
las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) Aol — T es esencialmente semi-reqular y T™ tiene la SVEP en \o;
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(ii) eziste un operador finito-dimensional K € L(X) tal que TK = KT
Y )‘0 gasu(T‘FK)

(iii) eziste un operador compacto K € L(X) tal que TK = KT y Ao &
osu(T + K);
(1 ) Ml —-TeB_ ( )

Corolario 4.1.8 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.47] ) Sea X un es-
pacio de Banach y T € L(X). Entonces, op(T) es cerrado y

ow(T) = N oou(T + K) = N oou(T+ K). (4.4)
KeF(X),KT=TK KeK(X),KT=TK

El espectro o5(T') es llamado algunas veces el espectro de Browder defecto
aprozimado esencial de T' € L(X).

Combinando el Teorema 4.1.5 y el Teorema 4.1.7 y recordando que o(T") =
0ap(T) U oy (T) facilmente obtenemos las siguientes caracterizaciones de los
Operadores de Browder.

Teorema 4.1.9 (libro de P. Aiena [1, Teorema 3.48] ) Sea X un es-
pacio de Banach y T € L(X). Entonces las siguientes propiedades son equi-
valentes:
(i) Aol =T es esencialmente semi-reqular, T y T™ tienen la SVEP en \o;
(ii) existe un operador finito-dimensional K € L(X) tal que TK = KT
yX &o(T+K);
(iii) existe un operador compacto K tal que TK = KT y A € o(T+ K);
(iv) Nl =T € B(X).

A partir de las caracterizaciones precedentes para los operadores de Brow-
der obtenemos facilmente la siguiente caracterizacion del espectro de Brow-
der.

Corolario 4.1.10 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.49] ) Sea X un es-
pacio de Banach y T € L(X). Entonces, el espectro de Browder op(T) es
cerrado y

op(T) = m ocT+K)= ﬂ o(T + K).

KeF(X),KT=TK KeK(X),KT=TK

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1.9,
una vez que se observa que tanto 1" como 1™ tienen la SVEP en todo punto
de la frontera de o (7).
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Corolario 4.1.11 ([5]) Sea X un espacio de Banach y T € L(X), y su-
ponga que \g € 0o (T). Entonces, \oI — T es esencialmente semi-reqular si
y solo si \gI — T es semi-Fredholm, y en este caso, si y solo si \gI —T es
Browder.

Es inmediato del Corolario 4.1.9 que si T es semi-Fredholm (T € ¢4 (X))
y tanto 17" como T™ tienen la SVEP en 0, entonces T es un operador de
Browder.

Para un operador arbitrario, 7' € L(X), consideremos el siguiente con-

junto:
E(T):={X € C: T no tiene la SVEP en A}.

El siguiente teorema describe las relaciones entre el espectro de semi-
Browder, el espectro esencialmente semi-regular o.4(7) y los puntos donde
T 6 T* no tienen la SVEP.

Teorema 4.1.12 ([5]) Sea X un espacio de Banach y T € L(X). Entonces

oup(T) = 0es(T) UE(T) = 0, (T) UE(T) (4.5)
Yy
ow(T) = 00s(T) UE(T™). (4.6)
Mads atin
op(T) = 0y (T) UE(T) = 0,(T) UE(T™). (4.7)
También
op(T) = 0 (T)UE(T) UE(TY) (4.8)
Yy
0(T) = 0.(T) UE(T™) = o(T) UE(T), (4.9)

Una tutil consecuencia del resultado precedente es que, bajo la suposicion
de la SVEP para T o T, varios de los espectros considerados arriba se
unen. Esto también generaliza algunos resultados clasicos sobre el espectro
de operadores normales definidos sobre espacios de Hilbert a operadores que
tienen la SVEP.

Corolario 4.1.13 ([5]) Suponga que X es un espacio de Banach y que T €
L(X). Tenemos que
(i) si T tiene la SVEP, entonces

Oes(T) = 05f(T) = 0y (T) = oup(T), (4.10)
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o = op(T') = ow(T); (4.11)
(ii) st T tiene la SVEP, entonces

Oes(T) = 05f(T) = 015(T) = ou(T), (4.12)

ou(T) = op(T) = ow(T); (4.13)

(iii) si tanto T como T* tienen la SVEP, entonces todos los espectros en
(4.10), (4.11),(4.12) y (4.13) coinciden y son iguales al espectro de Fredholm

o (T).
Prueba: (i) Para cada operador acotado 7' € L(X) tenemos
Ues(T) - Usf(T) - qu(T) - Uub(T)-

Si T tiene la SVEP, entonces, B(T) = @, y asi de la igualdad (4.5) obtenemos
Oes(T) = oup(T). Las igualdades (4.11) son obvias a partir de (4.7) y (4.9)
del Teorema 4.1.12.

(ii) la prueba de (4.12) y (4.13) es similar a la prueba de (4.10) y (4.11)
de la parte (i).

(iii) Claramente, todos los espectros en (4.10),(4.11), (4.12) coinciden
por la parte (i) y (ii). Més aun, esos espectros coinciden con o¢(7T") ya que
of(T) = ous(T) Vo (T).

La prueba del siguiente resultado es similar a la prueba del Corolario
2.2.2, tomando en cuenta la igualdad (4.12) del Corolario 4.1.13, y que T*
tiene la SVEP en Ao cuando g, (7") no se acumula en \g.

Corolario 4.1.14 ([5]) Sea X un espacio de Banach y T € L(X) un ope-
rador para el cual 05,(T) = 00(T') y todo A € 9o (T') no es aislado en o(T).
Entonces T tiene la SVEP y

Osu(T) = 03t (T) = 05e(T) = 0es(T).

Mds aiin, esos espectros coinciden con todos los espectros de (4.12) del Co-
rolario 4.1.13.
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Definicion 4.1.4 (Espectro aproximado puntual de Weyl) Sea T un
operador acotado en L(X), el espectro aprozimado puntual de Weyl oyq(T)
es el complemento de los A € C para los cuales \I — T es semi-Fredholm
superior y el indice ind(AI —T') <0, es decir,

Gwa(T) = A€ C: (A —T) ¢ &, (X) 6 ind(\ — T) > 0}

Se puede probar que g,,(T) es la interseccion de todos los espectros
aproximados puntuales o,(T + K) de perturbaciones compactas K de T', ver
Rakocevié [46], esto es,

owa(T) = m oap(T + K),
KeK(X)

mientras que el espectro sobreyectivo de Weyl se define por

ows(T) = [ ol +K).
KeK(X)

Esas denominaciones son motivadas por el Corolario 4.1.4 y el Corolario
4.1.8.

En el siguiente resultado mostraremos algunas propiedades béasicas de
owa(T) v ows(T). Denotemos por acc(o) el conjunto de todos los puntos de
acumulacion de o C C.

Teorema 4.1.15 Sea X un espacio de Banach, para un operador acotado
T € L(X), se tienen las siguientes proposiciones:

(1) A € owa(T) siysolo si \[-T € ®_(X) eind(A—T) < 0. Dualmente,
A& ows(T) siysolosi N[ —T € ®_(X) eind(A] —T) > 0.

(11) Uwa(T) = Uws(T*); Uws(T) = Uwa(T*) Y

ow(T) = owa(T) U oys(T).

(iii) Uwa(T) - Uub(T) Y Uws(T) - Ulb(T)-

(iv) Si XA € C es un punto aislado de o4,(T) y p(A —T) = oo, entonces
A € 0wo(T). Si A € C es un punto aislado de 05,(T) y q( A\ —T) = o0,

entonces A € oy,5(T).
(v) Tenemos que

oub(T) = owa(T) U acc oqp(T); (4.14)
ow(T) = ows(T) Uaccog,(T); (4.15)
op(T) = 0(T) Uacco(T). (4.16)
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Prueba: (i) Ver la Nota 4.1.

(ii) Es claro, por la parte (i).

(iii) Es obvio, a partir del Teorema 4.1.5 y del Teorema 4.1.7.

(iv) Si A € C es un punto aislado de o,y (T'), entonces T' tiene la SVEP
en A, por el Teorema 2.2.11. Suponga que p(Al —T) = 00y A & 0wa(T).
Entonces A\I —T € & (X) y asi, por el Teorema 2.2.4, p(Al —T') es finito,
lo que contradice la hipotesis. La segunda proposicién se prueba de forma
similar.

(V) Si A & 0ya(T) Uaccoap(T) entonces A es un punto aislado de o4, (1)
y M —T € &,(X), por la parte (i). De la parte (iv) tenemos también que
p(AM — T) es finito y asi A € o,(T). Reciprocamente, si A € acc oqp(T')
entonces A € 0uyq(T) 0 A & 0we(T). En el primer caso A € ou,(T), ya
que owe(T) C ouw(T). En el segundo caso A\ — T € &, (X), asi por el
Teorema 2.2.11 no tiene la SVEP en A, y por tanto, p(AI — T) = oo por
el Teorema 2.2.4. De esto concluimos que A € o,(T). De esta forma, la
igualdad (4.14) queda probada. La prueba de la igualdad (4.15) es similar.
La igualdad (4.16) se sigue combinando (4.14) con (4.15) y tomando en
cuenta que o (1) = 04p(T) U 05, (T).

Teorema 4.1.16 Suponga que para T € L(X), T o T* tiene la SVEP.
Entonces

owa(T) =0w(T) vy ows(T) = ow(T).

Prueba:  Suponga primero que T tiene la SVEP. Por la parte (iv)
del Teorema 4.1.15, para probar que ou,(T) = 0we(T), basta probar que
acc 0gp(T) C 0ya(T). Suponga que A & 04,4(T'). Entonces, A\l — T € &, (X)
y la SVEP en X asegura que o4,(T) no se acumula en A, por el Teorema
2.2.11. Asi A & acc oy (T).

Para probar la igualdad oy, = 0,,5(7), es suficiente probar que oy,(7") C
ows(T'). Suponga que A & 0,s(T"). Entonces, A\ =T € ®_(X) con BN —
T) < a(AI —T). De nuevo, la SVEP en A da que p(AI — T)) es finito y asi,
por la parte (i) del Teorema 2.1.2, «(A] —T) = (A —T'). En este punto la
finitud de p(A —T) implica, por la parte (iv) del Teorema 2.1.2, que también
g(AI —T) es finito. Asi XA & op,. Luego, o5p(T") C 04us(T'), y la prueba de la
segunda igualdad esta completa en el caso de que T tenga la SVEP.

Suponga ahora que T* tenga la SVEP. Entonces por la primera parte,

Uub(T*) = Uwa(T*) y Ulb(T*) = st(T*)'
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Por dualidad, se sigue que o(T") = 04s(T) y oup(T) = 0wa(T).
| |

Suponga que un espacio de Banach X es la suma directa X = M & N,
donde los subespacios cerrados M y N son T-invariantes, y denotemos por
Py la proyeccion de X sobre M a lo largo de N. Claramente, Py conmuta
con Ty

p(T) < 0o < p(T|M) < oo, p(T|N) < o0

kerT'=kerT|M @ kerT|N, T(X)=T(M)a®T(N).

Ademas, T(X) es cerrado si y solo si T(M) es cerrado en M y T(N) es
cerrado en N. Combinando todas esas propiedades obtenemos

T e B+(X) = T|M S B+(M) y T|N S B+(N),

y asi,

O'ub(T) = O'ub(T’M) @] O'ub(T’N).
Similares equivalencias se pueden establecer para B_(X) y B(X), asi
ow(T) = ow(T|M)Uow(T|N), vy oo(T) = op(T|M) U op(T|N).

En la prueba del siguiente resultado usaremos Teoremas de Mapeo Es-
pectral para oq,(7"). Hemos visto que para esos espectros el Teorema de
Mapeo Espectral se tiene solo en los casos en que la funcién analitica f no
es constante sobre las componentes conexas de su dominio de definicién. Por
esta razon, consideraremos la prueba en dos casos distintos.

Teorema 4.1.17 ([2]) Sea T € L(X) un operador acotado sobre un espacio
de Banach X y f una funcion holomorfa definida en un abierto que contiene
al espectro de T, o(T). Entonces

ow(f(T)) = flow(T)) y ow(f(T)) = flow(T). (4.17)

Ahora establecemos el Teorema de Mapeo Espectral para el espectro de
Browder.
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Teorema 4.1.18 (|2]) Sea T un operador acotado sobre un espacio de Ba-
nach X y f una funcion holomorfa definida en un abierto que contiene al
espectro de T', o(T). Entonces

op(f(T)) = f(on(T))

El Teorema de Mapeo Espectral para el espectro de Browder puede ser
probado en forma diferente, mostrando que el espectro de Browder o(T') es
el espectro ordinario de un elemento de una adecuada &lgebra de Banach. En
efecto, como fue notado por Gramsch y Lay en [31], ver también Teorema
4.1.9, si A es la subalgebra conmutativa maximal de L(X) conteniendo a T’
ym: A— A/JANK(X) es el homomorfismo cociente canénico, entonces
op(T) = o(m(T)). Ademés, para toda funcion analitica definida sobre un
abierto U que contiene a o(T") tenemos o(w(f(T))) = f(n(T)) y f(T) € A,
asi el resultado se sigue del Teorema de Mapeo Espectral usual en A/ AN
K(X). El Teorema de Mapeo Espectral para el espectro o3(T"), ou(T) v
ow(T) puede ser probado usando diferentes métodos. Por ejemplo, Oberai
[44] probo este resultado mostrando primero que el mapeo 1" — o3,(7T") es semi
continuo superior. El Teorema de Mapeo Espectral para el espectro semi-
Browder superior o,4(T") ha sido probado por Rakocevi¢ [45], por medio de
un argumento similar, probando que el mapeo T +— o,(T") es semi continuo
superior. Otra prueba puede ser también encontrada en Schmoeger [50].

Teorema 4.1.19 Sea T un operador acotado definido sobre un espacio de
Banach X y f una funcion holomorfa definida sobre un abierto que contiene
ao(T). SiT oT* tiene la SVEP, entonces

owa(f(T)) = ouw(f(T)), ows(f(T)) = ow(f(T)), (4.18)

ow(f(T)) = o(f(T))- (4.19)

Prueba:  Suponga primero que 7T tiene la SVEP. Entonces f(T) tiene
la SVEP por el Teorema 2.40 de libro de P. Aiena [1] asi, las igualdades de
(4.18) se siguen del Teorema 4.1.16.

La prueba en el caso en que T™ tiene la SVEP se sigue por dualidad y el
Teorema 4.1.17. En efecto, f(T™*) tiene la SVEP asi, de la primera parte de
la prueba, tenemos

Uwa(f(T)) = Uws(f(T)*) = Uws(f(T*)) = Ulb(f(T*))
= flow(T™)) = flow(T™)) = flow(T)) = ou(f(T))-
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La prueba de la igualdad o,s(f(T)) = o (f(T')) es analoga. Finalmente,
ow(f(T)) = owa(f(T)) U ows(f(T))
= ouw(f(T) VUow(f(T)) = ou(f(T)),
asi también (4.19) esta probada.

Para cualquier operador T definido sobre un espacio de Banach y f una
funcion holomorfa definida en un abierto que contiene al espectro de T', o(T),
se tienen validas las siguientes inclusiones:

Jwa(f(T)) - f(awa(T))
Uws(f(T)) - f(aws(T))

en el siguiente resultado se tiene la igualdad, en caso que T' o T* tenga la
SVEP.

Teorema 4.1.20 Si T o T* tiene la SVEP y f una funcion holomorfa de-
finida en un abierto que contiene al espectro de T,o(T'), entonces

f(ow(T)) = ow(f(T))-

Igualdades andlogas se tienen para 0ue(T) y ows(T). Mds atin,

ow(f(T)) = oo(f(T)) = f(ow(T)) = f(op(T)).

Prueba: Por el Teorema 4.1.19 y el Teorema 4.1.18 tenemos o, (f(T)) =
op(f(T)) = flop(T)) y ou(T) = 0w (T), por Corolario 4.1.13.
Las afirmaciones para 04,4(T") y 0ys(T) se siguen en forma similar.

Definicion 4.1.5 (Operador que satisface Browder) Un operador aco-
tado T € L(X) definido sobre un espacio de Banach, se dice que cumple el
Teorema de Browder si se verifica la siguiente igualdad:

ow(T) = op(T)

Definicion 4.1.6 (Operador que satisface a-Browder) Para un opera-
dor T € L(X), con X un espacio de Banach X, decimos que se satisface el
Teorema de a-Browder si se verifica la siguiente igualdad:

Uwa(T) = Uub(T).
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Note que si T satisface el Teorema de a-Browder, entonces o,,(T) =
op(T'). En efecto, si 04a(T) = oup(T) y A &€ 04(T), de la inclusion o,,,(T") C
ow(T) se sigue que X\ & 0uo(T) = ow(T), v asi p(AIl — T) < oo. Pero
M — T es de Weyl, asi por Teorema 2.1.2 ¢(AI — T) es también finito vy,
consecuentemente, A € o,(7). Esto muestra que o3(T") C 0, (T), y ya que la
inclusion opuesta siempre se verifica, concluimos que o,,(7") = o3,(7T).

Tomando en cuenta que 0yo(T™) = ows(T) v ow(T*) = op(T), del
Teorema 4.1.19 obtenemos inmediatamente el siguiente resultado:

Corolario 4.1.21 Sea T € L(X) un operador acotado definido sobre un
espacio de Banach X y f una funcion holomorfa definida en un abierto que
contiene al espectro de T, o(T). Si T o T* tienen la SVEP entonces tanto
f(T) como f(T*) cumplen el Teorema de a-Browder. En particular, T y T*
cumplen el Teorema de a-Browder.

4.2. Puntos aislados del espectro

En esta seccion miraremos méas de cerca los puntos aislados del espectro.
Recordemos que a partir del calculo funcional, si Ag es un punto aislado del
espectro y Py es la proyecciéon espectral asociada con el conjunto espectral
{Mo} (ver Definicion 1.5.3), entonces, los subespacios Py(X) y ker Py son
invariantes bajo Ty o(T|Po(X)) = {Ao}, mientras o(T| ker Py) = C\ {Xo}.

El primer resultado de esta seccién muestra que para un punto aislado del
espectro A\g de o(7') la parte quasi-nilpotente Ho(AgI —T') y el core analitico
K(XoI — T) pueden ser descritos de manera precisa como un rango o un
kernel de una proyeccion.

Teorema 4.2.1 Sea T € L(X), donde X es un espacio de Banach, y su-
ponga que Ao es un punto aislado del espectro o(T). Si Py es la proyeccion
espectral asociada con {\o}, entonces:

(i) Po(X) = Ho(Aol —T);

(11) ker PO = K()\()I - T)

En particular, si Ag es un polo del resolvente, o equivalentemente p :=
p(Aol —T) = q(Xol —T) < o0, entonces

P(](X) = H(]()\()I - T) = ker()\of - T)p,

ker Py = K(\oI — T) = (Aol — T)P(X).
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Prueba:

(i) Ya que Mg es un punto aislado del espectro o(T") existe un circulo
positivamente orientado I' :== {\ € C : |\ — \g| = 0} el cual separa a Ao del
resto del espectro. Tenemos

(Aol —T)"Pox = % (Ao — M) (M — T)"tzd) para todo n =0,1,...
i

Ahora, suponga que x € Py(X). Tenemos Pyx = z y es facil verificar el
siguiente estimado:

n n 1 n , _
Qo = 7"l = o] )" ol < 5-2m6™ mix | (AT — 7)™

Obviamente este estimado se tiene también para algin dy < ¢ y consecuen-
temente
limsup ||(Ao — T)"z| "™ < (4.20)

Esto prueba la inclusion Py(X) € Ho(Al —T).
Reciprocamente, suponga que z € Hy(Aol — T') y asi que la igualdad
(4.20) se cumple. Se denota por S € L(X) el operador

1
Ao — A

Evidentemente la serie de Neumann

S =

(Ao — T).

[e.9]

[o.¢] . 1 n
n;)s :nzZ%(AO_)\(AOI—T)) x

converge para todo A € I'. Si ¢, denota esta suma para cada A € I', mediante
un tipico argumento de anélisis funcional, obtenemos que (I —S)y) = z. Un
calculo simple también muestra que

== )N -T)""

y por lo tanto

[e.e]

(ol — T
M -T)" ara todo A € T
( Z Do — Nt P

n=0

Integrando término a término se obtiene

1 1 1
Pr=— [ -T)'ed\=—— [ ——zd\=
0% 2m'/r( )e 2m'/F(AO—A)x “
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y esto prueba la inclusion Hy(AgI — T) C Py(X). Esto completa la prueba
de la igualdad (i).

(ii) No hay pérdida de generalidad si asumimos que A9 = 0. Tenemos
o(T|Py(X)) = {0}, y 0 € p(T|ker Py). De la igualdad T'(ker Py) = ker B
obtenemos ker Py C K (T'), pues todo subespacio cerrado invariante esta
contenido en el core analitico.

Resta probar la inclusion reciproca K (T') C ker Py. Para ver esto, primero
se muestra que Hy(T) N K(T) = {0}. Esto es claro porque Ho(T)NK(T) =
K(T|Hy(T)), y el altimo subespacio es {0} ya que la restriccion de T' sobre
el espacio de Banach Hy(T') es un operador quasi-nilpotente,y aplicamos el
Corolario 2.28 del libro de P. Aiena [1] . Asi, Hyo(T) N K(T) = {0}. A partir
de esto se sigue que

K(T)CK({T)NX =K(T)N (ker Py & Py(X))
= ker Py + K(T) N Ho(T') = ker P,

asi la inclusion deseada queda probada.
La ultima afirmacion es clara a partir de la Nota 2.1, parte (b).

Teorema 4.2.2 Sea \g un punto aislado del espectro de T, o(T). Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Aol =T € ¢4(X);

(ii) Aol — T es de Browder;

(i) Ho(Aol —T) es de dimension finita;

(iv) K(AoI —T) es de codimension finita.

Prueba:  La equivalencia (i)<(ii) se siguen del Corolario 4.1.11. La
implicacion (ii)=-(iii) es clara a partir del Teorema 2.2.6, ya que T tiene
SVEP en todo punto aislado de o(T'). La implicacion (iii)=-(iv) es clara,
pues como se observo arriba, X = Ho(Agl —T) & K(AoI —T).

(iv)=(i) Tenemos K(XAgl —T) C (Aol —T)®(X) C (Mg — T)(X) es de
codimension finita y asi Aol — T € &_(X).

Por el Teorema 2.2.4, si A\gI — T es de tipo Kato, un operador semi-
Fredholm 7 tiene la SVEP en )¢ precisamente cuando p(Aol — T') es finito.
El siguiente resultado muestra que esta equivalencia se tiene bajo la hipotesis
de que g(Aol — T') sea finito.
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Teorema 4.2.3 Sea T un operador acotado definido sobre el espacio de Ba-
nach X. Suponga que q(A\gI —T') < co. Entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(i) T tiene la SVEP en \o;

(i) p(Aol = T) < o0;

(iii) Ag es un polo del resolvente.

(iv) Ao es un punto aislado de o(T).

Prueba: No se pierde generalidad si suponemos que Ay = 0.

(i)=(ii) Sea ¢ := ¢(T) y Y := T(X). Consideremos la aplicaciéon T
T : (X/ker(T?) — Y definida por T(Z) := Tz donde x € 7. Claramente, ya
que T es continua y biyectiva podemos definir en Y una nueva norma:

[ylly := it {{lz]| : T%(x) = v},

para la cual (Y,]|-]|;) es un espacio de Banach. Mas atn, si y = T9(x), del
estimado
lyll = [I7] ]

deducimos que Y puede ser inmerso continuamente en X. Ya que T%(7T(X)) =
T9+1(X), se puede probar que ker T'NT9(X) = {0} y asi, por el Lema 3.80
del libro de P. Aiena [1] , p(T) < occ.

(il)=(iii) si p := p(Aol —T) = q(Aol — T) < o0 entonces, Ay es un polo
de orden p, ver Nota 2.1, parte (c).

(iii)=(iv) Obvio.

(iv)=-(i) Esto fue observado arriba.

El resultado anterior es una reminiscencia de las equivalencias estableci-
das en el Corolario 2.2.9 bajo la suposicién de que AgI — T es semi-Fredholm.

Teorema 4.2.4 Para un operador acotado T' € L(X), siendo X un espacio
de Banach, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) Ao es un polo del resolvente de T';

(i) Eziste p € IN tal que ker(AoI —T)P = Ho(Aol —T) y (Aol —T)P(X) =
K\l —T).

Prueba:  Suponga que A9 € o(T') es un polo del resolvente de T.

Entonces, p(Aol —T') y q(Aol — T') son finitos y asi, iguales (ver Nota 2.1 y
el Teorema 2.1.1).
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Reciprocamente, suponga que (ii) esta verificada. Mostremos que el as-
cent y el descent de A\gI — T son finitos. A partir de

ker(AoI — T)P™ C Ho(AoI — T) = ker(NoI — T)?

obtenemos que ker(A\gl — T)P*! = ker(\gI — T)P, asi p(T) < p.
De la inclusién

(Mol = TPFHX) 2 (Aol = T)®(X) 2 KMol = T) = (Aol — T)P(X),

concluimos que (A\oI —T)PH(X) = (A\oI —T)P(X), asi también q(T) es finito.
Luego, Ag es un polo de R(\,T).

4.3. Teorema de Weyl y a-Weyl

En esta secciéon relacionaremos el Teorema de Weyl con la propiedad de la
extension univaluada SVEP. Enfatizaremos el rol de la parte quasi-nilpotente
Hy(A —T) y veremos que la razon por la cual el Teorema de Weyl se tiene
para muchas clases de operadores, depende esencialmente de la forma en que
se asumen los espacios Ho(Al — T') en cada X € C.

El primer resultado establece varias equivalencias para operadores acota-
dos definidos sobre espacios de Banach. Para un operador acotado T' € L(X)
definimos

poo(T) :==o(T)\ op(T) ={A € o(T) : \I — T es de Browder},

mo(T) :={A€isoc(T): 0 < a(A\[ - T) < o0}
Por la parte (b) de la Nota 2.1, tenemos
poo(T) C moo(T) para todo T' € L(X). (4.21)

Siguiendo a Coburn [20] tenemos la siguiente definicion de los operadores
que satisfacen el Teorema de Weyl:

Definicion 4.3.1 (Teorema de Weyl) Se dice que un operador T en L(X)
satisface el Teorema de Weyl si

o(T) \ ow(T) = moo(T).
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Notemos que si T satisface el Teorema de Weyl, entonces
op(T) = 04(T).

En efecto, primero recordemos que para todo operador T' en L(X) se tiene
que 0, (T") C 0(T); por otra parte, si A € o(T') no esta en o, (7T), entonces,
A€ o)\ ouw(T) = moo(T); ya que A\ =T € &(X), la SVEP en X de
T y T* asegura que tanto p(Al — T) como g(AI — T) son ambos finitos,
por los Teoremas 2.2.4 y 2.2.5, luego A\ ¢ o3(T), por lo que se tiene que
op(T) C oy (T).

Definicion 4.3.2 (Mdédulo minimal) Sea T un operador no nulo en L(X),
el médulo minimal de T se define por:

[T|

T):= _—.
fY( ) mgklolr(T) d(:E,kerT)

Teorema 4.3.1 Para un operador acotado T € L(X) las siguientes propo-
siciones son equivalentes:
(i) moo(T) = poo(T);
(i) ow(T) Nmeo(T) = @;
(iii) o5£(T) N7eo(T) = @;
(iv) (AT = T)(X) es cerrado para todo A en moo(T');
(v) Hy(A —T) es de dimension finita para todo X\ en moo(T');
(vi) K(A —T) es de codimension finita para todo X\ en moo(T');
(vii) (A —T)>°(X) es de codimension finita para todo A en moo(T');
(viii) B(A —T') < oo para todo \ en moo(T);
(ix) ¢q(AI —T) < 0o para todo A en moo(T);
(x) el mapeo X\ — ~v(AI —T') es discontinuo en cada X en moo(T).

Prueba:
(i)=(ii) Evidentemente poo(T) = o(T') \ o(T'), asi

poo(T) Now(T) = meo(T') = 2,

y ya que o, (1) C o,(7T), se concluye que o, (1) N mee(T) = .

(ii)=-(iii) Obvio, ya que o4¢(T) C 0, (T).

(iii)=(iv) Si A € mpo(T"), entonces AI — T es un operador semi-Fredholm,
asi (Al —T')(X) es cerrado.

(iv)=(v) Si (M — T)(X) es cerrado para todo A € mpo(7T'), entonces
M —T € &,.(X). Ya que T tiene la SVEP en todo punto aislado de o(7'),
por el Teorema 2.2.6, se sigue que Ho(A — T') es de dimension finita.
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(v)=-(vi) Si A es un punto aislado de o(7’), entonces la descomposicion
X = Hy(M—-T)®K (A —T) se tiene por el Teorema 4.2.1. Consecuentemente
si Ho(AM —T) es de dimension finita, entonces K(AI —T') es de codimension
finita.

(vi)=(vii) Inmediata, ya que K(AI —T) C (Al — T)*(X) para todo
reC.

(vii)=(viii) Es obvio ya que (Al —T)*°(X) C (A — T)(X) para todo
reC.

(viii)=-(i) Para todo A\ € mo(T") tenemos que a(Al — T) < oo, asi, si
B(M — T) < oo, entonces \I — T es de Fredholm. Ya que A es un punto
aislado del espectro de T', la SVEP de T'y T* en A asegura que p(Al —T) y
g(AI —T') son ambos finitos por los Teoremas 2.2.4 y 2.2.5. Luego, mo(T") C
poo(T") y como la inclusion opuesta vale para todo operador, se sigue que
moo(1") = poo(T).

(i)=(ix) Para cada A en mo(T"), A € poo(T) por tanto A no pertenece
al espectro de Browder o(T), en consecuencia AI — T es de Browder, por
tanto, p(Al —T) < ooy ¢q(AM —T') < o0, luego se tiene (ix).

(ix)=(viii) Por el Teorema 2.1.2 si ¢(A] —T') < oo entonces (A —T) <
a(A —T) < oo para todo A € moo(T).

(iv)<(x) Observemos primero que si A\g € moo (1) entonces existe un disco
agujereado Dy centrado en Ay tal que

Y(AI = T) < |\ — Ao para todo A € Dy (4.22)

De hecho, si A\g es un punto aislado del espectro, entonces A\I — T es
invertible y asi, tiene rango cerrado en un disco agujereado D centrado en
Ao- Tomemos 0 # x € ker(A\gl —T'). Entonces

A =T)z||  JM =T)z|
YM=T) < T -1~ Ja]
O The Qo Thel
(Ea '

Claramente, del estimado (4.22) se sigue que v(AI —T) — 0 cuando A — Ao,
asi el mapeo A — y(AI —T) no es continuo en Ay € myo(7") precisamente
cuando y(Agl—=T) > 0, 0, equivalentemente, cuando (Aol —7")(X) es cerrado.
De esta forma la condicion (iv) es equivalente a la condicion (x).

En los trabajos de Curto y Han |23] y de Aiena y Carpintero |4] se muestra
que si T o T* tiene la SVEP, las proposiciones (iii) y (v) del Teorema 4.3.1
son equivalentes a que T satisfaga el Teorema de Weyl.
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Como se vio en la seccion 4.1, el espectro aproximado de Weyl 0,4 (7T)
(Definicion 4.1.4) es la interseccion de todos los espectros aproximados pun-
tuales 04(T + K) de perturbaciones compactas K de T, ver Rakocevic [46].
Del mismo autor en [46] tenemos la siguiente definicion:

Definicion 4.3.3 (Teorema de a-Weyl) Sea T' un operador acotado en
L(X), se dice que el Teorema de a-Weyl se cumple para T si

Tap(T) \ Owa(T) = m50(T)

donde
7oo(T) == {X €is004p(T) : 0 < (A — T') < o0}

Es claro que
moo(T") C myo(T) para todo T € L(X).
Se sabe de 46| que
el Teorema de a-Weyl = el Teorema de Weyl

Teorema 4.3.2 ([23],[4]) Si T € L(X) y T o T* tiene la SVEP, entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) 0 (T) N 70(T) = 2

(ii) T satisface el Teorema de a-Weyl.

Introducimos la clase de los operadores que satisfacen la llamada Pro-
piedad (H), que tiene implicaciones con respecto al Teorema de Weyl y el
Teorema de a-Weyl.

Definicion 4.3.4 (Propiedad (H)) Sea T un operador acotado en L(X).
Se dice que T tiene la propiedad (H) si

Ho(M —T) =ker(AM —T) para todo X € C.

Aunque la condicion (H) se ve un tanto fuerte, la clase de operadores que
la satisfacen es considerablemente grande. En lo que sigue, listamos algunas
clases importantes de operadores que satisfacen esta propiedad.

(a) Recordemos (Ejemplo 2.1) que T' € L(X) se dice paranormal si
|Tz| <||T?z|| ||z|| para todo = € X. T es llamado totalmente paranormal si
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A — T es paranormal para todo A € C. Todo operador totalmente paranor-
mal tiene la propiedad (H ), ver Laursen [37]. Un operador acotado T definido
en un espacio de Hilbert H, se dice hiponormal si |T*z| < |Tx| para todo
x de H. Se ve facilmente que todo operador hiponormal es totalmente para-
normal. La clase de los operadores totalmente paranormales incluye también
a los operadores subnormales y a los operadores quasi-normales, ya que esos
operadores son hiponormales, ver [22].

(c) Un operador acotado T' € L(X) se dice transaloide si el radio espectral
(A —T) es igual a ||A] — T'|| para todo A € C. Todo operador transaloide
tiene al propiedad (H), ver los Lemas 2.3 y 2.4 de [23].

Definicion 4.3.5 (transformada quasi-afin) Un operador S € L(X) se
dice que es una transformada quasi-afin de T' € L(X), denotado por S < T,
si existe U € L(X) inyectiva con rango denso tal que TU = US. Si tanto
S <T comoT < S, entonces se dice que T y S son quasi-similares.

El siguiente resultado muestra que la propiedad (H) se preserva por las
transformaciones quasi-afines, ver [14].

Teorema 4.3.3 (Aiena - Villafanie) Suponga que T' € L(X) tiene la pro-
piedad (H) y S < T. Entonces S tiene la propiedad (H).

Prueba: Suponga que TU = US, con U inyectiva, A € Cy = €
Hy(A — S). Entonces,

|AL = T)"Uz ||V = U — S)"a||'/™ < [|U[|V™ [|(AT — S)"a||'/™

De lo cual se sigue que Uz € Hy(A —T) = ker(A —T'). Asi, UN — S)z =
(M —T)Uz =0y, ya que U es inyectiva, esto implica que (A — S)z = 0,
ie. x € ker(AI — S). Asi, Hy(AI — S) = ker(AI — S) para todo X € C.

Como consecuencia del Teorema 4.3.3 obtenemos otra importante clase
de operadores que tienen la propiedad (H). Para ver esto, consideremos un
operador T' € L(H), con H un espacio complejo de Hilbert, sea T = W|T|
la descomposicion polar de 7. Entonces, a R := |T|*/2W|T|*/? se le llama la
transformada de Aluthge de T. Si R = V|R| es la descomposiciéon polar de
R, se define T := |R|Y/2V|R|'/2,
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Definicion 4.3.6 (operador positivo) Sea T un operador acotado defini-
do sobre un espacio complejo de Hilbert. Se dice que T es positivo (T > 0)
51

(Tz,x) >0, para todo x € H

para Ty, Ty € L(H) se escribe Ty > Ty si To — Th > 0.

(d) Un operador T' € L(H )se dice que es log-hiponormal si T es invertible
y satisface log(T*T) > log(TT™). Si T' es log-hiponormal entonces existe T
hiponormal, tal que T'= KTK ™', donde K := |R|"/?|T|"/2, ver |52], [19]. Asi
T es quasi-similar a un operador hiponormal y por tanto, tiene la propiedad

(e) Un operador T' € L(H) se dice que es p-hiponormal, con 0 < p < 1
si (T*T)P > (TT*)P. Todo operador p-hiponormal invertible es quasi-similar
a un operador log-hiponormal y, consecuentemente, tiene la propiedad (H)
ver [15],[25].

Un operador acotado T' € L(X) se dice que es isoloid si todo punto
aislado de o(T') es un autovalor de 7.

Se dice que un operador es relativamente reqular si existe S € L(X) tal
que TST =T1T.

Un operador acotado 7" € L(X) se dice reguloid si para todo punto aislado
A de o(T), N\ — T es relativamente regular, es decir, existe Sy € L(X) tal
que

(M = T)Sy(M[ —=T) = A —T.

Es bien conocido que T' € L(X) es un operador relativamente regular si
y solo si ker Ty T'(X) son complementados. Obviamente, si T" es reguloid
entonces T es isoloid.

Teorema 4.3.4 Suponga que un operador T' € L(X) tiene la propiedad (H).
Entonces T tiene la SVEP y p(AI — T) < 1 para todo X\ € C. Ademds,tanto
T como T™* son reguloid.

Prueba: La SVEP puede ser probada en varias formas. Por ejemplo,
la SVEP se sigue del Teorema 1.6 de [6], una vez observado que Ho(AI —T))
es cerrado para todo A € C. Més atn de la inclusion

ker(A —T)" C Ho(AM —T) =ker(A\ —T), para todon € NN,

obtenemos que p(A —T') < 1 para todo A € C.
Para probar que T es reguloid, probamos que todo punto aislado del
espectro o(T) es un polo simple del resolvente. No se pierde generalidad si
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suponemos que A = 0. Denotemos por P la proyeccién espectral asociada
con el conjunto espectral {0},

po— L (M —T)"tdx
2w T
donde T es el circulo centrado en 0 y radio € > 0 que separa a 0 del resto
del espectro. Tenemos que P(X) = Hy(T') = ker T', ver Proposicion 49.1 de
Heuser [32], asi que TP = 0. Ahora, ya que 0 es un punto aislado de o(7'),
es una singularidad no removible de (A — 7)™}, asi admite la expansion de
Laurent

OF=T) =3 3N,
n=1 n=0

para todo A tal que 0 < || < &, con P,,Q, € L(X). Ya que P, = P
y P, = T"'P para todo n = 1,2,... (ver [32, p. 209]), obtenemos de
TP =0, que P, =0 paran > 2. Luego 0 es un polo simple del resolvente
(M —T)~!. Esto implica, por proposiciéon 50.2 de [32], que p(T) = ¢(T) =1y
0 es un autovalor de T'. Més atin, nuevamente por la proposicion 50.2 de [32],
ker P = K(T) = T(X), por tanto, este ker Ty T'(X) son complementados
y, consecuentemente, 71" es relativamente regular. Luego, T es reguloid.

Para probar que T es reguloid, sea Ao un punto aislado de o(7%) = o(T).
Por la primera parte de la prueba sabemos que Ay es un polo simple de
(M — T)~!. Como arriba, tenemos que X = ker(Agl —T) @& (Mol — T)(X),
por lo que

X* =ker(\ol —T)* @ (Nl — T)(X)*

donde M+ denota el anulador de M. Ya que (Aol —T)(X) es cerrado, también
(Mo I* —T*)(X™*) es cerrado y de las igualdades bien conocidas

(AoI* — T*)(X™) =ker(Mol — T)L | ker(A\oI* — T%) = (Mol — T)(X)*,

concluimos que tanto (Agl* —T7)(X™*) como ker(AgI* —T™) son complemen-
tados y asi T™ es relativamente regular. De esta forma, T es reguloid.

Teorema 4.3.5 Suponga que T € L(X) tiene la propiedad (H). Entonces
el Teorema de Weyl se tiene para T y T*. Si ademds, T tiene la SVEP
entonces el Teorema a-Weyl se tiene para T y T*.

Prueba: La primera proposicion es clara: la propiedad (H) implica
la SVEP por el Teorema 4.3.4, y por definicion de mo(7") obtenemos que
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Ho(M — T) = ker(A] — T) es de dimension finita para todo A € mpo(7T).
Ya que T es reguloid y asi isoloid, por el Teorema 2.4 de [4] se sigue que el
Teorema de Weyl se tiene para T, observemos primero que ya que 7' tiene
la SVEP entonces

ow(T) = ow(T") = 0p(T') = 03(T7),
ver Corolario 2.12 de [11]. Asi
o(T*)\ ow(T") = o(T") \ 0(T™) = poo(T™),
y para probar el Teorema de Weyl para T™, es suficiente probar la igualdad
poo(T™) = moo(T™).

La inclusion poo(T*) C moo(T™) se verifica para todo T' € L(X). Para probar
la inclusion opuesta, sea A\g € moo(T™). Ya que T es reguloid, por el Teorema
4.3.4, \oI* —T™ tiene rango cerrado. De a(AgI* —T™) < 0o se sigue que \gI*
es semi-Fredholm superior y ya que T™* tiene la SVEP en todo punto aislado
de o(T™), esto implica que p(AgI* —T™) < oo, por el Corolario 2.7 de [6].

Por otra parte, por dualidad A\gI — T € ®_(X) y la condicion p(Agl* —
T*) < oo implica que a(NI —T) = (Aol —T) < o0, por la Proposicion 38.6
del libro de Heuser (32|, asi A\gI—T € ®(X). De la proposicion 39.2 del mismo
libro [32] se sigue que p(Al —T') = q(AI* —T*) < o0, y, por el Teorema 4.3.4
la finitud de p(AI* — T*) y q¢(AI* — T*) implica que S(AI* — T*) < oo, ver
proposicion 38.6 de [32]. Luego, A\gI* — T™ es de Browder, i.e. A\g € poo(T™).
De esta forma queda probada la igualdad poo(7™) = moo (7).

Finalmente, asumamos que 7™ tiene la SVEP. Por [4, Teorema 2.13| se
sigue que el Teorema de a-Weyl se tiene para 7. Para probar que también
T* cumple el Teorema de a-Weyl, observemos primero que ya que T tiene
la SVEP, entonces o5(T) = o(T), por la Proposicion 1.3.2 de [39] y asi, por
dualidad 0,(T*) = o(T™). Luego, 7§y (T™) = moo(T™). Sea Ay € wiy(T*) =
moo(T™). Entonces, a(A[* —T*) < oo y ya que T% es reguloid entonces
AI* —T* tiene rango cerrado. Asi \I*—T™* € & (X*), de modo que o, (T%)N
o (1) = @. Ya que, por hipotesis, T tiene la SVEP entonces el Teorema
de a-Weyl se cumple para T%, por el Teorema 4.3.2.

Corolario 4.3.6 Suponga que T es cualquier operador como en los ejemplos
(a)-(e). Entonces, el Teorema de Weyl se cumple para T y T*.
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Teorema 4.3.7 Suponga que T tiene la propiedad (H) y T* la SVEP. Si
f es una funcion holomorfa definida sobre un abierto que contiene a o(T),
entonces el Teorema de a-Weyl se cumple para f(T').

Prueba:  Sabemos, por el Teorema 2.4 de [4], que el Teorema de Weyl
se tiene para f(7'). Mas aun, ya que T™* tiene la SVEP, f(T*) = f(T)* tiene
la SVEP por el Teorema 3.3.6 de [39]. Por [4, Teorema 2.13|, concluimos que
el Teorema de a-Weyl se tiene para f(T).

Ejemplo 4.3.8:  En general, no podemos esperar que el Teorema de a-
Weyl se cumpla para un operador descomponible. Por ejemplo, si T € L(¢?)
se define por

1 X2

T(zg, 21, ) = <?, 3,) para toda (z,) € £2,
entonces T es quasi-nilpotente y asi, descomponible. Pero T no satisface el

Teorema de a-Weyl, ya que 04(T) = oya(T) = {0} vy 7§o(T) = {0}
U

Sin embargo, como inmediata consecuencia del Teorema 4.3.7 tenemos
que el Teorema de a-Weyl se tiene si asumimos que el operador descompo-
nible tiene la propiedad (H).

Corolario 4.3.9 Suponga que T € L(X) es descomponible y tiene la pro-
piedad (H). Si f es una funcién holomorfa definida sobre un abierto que
contiene a o(T), entonces f(T') satisface el Teorema de a-Weyl.

4.4. Propiedades espectrales de los multiplicadores

Una consecuencia inmediata del Corolario 4.3.9, es que para todo ope-
rador normal T definido sobre un espacio de Hilbert, el Teorema a-Weyl se
tiene para f(T') ya que todo operador normal es descomponible. La clase de
todos los multiplicadores de un édlgebra semi-simple presenta una teoria de
Fredholm similar a la de los operadores normales. Estableceremos algunas
otras analogias.

Los multiplicadores aparecen primero en andlisis armoénico en conexion
con la teoria de sumabilidad para series de Fourier, pero subsecuentemente
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esta nocion ha sido empleada en muchos otros contextos entre los cuales
encontramos el estudio de la transformada de Fourier, la investigacion de
algebras grupales, médulos de Banach y la teoria general de &lgebras de
Banach.

El concepto de multiplicador extiende el de un operador de multiplica-
cion sobre algebras de Banach conmutativas, pero una de las razones del
interés en esta clase de operadores, es que proporciona un marco abstracto
para estudiar otra importante clase de operadores que surgen del andlisis
armoénico: la clase de todos los operadores de convoluciéon de grupos alge-
braicos. De hecho, un estudio completo de los multiplicadores en algebras de
Banach conmutativas, requiere el conocimiento de las herramientas bésicas
de la teorfia de algebras de Banach, y, en particular, de la maquinaria de la
teoria de representaciéon de Gelfand en algebras de Banach conmutativas.

Definicion 4.4.1 (Multiplicador) Sea A un dlgebra de Banach. Una apli-
cacion T : A — A se dice que es un multiplicador de A si

z(Ty) = (Tx)y para todo x,y € A
El conjunto de multiplicadores de A se denota por M(A).

Una subélgebra B de A se dice que es cerrada bajo el inverso si para todo
elemento x € B que posea un inverso ' € A, cumple que 2! € B.

Un ejemplo de multiplicador en un algebra de Banach A es dado por el
operador multiplicacién por un elemento a que conmuta con todo elemento
reA Ly: A— Adado por z — azx.

Cuando A es un algebra de Banach conmutativa con elemento unidad, el
concepto de multiplicador se reduce, trivialmente, al operador multiplicacion
por un elemento de A. Para ver esto, consideremos un multiplicador T €
M(A)yz € A,

Tz =1(Tz) = (T1)x = Lz

luego, T'= L(71). En este caso se puede identificar A con M(A).
Dado un conjunto no vacio B de A, definimos el anulador izquierdo
lan(B) y el anulador derecho ran(B) por

lan(B) :={zx € A:xB = {0}},
ran(B) := {r € A: Bx = {0}}.

Las propiedades basicas de los multiplicadores que tratamos son gene-
ralmente presentadas en el marco de una clase muy grande de algebras de
Banach:
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Definicion 4.4.2 (4algebra faithful) Decimos que un dlgebra de Banach
es faithful si ran(A) = {0} ¢ lan(A) = {0}.

En la definicion de algebra de Banach faithful hemos seguido la termino-
logia de Johnson [34] y del libro de Laursen y Neumann [39].

Las &lgebras faithful fueron llamadas propias por Ambrose [16] y sin
orden en el libro de Larsen [36] entre otros autores. Trivialmente, cualquier
algebra de Banach con una identidad es faithful.

Definicion 4.4.3 (semi-prima) Un dlgebra A se dice semi-prima si {0}
es el tinico ideal bilateral con J? = {0}.

Definicion 4.4.4 (regular) Un ideal por la izquierda J de un dlgebra de
Banach se dice regular izquierdo (o también modular) si existe un elemento

v e A tal que A(1 —v) C J, donde
A(l—v):={z —av:z € A}
De manera andloga se definen ideales regulares derechos e ideales regulares

Observemos que si A tiene unidad, entonces todo ideal, derecho, izquierdo
o bilateral, es regular.

Definicion 4.4.5 (primitivo) Un ideal bilateral J de A es llamado primi-
tivo si existe un ideal izquierdo reqular mazimal L de A tal que

J={recA:2zAC L}

Definicion 4.4.6 (radical) FEl radical de un dlgebra A, radA, es la inter-
seccidn de los ideales primitivos de A, o equivalentemente, la interseccion de

los ideales izquierdos (derechos) regqulares mazimales de A, ver |18, Proposi-
cion 24.14|

Si A = radA entonces A se dice que es un dlgebra radical.

Definicion 4.4.7 (algebra semi-simple) Un dlgebra se dice semi-simple
si su radical radA es igual o {0}

Como es usual, denotamos por L(.A) el algebra de Banach de todos los
operadores lineales acotados definidos sobre A. Notese que en la definicion de
multiplicadores no se asume la linealidad ni la continuidad. En el siguiente
resultado se muestra que si A es un algebra de Banach faithful la linealidad y

70



la continuidad son consecuencias de la Definicion 4.4.2. Observemos primero
que si A es faithful y z, y, z € A, para cada multiplicador T' € M (A) tenemos:

2[z(Ty)] = 2[(Tx)y] = (T'z)(zy) = 2T (zy),

[2(Ty) — T(xy)] € ran(A) = {0}

y de esta forma, las igualdades siguientes se tienen para cada z,y € A:
a(Ty) = (Tx)y =T (zy). (4.23)

Teorema 4.4.1 Sea A un dlgebra de Banach faithful. Entonces:

(i) Todo multiplicador es un operador lineal acotado sobre A. El dlgebra
de multiplicadores M(A), es una subdlgebra conmutativa cerrada de L(A)
que contiene la identidad I de L(A).

(ii) Para todo T'€ M(A), T(A) es un ideal bilateral en A,

(iii) Si el dlgebra de Banach A es conmutativa, entonces todo operador
multiplicacion por a € A, L, (x — ax), es un multiplicador de A. El mapeo
a € A L, € M(A) es un isomorfismo continuo del dlgebra A sobreyecti-
vamente en el ideal {L, : a € A} de M(A).

Prueba: (i) Primero probemos que cualquier T € M(A) es lineal.
Para cualesquiera z,y,z € Ay A\, u € C tenemos

ATz + py)] = (T2) Az + py) = ANT2)z + w(T2)y
= 2(Tx) + pz(Ty) = z[\Tz + Ty,

asi para todo z, z[T'(Az + py) — ATz + uTy)] = 0 y como A es faithful,
ran(A) = {0}, por tanto,
T(Ax + py) = \NT'x + pTy.

Para probar que T es acotada sean y,z € Ay (y,) C A una sucesion
para la cual ||y, —y|| = 0y [|[Tyn — z|| — 0. Para cada x € A tenemos:

oz = 2(Ty)|| < [lz]| ]z = Tynll + [[(T2)yn — (Tx)y|
< [lzll 1z = Tyall + 1T {lyn =yl — O,
lo cual implica que (z — T'y) € ran(A). Luego, z = Ty y por el Teorema
del Grafico Cerrado, concluimos que T' es un operador acotado.
Ahora, mostraremos que M (.A) es un subélgebra conmutativa de L(.A).

Es facil verificar que la suma de multiplicadores es un multiplicador. Més
aun, si 7,5 € M(A) y z,y € A tenemos por la igualdad (4.23),

[(TS)aly = [T(Sx)ly = T{(Sx)y] = T[x(Sy)] = 2[T'S(y)],
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asi, T'S € M(A). Ademas también aplicando 4.23 al producto T'S se obtiene
que

2[(TS)y] = (T'S)(xy) = T[S(xy)] = Tla(sy)] = 2[T'S(y)]
(52)(Ty) = =[(ST)y]

por lo que, para todo y € A, (T'S)y = (ST)y. Luego, M(A) es un algebra
conmutativa.

Consideremos ahora una sucesion (7,,) C M(A) que converge a T €
L(A). Entonces para todo z,y € A tenemos

[(Tz)y — z(Ty)|| < [|[(Tz)y — (To)|| + [(Thz)y — =(Ty)|
< 2T — Tl ||| Jy]] »

y esto implica que (Tz)y = x(Ty). En consecuencia M (.A) es cerrado.

(ii) Es claro que, si T € M(.A) las igualdades 4.23 implican, ya que T es
lineal, que T'(A) es un ideal bilateral de A.

(iii) Sea a,x,y € A entonces,

r(Lay) = z(ay) = (va)y = (azx)y = (Lax)y

por lo que L, es un multiplicador de A. Por otra parte, para a,b,y € A se
tiene

|Lay — Lyyl| = |lay — by|| = ||la — 0[] ||y||

esto implica la continuidad del mapeo a — L, obviamente sobreyectivo.
Veamos que L = {L, : a € A} es un ideal: en efecto, sean a,x,y € A xL, es
un elemento de xL,

(2La)y = 2(Lay) = z(ay) = (za)y = Lyay
de donde L C L. (ideal bilateral por la conmutatividad).

Denotemos por A cualquier dlgebra de Banach con elemento unidad 1. El
espectro de un elemento x € A con respecto a A se define, en forma candnica
por:

oa(x) :={A € C: Al —z no es invertible en A}.

En el caso del espectro de un operador acotado 7' con respecto al algebra
de Banach L(A), se denota de manera usual, es decir, (7).
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Teorema 4.4.2 Si A es cualquier dlgebra de Banach faithful, se tienen las
siguientes proposiciones:

(i) M(A) en una subdlgebra de L(A), cerrada bajo el inverso;

(ii) o(T) = opray(T) para cada T € M(A).

Prueba: (i) Supongamos que 7' € M(A) admite una inversa 7! en
L(A) para cada x,y € A tenemos

(T~'a)y = T T 2)y) = T (T w)y) = T (ay)
=T @(TT'y)] = T T[e(T'y)] = (T "y),

luego, T~ ' es un multiplicador y de esta manera, el algebra de multiplicadores
es una subalgebra de L(A) cerrada bajo el inverso.

(ii)
Mg o(T) < M — T es invertible y (A —T)~! € M(A)
S A ¢ oy (T)

El siguiente resultado establece propiedades elementales de un multipli-
cador desde el punto de vista del la teoria local espectral. En particular,
se muestra que todo multiplicador de un algebra de Banach semi-prima, no
necesariamente conmutativa, tiene la SVEP.

Teorema 4.4.3 Sea A un dlgebra de Banach semi-prima y T € M(A),
entonces:

(i) p(T) < 1. Mds ain, ker TNT(A) = {0};

(ii) T tiene la SVEP;

(ili) o(T) = osu(T) y 05e(T) = 04p(T).

Prueba: (i) Dado que ker T C ker T? se tiene para todo operador,
basta probar la otra inclusién.

Sea x € ker T? y sea z := Tx (se quiere probar que z = 0). Obviamente
z€kerTy

zaz = (Tx)az = T((xa)z) = xaTz = za0 = 0 para todo a € A

De esto se sigue que zAzA = (2.4)? = {0}, y como A es semi-prima, 2.4 = 0,
por tanto, z = Tz = 0 y asi ker 7% C ker T
La igualdad ker TN T(A) = {0} se tiene en el libro de Heuser [32, 38.1]
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(ii) Ya que A\ — T € M(A) para todo X\ € C, por la parte (i) tenemos
que p(AI —T) < 1 para todo A € C. Esta condicién asegura, por el Teorema
2.1.5, que T tiene la SVEP en todo A € C.

(iii) Esta es una consecuencia de la SVEP, por el Corolario 2.45 del libro
de P. Aiena [1] .

El siguiente resultado muestra que si A es un dlgebra de Banach semi-
simple, todo multiplicador T' € M(A) tiene la propiedad (H).

Teorema 4.4.4 Sea A un dlgebra de Banach semi-simple y T € M(A).
Entonces,

Ho(A\T —T) =ker(\I = T) VA€ C.

Prueba:  Sabemos que kerT' C Hy(T'), solo falta probar la inclusion
reciproca.
Supongamos que x € Hy(T'). Por un sencillo argumento inductivo,tenemos
que
(Ty)" = (T"y)y" ' paratodoyec AyneN

De aqui se sigue que
- —1
I(aT2)"| = ||(Taz)"|| = | T"(az)(az)" " || < [la] | Tz az]"
para cada a € A, asi el radio espectral del elemento aT'z es

r(aTz)" = lim ||(aTz)"||'" =0 para todo a € A

Esto implica que Tx € radA. Ya que A es semi-simple, Tx = 0, asi « € ker T
y consecuentemente, Hy(T) C ker T lo que concluye la prueba.

Corolario 4.4.5 Sea A un dlgebra de Banach semi-simple y T € M(A).
Entonces T es quasi-nilpotente si y solo si T = 0.

Prueba:  Supongamos que T' € M(A) es quasi-nilpotente. Combinan-
do el Teorema 1.68 del libro de P. Aiena [1]| tenemos A = Hy(T) = ker T y
asi T =0
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4.5. Teoremas de Weyl para multiplicadores

Para un &4lgebra de Banach conmutativa semi-simple A, denotemos por
M(A) el algebra de Banach conmutativa de todos lo multiplicadores. El si-
guiente resultado es claro, ya que ha sido observado en la seccién anterior,
todo multiplicador sobre un algebra de Banach semi-simple tiene la propie-

dad (H).

Teorema 4.5.1 (Aiena - Villafane [14]) Suponga que T € M(A), A un
dlgebra de Banach conmutativa semi-simple. Entonces el Teorema de Weyl
se cumple para T y T*. SiT* tiene la SVEP, entonces el Teorema a-Weyl se
tiene para T y T*. En particular st T es descomponible, entonces el Teorema
a-Weyl se cumple para T y T*.

El resultado previo mejora el Corolario 2.16 de [4].

Nota 4.5.2. Note que la suposicion de la semi-simplicidad en el Corolario
4.5.1 es crucial, ya que, en general, un multiplicador de un algebra de Banach
no semi-simple, también semi-prima, no satisface la propiedad (H). Para ver
esto, sea w := (wp)peN una secuencia con la propiedad que 0 < wpipn <
Wmwy para todo m,n € N, y denotemos por £!(w) el espacio de todas las
sucesiones complejas = := (o )neN para las cuales

o0
lz|l,, = an|$n| < 0.
n=0

El espacio de Banach ¢! (w) dotado de convolucién como multiplicacion

n
(%Yo =Y Ty

n=0

es un algebra conmutativa de Banach. Denotemos por A, el ideal maximal
de ¢*(w) definido por

Ay = {(zn)nen € £H(w) : 2o = 0}.

El algebra de Banach A, es un dominio integral y asi, es semi-prima. Suponga
ahora que la sucesiéon con peso w satisface la condicion

po = lim wl/™ =0
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Entonces A, es un algebra radical (|39, Ejemplo 4.1.9]), i.e. coincide con su
radical, y asi no es semi-simple.

Para todo a € A, no nulo, sea T,(z) := a*xx, x € A, el operador de
multiplicacion por el elemento a. Se ve facilmente que T, es quasi-nilpotente,
asi Hyo(T,) = A,. Por otro lado, A, es un dominio integral de modo que
ker T,, = {0}. Luego, T, no verifica la propiedad (H).

Observe que, 04(1,) = o(Ty) = {0} y 7§y(Ta) = @, de lo cual se ve
que T, satisface el Teorema a-Weyl. Este ejemplo también muestra que en
el Corolario 4.5.1 la hip6tesis de la semi-simplicidad no es necesaria.

§88

Recordemos ahora algunos elementos basicos de la clésica teoria de Gel-
fand de algebras de Banach conmutativas. Se puede hallar mas profundidad
al respecto en el libro de Bonsall y Duncan [18]. Sea A un algebra de Banach
conmutativa denotemos por A(A) el espacio de todos los ideales regulares
maximales de A.

Un funcional lineal multiplicativo sobre un algebra de Banach complejo,
es un elemento no nulo m del dual de A, A*, tal que

m(zy) = m(x)m(y) para todo x,y € A,

es decir, que m es un homomorfismo no nulo de A en C. Se sabe que si A
es conmutativa, los ideales regulares maximales, son precisamente los nii-
cleos de funcionales lineales multiplicativos. De esta forma, A(.A) puede ser
identificado con el conjunto de las bolas unitarias de A* consistentes en los
funcionales lineales multiplicativos definidos sobre A. En consecuencia, si A
es un algebra de Banach conmutativa, entonces

radA = U ker m
meA(A)

y de esto, se sigue que rad.A coincide con el conjunto de todos los elementos
quasi-nilpotentes de A, ver |18, Corolario 17.7].

En A(A) es posible considerar la llamada topologia de Gelfand, que es
la topologia débil* (weak*-topology) sobre la bola unitaria del espacio dual
restringido a A(A). El conjunto A(A) dotado de esta topologia es un espacio
localmente compacto de Hausdorff llamado el espacio mazimal reqular de A.
Note que A(A) es compacto con la topologia de Gelfand, si el édlgebra de
Banach A tiene unidad, ver Bonsall y Duncan |18, §17].
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Consideremos ahora la transformada de Gelfand T de xz € A, definida
por:
Z(m) :=m(z) para cadam e A(A),

Un algebra de Banach conmutativa A se dice regular, si para todo sub-
conjunto cerrado F de A(A) en la topologia de Gelfand y para todo mg €
A(A)\ E, existe un = € A tal que T(mg) =1y Z = 0 sobre E. Un algebra
conmutativa regular A se dice que es Tauberiana, si el conjunto de los ele-
mentos de A con soporte compacto, es denso (en norma) en A, donde como
es usual, el soporte de un elemento x € A se define como la clausura en A(A)
del conjunto {m € A(A) : Z(m) # 0}. Note que el grupo algebraico L'(G),
donde G es un grupo Abeliano localmente compacto, es regular y Tauberia-
na. Otros ejemplos importantes de dlgebras de Banach regular y Tauberiana
son LP(G), con 1 < p < oo y G un grupo Abeliano compacto, y Cy(2), el
algebra de Banach de las funciones continuas a valores complejos sobre un

espacio de Hausdorff localmente compacto 2 que se anula en infinito, ver
Rudin [47].

Teorema 4.5.3 (Aiena - Villafane [14]) Sea A un dlgebra de Banach Tau-
beriana reqular y semi-simple y T € M(A). Entonces, el Teorema a-Weyl se
tiene para T. Si T es descomponible entonces el Teorema a-Weyl se tiene
para T™.

Prueba: Si A es regular y Tauberiana, entonces un multiplicador
T € M(A) con rango cerrado es inyectivo si y solo si es sobreyectivo, ver |7,
Corolario 4.4, asi que 04(T") = o(T"). De esto se sigue que 7§y (T") = moo(T).

Para probar que el Teorema a-Weyl se tiene para T', supongamos que
ouf(T) Nwlo(T) = ouf(T) Nmeo(T) # @. Sea X € aup(T) N why(T). De la
definicion de 7§y (T") sabemos que Ho(A —T') = ker(AI —T') es de dimension
finita y asi, ya que A es un punto aislado de o(T), del Teorema 4.2.2 se sigue
que A —T es semi-Fredholm. Por el Teorema 4.3.4 p(AI —T') < oo, de lo cual
se obtiene a(Al —T) < B(A — T'), nuevamente por la proposicion 38.5 del
libro de Heuser [32|. La ultima desigualdad, obviamente implica que AI — T
es semi-Fredholm superior, lo cual es una contradiccion.

De esta forma, o,¢(T) N 76y (T) = @, asi del Teorema 4.3.2, podemos
concluir que el Teorema a-Weyl se cumple para T'.

La dltima proposicién es clara a partir del Teorema 4.5.1.

| |
Debemos notar que la primera parte del Teorema 4.5.3 no pude ser de-

ducida del Corolario 4.5.1, ya que un multiplicador de un algebra de Banach
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Tauberiana regular semi-simple no necesariamente es descomponible. Ade-
mas, ya que M (A) es una subalgebra cerrada inversa de L(.A) entonces,

f(T) = 2m/f Y —T)7td\ € M(A)

para toda f holomorfa definida sobre un abierto de C que contiene a o (7).

Asi, el Teorema 4.5.3 también se aplica para f(7'), i.e. el Teorema de
a-Weyl se cumple para f(T).

Un ejemplo muy importante de multiplicador es el caso cuando A es el
4lgebra de Banach semi-simple L'(G), el algebra grupal de un grupo Abe-
liano localmente compacto G, con la convolucién como multiplicacién. En
efecto, en este caso a cualquier medida de Borel p sobre G le corresponde un
multiplicador 7}, definido por

T,(f) := p* f para todo f € LY(QG),

donde
(s )t /ft—sdu ).

Notar que T}, es, en efecto, un endomorfismo en LY(G) porque, por el
Teorema de Radon-Nikodym, L' (G) es un ideal del algebra de Banach M (G)
de todas la medidas de Borel regulares a valores complejos y con masa total
finita.

El clasico Teorema Helson-Wendel muestra que cada multiplicador es
un operador de convolucién y el dlgebra de multiplicadores de A := L(G)
puede ser identificada con el algebra de medidas M(G), ver [36, Capitulo
0]. Ya que L'(G) es regular y Tauberiana, del Teorema 4.5.3, obtenemos el
siguiente Corolario:

Corolario 4.5.4 (Aiena - Villafane [14]) Sea G un grupo Abeliano local-
mente compacto y p € M(G). Si T, es un operador de convolucion sobre el
grupo algebraico L*(G), entonces el Teorema a-Weyl se tiene para T,.

Un algebra de Banach A se dice que tiene una base ortogonal si existe una
base (en)nen de A tal que epen, = dpmen para todo n,m € IN. Note que,
si A tiene una base ortogonal, entonces A es conmutativa y semi-simple,
ver Proposicion 4.8.10 de [39]. Ejemplos de algebras de Banach con base
ortogonal, son las dlgebras de sucesiones ¢y y P para 1 < p < 00, como
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es usual, dotado del algebra de operaciones por componentes; el espacio de
Lebesgue LP(T), para un p arbitrario 1 < p < oo, sobre el grupo circulo
T:={AeC:|\ =1}

Un ejemplo menos obvio es, para cualquier 1 < p < oo el clésico espacio
de Hardy HP(DD) sobre el disco abierto unitario D, de todas las funciones
analiticas f : D — C para las cuales las integrales [ |f(rt)[Pdm(t) son aco-
tadas para 0 < r < 1, donde m denota la medida de Lebesgue normalizada
sobre el circulo unitario. HP(ID) viene a ser un algebra de Banach con una
base ortogonal con respecto al producto

(f % 9)(2) 2m/f “OAldA, fog € BYD), |2 <7 <1,

donde T', es la frontera de un disco cerrado D(0, 7). Una base ortogonal esta
dada por una sucesion de polinomios (e,) definidos por e,(z) := 2" para
todo z € Dy n > 0. Ya que esta base es incondicional, entonces el algebra de
multiplicadores de HP(D) puede ser identificada con ¢°°, ver Ejemplo 4.8.9
de [39].

Teorema 4.5.5 (Aiena - Villafane [14]) Sea A un dlgebra de Banach con
una base ortogonal y T € M(A). Entonces el Teorema de a-Weyl se tiene
tanto para T como para T™.

Prueba:  Tenemos 0,(T) = o(T), cf. Proposicion 4.8.11 de [39], y
razonando como en la prueba del Teorema 4.5.3, se sigue que el Teorema
de a-Weyl se cumple para Ty T™. El hecho de que se tenga el Teorema de
a-Weyl para T* se sigue del Corolario 4.5.1, ya que todo multiplicador de
un algebra de Banach con base ortogonal es descomponible, ver Proposiciéon
4.8.11 de [39].

Teorema 4.5.6 (Aiena - Villafane [14]) Sea A un dlgebra C* y sea T €
M(A) entonces el Teorema de a-Weyl se cumple para T

Prueba: Es bien conocido que un algebra C* es semi-simple. También
en este caso para T € M (A) tenemos 0,(T) = o(T), ver |38, Corolario 14|, y
asi, razonando como en la prueba del Teorema 4.5.3, se sigue que el Teorema
de a-Weyl se tiene para 7.

Podria ser interesante saber hasta qué punto la condicién de ser Tau-
beriana, puede ser debilitada en el Teorema 4.5.3. En el siguiente resultado
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vemos que esta condicién puede ser relajada bajo ciertas suposiciones adi-
cionales sobre el multiplicador. Observe primero que, si A es un dlgebra de
Banach semi-simple conmutativa, todo multiplicador de A puede ser repre-
sentado como una funcién compleja continua y acotada definida sobre un
espacio de Hausdorff localmente compacto A(A). De hecho, ver Proposicion
4.3.9 de [39], para todo T' € M (.A) existe una tnica funcién continua acotada
T definida sobre A(A) tal que la ecuacion

~

Tz(m) = T(m)z(m)

se cumple para todo z € Ay todo m € A(A). Tomando prestado un término
del andlisis armoénico, un multiplicador 7" de un algebra de Banach semi-

simple conmutativa, se dice que tiene espectro natural si o(T) = T(A(A))
(para informacion sobre estos operadores se puede ver [39, §4.6]).

Teorema 4.5.7 (Aiena - Villafane [14]) Suponga que A es un dlgebra de
Banach semi-simple regular. Entonces, para todo multiplicador T € M(A)
con espectro natural, se cumple el Teorema de a-Weyl.

Prueba:  Es suficiente probar que 0,(T") = o(T") y proceder como en
la prueba del Teorema 4.5.3. Note primero que, ya que T tiene la SVEP
entonces 04(T) C o(T) = 05(T), ver proposicion 1.3.2 de [39].

Para probar la inclusion opuesta, suponga que A & o,(T'). Entonces A\I—T
es inyectiva y tiene rango cerrado. Trivialmente, T(A) @ kerT = T(A) es
cerrado y asi, por Teorema 4.10.15 de [39], A = T'(A), i.e. A & 04(T) = o(T).
Luego, 04(T) = o(T).
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