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ResumenUno de los fo
os de las teoría de Fredholm es el estudio de diversos
onjuntos resolventes que están aso
iados 
on los 
orrespondientes espe
tros.Ha
iendo uso de algunas equivalen
ias entre la propiedad de la extensiónunivaluada SVEP en un punto, y 
iertas 
ondi
iones de rango y de kernelque se han probado en [10℄, [12℄, [6℄ y [9℄, obtenemos una 
lasi�
a
ión delas 
omponentes 
onexas del resolvente de tipo Kato, ρkt(T ), así 
omo delresolvente de semi-Fredholm ρsf (T ) y del resolvente semi-regular ρse(T ),men
ionado en algunos trabajos 
omo el resolvente de Kato.También se estudian los operadores de Browder y operadores de Weyl.Introdu
imos la 
lase de operadores que veri�
an la propiedad (H) rela
io-nándola 
on los operadores que satisfa
en el teoremas de Weyl y una variante
ono
ida 
omo teorema de a-Weyl que fue introdu
ida por Rako£evi¢ en [46℄.Espe
í�
amente, se prueba que la propiedad (H) veri�
ada por T , impli
aque el teorema de Weyl vale para T y T ∗, y si adi
ionalmente, T ∗ tiene laSVEP, el teorema de a-Weyl vale para T y T ∗.Otro resultado relevante es relativo a los multipli
adores de�nidos sobreun álgebra de Bana
h, 
onmutativa, semi-simple para los 
uales se 
umplela propiedad (H) y en 
onse
uen
ia vale el teorema de Weyl para T y T ∗.Este resultado representa una mejora del Corolario 2.16 de [4℄.Así mismo, para un multipli
ador sobre un álgebra 
onmutativa Taube-riana regular y semi-simple, vale el teorema de a-Weyl y si T es des
omponi-ble, el teorema de a-Weyl vale para T ∗. Vale también el teorema de a-Weylpara un multipli
ador y su dual sobre un álgebra de Bana
h 
on una baseortogonal. Finalmente, vale el teorema de a-Weyl para multipli
adores 
onespe
tro natural, sobre un álgebra de Bana
h regular semi-simple.
i



Introdu

iónEn el estudio de la teoría de operadores resulta de una importan
ia no-table el llamado 
onjunto resolvente de un operador a
otado T ∈ L(X),de�nido en un espa
io de Bana
h X, 
onstituido por los elementos λ ∈ Cpara los 
uales el operador (λI − T ) es invertible, el 
omplemento de este
onjunto, llamado el espe
tro del operador T , se denota por σ(T ). La teoríaespe
tral se enfo
a en estudiar partes distinguidas del espe
tro. Para diferen-tes propiedades de �regularidad� de un operador, se tiene la 
orrespondientede�ni
ión de la parte del espe
tro en donde no se 
umple di
ha propiedadpara (λI − T ). Así tenemos por ejemplo, el espe
tro sobreye
tivo: los λ ∈ Ctales que (λI − T ) no es sobreye
tivo, el espe
tro aproximado puntual: los
λ ∈ C tales que (λI −T ) no es bounded below (un operador es bounded belowsi es inye
tivo y tiene rango 
errado).Un operador es upper semi-Fredholm o semi-Fredholm superior si tienerango 
errado y la dimensión del nú
leo es �nita, denotamos este 
onjuntopor Φ+(X); por otra parte, de
imos que un operador de lower semi-Fredholmo semi-Fredholm inferior, si la 
odimensión del rango es �nita y se deno-ta por Φ−(X). La 
lase de los operadores de Fredholm es la interse

ión
Φ(X) := Φ+(X) ∩ Φ−(X). Estas 
lases de operadores motivan la de�ni
iónde diferentes espe
tros:el espe
tro upper semi-Fredholm superior

σuf (T ) = {λ : λI − T 6∈ Φ+(X)},el espe
tro lower semi-Fredholm
σlf (T ) = {λ : λI − T 6∈ Φ−(X)},y el espe
tro de Fredholm
σf (T ) = {λ : λI − T 6∈ Φ(X)}.Otro 
on
epto de regularidad en la teoría espe
tral, es el 
on
epto deoperadores semi-regulares y operadores de tipo Kato. Un operador T ∈ L(X)ii



se di
e semi-regular si tiene rango 
errado y el nú
leo de Tm está 
ontenidoen el rango T n(X), para naturales 
ualesquiera n,m. Un operador se di
ede tipo Kato si existen dos subespa
ios 
errados M y N , invariantes bajo T ,tales que X = M ⊕N , T |M es semi-regular y T |N es nilpotente. El espe
trode tipo Kato está de�nido 
omo
σkt(T ) = {λ : λI − T no es de tipo Kato}.La teoría de los operadores de Fredholm está íntimamente ligada 
on lateoría espe
tral y el enla
e entre ambas se ha
e evidente 
uando se 
onsiderala llamada propiedad de la extensión univaluada en un punto o single-valuedextension property (SVEP). Esta propiedad data de los ini
ios del desarrollode la teoría lo
al espe
tral, fue ini
ialmente introdu
ida en 1952 por Dunford[26℄, [27℄ y re
ibió un tratamiento sistemáti
o en el 
lási
o libro de Dunford yS
hwartz [28℄, también en el libro de Laursen y Neumann [39℄ juega un papel
entral. Se di
e que un operador tiene la SVEP en λ ∈ C, si para 
ualquierve
indad U de λ, la úni
a fun
ión analíti
a a variable 
ompleja f : U → Xque satisfa
e la e
ua
ión (λI − T )f(λ) = 0 es la fun
ión nula.El estudio sistemáti
o de la SVEP lo
alizada, en rela
ión a la teoría delos operadores de Fredholm, se en
uentra en la re
iente monografía de Aiena[1℄. En este trabajo, se ha
e un estudio de los operadores de Fredholm inda-gando sobre la naturaleza de algunos espe
tros que surgen de esta teoría yestudiando las 
omponentes de los 
onjuntos resolventes aso
iados. En esesentido, se presenta una 
lasi�
a
ión de las 
omponentes 
onexas del resol-vente de tipo Kato, utilizando las equivalen
ias existentes entre la propiedadSVEP lo
alizada y algunas 
ondi
iones del nú
leo y del rango de la itera
io-nes del operador en el 
aso de operadores de tipo Kato. Di
has equivalen
ias,se han estudiado en los trabajos de P. Aiena y O. Monsalve [11℄; P. Aienay E. Rosas [12℄; P. Aiena, M.L. Colasante y M. Gonzalez [6℄ y P. Aiena, T.Miller y M. Neumann [9℄.Así mismo, se estudia la 
onstan
ia, de algunas apli
a
iones que asumenvalores en 
iertos subespa
ios, sobre las 
omponentes del resolvente de tipoKato; este tipo de apli
a
iones y su 
onstan
ia sobre las 
omponentes de
iertos 
onjuntos resolventes, fueron estudiadas por Ó Sear
óid y West [51℄,en 
uyo trabajo se extienden resultados de Homer [33℄, Goldmann y Kra£-kovski�i [30℄ y de Saphar [48℄. El he
ho de la 
onstan
ia de estos mapeos,nos lleva a una 
lasi�
a
ión de las 
omponentes del resolvente de tipo Kato,

ρkt(T ), de a
uerdo a la veri�
a
ión de la propiedad SVEP para T o T ∗, estose muestra en los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3.iii



El otro tema fundamental de este trabajo, es estudiar los operadores paralos 
uales se satisfa
e el teorema de Weyl. Por el año 1909 H. Weyl estudió elespe
tro de las perturba
iones 
ompa
tas T + K de un operador hermitiano
T a
tuando sobre un espa
io de Hilbert, él 
ara
terizó los puntos del espe
trode T , que no pertene
en al espe
tro de alguna perturba
ión 
ompa
ta de T ,
σ(T + K), 
omo aquellos puntos aislados del espe
tro σ(T ) de T , que sonautovalores de multipli
idad �nita. En la a
tualidad, podemos enun
iar esteresultado de la siguiente forma: un punto espe
tral de un operador hermitiano
T que no pertene
e al espe
tro de Weyl, es exa
tamente un autovalor 
onmultipli
idad �nita y a la vez es un punto aislado del espe
tro. En añosre
ientes, se ha extendido la validez del Teorema de Weyl, y una de susvariantes, 
omo lo es el teorema de a-Weyl que fue introdu
ida por Rak�o
evi¢[46℄, a varias 
lases de operadores de�nidos sobre espa
ios de Bana
h. Sobreesta línea, se introdu
e la 
lase de operadores que satisfa
en la propiedad(H), es de
ir, los que para 
ualquier λ ∈ C, se tiene que la parte quasi-nilpotente de λI −T , H0(λI −T ), es igual al nú
leo de λI −T . Se estudia elteorema de Weyl y su rela
ión 
on los operadores que satisfa
en la propiedad(H).En parti
ular, se estable
e en el Teorema 4.3.5 que la propiedad (H) pa-ra T , impli
a el teorema de Weyl para T y T ∗. Además, se mostrará queel Teorema de a-Weyl vale para todo operador des
omponible que tenga lapropiedad (H), (Corolario 4.3.9). Finalmente, se estudia la veri�
a
ión delteorema de Weyl para multipli
adores de�nidos sobre álgebras de Bana
h
onmutativas y semi-simples, Teorema 4.5.1. Mientras que en el Teorema4.5.3, se prueba que si T es un multipli
ador sobre un álgebra de Bana
hTauberiana, regular y semi-simple, se veri�
a el teorema de a-Weyl para T ,y si T es des
omponible, el teorema de a-Weyl vale para T ∗. En parti
ular, elteorema de a-Weyl vale para los multipli
adores en el álgebra grupal L1(G),donde G es un grupo abeliano lo
almente 
ompa
to, es de
ir, para 
ualquieroperador de 
onvolu
ión Tµ se veri�
a di
ho Teorema. También vale el teo-rema de a-Weyl para un multipli
ador y su dual sobre un álgebra de Bana
h
on una base ortogonal (Teorema 4.5.5). Finalmente, vale el teorema de a-Weyl para multipli
adores 
on espe
tro natural, sobre un álgebra de Bana
hregular semi-simple, (Teorema 4.5.7).Los resultados aquí expuestos, apare
en re�ejados en el 
apítulo 3 dellibro de Pietro Aiena [1℄, que ha salido publi
ado en el año 2004; dondetambién apare
en resultados de los trabajos de varios tesistas de Do
torado yMaestría que el profesor ha dirigido durante varios años en las UniversidadesVenezolanas UCV, UCLA, UDO y ULA.El trabajo se ha desarrollado en 
uatro 
apítulos: en el primer 
apítulo,iv



se enun
ian las de�ni
iones bási
as de la teoría y algunos resultados útilesy de uso fre
uente. En el segundo 
apítulo se estudia la herramienta que leha dado un gran impulso a la teoría lo
al espe
tral y que, en mu
hos 
asossimpli�
a, en buena medida las demostra
iones, 
omo lo es la SVEP. En elter
er 
apítulo se obtiene una 
lasi�
a
ión de las 
omponentes 
onexas delresolvente de tipo Kato. Finalmente, en el 
uarto 
apítulo se estudian 
lasesde operadores que satisfa
en el Teorema de Weyl y de a-Weyl y en parti
ularse estudian propiedades espe
trales de multipli
adores de�nidos sobre 
iertasálgebras de Bana
h.Los resultados presentados en los 
apítulos 3 y 4 han dado lugar a lassiguientes publi
a
iones:1. P. Aiena, F. Villafañe.Components of resolvent set and lo
al spe
traltheory. Contemporary Mathemati
s. 328 (2003). 1-14.2. P. Aiena, F. Villafañe.Weyl's theorem for some 
lasses of operators.Integral Equations and Operators Theory. 53 (2005) 453-466.3. P. Aiena, M. T. Biondi, F. Villafañe. Weyl's theorem and Kato spe
-trum. Divulga
iones Matemáti
as. La Universidad del Zulia. (por apa-re
er)

v



Capítulo 1PreliminaresEn este 
apítulo se enun
iarán los 
on
eptos bási
os de la teoría, junto 
onlas propiedades prin
ipales. Consideraremos X un espa
io ve
torial normado
omplejo.1.1. El hiper-nú
leo y el hiper-rango de un opera-dorLos nú
leos y los rangos de los iterados T n, 
on n ∈ N, de un operadorlineal T sobre un espa
io ve
torial X, son subespa
ios que satisfa
en lassiguientes in
lusiones:
ker T 0 = {0} ⊆ ker T ⊆ ker T 2 ⊆ · · ·y
T 0(X) = X ⊇ T (X) ⊇ T 2(X) ⊇ · · ·En efe
to, 
onsideremos un operador T de�nido sobre X, si x ∈ ker T k,enton
es T kx = 0, por tanto, T k+1x = 0 y así se tiene la rela
ión ker T k ⊆

ker T k+1. Análogamente, para x ∈ T k+1(X), se tiene que existe y ∈ X talque T k+1y = x, de donde T k(Ty) = x, por tanto x ∈ T k(X); luego, tene-mos la rela
ión T k+1(X) ⊆ T k(X). En la siguiente se

ión 
onsideraremosoperadores para los 
uales estas 
adenas se ha
en 
onstantes.De�ni
ión 1.1.1 (Hiper-nú
leo) Sea X un espa
io ve
torial y T un ope-rador lineal de�nido sobre X. Se de�ne el hiper-nú
leo de T 
omo la unióndel nú
leo de los iterados de T :
N∞(T ) :=

⋃

n∈N

ker T n1



De�ni
ión 1.1.2 (Hiper-rango) Sea X un espa
io ve
torial y T un opera-dor lineal de�nido sobre X. Se de�ne el hiper-rango de T 
omo la interse

ióndel rango de los iterados de T :
T∞(X) :=

⋂

n∈N

T n(X)Lema 1.1.1 Para todo operador lineal T de�nido sobre un espa
io ve
torial
X se tiene:

Tm(ker Tm+n) = Tm(X) ∩ ker T n para todo m,n ∈ N.Prueba: Si x ∈ ker Tm+n enton
es, Tmx ∈ Tm(X) y T n(Tmx) =
0, por tanto, Tm(ker Tm+n) ⊆ Tm(X) ∩ ker T n. Re
ípro
amente, si y ∈
Tm(X)∩ker T n, enton
es y = Tmx y x ∈ ker Tm+n lo que prueba la in
lusiónopuesta.

�En el siguiente resultado se muestran algunas 
onexiones entre el nú
leoy el rango de los iterados de T n de un operador T sobre un espa
io ve
torial
X, que nos darán pié, posteriormente, para la de�ni
ión de operador semi-regular.Teorema 1.1.2 Para un operador lineal T sobre un espa
io ve
torial X, lassiguientes proposi
iones son equivalentes:(i) ker T ⊆ Tm(X) para 
ada m ∈ N;(ii) ker T n ⊆ T (X) para 
ada n ∈ N;(iii) ker T n ⊆ Tm(X) para 
ada n ∈ N y 
ada m ∈ N;(iv) ker T n = Tm(ker Tm+n) para 
ada n ∈ N y 
ada m ∈ N;(v) ker T ⊆ T∞(X);(vi) N∞(T ) ⊆ T (X);(vii) N∞(T ) ⊆ T∞(X).Prueba: Las impli
a
iones (iv) ⇒ (iii) ⇒ (ii) son dire
tas.(ii) ⇒ (i) Si apli
amos la hipótesis (ii) al operador Tm, se obtiene que
ker Tmn ⊆ Tm(X) y así ker T ⊆ Tm(X), ya que ker T está 
ontenido en
ker Tmn.(i) ⇒ (iv) Si apli
amos la hipótesis (i) al operador T n, obtenemos que
ker T n ⊆ (T n)m(X) ⊆ Tm(X). Por el Lema 1.1.1 
on
luimos que

Tm(ker Tm+n) = Tm(X) ∩ ker T n = ker T n.2



También son 
laras las equivalen
ias (i) ⇔ (v), (ii) ⇔ (vi) y (iii) ⇔ (vii).
�El siguiente subespa
io fue introdu
ido por Saphar [48℄ y se de�ne entérminos estri
tamente algebrai
os.De�ni
ión 1.1.3 (Core algebrai
o) Sea T un operador lineal de�nido so-bre un espa
io ve
torial X. El 
ore algebrai
o C(T ) se de�ne 
omo el subes-pa
io T -invariante más grande de X, es de
ir, si M es un subespa
io de Xy T (M) = M , enton
es M ⊆ C(T ).Obviamente, si T es sobreye
tiva, C(T ) = X. La invarianza de C(T )impli
a que C(T ) = T n(C(T )) ⊆ T n(X) para todo n ∈ N. De aquí se sigueque C(T ) ⊆ T∞(X).El siguiente resultado des
ribe al subespa
io C(T ), en términos de su
e-siones.Teorema 1.1.3 Para un operador lineal T de�nido sobre un espa
io ve
to-rial X, las siguientes proposi
iones son equivalentes:(i) x ∈ C(T );(ii) existe una su
esión (un)∞n=0 en X tal que x = u0 y Tun+1 = un paratodo n ∈ N.Prueba: (i)⇒ (ii) Denotemos por M el 
onjunto de los elementos x de

X para los 
uales existe una su
esión (un)∞n=0 tal que x = u0 y Tun+1 = un.Veamos primero que C(T ) ⊆ M .Sea x en C(T ), 
omo T (C(T )) = C(T ), existe un elemento u1 en C(T ) talque x = Tu1. Ya que u1 está en C(T ) la misma invarianza de C(T ) nos di
eque existe un u2 en C(T ) tal que u1 = Tu2. Repitiendo indu
tivamente estepro
eso, obtenemos la su
esión deseada (un)∞n=0. Luego, C(T ) está 
ontenidoen M .Para probar la in
lusión opuesta, basta ver que M es un subespa
io T -invariante. Si x es un elemento de M , existe una su
esión (un)∞n=0 
on x = u0y Tun+1 = un. De�nimos la su
esión (wn)∞n=0 por
w0 := Tx y wn := un−1 ∀n ∈ N.Enton
es

wn = un−1 = Tun = Twn+1,así, esta su
esión satisfa
e la de�ni
ión de M por lo que w0 = Tx ∈ M , esde
ir, T (M) ⊆ M . Pero también 
omo x = u0 = Tu1, y u1 es un elemento3



para el 
ual existe la su
esión (un+1)
∞
n=0 que 
umple la de�ni
ión de M , estoes, u1 = u(0+1) y Tu(n+1)+1 = Tun+2 = un+1, 
on
luimos que u1 pertene
ea M y en 
onse
uen
ia, x ∈ T (M), por lo que M ⊆ T (M).Es 
laro que M es un subespa
io, pues si x, y ∈ M y λ ∈ C, existensu
esiones (un)∞n=0 y (vn)∞n=0 para x y y respe
tivamente, de donde,

x + λy = u0 + λv0 y T (un+1 + λvn+1) = Tun+1 + λTvn+1 = un + λvnLuego, x + λy pertene
e a M mediante la su
esión (un + λvn)∞n=0.
�Observemos que el hiper-rango de 
ualquier operador T , es un subespa
ioque satisfa
e la siguiente in
lusión:

T (T∞(X)) ⊆ T∞(X)ya que
T (T∞(X)) = T



⋂

n≥1

T n(X)


 ⊆

⋂

n≥1

T n+1(X) ⊆
⋂

n≥1

T n(X) = T∞(X)En el siguiente resultado se dan 
ondi
iones su�
ientes para que T∞(X)sea T -invariante, y en 
onse
uen
ia, que C(T ) sea igual a T∞(X).Lema 1.1.4 Sea T un operador lineal de�nido sobre un espa
io ve
torial X.Si existe un número natural m tal que
ker T ∩ Tm(X) = ker T ∩ Tm+k(X) para todo entero k ≥ 0.Enton
es C(T ) = T∞(X).Prueba: Basta probar que T∞(X) ⊆ C(T ), para esto, se probará que

T∞(X) es T -invariante. Vimos arriba que T (T∞(X)) ⊆ T∞(X), por lo queresta probar la in
lusión opuesta.Sea D := ker T ∩ Tm(X) es 
laro que
D = ker T ∩ Tm(X) = ker T ∩ T∞(X)ya que, primero T∞(X) ⊆ Tm(X) y por el otro lado Tm(X) ⊆ T i(X) 
on i =

0, . . . ,m ésto, junto 
on la hipótesis nos di
e que
ker T ∩ Tm(X) ⊆ ker T ∩ T k(X) ∀k.4



Consideremos ahora un elemento y ∈ T∞(X). Enton
es y está en elrango de todo iterado de T , por tanto para 
ada k ∈ N existe xk en X talque y = Tm+kxk. Si ha
emos
zk := Tmx1 − Tm+k−1xk ∈ Tm(X) (k ∈ N),y ya que

Tzk := Tm+1x1 − Tm+kxk = y − y = 0
on
luimos que zk está en ker T , en 
onse
uen
ia, zk está en D, en parti
ular,
z ∈ Tm+k−1(X), esto impli
a que

Tmx1 = zk + Tm+k−1xk ∈ Tm+k−1(X) ∀k ∈ NDe esta forma, Tmx1 pertene
e al hiper-rango, T∞(X), de T . Finalmente,
omo:
T (Tmx1) = Tm+1x1 = y,
on
luimos que y está en T (T∞(X)), y por tanto, T∞(X) ⊆ T (T∞(X)), loque 
ompleta la prueba.

�Otras 
ondi
iones su�
ientes para la igualdad del 
ore-algebrai
o y delhiper-rango son:(i) dim ker T < ∞,(ii) codim T (X) < ∞ ó(iii) ker T ⊆ T n(X) para todo n ∈ N,ver el libro de P. Aiena [1, Teorema 1.10℄ .1.2. Operadores semi-regulares sobre espa
ios deBana
hLos 
on
eptos de la se

ión anterior, se estable
ieron en un 
ontexto pura-mente algebrai
o de operadores lineales a
tuando sobre espa
ios ve
toriales.El 
on
epto de operador semi-regular, na
e de manera natural 
uando se
onsideran operadores a
tuando sobre espa
ios de Bana
h. Denotamos por
L(X) el espa
io de los operadores a
otados de�nidos sobre un espa
io deBana
h X.De�ni
ión 1.2.1 (semi-regular) Dado un espa
io de Bana
h X, un ope-rador a
otado T en L(X) se di
e semi-regular, si tiene rango 
errado y ve-ri�
a una de las 
ondi
iones del Teorema 1.1.2.5



Entre los ejemplos triviales de operadores semi-regulares tenemos los ope-radores sobreye
tivos y los operadores inye
tivos que tienen rango 
errado.Otros ejemplos los en
ontraremos entre los operadores de semi-Fredholm.Un operador semi-regular tiene rango 
errado, de tal manera que resultainteresante determinar 
ondi
iones que 
ara
teri
en la 
ondi
ión de 
erradurade T (X). Para un operador a
otado T : X → Y 
on X,Y espa
ios de Bana
h,la 
ondi
ión de tener T el rango 
errado puede ser 
ara
terizado por mediode la siguiente 
antidad aso
iada 
on el operador T .De�ni
ión 1.2.2 (módulo minimal) Si T ∈ L(X,Y ), donde X y Y sonespa
ios de Bana
h, el módulo minimal redu
ido del operador T se de�ne
omo:
γ(T ) := ı́nf

x 6∈ker T

‖Tx‖

dist(x, ker T )Si T = 0, ha
emos γ(T ) = ∞.Se puede probar que para todo T ∈ L(X,Y ), γ(T ) = γ(T ∗) donde
T ∗ : Y ∗ → X∗ es el operador dual de T , ver el libro de Kato [35℄.Teorema 1.2.1 Sean X, Y espa
ios de Bana
h y T : X → Y un operadora
otado, T ∈ L(X,Y ). Enton
es:(i) γ(T ) > 0 si y sólo si T (X) es 
errado;(ii) T (X) es 
errado, si y sólo si T ∗(Y ∗) es 
errado.Prueba: (i) Sean X̃ := X/ ker T y T̃ : X̃ → Y la inye

ión 
ontinua
orrespondiente a T de�nida por:

T̃ x̃ := Tx para 
ada x ∈ x̃.Claramente, T̃ (X̃) = T (X). Del Teorema de la Apli
a
ión Abierta sesigue que T̃ (X̃) es 
errado si y sólo si T̃ admite una inversa 
ontinua, equi-valentemente, existe una 
onstante δ > 0 tal que ∥∥∥T̃ x̃
∥∥∥ ≥ δ ‖x̃‖ para 
ada

x ∈ X. De la igualdad
γ(T ) = ı́nf

x̃6=0̃

∥∥∥T̃ x̃
∥∥∥

‖x̃‖
on
luimos que T̃ (X̃) es 
errado si y sólo si γ(T ) > 0.(ii) Es obvia a partir de la igualdad γ(T ) = γ(T ∗).
�Una parte de suma importan
ia del espe
tro de un operador, se de�ne a
ontinua
ión: 6



De�ni
ión 1.2.3 (resolvente y espe
tro semi-regular) Dado X un es-pa
io de Bana
h, el resolvente semi-regular de un operador T ∈ L(X) sede�ne por:
ρse(T ) := {λ ∈ C : λI − T es semi-regular}.El espe
tro semi-regular también 
ono
ido 
omo el espe
tro de Kato, de

T se de�ne 
omo
σse := C \ ρse(T ).Es 
laro que

σse(T ) ⊆ σ(T ) y ρ(T ) ⊆ ρse(T ).De�ni
ión 1.2.4 (a
otado por abajo �bounded below�)Un operador T ∈ L(X) se di
e que es a
otado por abajo si es inye
tivo ytiene rango 
errado.De�ni
ión 1.2.5 (Espe
tro aproximado puntual)Se de�ne el espe
tro aproximado puntual 
omo el 
onjunto de los valores λen C tales que λI − T no es a
otado por abajo.Lema 1.2.2 Sean X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X). T es a
otado porabajo si y sólo si existe una 
onstante K > 0 tal que
K ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ para todo x ∈ X. (1.1)Prueba: Si K ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ para algún K > 0 y todo x ∈ X, enton
es

x ∈ ker T impli
a que x = 0, por lo tanto, T es inye
tiva. Por otra parte, si
(xn) es una su
esión en X tal que Txn 
onverge a y ∈ X, esto impli
a, porla hipótesis, que (xn) es de Cau
hy por lo que 
onverge a algún x ∈ X. Yaque T es 
ontinuo, Tx = y y así T (X) es 
errado.Re
ípro
amente, si T es inye
tiva y T (X) es 
errado enton
es, del teore-ma de la apli
a
ión abierta, se sigue fá
ilmente que existe un K > 0 para el
ual la desigualdad (1.1) se 
umple.

�Es 
laro que si T es a
otado por abajo, es semi-regular.
7



1.3. Core analíti
o de un operadorEl siguiente subespa
io ha sido introdu
ido por Vrbová [53℄ y es, en un
ierto sentido, la 
ontraparte analíti
a del 
ore algebrai
o C(T ), (De�ni
ión1.1.3).De�ni
ión 1.3.1 (
ore analíti
o) Sea X un espa
io de Bana
h y T unoperador en L(X). El 
ore analíti
o de T es el 
onjunto K(T ) de todos lospuntos x en X para los 
uales existe una su
esión (un)n≥1 en X y una
onstante δ > 0 tales que:(1) x = u0, y Tun+1 = un para 
ada n ≥ 0;(2) ‖un‖ ≤ δn ‖x‖ para 
ada n ≥ 0.En el siguiente resultado se muestran algunas propiedades elementalesde K(T ), ver Teorema 1.21 del libro de P. Aiena [1℄ .Teorema 1.3.1 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es:(i) K(T ) es un subespa
io lineal de X;(ii) T (K(T )) = K(T );(iii) K(T ) ⊆ C(T ).
�En general, ni K(T ) ni C(T ) son subespa
ios 
errados; pero si C(T ) es
errado, enton
es los dos subespa
ios 
oin
iden, ver Teorema 1.22 del librode P. Aiena [1℄ .Teorema 1.3.2 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X).(i) Si F es un subespa
io 
errado de X tal que T (F ) = F , enton
es

F ⊆ K(T ).(ii) Si C(T ) es 
errado, enton
es C(T ) = K(T ).
�Teorema 1.3.3 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X) un operadorsemi-regular. Enton
es C(T ) es 
errado y se tiene que

K(T ) = C(T ) = T∞(X).

8



Prueba: La semi-regularidad de T impli
a, por de�ni
ión, que
ker T ⊆ T n(X) para todo n ∈ N. Por la observa
ión he
ha después del Lema1.1.4, tenemos que T∞(X) = C(T ), en 
onse
uen
ia, T∞(X) es un subes-pa
io T -invariante. Por otra parte, siendo T semi-regular, T n también lo espor lo que T n(X) es 
errado para todo n ∈ N y así T∞(X) es 
errado, porla parte (ii) del Teorema 1.3.2, C(T ) = K(T ).

�De�ni
ión 1.3.2 (nilpotente) Un operador T de�nido sobre un espa
iolineal X, se di
e que es nilpotente si existe algún entero positivo n tal que
T n = 0.De�ni
ión 1.3.3 (quasi-nilpotente) Un operador T de�nido sobre un es-pa
io de Bana
h X se di
e quasi-nilpotente si para todo x ∈ X se 
umple:

ĺım
n→∞

‖T nx‖1/n = 0.De�ni
ión 1.3.4 (GKD) Sean X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X) unoperador a
otado de�nido sobre X. Se di
e que T admite una Des
omposi
iónGeneralizada de Kato (GKD) si existe un par de subespa
ios 
errados T -invariantes (M,N) tales que:(i) X = M ⊕ N ,(ii) la restri

ión T |M es semi-regular, y(iii) la restri

ión T |N es quasi-nilpotente.Es obvio que todo operador semi-regular admite una GKD, a saber, M =
X y N = {0}, al igual que todo operador quasi-nilpotente 
on M = {0} y
N = X.De�ni
ión 1.3.5 (operador de tipo Kato de orden d) Sean X un es-pa
io de Bana
h y T ∈ L(X) un operador a
otado de�nido sobre X. Se di
eque T es de tipo Kato de orden d, o simplemente, de tipo Kato, si T admiteuna GKD (M,N) tal que T |N es nilpotente 
on (T |N)d = 0.De�ni
ión 1.3.6 (esen
ialmente semi-regular) Sean X un espa
io deBana
h y T ∈ L(X) un operador a
otado de�nido sobre X. Se di
e que T esesen
ialmente semi-regular si T admite una GKD (M,N) tal que N es dedimensión �nita. 9



Se debe resaltar que si T es esen
ialmente semi-regular, T es de tipo Katoya que T |N es quasi-nilpotente y N es de dimensión �nita, lo que impli
aque T |N es nilpotente.Así tenemos las siguientes impli
a
iones:
T es semi-regular ⇒ T es esen
ialmente semi-regular

⇒ T es de tipo Kato
⇒ T admite una GKD .Se sabe que si T admite una GKD (M,N), enton
es (N⊥,M⊥) es unaGKD para T ∗, más aún, si T es de tipo Kato, T ∗ también lo es, ver libro deP. Aiena [1, Teorema 1.43℄ .De�ni
ión 1.3.7 (parte quasi-nilpotente) Sea X un espa
io de Bana
hy T en L(X). La parte quasi-nilpotente de T se de�ne 
omo el 
onjunto

H0(T ) := {x ∈ X : ĺım
n→∞

‖T nx‖1/n = 0}.De�ni
ión 1.3.8 (radio espe
tral) Sea X un espa
io de Bana
h y T en
L(X). El radio espe
tral de T , r(T ), se de�ne 
omo

r(T ) := máx{|λ| : λ ∈ σ(T )}.Es 
ono
ido que
r(T ) = ı́nf

n∈N
‖T n‖1/n = ĺım

n→∞
‖T n‖1/n .1.4. Operadores semi-FredholmAhora introdu
imos una importante 
lase de operadores de la teoría deFredholm.De�ni
ión 1.4.1 (nulidad, de�
ien
ia) Sean X, Y espa
ios de Bana
hy T : X → Y un operador a
otado. De�nimos

α(T ) := dim ker T la nulidad de T,

β(T ) := codim T (X) la de�
ien
ia de T.

10



De�ni
ión 1.4.2 (semi-Fredholm) Dados dos espa
ios de Bana
h X, Y ,se de�ne:(i) El 
onjunto de operadores semi-Fredholm superior 
omo el 
onjunto
Φ+(X,Y ) := {T ∈ L(X,Y ) : α(T ) < ∞ y T (X) 
errado }.(ii) El 
onjunto de los operadores semi-Fredholm inferior 
omo el 
onjunto

Φ−(X,Y ) := {T ∈ L(X,Y ) : β(T ) < ∞}.(iii) El 
onjunto de los operadores semi-Fredholm 
omo el 
onjunto
Φ±(X,Y ) := Φ+(X,Y ) ∪ Φ−(X,Y ).(iv) La 
lase Φ(X,Y ) de los operadores de Fredholm 
omo
Φ(X,Y ) := Φ+(X,Y ) ∩ Φ−(X,Y ).Si X = Y , Φ+(X) := Φ+(X,X) y Φ−(X) := Φ−(X,X), así mismo,

Φ(X) := Φ(X,X) y Φ±(X) := Φ±(X,X).Los operadores semi-Fredholm superior e inferior son duales entre si:
T ∈ Φ+(X,Y ) ⇐⇒ T ∗ ∈ Φ−(Y ∗,X∗),y
T ∈ Φ−(X,Y ) ⇐⇒ T ∗ ∈ Φ+(Y ∗,X∗).Más aún, tenemos la siguiente rela
ión:
α(T ) = β(T ∗) y β(T ) := α(T ∗).Las de�ni
iones anteriores de los operadores semi-Fredholm dan lugarpara la de�ni
ión de los siguientes espe
tros.De�ni
ión 1.4.3 (espe
tros semi-Fredholm) Sea T un operador en L(X),
on X un espa
io de Bana
h.(i) Espe
tro semi-Fredholm superior

σuf (T ) := {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ+(X)}.(ii) Espe
tro semi-Fredholm inferior
σlf (T ) := {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ−(X)}.(iii) Espe
tro semi-Fredholm
σsf (T ) := {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ±(X)}.(iv) Espe
tro de Fredholm
σf (T ) := {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ(X)}.11



Es 
laro que
σsf (T ) = σuf (T ) ∩ σlf (T ) y σf (T ) = σuf (T ) ∪ σlf (T ).También por la dualidad observada anteriormente,

σuf (T ) = σlf (T ∗) y σlf (T ) = σuf (T ∗).1.5. La propiedad de la extensión univaluada (SVEP)La importan
ia bási
a de la propiedad de la extensión univaluada o SingleValued Extension Property (SVEP), surge en 
onexión 
on 
iertas no
ionesbási
as de la teoría lo
al espe
tral. Se dará una primera motiva
ión antes depresentar las de�ni
iones.Es bien 
ono
ido que la fun
ión resolvente, R(λ, T ) := (λI −T )−1, de unoperador a
otado T de�nido sobre un espa
io de Bana
h X, es una fun
iónanalíti
a de�nida sobre el 
onjunto resolvente ρ(T ), tomando valores en elespa
io de operadores de�nidos sobre X, R(λ, T ) : ρ(T ) → L(X).De�namos fx : ρ(T ) → X por
fx(λ) := R(λ, T )x para 
ualquier x ∈ X;

fx es una fun
ión analíti
a a valores ve
toriales, que satisfa
e la siguientee
ua
ión:
(λI − T )fx(λ) = x para todo λ ∈ ρ(T ). (1.2)Es posible en
ontrar solu
iones analíti
as de (1.2) para algunos (y eno
asiones todos los) valores λ pertene
ientes al espe
tro de T , ver el libro deP. Aiena [1℄ .De�ni
ión 1.5.1 (SVEP) Sea X un espa
io de Bana
h 
omplejo y T unoperador en L(X). Se di
e que el operador T posee la propiedad de la exten-sión univaluada (SVEP) en λ0 ∈ C si, para 
ada dis
o abierto D 
entrado en

λ0, la úni
a fun
ión analíti
a f : D → X que satisfa
e la e
ua
ión
(λI − T )f(λ) = 0es la fun
ión 
onstante nula f ≡ 0.De
imos que el operador T tiene la SVEP si T tiene la SVEP en todo

λ ∈ C. 12



Un operador que no tenga la propiedad de la extensión univaluada, en-
ierra en su espe
tro una patología que no permite la 
onstru

ión de unateoría espe
tral satisfa
toria. Por esta razón, es ne
esario determinar las 
on-di
iones ne
esarias y su�
ientes para asegurar que un operador satisfaga estapropiedad.El he
ho de que T tenga la propiedad SVEP en λ0, asegura que si x ∈
X, existe un dis
o abierto D 
entrado en λ0 y una úni
a fun
ión analíti
a
f : D → X que satisfa
e la e
ua
ión: (λI − T )f(λ) = x para todo λ ∈ D.De�ni
ión 1.5.2 (espe
tro puntual) Sea X una espa
io de Bana
h y Tun operador en L(X). El espe
tro puntual de T es el 
onjunto:

σp(T ) := {λ ∈ C : λ es un autovalor de T}Es fá
il ver la siguiente impli
a
ión:
σp(T ) no se a
umula en λ0 ⇒ T tiene la SVEP en λ0.De he
ho, si λ0 no es un punto de a
umula
ión de σp(T ), existe una ve
indad

U de λ0 tal que λI − T es inye
tiva para todo λ ∈ U , λ 6= λ0.Sea f : V → X una fun
ión analíti
a de�nida en otra ve
indad V de
λ0, para la 
ual la e
ua
ión (λI − T )f(λ) = 0 se satisfa
e para todo λ ∈
V. Obviamente, podemos asumir que V ⊆ U . Enton
es, f(λ) pertene
e a
ker(λI − T ) = {0} para todo λ ∈ V, λ 6= λ0, así, f(λ) = 0 para todo λ ∈ V,
λ 6= λ0. Por la 
ontinuidad de f en λ0, 
on
luimos que f(λ0) = 0. Luego,
f ≡ 0 en V y en 
onse
uen
ia, T tiene la SVEP en λ0.Notemos que si λ es un autovalor de T , es de
ir si λ ∈ σp(T ), enton
es
ker(λI − T ) 6= {0}, por tanto, (λI − T ) no es inye
tivo y, en 
onse
uen
ia,
λ ∈ σap(T ), ver De�ni
ión 1.2.5, y así se tiene que σp(T ) ⊆ σap(T ). Luego
on
luimos también que

σap(T ) no se a
umula en λ0 ⇒ T tiene la SVEP en λ0.De�ni
ión 1.5.3 (Proye

ión espe
tral) Si σ es un 
onjunto espe
tral(posiblemente va
ío), Γσ una 
urva 
errada simple que rodea a σ y Rλ =
(λI − T )−1 es el resolvente de T ∈ L(X), enton
es

Pσ :=
1

2πi

∫

Γσ

Rλdλes una proye

ión 
ontinua denominada proye

ión espe
tral o proye

ión deRiesz aso
iada 
on σ. 13



Capítulo 2La SVEP y la teoría deFredholmEn este 
apítulo veremos algunas 
ondi
iones rela
ionadas 
on la �nitudde algunas 
antidades aso
iadas a un operador lineal T . Esas 
antidades,de�nidas en la primera se

ión, tales 
omo el as
ent y el des
ent de un ope-rador, así 
omo la nulidad y la de�
ien
ia (
uya diferen
ia de�ne el índi
e deun operador), permiten estable
er 
ondi
iones su�
ientes y en 
iertos 
asosne
esarias para que un operador tenga la propiedad SVEP (De�ni
ión 1.5.1).Todos estos 
on
eptos son la piedra funda
ional en la 
onstru

ión de una delas ramas más importantes de la teoría espe
tral: la teoría de los operadoresde Fredholm.También en este 
apítulo veremos, para los operadores semi-Fredholm,o más generalmente, para los operadores de tipo Kato, un 
onjunto de 
on-di
iones equivalentes a la SVEP en un punto tanto para un operador T(Teorema 2.2.2), 
omo para el operador dual T ∗ (Teorema 2.2.3).El he
ho de que un operador tenga la propiedad SVEP tiene importan-tes impli
a
iones y 
onstituye una ex
elente herramienta en el estudio dela teoría espe
tral, por un lado simpli�
a en buena medida algunos de losresultados obtenidos por otras vías aportando mayor 
laridad en desarrolloteóri
o, por otro lado, la SVEP se erige 
omo una propiedad estru
tural ouni�
adora de toda la teoría.De he
ho, mu
hos resultados 
lási
os de la teoría de Fredholm puedenser expli
ados en términos de la SVEP; por ejemplo, en el próximo 
apítulo,se expondrá una 
lasi�
a
ión de las 
omponentes 
onexas Ω del resolventede semi-Fredholm ρsf (T ) := C \ σsf (T ), o más generalmente, el resolventede tipo Kato ρkt(T ), obtenida 
omo una 
onse
uen
ia de veri�
ar la SVEP14



en un punto λ0 ∈ Ω, impli
ando la SVEP en todo punto de la 
omponente
Ω.2.1. El as
ent, el des
ent y la SVEPRe
ordemos que el hiper-nú
leo se de�ne 
omo N∞(T ) :=

⋃
n∈N ker T ny el hiper-rango 
omo T∞(X) :=

⋂
n∈N T n(X).De�ni
ión 2.1.1 (as
ent) Dado un operador T de�nido sobre un espa
iove
torial X, se di
e que T tiene as
ent �nito si N∞(T ) = ker T k para algúnentero positivo k. Claramente, en tal 
aso, existe el entero positivo mas pe-queño p = p(T ) tal que ker T p = ker T p+1. El entero positivo es llamado elas
ent de T . Si no existiera tal entero 
olo
amos p(T ) = ∞.Análogamente,De�ni
ión 2.1.2 (des
ent) Dado un operador T de�nido sobre un espa-
io ve
torial X, se di
e que T tiene des
ent �nito si T∞(X) = T k(X) paraalgún entero positivo k. El entero positivo más pequeño q = q(T ), tal que

T q+1(X) = T q(X) es llamado el des
ent de T . Si no existe tal entero, pone-mos q(T ) := ∞.Nótese que p(T ) = 0 si y sólo si T es inye
tiva y q(T ) = 0 si y sólosi T es sobreye
tiva. La 
lási
a teoría de Riesz-S
hauder asegura que, para
ualquier operador 
ompa
to T de�nido sobre un espa
io de Bana
h X, setiene que p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞ para 
ualquier λ distinto de 
ero, ver[32, Capítulo VI℄.Teorema 2.1.1 Si tanto p(T ) 
omo q(T ) son �nitos, enton
es p(T ) = q(T ).Ver [32, Proposi
ión 38.3℄Denotemos por ∆(X) el 
onjunto de todos los operadores lineales de�ni-dos sobre el espa
io X, para los 
uales tanto la nulidad α(T )(= dim ker(T ))
omo la de�
ien
ia β(T )(= codim T (X)) son �nitos. Re
ordemos que paratodo T ∈ ∆(X), el índi
e de T , de�nido por
indT := α(T ) − β(T )satisfa
e el Teorema del índi
e:

ind(TS) = indT + ind S para todo T, S ∈ ∆(X),ver el libro de Heuser [32, Teorema 23.1℄.El siguiente teorema estable
e las rela
iones bási
as entre las 
antidades
α(T ), β(T ), p(T ) y q(T ). 15



Teorema 2.1.2 Si T es un operador lineal de�nido sobre un espa
io ve
to-rial X. Enton
es valen las siguientes propiedades:(i) si p(T ) < ∞, enton
es α(T ) ≤ β(T );(ii) si q(T ) < ∞, enton
es β(T ) ≤ α(T );(iii) si p(T ) = q(T ) < ∞, enton
es α(T ) = β(T ) (posiblemente in�nitos);(iv) si α(T ) = β(T ) < ∞ y si p(T ) o q(T ) es �nito, enton
es
p(T ) = q(T ).Ver el libro de Heuser [32℄ 38.5 y 38.6.La �nitud de p(T ) o q(T ) tiene algunas 
onse
uen
ias notables sobre
T |T∞(X), la restri

ión de T sobre T∞(X). Por ejemplo, en esa situa
ión, setiene que T |T∞(X) es sobreye
tiva, en 
onse
uen
ia, T∞(X) es T -invariantey así, 
oin
ide 
on el 
ore analíti
o C(T ), ver el libro de P. Aiena [1, Teorema3.5℄ .La �nitud del as
ent y del des
ent de un operador lineal T está rela
io-nado 
on 
ierta des
omposi
ión de X.Teorema 2.1.3 Suponga que T es un operador lineal de�nido sobre el espa-
io ve
torial X. Si p = p(T ) = q(T ) < ∞ enton
es tenemos la des
omposi-
ión

X = T p(X) ⊕ ker T p.Re
ípro
amente, si para un número natural m tenemos la des
omposi
ión
X = Tm(X) ⊕ ker Tm, enton
es, p = p(T ) = q(T ) ≤ m. En este 
aso,
T |T p(X) es biye
tiva.Para la prueba, ver el libro de P. Aiena [1, Teorema 3.6℄ .Nota 2.1.4. Las siguientes proposi
iones estable
en algunas otras rela-
iones bási
as entre el as
ent y el des
ent de un operador a
otado T ∈ L(X)de�nido sobre un espa
io de Bana
h X, en el 
aso de operadores de semi-Fredholm, ver De�ni
ión 1.4.2.(a) Si T ∈ Φ±(X), enton
es la 
adena de longitudes de T y su dual T ∗están rela
ionadas por las igualdades p(T ∗) = q(T ) y p(T ) = q(T ∗). Esto sepuede ver fá
ilmente porque si T ∈ Φ±(X) enton
es, T n ∈ Φ±(X), y así elrango de T n es 
errado para todo n. Análogamente, también T ∗n tiene rango
errado y de esta forma para todo n ∈ N,

ker T n∗ = T n(X)⊥, ker T n = ⊥(T n)∗(X∗) = ⊥(T ∗)n(X∗)Obviamente estas igualdades impli
an que p(T ∗) = q(T ) y que p(T ) = q(T ∗).Note que, en el 
aso de un espa
io de Hilbert, estas igualdades se tienen parael operador adjunto T ∗. 16



(b) La longitud de las 
adenas de (λI−T ) están íntimamente rela
ionadas
on los polos del resolvente R(λ, T ). En efe
to,
λ0 ∈ σ(T ) es un polo de R(λ, T ) ⇔ 0 < p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) < ∞.Más aún, si p := p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) enton
es, p es el orden del polo,
ada polo λ0 ∈ σ(T ) es un autovalor de T y si P0 es la proye

ión espe
tralaso
iada 
on {λ0} (ver De�ni
ión 1.5.3), enton
es

P0(X) = ker(λ0I − T )p, ker P0 = (λ0I − T )p(X),ver Heuser [32, Proposi
ión 50.2℄.(
) Si λ0 ∈ σ(T ) enton
es, λ0I − T es un operador de Fredholm quetiene tanto as
ent 
omo des
ent �nito si, y sólo si, λ0 es un punto aisladodel espe
tro de T y la 
orrespondiente proye

ión espe
tral P0 (De�ni
ión1.5.3) es �nito-dimensional, ver Heuser [32, Proposi
ión 50.3℄.���El siguiente teorema estable
e una primera rela
ión entre el as
ent y eldes
ent de λ0I − T y la SVEP en λ0 ∈ C, ver De�ni
ión 1.5.1.Teorema 2.1.5 Para un operador a
otado T de�nido sobre un espa
io deBana
h y λ0 ∈ C, las siguientes impli
a
iones se tienen:
p(λ0I − T ) < ∞ ⇒ N∞(λ0I − T ) ∩ (λ0I − T )∞(X) = {0}

⇒ T tiene la SVEP en λ0y
q(λ0I − T ) < ∞ ⇒ X = N∞(λ0I − T ) + (λ0I − T )∞(X)

⇒ T ∗ tiene la SVEP en λ0.Prueba: No hay pérdida de generalidad si suponemos que λ0 = 0.Asumimos que p := p(T ) < ∞. Enton
es, N∞(T ) = ker(T p), y de laProposi
ión 38.1 del libro de Heuser [32℄ obtenemos que:
N∞(T ) ∩ T∞(X) ⊆ ker T p ∩ T p(X) = {0}.Del Teorema 2.22 del libro de Aiena [1℄ 
on
luimos que T tiene la SVEPen 0. 17



Para probar la segunda 
adena de impli
a
iones, suponga que
q := q(T ) < ∞. Enton
es T∞(X) = T q(X) y

N∞(T ) + T∞(X) = N∞(T ) + T q(X) ⊇ ker T q + T q(X). (2.1)Ahora, la 
ondi
ión q = q(T ) < ∞ produ
e que T 2q(X) = T q(X), asípara todo elemento x ∈ X existe y ∈ T q(X) tal que T qy = T qx. Obviamente,
x − y ∈ ker T q, y de esta forma, X = ker T q + T q(X). De la in
lusión 2.1
on
luimos que X = N∞(T ) + T∞(X), y así por Corolario 2.34 de [1℄, T ∗tiene la SVEP en 0.

�El teorema anterior indi
a que las dos no
iones del as
ent y el des
ent sonmuy útiles para estable
er la SVEP para una importante 
lase de operadores.Es bien 
ono
ido que si T es un operador normal de�nido sobre un espa
iode Hilbert H, enton
es,
H = ker(λI − T ) ⊕ (λI − T )(H) para todo λ ∈ C(ver Heuser, [32, Proposi
ión 70.3℄), así por la Proposi
ión 38.1 del libro deHeuser [32℄ tenemos que, para esos operadores,

p(λI − T ) ≤ 1 para todo λ ∈ C (2.2)Conse
uentemente, todo operador normal de�nido sobre un espa
io deHilbert tiene la SVEP. Posteriormente veremos que la 
ondi
ión (2.2) essatisfe
ha por todo multipli
ador de un álgebra semi-prima.El siguiente ejemplo muestra que la 
ondi
ión (2.2) es satisfe
ha poruna 
lase de operadores estri
tamente más grande que la 
lase de todos losoperadores normales.Ejemplo 2.1.6: Un operador a
otado T de�nido sobre un espa
io deBana
h X se di
e paranormal si
‖Tx‖2 ≤

∥∥T 2x
∥∥ ‖x‖ para todo x ∈ X.Es fá
il ver que todo operador paranormal es normaloide en el sentidoque r(T ) = ‖T‖, donde r(T ) es el radio espe
tral de T , o, equivalentemente,

‖T n‖ = ‖T‖n para todo n ∈ N. Obviamente, si T es paranormal, enton
es,la restri

ión de T a todo subespa
io 
errado T -invariante es también pa-ranormal, así T es espe
tralmente normaloide en el sentido de Heuser, [32,�54℄. 18



Un operador T de�nido sobre un espa
io de Bana
h X se di
e totalmenteparanormal si λI − T es paranormal para todo λ ∈ C. Ejemplos de operado-res totalmente paranormales son todos los operadores T de�nidos sobre unespa
io de Hilbert H que son hiponormales. Re
ordemos que T ∈ L(H) sedi
e hiponormal si
‖T ∗x‖ ≤ ‖Tx‖ para todo x ∈ H.Ahora, si T es hiponormal, enton
es,

‖Tx‖2 = 〈T ∗Tx, x〉 ≤ ‖T ∗Tx‖ ‖x‖ ≤
∥∥T 2x

∥∥ ‖x‖ para todo λ ∈ Casí T es paranormal. Claramente T es totalmente paranormal, ya que todooperador T es hiponormal si y sólo si λI−T es hiponormal para todo λ ∈ C.Es inmediato de la de�ni
ión que todo operador totalmente paranormaltiene as
ent p(λI − T ) ≤ 1 para todo λ ∈ C, así que esos operadores tienenla SVEP. La SVEP de un operador totalmente paranormal es también 
on-se
uen
ia del Teorema 2.31 del libro de P. Aiena [1℄ y del Teorema 2.2.2 másabajo, una vez notado que para esos operadores tenemos:
H0(λI − T ) = ker(λI − T ) para todo λ ∈ CPara probar esto, observe que si T es totalmente paranormal, enton
es paratodo x ∈ X y λ ∈ C tenemos

‖(λI − T )nx‖1/n ≥ ‖(λI − T )x‖ para todo n ∈ NSi x ∈ H0(λI − T ) (ver De�ni
ión 1.3.7) enton
es, ‖(λI − T )nx‖1/n → 0
uando n → ∞, y 
onse
uentemente, (λI − T )x = 0, así H0(λI − T ) ⊆
ker(λI − T ). Ya que la in
lusión re
ípro
a es siempre 
ierta para todo ope-rador, se sigue que H0(λI − T ) = ker(λI − T ).

�Como observamos en el Teorema 2.1.5 y el Teorema 2.31 del libro de P.Aiena [1, Capítulo 2℄ , 
ada una de las dos 
ondi
iones: p(λ0I − T ) < ∞ o
H0(λ0I−T ) 
errado, impli
a la SVEP en λ0. En general, esas dos 
ondi
ionesno están rela
ionadas. En efe
to, el operador T de�nido en el Ejemplo 2.32de libro de P. Aiena [1, Capítulo 2℄ , tiene su parte quasi-nilpotente H0(T )no 
errada mientras que, siendo T inye
tiva, p(T ) = 0.En el siguiente ejemplo en
ontramos un operador T que tiene parte quasi-nilpotente 
errada pero as
ent p(T ) = ∞.19



Ejemplo 2.1.7: Sea T : ℓ2(N) → ℓ2(N) de�nido por
Tx :=

(x2

2
, . . . ,

xn

n
, . . .

) , donde x = (xn) ∈ ℓ2(N).Se ve fá
ilmente que
∥∥∥T k

∥∥∥ =
1

(k + 1)!
para todo k = 0, 1, . . .de esto se sigue que el operador T es quasi-nilpotente y de esta manera,

H0(T ) = ℓ2(N) por el Teorema 1.68 del libro de P. Aiena [1, Capítulo 1℄ .Obviamente p(T ) = ∞.Note, que el operador T de arriba muestra que la impli
a
ión re
ípro
ade
p(λ0I − T ) < ∞ ⇒ T tiene la SVEP en λ0,estable
ida en el Teorema 2.1.5, generalmente no es 
ierta. De he
ho, T tienela SVEP en 0 ya que T es quasi-nilpotente, y p(T ) = ∞.

�2.2. La SVEP para operadores de tipo KatoEn esta se

ión 
ara
terizaremos la SVEP en el punto λ0 ∈ C en el 
asode operadores de tipo Kato.Re
ordemos que si λ0I−T es de tipo Kato (ver De�ni
ión 1.3.5) enton
estambién λ0I
∗ − T ∗ es de tipo Kato. Más pre
isamente, si el par (M,N) esuna GKD para λ0I − T , el par (N⊥,M⊥) es una GKD para λ0I

∗ − T ∗ 
on
(λ0I

∗ − T ∗)|N⊥ semi-regular y (λ0I
∗ − T ∗)|M⊥ nilpotente.Lema 2.2.1 Suponga que λ0I−T tiene una GKD (M,N), enton
es, (λ0I−

T )|M es sobreye
tiva si y sólo si (λ0I
∗ − T ∗)|N⊥ es inye
tiva.Prueba: Asumimos que λ0 = 0. Suponga primero que T (M) = M y
onsidere un elemento arbitrario x∗ ∈ ker T ∗|N⊥ = ker T ∗ ∩ N⊥. Para todo

m ∈ M , enton
es, existe m′ ∈ M tal que Tm′ = m. Enton
es tenemos
x∗(m) = x∗(Tm′) = (T ∗x∗)(m′) = 0y de esta forma, x∗ ∈ M⊥ ∩ N⊥ = {0}.Re
ípro
amente, suponga que T |M no es sobreye
tiva, es de
ir, T (M) (

M . Por hipótesis, T (M) es 
errado, ya que T |M es semi-regular, y así vía el20



teorema de Hahn-Bana
h, existe z∗ ∈ X∗ tal que z∗ ∈ T (M)⊥ y z∗ 6∈ M⊥.Ahora, de la des
omposi
ión X∗ = N⊥ ⊕ M⊥ tenemos z∗ = n∗ + m∗ paraalgún n∗ ∈ N⊥ y m∗ ∈ M⊥. Para 
ada m ∈ M obtenemos
T ∗n∗(m) = n∗(Tm) = z∗(Tm) − m∗(Tm) = 0.Así, T ∗n∗ ∈ N⊥ ∩ M⊥ = {0}, de esta forma, 0 6= n∗ ∈ ker T ∗ ∩ N⊥

�El primer resultado muestra que la SVEP en λ0 de un operador a
otado,que admite una GKD (M,N), depende esen
ialmente del 
omportamientode λ0I − T sobre el primer subespa
io M .Teorema 2.2.2 Supóngase que λ0I −T ∈ L(X) admite una GKD (M,N).Enton
es, las siguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) T tiene la SVEP en λ0;(ii) T |M tiene la SVEP en λ0;(iii) (λ0I − T )|M es inye
tiva;(iv) H0(λ0I − T ) = N ;(v) H0(λ0I − T ) es 
errado;(vi) H0(λ0I − T ) ∩ K(λ0I − T ) = {0};(vii)H0(λ0I − T ) ∩ K(λ0I − T ) es 
errado.En parti
ular, si λ0I−T es semi regular, enton
es las 
ondi
iones (i)-(vii)son equivalentes a la siguiente proposi
ión:(viii) H0(λ0I − T ) = {0}.Prueba:Aquí también 
onsideraremos el 
aso parti
ular en que λ0 = 0.La impli
a
ión (i)⇒ (ii) es 
lara, ya que la SVEP en 0 de T es heredadapor la restri

ión a 
ada subespa
io 
errado invariante.(ii)⇒ (iii) T |M es semi-regular, así por el Teorema 2.49 (libro de P. Aiena[1℄ ) T |M tiene la SVEP en 0 si y sólo si T |M es inye
tiva.(iii)⇒ (iv) Si T |M es inye
tiva, del Teorema 1.70 [1℄ la semi-regularidadde T |M impli
a que H0(T |M) = N∞(T |M) = {0}, y así
H0(T ) = H0(T |M) ⊕ H0(T |N) = {0} ⊕ N = N.Las impli
a
iones (iv)⇒(v) y (vi)⇒(vii) son obvias, mientras que lasimpli
a
iones (v)⇒(vi) y (vii)⇒(i) han sido probadas en el Teorema 2.31 dellibro de P. Aiena [1℄ . 21



La última a�rma
ión es 
laro ya que el par M := X y N := {0} es una
GKD para 
ada operador semi-regular.

�El siguiente resultado muestra que si el operador λ0I − T admite unades
omposi
ión generalizada de Kato, enton
es todas las impli
a
iones delTeorema 2.33 del libro de P. Aiena [1℄ son realmente equivalen
ias.Teorema 2.2.3 Suponga que λ0I−T ∈ L(X) admite una GKD (M,N). Lassiguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) T ∗ tiene la SVEP en λ0;(ii) (λ0I − T )|M es sobreye
tiva;(iii) K(λ0I − T ) = M ;(iv) X = H0(λ0I − T ) + K(λ0I − T );(v) H0(λ0I − T ) + K(λ0I − T ) es denso en norma en X.En parti
ular, si λ0I−T es semi-regular, enton
es, las 
ondi
iones (i)-(v)son equivalentes a la siguiente proposi
ión:(vi) K(λ0I − T ) = X.Prueba:También aquí supondremos que λ0 = 0.(i)⇔(ii) Sabemos que el par (N⊥,M⊥) es una GKD para T ∗ y así porTeorema 2.2.2, T ∗ tiene la SVEP en 0 si, y sólo si, T ∗|N⊥ es inye
tiva. Porel lema 2.2.1, T ∗ tiene la SVEP en 0 si, y sólo si, T |M es sobreye
tiva.(ii)⇒(iii) Si T |M es sobreye
tiva, enton
es M = K(T |M) = K(T ) porel Teorema 1.70 [1℄.(iii)⇒(iv) Por hipótesis X = M ⊕ N = K(T ) ⊕ N , y de esta forma,
X = H0(T ) + K(T ), ya que N = H0(T |N) ⊆ H0(T ).La impli
a
ión (iv)⇒(v) es obvia, mientras que (v)⇒(i) ha sido probadaen el Teorema 2.33 del libro de P. Aiena [1℄ .La última a�rma
ión es obvia ya que M := X y N := {0} provee una
GKD para T .

�Ahora 
onsideraremos el 
aso en que λ0I − T es de tipo Kato. En este
aso, por Teorema 1.74 del libro de P. Aiena [1℄ y el teorema anterior, tenemos
T tiene la SVEP en λ0 ⇐⇒ N∞(λ0I − T ) ∩ (λ0I − T )∞(X) = {0}.El siguiente resultado muestra que en este 
aso, a las 
ondi
iones equi-valentes (i)-(vii) del Teorema 2.2.2 podemos añadir la 
ondi
ión

p(λ0I − T ) < ∞. 22



Teorema 2.2.4 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X), suponga que
λ0I − T es de tipo Kato. Enton
es, las 
ondi
iones (i)-(vii) del Teorema2.2.2 son equivalentes a las siguientes a�rma
iones:(viii) p(λ0I − T ) < ∞;(ix) N∞(λ0I − T ) ∩ (λ0I − T )∞(X) = {0}.En este 
aso, si p := p(λ0I − T ), enton
es,

H0(λ0I − T ) = N∞(λ0I − T ) = ker(λ0I − T )p. (2.3)Prueba:Aquí también asumimos que λ0 = 0.Sea (M,N) una GKD para la 
ual T |N es nilpotente. Supongamos que severi�
a una de las proposi
iones equivalentes (i)-(vii) del Teorema 2.2.2, porejemplo la 
ondi
ión H0(T ) = N . También tenemos que ker T n ⊆ N∞(T ) ⊆
H0(T ) para 
ada n ∈ N Por otro lado, de la nilpoten
ia de T |N sabemos queexiste un k ∈ N. para el 
ual(T |N)k = 0. Así, H0(T ) = N ⊆ ker T k y por lotanto, H0(T ) = N∞(T ) = ker T k. Obviamente esto impli
a que p(T ) ≤ k,así las 
ondi
iones equivalentes (i)-(vii) del Teorema 2.2.2 impli
an (vii).La impli
a
ión (viii)⇒(ix) ha sido demostrada en el Teorema 2.1.5. Lasigualdades (2.3) son 
laras porque ker T k = ker T p.

�Teorema 2.2.5 Sea X un espa
io de Bana
h, Y ∈ L(X) y suponga que
λ0I − T es de tipo Kato. Enton
es, las 
ondi
iones (i)-(v) del Teorema 2.2.3son equivalentes a las siguientes 
ondi
iones:(vi) q(λ0I − T ) < ∞;(vii) X = N∞(λ0I − T ) + (λ0I − T )∞(X);(viii) N∞(λ0I − T ) + (λ0I − T )∞(X) es denso en norma en X.En este 
aso, si q := q(λ0I − T ) enton
es,

λ0I − T∞(X) = K(λ0I − T ) = (λ0I − T )q(X).Prueba:Asuma que λ = 0. Ya que T es de tipo Kato, enton
es, K(T ) = T∞(X)por Teorema 1.42 ver libro de P. Aiena [1, Capítulo 1℄ . Suponga que una delas 
ondi
iones equivalentes (i)-(v) del Teorema 2.2.3 se veri�que; en parti-
ular, suponga que K(T ) = M . Enton
es, M = T∞(X) ⊆ T n(X) para todo
n ∈ N.Por otro lado, por la suposi
ión, existe un entero positivo k tal que
(T |N)k = 0, así para todo n ≥ k tenemos

T n(X) ⊆ T k(X) = T k(M) ⊕ T k(N) = T k(M) ⊆ M,23



y así T n(X) = M para todo n ≥ k. Por lo tanto, q(T ) < ∞, así (vi) estáprobada.La impli
a
ión (vii)⇒(viii) es obvia. Finalmente, por Corolario 2.34 dellibro de P. Aiena [1℄ , la 
ondi
ión (viii) impli
a la SVEP en 0 para T ∗, la
ual es la 
ondi
ión (i) del Teorema 2.2.3.La última a�rma
ión es 
lara ya que T q(X) = T k(X).
�En el siguiente resultado 
onsideraremos el 
aso en que λ0I − T esesen
ialmente semi-regular, a saber, N es �nito-dimensional y M es �nito-
odimensional.Teorema 2.2.6 Suponga que λ0I−T ∈ L(X) es esen
ialmente semi-regular.Enton
es, las 
ondi
iones (i)-(vii) del Teorema 2.2.2 y las 
ondi
iones (viii)-(ix) del Teorema 2.2.3 son equivalentes a la siguiente 
ondi
ión:(a) La parte quasi-nilpotente H0(λ0I − T ) es �nito-dimensional.En parti
ular, si T tiene la SVEP en λ0 enton
es, λ0I − T ∈ Φ+(X).De nuevo, las 
ondi
iones (i)-(v) del Teorema 2.2.3 y las 
ondi
iones delTeorema 2.2.5 son equivalentes a la siguiente 
ondi
ión:(b) El 
ore analíti
o K(λ0I − T ) es �nito-
odimensional.En parti
ular, si T ∗ tiene la SVEP en λ0, enton
es, λ0I − T ∈ Φ−(X).Prueba: La 
ondi
ión (iv) del Teorema 2.2.2 impli
a (a) y ésta im-pli
a la 
ondi
ión (v) del Teorema 2.2.2. Análogamente, la 
ondi
ión (iii)del Teorema 2.2.3 impli
a (b); mientras que de (b) se sigue que (λ0I −

T )∞(X) = K(λ0I − T ) es �nito-
odimensional, ver Teorema 1.42 [1℄. Yaque, (λ0I − T )∞(X) ⊆ (λ0I − T )q(X) para todo q ∈ N, 
on
luimos que
q(λ0I − T ) < ∞, la 
ual es la 
ondi
ión (vi) del Teorema 2.2.5.Resta por probar que (a) impli
a que λ0I − T ∈ Φ+(X). Claramente,si H0(λ0I − T ) es �nito-dimensional, el subespa
io ker(λ0I − T ) es �nito-dimensional. Más aún, si (M,N) es una GKD para λ0I − T tal que N es�nito-dimensional, enton
es,

(λ0I − T )(X) = (λ0I − T )(M) + (λ0I − T )(N)es 
errado ya que es la suma del subespa
io 
errado (λ0I − T )(M) y unsubespa
io �nito-dimensional de X. Esto prueba que λ0I − T ∈ Φ+(X).Análogamente, de la in
lusión K(λ0I − T ) ⊆ (λ0I − T )(X) se observaque si K(λ0I − T ) es �nito-
odimensional, enton
es también (λ0I − T )(X)es �nito-
odimensional, así λ0I − T ∈ Φ−(X).
�24



Corolario 2.2.7 Sea X un espa
io de Bana
h, T ∈ L(X) y suponga que
λ0I − T ∈ Φ±(X). Tenemos:(i) Si T tiene la SVEP en λ0, enton
es, ind(λ0I − T ) ≤ 0;(ii) Si T ∗ tiene la SVEP en λ0, enton
es ind(λ0I − T ) ≥ 0.Conse
uentemente, si tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP en λ0, enton
es,
λ0I − T tiene índi
e 0.Prueba: Por el Teorema 2.2.4 si T tiene la SVEP, enton
es p(λ0I −
T ) < ∞, así α(λ0I − T ) ≤ β(λ0I − T ) por la parte (i) del Teorema 2.1.2.Esto prueba la a�rma
ión (i). La a�rma
ión (ii) se sigue similarmente delTeorema 2.2.5 y la parte (ii)del Teorema 2.1.2. La última a�rma
ión es 
lara.

�El siguiente ejemplo muestra que un operador de Fredholm puede teneríndi
e menor que 
ero, si no tiene la SVEP en 0.Ejemplo 2.2.8: Denotemos por R y L el operador shift dere
ho eizquierdo respe
tivamente, sobre el espa
io de Hilbert H := ℓ2(N) de�nidospor:
R(x) := (0, x1, x2, . . . ) y L(x) := (x2, x3, . . . )para todo (x) := (xn) ∈ ℓ2(N). Claramente,

α(R) = β(L) = 0 y α(L) = β(R) = 1así que L y R son de Fredholm. Sea en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) ∈ ℓ2(N), donde
1 es el n-ésimo término y todos lo demás son igual a 0. Es fá
il ver que
en+1 ∈ ker Ln+1 mientras que en+1 6∈ ker Ln para todo n ∈ N, así p(L) = ∞.Más aún, p(R) = 0 siendo R inye
tiva, y así, ya que R y S son 
ada uno eladjunto del otro,

p(L) = q(R) = ∞ y q(L) = p(R) = 0.Considere el operador L ⊕ R ∈ L(H × H) de�nido por:
(L ⊕ R)(x, y) := (Lx,Ry) 
on x, y ∈ ℓ2(N).Se veri�
a fá
ilmente que

α(L ⊕ R) = α(L) = 1, β(L ⊕ R) = 1 y p(L ⊕ R) = ∞.Análogamente, si T := L ⊕ R ⊕ R ∈ L(H × H × H), enton
es,
β(T ) = 2, α(T ) = α(L) = 1 y p(T ) = ∞,así, T es un operador de Fredholm que tiene índi
e indT < 0, el 
ual, por elTeorema 2.1.5, no tiene la SVEP en 0.25



�Corolario 2.2.9 Sea λ0 ∈ σ(T ) y asuma que λ0I − T ∈ Φ±(X). Enton
eslas siguientes proposi
iones son equivalentes:(i) T y T ∗ tienen la SVEP en λ0;(ii) X = H0(λ0I − T ) ⊕ K(λ0I − T );(iii) H0(λ0I − T ) es 
errado y K(λ0I − T ) es �nito-
odimensional;(iv) λ0 es un polo del resolvente (λI − T )−1, equivalentemente,
0 < p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) < ∞;(v) λ0 es un punto aislado del espe
tro σ(T ) de T .En parti
ular, si 
ualquiera de las 
ondi
iones equivalentes (i)-(v) se tie-nen y p := p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ), enton
es,

H0(λ0I − T ) = N∞(λ0I − T ) = ker(λ0I − T )p,y
K(λ0I − T ) = (λ0I − T )∞(X) = (λ0I − T )p(X).Prueba: Las equivalen
ias (i), (ii), (iii) y (iv) se obtienen por la 
om-bina
ión de todos los resultados previamente estable
idos. La impli
a
ión(iv)⇒(v) es obvia, mientras que la impli
a
ión (v)⇒(i) es inmediata 
onse-
uen
ia del he
ho de que tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP en todo puntoaislado del espe
tro σ(T ) = σ(T ∗).

�Teorema 2.2.10 Sea X un espa
io de Bana
h, suponga que λ0I−T ∈ L(X)es esen
ialmente semi-regular. Enton
es, T tiene la SVEP en λ0 si, y sólosi, se tiene alguna de las siguientes 
ondi
iones:(
) N∞(λ0I
∗ − T ∗) + (λ0I

∗ − T ∗)(X∗) es débilmente *-denso en X∗;(d) H0(λ0I
∗ − T ∗) + (λ0I

∗ − T ∗)(X∗) es débilmente *-denso en X∗;(e) H0(λ0I
∗ − T ∗) + K(λ0I

∗ − T ∗) es débilmente *-denso en X∗.
�Si λ0I − T es de tipo Kato, la SVEP en λ0 es simplemente 
ara
terizadaen términos del espe
tro aproximado puntual (ver De�ni
ión 1.2.5), esteresultado se debe a P. Aiena y E. Rosas, [12℄, 
omo sigue:Teorema 2.2.11 Sea X un espa
io de Bana
h, suponga que λ0I − T es unoperador de tipo Kato. Enton
es, las siguientes proposi
iones son equivalen-tes:(i) T tiene la SVEP en λ0;(ii) σap(T ) no se a
umula en λ0. 26



Prueba: Si σap(T ) no se a
umula en λ0, enton
es, existe una ve
indad
U de λ0 tal que λI − T es a
otada por debajo para todo λ ∈ U , λ 6= λ0.Sea f : V → X una fun
ión analíti
a de�nida en otra ve
indad V de λ0sobre la 
ual se 
umple la e
ua
ión (λI−T )f(λ) = 0, podemos 
onsiderar que
V ⊆ U . Como (λI − T ) es a
otada por abajo en V \ {λ0} es, en parti
ular,inye
tiva y por tanto, ker(λI − T ) = {0}, de esta manera, f(λ) = 0 en
V \ {λ0}, pero 
omo f es 
ontinua, f ≡ 0 en V. En 
onse
uen
ia, T tieneSVEP en λ0.Así, ne
esitamos probar solamente, la impli
a
ión (i)⇒(ii). Podemos su-poner que λ0 = 0.Suponga que T tiene la SVEP en 0 y sea (M,N) una GKD para T . DelTeorema 1.44 del libro de P. Aiena [1℄ , sabemos que existe ε > 0 tal que
λI − T es semi-regular para 0 < |λ| < ε, y así tiene rango 
errado. Si Dεdenota el dis
o abierto de 
entro 0 y radio ε, enton
es, λ ∈ (Dε\{0})∩σap(T )si, y sólo si, λ es un autovalor de T .Ahora, de la in
lusión ker(λI − T ) ⊆ T∞(X) para todo λ 6= 0 inferi-mos que todo autovalor no nulo de T pertene
e al espe
tro de la restri

ión
T |T∞(X).Finalmente, asuma que 0 es un punto de a
umula
ión de σap(T ). Sea
(λn) una su
esión de autovalores no nulos que 
onverge a 0. Enton
es, λn ∈
σ(T |T∞(X)) para todo n ∈ N, y así 0 ∈ σ(T |T∞(X)), ya que el espe
tro deun operador es 
errado. Pero T tiene la SVEP en 0, así por el Teorema 2.2.2la restri

ión T |M es inye
tiva, y así, {0} = ker T |M = ker T ∩ T∞(X) ver[1, Teorema 1.41℄. Esto prueba que la restri

ión T |T∞(X) es inye
tiva.Por otro lado, de la igualdad T (T∞(X)) = T∞(X) sabemos que T |T∞(X)es sobreye
tiva, así 0 6∈ σ(T |T∞(X)); lo 
ual es una 
ontradi

ión.

�El resultado del Teorema 2.2.11 es absolutamente útil para estable
er lamembresía de los puntos de a
umula
ión de algunas partes distinguidas delespe
tro al espe
tro de tipo Kato σk(T ).Una primera apli
a
ión se da a partir del siguiente resultado, que mejoraun 
lási
o teorema de Putnam a
er
a de los puntos no asilados de la fronteradel espe
tro, 
omo un sub
onjunto del espe
tro de Fredholm.Corolario 2.2.12 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X), todo punto noaislado de la frontera de σ(T ) pertene
e a σkt(T ). En parti
ular, todo puntono aislado de la frontera de σ(T ), pertene
e al espe
tro de Fredholm σf (T ).Prueba: Si λ0 ∈ ∂σ(T ) es un punto no aislado de σ(T ), enton
es,
σap(T ) se a
umula en λ0, pues ∂σ(T ) ⊂ σapT ) ver [1, Teorema 2.42℄. Pero T27



tiene la SVEP en 
ada punto de ∂σ(T ), así por el Teorema 2.2.11 λ0I − Tno es de tipo Kato.La última a�rma
ión es obvia ya que σk(T ) ⊆ σf (T ).
�Corolario 2.2.13 Sea X un espa
io de Bana
h y suponga que T ∈ L(X)tiene la SVEP. Enton
es, todos los puntos de a
umula
ión de σap(T ) perte-ne
e a σkt(T ) y en parti
ular a σf (T ).Prueba: Suponga que λ0 6∈ σkt(T ). Ya que T tiene la SVEP, y enparti
ular tiene la SVEP en λ0, por el Teorema 2.2.11 se sigue que σap(T )no se a
umula en λ0

�El siguiente resultado da una 
lara des
rip
ión de los puntos λ0 6∈ σkt(T )que pertene
en a la frontera de σ(T ).Teorema 2.2.14 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X); suponga que
λ0 ∈ ∂σ(T ). Enton
es, λ0I − T es de tipo Kato si, y sólo si, λ0 es un polodel resolvente R(λ, T ).Prueba: Por el Corolario 2.2.12 si λ0I − T es de tipo Kato enton
es,
λ0 es un punto aislado de σ(T ). Más aún, T y T ∗ tienen la SVEP en λ0 ∈
∂σ(T ) = ∂σ(T ∗), así por Teorema 2.2.11 y el Teorema 2.2.9 se sigue quetanto p(λ0I − T ) 
omo q(λ0I − T ) son �nitos.Re
ípro
amente, suponga que λ0 es un polo del resolvente R(λ, T ) o,equivalentemente, que d := p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) < ∞. Sea M =
(λ0I − T )d(X) y N = ker(λ0I − T )d. Enton
es, la restri

ión (λ0I − T )|Mes biye
tiva por el Teorema 2.1.3 y así es semi-regular. Obviamente la res-tri

ión (λ0I − T )|N es nilpotente.

�El siguiente resultado es el dual al estable
ido en el Teorema 2.2.11.Teorema 2.2.15 Suponga que X es un espa
io de Bana
h y λ0I − T unoperador de tipo Kato. Enton
es, las siguientes propiedades son equivalentes:(i) T ∗ tiene la SVEP en λ0;(ii) σsu(T ) no se a
umula en λ0.28



Prueba: La equivalen
ia se sigue inmediatamente del Teorema 2.2.11 yaque σap(T
∗) = σsu(T ).

�Corolario 2.2.16 Suponga que, para T ∈ L(X), X un espa
io de Bana
h,
T ∗ tenga la SVEP. Enton
es todos los puntos de a
umula
ión de σsu(T )pertene
en a σkt(T ).Ya que σse(T ), σes(T ) y σkt(T ) son sub
onjuntos de σap(T ), uno puedepreguntarse si T tiene la SVEP en un punto λ0 
uando uno de esos espe
trosno se a
umula en λ0. Generalmente esto no es 
ierto. Para ver esto, basta
onsiderar el 
aso en que σse(T ) no se a
umula en λ0, ya que σes(T ) y σkt(T )son sub
onjuntos de σse(T ).Sea T ∈ L(X) 
ualquier operador semi-regular no inye
tivo. Enton
es 0es un punto del resolvente semi-regular ρse(T ) := C \ σse(T ). Siendo ρse(T )un 
onjunto abierto de C, esto impli
a que σse(T ) no se a
umula en 0. Porotro lado, ya que T no es inye
tivo, enton
es T no tiene la SVEP en 0.Teorema 2.2.17 Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Si el espe
trosemi-regular, σse(T ), se a
umula en λ0, enton
es λ0 ∈ σsf (T ).Prueba: Suponga que σse(T ) se a
umula en λ0 y que λ0I − T ∈
Φ±(X). Enton
es λ0 ∈ ρsf (T ), donde ρsf := C \ σsf (T ) es el resolventede semi-Fredholm de T . Denotemos por Ω la 
omponente 
onexa de del
onjunto abierto ρsf (T ) que 
ontiene a λ0. Si ha
emos Γ := Ω ∩ σse(T ),enton
es, Γ ⊆ σse(T ) \ σsf (T ) y por Teorema 1.65 del libro de P. Aiena [1℄ ,el último 
onjunto es numerable.Esto prueba que existe un dis
o abierto D(λ0) 
entrado en λ0 tal que
λ 6∈ σse(T ) \ σsf (T ) para todo λ ∈ D(λ0) \ {λ0}. Pero λI − T es semi-Fredholm para todo λ ∈ Ω, así que λ 6∈ σse(T ) para todo λ ∈ D(λ0) \ {λ0};una 
ontradi

ión.

�
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Capítulo 3Componentes de algunos
onjuntos resolventesEn este 
apítulo se dará un vistazo más de 
er
a a las 
omponentes dealgunos 
onjuntos resolventes aso
iados 
on varios espe
tros que provienende la teoría de operadores de Fredholm.Como se estudió en 
apítulos anteriores, se utilizará la 
onstan
ia dealgunas apli
a
iones, así 
omo la equivalen
ia entre la SVEP en un punto ylas 
ondi
iones de rango y de kernel, para estable
er una 
lasi�
a
ión de esas
omponentes.Uno de los resultados presentados en este 
apítulo, y que son resultadosoriginales ya publi
ados en el artí
ulo de P. Aiena y F. Villafañe [13℄, es elestable
imiento de las siguientes igualdades en el 
aso en que λI − T es detipo Kato, Teorema 3.2.1:
N∞(λI − T ) + (λI − T )∞(X) = H0(λI − T ) + K(λI − T )

N∞(λI − T ) ∩ (λI − T )∞(X) = H0(λI − T ) ∩ K(λI − T )que permiten uni�
ar resultados a
er
a de 
iertos mapeos 
onstantes sobrelas 
omponentes del espe
tro de semi-Fredholm, 
omo los del trabajo deÓ Sear
óid y West [51℄ que, de a
uerdo a las igualdades anteriores, estánin
luidos en el trabajo de Mbekhta y Ouahab [42℄.El he
ho de la 
onstan
ia de estos mapeos nos lleva a una 
lasi�
a
iónde las 
omponentes del resolvente de tipo Kato, ρkt(T ), de a 
uerdo a laveri�
a
ión de la propiedad SVEP para T o T ∗, Teoremas 3.2.2 y 3.2.3.Otro de los resultados publi
ados en el mismo artí
ulo [13℄, es la 
ara
-teriza
ión de 
uándo el espe
tro de tipo Kato es va
ío, esto o
urre si y sólosi el des
ent de λI − T es �nito para 
ualquier λ en C, más aún, si y sólo30



si, se tiene esa misma 
ondi
ión para todo λ en la frontera del espe
tro de
T , también es equivalente a que el espe
tro de T sea un 
onjunto �nito depolos del resolvente de T , R(λ, T ), lo 
ual equivale, a su vez, a que T sea unoperador algebrai
o.Finalmente, en el Teorema 3.2.5 se muestra una 
lasi�
a
ión de las 
om-ponentes 
onexas del espe
tro semi-Fredholm en fun
ión de que T o T ∗
umplan la propiedad SVEP.3.1. La SVEP sobre las 
omponentes del resolventede tipo KatoRe
ordemos que un operador T en L(X) se di
e que admite una Des
om-posi
ión Generalizada de Kato (GKD), ver De�ni
ión 1.3.4, si existe un parde subespa
ios 
errados T -invariantes (M,N) tales que, X = M⊕N , T |M essemi-regular (ver De�ni
ión 1.2.1) y T |N es quasi-nilpotente, (ver De�ni
ión1.3.3). Si T |N es nilpotente, es de
ir, si existe d en N tal que (T |N)d = 0de
imos que T es de tipo Kato (de orden d), ver De�ni
ión 1.3.5.De�ni
ión 3.1.1 (Resolvente de tipo Kato) El resolvente de tipo Katoes el 
onjunto de los λ en C tales que λI − T es de tipo Kato (de un 
iertoorden); se denota por ρkt(T ).El 
omplemento del resolvente es el espe
tro de tipo Kato:De�ni
ión 3.1.2 (Espe
tro de tipo Kato) El espe
tro de tipo Kato es el
onjunto de los λ en C tales que λI − T no es de tipo Kato; se denota por
σkt(T ).En el siguiente lema se estable
en importantes propiedades de la partequasi-nilpotente de T , H0(T ) (De�ni
ión 1.3.7) y del 
ore analíti
o K(T )(De�ni
ión 1.3.1), ver libro de P. Aiena [1, Teoremas 1.41 y 1.70℄ .Lema 3.1.1 Sea T ∈ L(X), donde X es un espa
io de Bana
h. Enton
es(i) H0(T ) ⊆ K(T ∗) y K(T ) ⊆⊥ H0(T ).(ii) Si T es un operador de tipo Kato y el par (M,N) es una GKD para
T , enton
es

K(T ) = K(T |M) = K(T ) ∩ M,y
H0(T ) = H0(T |M) ⊕ H0(T |N) = H0(T |M) ⊕ N. (3.1)31



(iii) Si T es esen
ialmente semi-regular enton
es
H0(T ) = T∞(X) =⊥ K(T ∗) y K(T ) =⊥ H0(T

∗). (3.2)(iv) Si T es semi-regular enton
es H0(T ) ⊆ K(T ).
�Ya hemos observado que un operador T ∈ L(X) tiene la SVEP en λ0pre
isamente 
uando ker(λ0I − T ) ∩ K(λ0I − T ) = {0}. De la in
lusión

ker(λ0I − T ) ⊆ N∞(λ0I − T ) ⊆ H0(λ0I − T )se sigue que la 
ondi
ión
H0(λ0I − T ) ∩ K(λ0I − T ) = {0}impli
a que T tiene la SVEP en λ0. El Ejemplo 2.5 de [9℄ muestra que laSVEP en un punto no ne
esariamente impli
a que H0(λ0I−T )∩K(λ0I−T ) =

{0}. En [11℄ se probó también que la 
ondi
ión N∞(λ0I − T ) ∩ (λ0I −
T )∞(X) = {0} impli
a la SVEP en λ0 para T .Re
ordemos que el espe
tro aproximado puntual está de�nido por

σap(T ) := {λ ∈ C : λI − T no es a
otado por abajo}.Si σap(T ) no se a
umula en λ0 enton
es T tiene la SVEP en λ0.Por otra parte, el espe
tro sobreye
tivo se de�ne por:
σsu(T ) := {λ ∈ C : λI − T no es sobreye
tivo}.Si σsu(T ) no se a
umula en λ0, enton
es T ∗ tiene la SVEP en λ0.3.2. Componentes de otros tipos de resolventesPara un operador T ∈ L(X), re
ordemos la de�ni
ión de las siguientespartes del espe
tro ordinario:El espe
tro semi-regular (algunas ve
es referido 
omo espe
tro de Kato):
σse(T ) := {λ ∈ C : λI − T no es semi-regular},ver De�ni
ión 1.2.3.El resolvente semi-regular: ρse(T ) := C \ σse(T ).32



El espe
tro esen
ialmente semi-regular (ver De�ni
ión 1.3.6):De�ni
ión 3.2.1 (Espe
tro esen
ialmente semi-regular) También lla-mado espe
tro esen
ial de Kato (σke(T )), se de�ne por
σes(T ) := {λ ∈ C : (λI − T ) no es esen
ialmente semi-regular};y el resolvente esen
ialmente semi-regular,

ρes(T ) := C \ σes(T )Se sabe que los tres 
onjuntos σse(T ), σkt(T ) y σes(T ) son 
errados,esto se puede ver en [39, Proposi
ión 3.16℄ para σse(T ), para los otros dosespe
tros se puede ver [8, Corolario 1℄. Más aún, σse(T ) y σkt(T ) son no va
íosya que el primer espe
tro 
ontiene a la frontera de σ(T ), 
omo se puede ver en[39, Proposi
ión 3.1.6℄, mientras que el segundo espe
tro 
ontiene la fronteradel espe
tro de Fredholm σf (T ) := {λ ∈ C : λI − T no es de Fredholm}, verMüller [43, Teorema 3.8℄. Posteriormente probaremos que σkt(T ) es no va
íopre
isamente 
uando σ(T ) no es un 
onjunto �nito de polos.Dado que los 
onjuntos ρse(T ), ρes(T ) y ρkt(T ) son 
onjuntos abiertos de
C, pueden ser des
ompuestos en 
omponentes 
onexas, disjuntas, abiertas yno va
ías.Es 
laro que,

ρse(T ) ⊆ ρes(T ) ⊆ ρkt(T ). (3.3)ya que si λ ∈ ρse(T ), λI − T es semi-regular, por tanto, también es esen
ial-mente semi-regular (λ ∈ ρes(T )) lo 
ual impli
a que λI − T es de tipo Kato,ver observa
ión que sigue a la De�ni
ión 1.3.6.Note que para todo T ∈ L(X) tenemos que ρse(T ) = ρse(T
∗) y ρes(T ) =

ρes(T
∗).En [51℄ Ó Sear
óid y West demostraron la 
onstan
ia de los mapeos

λ 7→ N∞(λI−T )+(λI−T )∞(X), λ 7→ N∞(λI − T )∩(λI−T )∞(X) (3.4)sobre las 
omponentes del resolvente de semi-Fredholm ρsf (T ) := C\σsf (T )ver De�ni
ión 1.4.3 para la de�ni
ión del espe
tro de semi-Fredholm, σsf (T ).De la des
omposi
ión de Kato para operadores de semi-Fredholm, obte-nemos las in
lusiones siguientes, ver libro de P. Aiena [1, Teorema 1.62℄
ρsf (T ) ⊆ ρes(T ) ⊆ ρkt(T ). (3.5)33



El trabajo de Ó Sear
óid y West [51℄ extiende los resultados previosobtenidos por Homer [33℄, por Goldmann y Kra£kovski�i [29℄, [30℄, y porSaphar [48℄, quien ha estable
ido la 
onstan
ia de las fun
iones
λ 7→ N∞(λI − T ), λ 7→ (λI − T )∞(X)sobre una 
omponente del resolvente de semi-Fredholm ρsf (T ), ex
epto parael 
onjunto dis
reto de puntos para los 
uales λI − T es semi-regular.Sobre la misma veta, Förster [24℄ demostró que los mapeos

λ 7→ K(λI − T ) = (λI − T )∞(X), λ 7→ H0(λI − T ) = N∞(λI − T )son 
onstantes 
uando λ re
orre una 
omponente del resolvente de Kato,
ρk(T ).Este tipo de mapeos 
onstantes también han sido estudiados por Mbekhtay Ouahab [42℄ quienes mostraron la 
onstan
ia de los mapeos

λ 7→ H0(λI − T ) + K(λI − T ), λ 7→ H0(λI − T ) ∩ K(λI − T ) (3.6)sobre las 
omponentes de ρkt(T ).En el siguiente resultado se mostrará que los mapeos (3.4) y (3.6) 
oin-
iden, respe
tivamente, sobre las 
omponentes del resolvente de tipo Kato
ρkt(T ), así que el resultado de Mbekhta y Ouahab extiende el resultado pre-vio de Ó Sear
óid y West. Éste es uno de los resultados originales de la tesisque ha sido publi
ado en [13℄.Teorema 3.2.1 (Aiena - Villafañe) Sea λI − T de tipo Kato. Enton
es(i) N∞(λI − T ) + (λI − T )∞(X) = H0(λI − T ) + K(λI − T ).(ii)N∞(λI − T ) ∩ (λI − T )∞(X) = H0(λI − T ) ∩ K(λI − T ).Prueba: (i)No se pierde generalidad si asumimos que λ = 0. Sea
(M,N) una GKD para T tal que (T |N)d = 0 para algún entero d ∈ N. Porla parte (ii) del Lema 3.1.1 sabemos que K(T ) = K(T |M) = K(T ) ∩ M .Además por la parte (iv) del Lema 3.1.1, la semi-regularidad de T |M impli
aque H0(T |M) ⊆ K(T |M) = K(T ). De aquí obtenemos

H0(T ) ∩ K(T ) =H0(T ) ∩ (K(T ) ∩ M) = (H0(T ) ∩ M) ∩ K(T )

=H0(T |M) ∩ K(T ) = H0(T |M)y así, H0(T ) ∩ K(T ) = H0(T |M).A�rmamos que H0(T )+K(T ) = N ⊕K(T ). Como N ⊆ ker T d ⊆ H0(T )obtenemos que N ⊕ K(T ) ⊆ H0(T ) + K(T ).34



Re
ípro
amente, de la parte (ii) del Lema 3.6 tenemos
H0(T ) = N ⊕ H0(T |M) = N ⊕ (H0(T ) ∩ K(T )) ⊆ N ⊕ K(T ),así que

H0(T ) + K(T ) ⊆ (N ⊕ K(T )) + K(T ) ⊆ N ⊕ K(T ),lo que prueba nuestra a�rma
ión.Ya que K(T ) = T∞(X) para 
ada operador de tipo Kato, obtenemos, dela in
lusión N ⊆ ker T d ⊆ N∞(T ), que
H0(T ) + K(T ) = N ⊕ K(T ) ⊆ N∞(T ) + T∞(X) ⊆ H0(T ) + K(T ),así, la igualdad N∞(T ) + T∞(X) = H0(T ) + K(T ) queda probada.(ii) Suponga nuevamente que λ = 0. Sea (M,N) un GKD para T tal quepara algún d ∈ N, tenemos (T |N)d = 0. Enton
es, ker T n = ker(T |M)n paratodo natural n ≥ d. Ya que ker T n ⊆ ker T n+1 para todo n ∈ N, tenemos

N∞(T ) =

∞⋃

n≥d

ker T n =

∞⋃

n≥d

ker(T |M)d = N∞(T |M).La semi-regularidad de T |M impli
a, por la parte (iii) del Lema 3.6, que
N∞(T ) = N∞(T |M) = H0(T |M) = H0(T ) ∩ M. (3.7)Ahora, mostramos que vale la igualdad H0(T ) ∩ M = H0(T ) ∩ M . La in-
lusión H0(T ) ∩ M ⊆ H0(T )∩M es evidente. Re
ípro
amente, suponga que

x ∈ H0(T )∩M . Enton
es existe una su
esión (xn) en H0(T ) tal que xn → x
uando n → ∞. Sea P la proye

ión de X sobre M a lo largo de N . En-ton
es, Pxn → Px = x y Pxn ∈ H0(T ) ∩ M . De esta forma, x pertene
e a
H0(T ) ∩ M .Finalmente, de (3.7), y tomando en 
uenta que K(T ) ∩ M = K(T ) =
T∞(X), obtenemos
N∞(T )∩T∞(X) = H0 ∩ M∩K(T ) = H0(T )∩(M∩K(T )) = H0(T )∩K(T ),lo que 
ompleta la prueba.

�A partir de la 
onstan
ia de los mapeos λ 7→ H0(λI − T ) ∩ K(λI − T ),o, lo que es lo mismo, del mapeo λ 7→ N∞(λI − T ) ∩ (λI − T )∞(X), sobrelas 
omponentes de ρkt(T ) y 
on el resultado obtenido en el 
apítulo previoTeorema 2.2.4, obtenemos otro de los resultados originales de este trabajopubli
ado en [13℄, que 
onsiste en la siguiente 
lasi�
a
ión de las 
omponentesdel resolvente de tipo Kato: 35



Teorema 3.2.2 (Aiena - Villafañe) Sea T un operador a
otado de�nidosobre el espa
io de Bana
h X y Ω una 
omponente de ρkt(T ). Enton
es setienen las siguientes alternativas ex
luyentes:(i) T tiene SVEP para todo punto de Ω. En este 
aso, p(λI −T ) es �nitopara todo λ ∈ Ω. Mas aún, σap(T ) no tiene puntos límites en Ω; todo puntode Ω, ex
epto posiblemente una 
antidad numerable de puntos aislados, noes un autovalor de T .(ii) En ningún punto de Ω T tiene la SVEP. En este 
aso, p(λI−T ) = ∞para todo λ ∈ Ω. Todo punto de Ω es un autovalor de T .Prueba: (i) Suponga que T tiene la SVEP en λ0. Enton
es, por elTeorema 2.2.2, H0(λI − T ) es 
errado y
H0(λ0I − T ) ∩ K(λ0I − T ) = H0(λ0I − T ) ∩ K(λ0I − T ) = {0}.Como el mapeo λ 7→ H0(λ0I − T ) ∩ K(λI − T ) es 
onstante, sobre la
omponente Ω, enton
es H0(λI − T ) ∩ K(λI − T ) = {0} para todo λ ∈ Ω.Esto es equivalente, también por el Teorema 2.2.2, a de
ir que p(λI−T ) < ∞para todo λ ∈ Ω. Más aún, del Teorema 2.2.11, σap(T ) no se a
umula en Ωy, 
onse
uentemente, todo punto de Ω no es un autovalor de T , ex
epto paraun sub
onjunto de Ω que 
onsiste a lo más, en una 
antidad numerable depuntos aislados.(ii) Esta es 
lara, nuevamente por el Teorema 2.2.2.

�Re
ordemos que se di
e que λ es un valor de de�
ien
ia si (λI − T ) noes sobreye
tiva, equivalentemente si λ pertene
e al espe
tro sobreye
tivo:
σsu(T ) := {λ ∈ C : (λI − T ) no es sobreye
tiva }En rela
ión al operador dual de T , tenemos la siguiente 
lasi�
a
ión,también publi
ada en [13℄Teorema 3.2.3 (Aiena - Villafañe) Sea T un operador a
otado de�nidosobre X y Ω una 
omponente de ρkt(T ). Enton
es, se tienen las siguientesalternativas ex
luyentes:(i) T ∗ tiene SVEP para todo punto de Ω. En este 
aso, q(λI−T ) es �nitopara todo λ en Ω. Más aún, σsu(T ) no tiene puntos límites en Ω; todo puntode Ω, ex
epto posiblemente una 
antidad numerable de puntos aislados, noes un valor de de�
ien
ia de T .(ii) En ningún punto de Ω T ∗ tiene la SVEP. En este 
aso, q(λI−T ) = ∞para todo λ en Ω y todo λ en Ω es un valor de de�
ien
ia de T .36



Prueba: Pro
edamos 
omo en la prueba del Teorema 3.2.2, 
om-binando la 
onstan
ia sobre las 
omponentes de ρkt(T ) del mapeo λ ∈
Ω 7→ K(λI − T ) + H0(λI − T ) o equivalentemente, la 
onstan
ia del mapeo
λ ∈ Ω 7→ N∞(λI − T ) + (λI − T )∞(X), 
on el Teorema 2.2.5 y el Teorema2.2.3.

�El resultado anterior apunta a una des
rip
ión pre
isa de los operadores
uyo espe
tro de tipo Kato σkt(T ) es va
ío. Más de los resultados del siguienteteorema, pueden ser hallados en Mbekhta [41℄ en el 
ontexto de espa
ios deHilbert. Sin embargo, nuestras pruebas utilizando la teoría lo
al espe
tral,son 
onsiderablemente más simples y son demostradas en el 
ontexto másgeneral de operadores que a
túan sobre espa
ios de Bana
h.Re
ordemos que un operador a
otado T de�nido sobre X se di
e alge-brai
o si existe un polinomio no trivial h tal que h(T ) = 0.Teorema 3.2.4 (Aiena - Villafañe) Para un operador a
otado T de�nidosobre el espa
io de Bana
h X, las siguientes proposi
iones son equivalentes:(i) σkt(T ) es va
ío;(ii) λI − T tiene des
ent �nito para todo λ ∈ C;(iii) λI − T tiene des
ent �nito para todo λ ∈ ∂σ(T ), donde ∂σ(T ) es lafrontera topológi
a de σ(T );(iv) σ(T ) es un número �nito de polos de R(λ, T );(v) T es algebrai
o.Prueba: (i)⇒(ii) Suponga que σkt(T ) = ∅. Enton
es ρkt(T ) tiene unaúni
a 
omponente Ω = C y por tanto, por Teorema 3.2.2, T tiene la SVEPen todo punto de C, ya que T tiene SVEP en todo punto del resolvente
ρ(T ). Por otro lado, si λI − T es de tipo Kato, enton
es también λI∗ − T ∗es de tipo Kato, ver [8, Proposi
ión 1℄. Por tanto, C = ρkt(T ) = ρkt(T

∗) yen 
onse
uen
ia, por el Teorema 3.2.3, también T ∗ tiene la SVEP. Ya que
(λI − T ) es de tipo Kato, por el Teorema 3.15 y 3.16 del libro de P. Aiena[1℄ , 
on
luimos que q(λI − T ) < ∞ para todo λ ∈ C.(ii)⇒(iii) Obvio.(iii)⇒(iv) Ya que T tiene la SVEP en todo λ ∈ ∂σ(T ) enton
es la 
on-di
ión q(λI − T ) < ∞ obliga que 
ada λ ∈ ∂σ(T ) es un polo de R(λ, T ),ver Corolario 1 de [49℄, y así, un punto aislado de σ(T ). Claramente, estoimpli
a que σ(T ) = ∂σ(T ) así σ(T ) es un número �nito de polos.(iv)⇒(i) Basta probar que λI − T es de tipo Kato para todo λ ∈ σ(T ).Suponga que σ(T ) es un 
onjunto �nito de polos de R(λ, T ). Si λ ∈ σ(T ), sea37



P la proye

ión espe
tral aso
iada 
on en 
onjunto unitario {λ} (De�ni
ión1.5.3). Enton
es, X = M ⊕ N , donde M := K(λI − T ) = ker P y N :=
H0(λI − T ) = P (X), ver la prueba del Teorema 1.6 de [40℄ o también en elTeorema 1 de [49℄. Ya que λ es un polo de R(λ, T ), por la proposi
ión 50.2del libro de H. Heuser [32℄, λI − T tiene as
ent y des
ent positivo y �nito,y si p := p(λI − T ) = q(λI − T ), enton
es, N = ker(λI − T )p. Del 
lási
o
ál
ulo fun
ional de Riesz sabemos que σ(T |M) = σ(T ) \ {λ}, Heuser [32,Teorema 49.1℄, así (λI −T )|M es biye
tiva, mientras que ((λI −T )|N)p = 0.Luego, λI − T es de tipo Kato para todo λ ∈ C.(iv)⇒(v) Supongamos que σ(T ) está 
onstituido por un número �nito depolos {λ1, . . . , λn}, donde para 
ada i = 1, . . . , n pi es el orden de λi. Sea
h(λ) := (λ1 − λ)p1 · · · (λn − λ)pn . Enton
es

h(T )(X) =
n⋂

i=1

(λi − T )pi(X) =
n⋂

i=1

K(λi − T ),ver Lema 3.1.15 de [39℄; la última igualdad se sigue ya que T tiene la SVEPy λiI−T es de tipo Kato, ver Teorema 2.9 de [6℄. Pero la última interse

iónes {0}, ya que, por la 
ara
teriza
ión lo
al espe
tral del 
ore analíti
o
K(T ) = XT (C \ {0}) = {x ∈ X : 0 /∈ σT (x)},si x ∈ K(λiI−T )∩K(λjI−T ), 
on λi 6= λj, enton
es, σT (x) ⊆ {λi}∩{λj} =

∅ así x = 0, ya que T tiene la SVEP. Luego, h(T ) = 0.(v)⇒(i) Como en la prueba de (iv)⇒(i) basta probar que λI−T es de tipoKato para todo λ ∈ σ(T ). Sea h un polinomio tal que h(T ) = 0. Del teoremadel mapeo espe
tral tenemos que h(σ(T )) = σ(h(T )) = σ(0) = {0} portanto, σ(T ) es el 
onjunto �nito {λ1, . . . , λn} de los 
eros 
on multipli
idades
k1, . . . , kn respe
tivamente. Así que h(λ) = (λ1 − λ)k1 · · · (λn − λ)kn y así

X = ker h(T ) =

n⊕

i=1

ker(λi − T )ki ,ver el Lema 3.1.15 de [39℄.Ahora supongamos que λ = λj para algún j y de�namos
h0(λ) :=

∏

i6=j

(λi − λ)ki .Tenemos que
M := ker h0(T ) =

⊕

i6=j

ker(λi − T )ki38



y si N := ker(λjI − T )kj enton
es X = M ⊕N y M ,N son invariantes bajo
λjI − T . De la in
lusión

ker(λjI − T ) ⊆ ker(λj − T )kj = Nesto impli
a que la restri

ión de λjI − T a M es inye
tiva.Podemos ver fá
ilmente que
(λjI − T )(ker(λi − T )) = ker(λi − T )ki , i 6= j,así que (λjI − T )(M) = M . Por tanto, la restri

ión de λjI − T a Mes también sobreye
tiva y en 
onse
uen
ia biye
tiva. Obviamente, ((λjI −

T )|N)kj = 0 así que λjI − T es de tipo Kato 
omo se deseaba.
�Un operador a
otado de�nido sobre un espa
io de Bana
h X se di
e quesatisfa
e una 
ondi
ión de 
re
imiento polinomial si existe una 
onstante Ky δ > 0 para los 
uales

‖exp(iλT )‖ ≤ K(1 + |λ|δ) para todo λ ∈ R.Ejemplos de operadores que satisfa
en una 
ondi
ión de 
re
imiento po-linomial son los operadores hermitianos de�nidos sobre espa
ios de Hilbert,operadores nilpotentes, proye

iones, operadores algebrai
os 
on espe
troreal, ver Barnes [17℄. En Laursen y Neumann [39, Teorema 1.5.19℄ se muestraque la 
lase P(X) de los operadores que satisfa
en una 
ondi
ión de 
re
i-miento polinomial, 
oin
ide 
on la 
lase de los operadores es
alar generali-zado que tienen espe
tro real. Como fue notado en Barnes [17℄, si T ∈ P(X)y λ0I − T tiene rango 
errado para algún λ0 ∈ C, enton
es, q(λ0I − T ) es�nito. Del Teorema 3.2.4, se sigue que si T ∈ P(X), enton
es la 
ondi
ión deque el rango de λI −T sea 
errado para todo λ ∈ C impli
a que σkt(T ) = ∅.Otras 
lases de operadores para los 
uales σkt(T ) = ∅ se pueden en
ontraren [41℄.La 
lasi�
a
ión de las 
omponentes de ρes(T ) se obtiene fá
ilmente delTeorema 3.2.2 y el Teorema 3.2.3, una vez que ha sido observado que losdos 
onjuntos ρes(T ) y ρkt(T ) pueden diferir solamente por un 
onjuntonumerable, vea por ejemplo el Corolario 1 de [8℄.Miraremos ahora las 
omponentes del resolvente de semi-Fredholm ρsf (T ).Re
ordemos que para un operador semi-Fredholm T ∈ Φ+(X)∪Φ−(X), po-demos 
onsiderar el índi
e de T de�nido por indT := dim ker T−codim T (X)Claramente, del Teorema 3.2.2 y el Teorema 3.2.3, T , así 
omo T ∗, tienen39



la SVEP o para todo punto o para ningún punto de una 
omponente Ω de
ρsf (T ).Podemos 
lasi�
ar las 
omponentes de ρsf (T ) de la manera siguiente:Teorema 3.2.5 Sea T un operador a
otado de�nido sobre el espa
io de Ba-na
h X y Ω una 
omponente de ρsf (T ). Para la SVEP, el índi
e, el as
enty el des
ent sobre Ω hay exa
tamente las siguientes 
uatro posibilidades:(i) Tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP en todo punto de Ω. En este 
aso,
ind(λI − T ) = 0 y p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞ para todo λ en Ω. Losautovalores y valores de de�
ien
ia no tienen punto límite en Ω. Este 
asoo
urre exa
tamente 
uando Ω interse
ta al resolvente de T , ρ(T ).(ii) T tiene la SVEP en los puntos de Ω, mientras que T ∗ no tiene laSVEP en los puntos de Ω. En este 
aso, tenemos que ind(λI − T ) < 0,
p(λI −T ) < ∞ y q(λI −T ) = ∞ para todo λ ∈ Ω. Los autovalores no tienenpunto límite en Ω y todo punto de Ω es un valor de de�
ien
ia.(iii) T ∗ tiene la SVEP en los puntos de Ω, mientras que T no tiene laSVEP en los puntos de Ω. En este 
aso, tenemos que ind(λI − T ) > 0,
p(λI −T ) = ∞ y q(λI −T ) < ∞ para todo λ ∈ Ω. Los valores de de�
ien
iano tienen punto límite en Ω, mientras que todo punto de Ω es un autovalor.(iv) Ni T ni T ∗ tienen la SVEP en los puntos de Ω. En este 
aso, tenemos
p(λI−T ) = q(λI−T ) = ∞ para todo λ ∈ Ω. El índi
e puede asumir 
ualquiervalor en Z; todos los puntos de Ω son autovalores y valores de de�
ien
ia.Prueba: El 
aso (i) es 
laro a partir de los resultados obtenidos másarriba en los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3. El índi
e ind(λI−T ) = 0 por el Teorema2.1.2. En el 
aso (ii) la 
ondi
ión p(λI − T ) < ∞ impli
a que λI − T tieneíndi
e menor o igual 
ero, mientras que la 
ondi
ión q(λI − T ) = ∞ ex
luyeque el índi
e ind(λI − T ) = 0, ver Proposi
ión 38.5 de [32℄.Un argumento similar muestra que en el 
aso (iii) ind(λI − T ) > 0.La proposi
ión (iv) es 
lara.

�El siguiente 
orolario estable
e que una muy simple 
lasi�
a
ión de las
omponentes del resolvente semi-Fredholm se puede obtener en el 
aso enque T o T ∗ tenga la SVEP. Re
ordemos que esta 
ondi
ión de que T y T ∗tengan la SVEP, se tiene en parti
ular para los operadores des
omponibles.Corolario 3.2.6 Sea T un operador a
otado de�nido sobre el espa
io de Ba-na
h X y sea Ω 
ualquier 
omponente del resolvente semi-Fredholm ρsf (T ).Si T tiene la SVEP enton
es sólo los 
asos (i) y (ii) del Teorema 3.2.5 son40



posibles, mientras que si T ∗ tiene la SVEP sólo los 
asos (i) y (iii) son posi-bles. Finalmente, si ambas T y T ∗ tienen la SVEP enton
es sólo el 
aso (i)es posible.
�En el siguiente resultado 
onsideramos las 
omponentes de ρse(T ) (De�-ni
ión 1.2.3), que es el 
onjunto resolvente más pequeño que hemos 
onside-rado.Teorema 3.2.7 Sea T un operador a
otado de�nido sobre el espa
io de Ba-na
h X y sea Ω 
ualquier 
omponente de ρse(T ). Enton
es una de las si-guientes posibilidades o
urre:(i) Tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP en todo punto de Ω. En este 
aso,tenemos Ω ⊆ ρ(T );(ii) T tiene la SVEP en los puntos de Ω, mientras que T ∗ falla en tenerla SVEP en todo punto de Ω. En este 
aso, tenemos Ω ∩ σap(T ) = ∅ y

Ω ⊆ σsu(T );(iii) T ∗ tiene la SVEP en todo punto de Ω, mientras que T falla en tenerla SVEP en los puntos de Ω. En este 
aso, tenemos que Ω ∩ σsu(T ) = ∅ y
Ω ⊆ σap(T );(iv) Ni T ni T ∗ tienen la SVEP en los puntos de Ω. En este 
aso, tenemos
Ω ⊆ σap(T ) ∩ σsu(T ).Prueba: (i) Sea λ0 ∈ Ω. Los subespa
ios M := X y N := {0} 
onsti-tuyen una GKD para T y los subespa
ios ⊥N = X y ⊥M = {0} 
onstituyenuna GKD para T ∗. Ver los Teoremas 3.14, 3.15 3.16 y 3.17 del libro de P.Aiena [1℄ : si T tiene la SVEP en λ0 enton
es H0(λ0I − T ) = N = {0} y si
T ∗ tiene SVEP en λ0 enton
es K(λ0I − T ) = M = X. Así λ0 ∈ ρ(T ).(ii) En este 
aso H0(λI − T ) = {0} y λI − T tiene rango 
errado paratodo λ ∈ Ω. Si λ /∈ σsu(T ) enton
es λ ∈ ρ(T ) = ρ(T ∗) y esto es imposible,ya que T ∗ no tiene la SVEP en λ.(iii) En este 
aso K(λI − T ) = X para todo λ ∈ Ω, así λ /∈ σsu(T ).Si λ /∈ σap(T ) enton
es λ ∈ ρ(T ) y esto es imposible, ya que T no tiene laSVEP en el punto λ.(iv) Se usa el mismo argumento que en las partes (ii) y (iii).

�
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Capítulo 4Operadores de Browder yoperadores de WeylEl matemáti
o alemán Hermann Weyl (1885-1955), por el año 1909 estu-dió el espe
tro de todas la perturba
iones 
ompa
tas de un operador Hermi-tiano T , de�nido sobre un espa
io de Hilbert [54℄ y demostró que los puntosespe
trales que no están en el espe
tro de alguna perturba
ión 
ompa
tade T , son puntos aislados de multipli
idad �nita. Utilizando la terminologíade hoy, ese resultado se puede enun
iar di
iendo que los puntos espe
tralesde un operador hermitiano T que no están en el espe
tro de Weyl son lospuntos aislados del espe
tro que son autovalores de multipli
idad �nita. Enépo
as más re
ientes, diversos autores han extendido este resultado, ahora
ono
ido 
omo Teorema de Weyl, a operadores de�nidos sobre espa
ios deBana
h. También se ha extendido a algunas variantes de este teorema queestudiaremos en este trabajo.En este 
apítulo haremos uso una vez más de la propiedad de la ex-tensión univaluada SVEP 
omo una espe
ie de instrumento ópti
o que nosrevela importantes propiedades de diversas 
lases de operadores. En primertérmino, se exponen un 
onjunto de resultados y propiedades de los espe
-tros de Fredholm y de Browder, que 
onstituyen la base referen
ial para losresultados obtenidos en rela
ión al Teorema de Weyl.Se de�nen 
iertas partes relevantes del espe
tro 
omo son: el 
onjunto
p00(T ) 
omo los puntos del espe
tro tales que λI − T es de Browder y el
onjunto π00(T ) 
omo el 
onjunto de puntos aislados del espe
tro tales quela nulidad de λI − T es positiva y �nita.Una de las propiedades desta
adas, rela
ionada 
on la SVEP y 
on elTeorema de Weyl, es la llamada propiedad (H) que 
onstituye otro de los42



aportes originales de este trabajo junto 
on varios resultados que rela
ionanesta propiedad 
on los Teoremas de Weyl y de a-Weyl. Un operador posee lapropiedad (H) si para 
ualquier λ en C la parte quasi-nilpotente de λI − T
oin
ide 
on su kernel.Rela
ionados 
on la propiedad (H), tenemos los siguientes resultados: lapropiedad (H) es preservada por las transforma
iones quasi-a�nes Teorema4.3.3; la propiedad (H) impli
a la SVEP Teorema 4.3.4; se estable
e en elTeorema 4.3.5 que la propiedad (H) para T , impli
a el Teorema de Weylpara T y T ∗. Si T tiene la propiedad (H) y T ∗ tiene la SVEP, enton
es para
ualquier fun
ión analíti
a f de�nida en una ve
indad abierta del espe
trode T , se tiene que f(T ) satisfa
e el Teorema de a-Weyl, Teorema 4.3.7.Finalmente, se estudia la veri�
a
ión del Teorema de Weyl para multi-pli
adores de�nidos sobre álgebras de Bana
h 
onmutativas y semi-simples,Teorema 4.5.1. Mientras que en el Teorema 4.5.3 se prueba que si T es unmultipli
ador sobre un álgebra de Bana
h Tauberiana, regular y semi-simple,veri�
a el Teorema de a-Weyl para T , y si T es des
omponible, el Teoremade a-Weyl vale para T ∗. Caso parti
ular: los operadores de 
onvolu
ión.Todos estos resultados son resultados originales que han sido publi
adosen [14℄.4.1. Los espe
tros de Fredholm, de Weyl y deBrowderDos importantes 
lases de operadores en la teoría de Fredholm estándadas por las 
lases de operadores de semi-Fredholm que poseen as
ent �nitoo des
ent �nito. Distinguiremos dos 
lases de operadores.La 
lase del los operadores semi-Browder superior (upper semi-Browder)sobre un espa
io de Bana
h X que está de�nido por
B+(X) :={T ∈ Φ+(X) : p(T ) < ∞}

={T ∈ L(X) : α < ∞, T (X) 
errado y p(T ) < ∞},y la 
lase de los operadores semi-Browder inferior (lower semi-Browder), queestá de�nido por
B−(X) :={T ∈ Φ−(X) : q(T ) < ∞}

={T ∈ L(X) : β(T ) < ∞ y q(T ) < ∞}La 
lase de los operadores de Browder (
ono
idos en la literatura también
omo operadores de Riesz-S
hauder) está de�nida por
B(X) := B+(X) ∩ B−(X) = {T ∈ Φ(X) : p(T ), q(T ) < ∞}.43



Claramente, de la parte (i) y parte (ii) del Teorema 2.1.2 tenemos
T ∈ B+(X) ⇒ ind T ≤ 0,y
T ∈ B−(X) ⇒ ind T ≥ 0,así que
T ∈ B(X) ⇒ ind T = 0.De la Nota 2.1, obtenemos también que

T ∈ B+(X) ⇔ T ∗ ∈ B−(X∗)y, análogamente,
T ∈ B−(X) ⇔ T ∗ ∈ B+(X∗).De�ni
ión 4.1.1 (Operador de Weyl) Un operador a
otado T ∈ L(X)se di
e que es un operador de Weyl si T es un operador de Fredholm 
oníndi
e 0. Se denota por W(X) la 
lase de los operadores de Weyl.

W(X) := {T ∈ Φ(X) : α(T ) = β(T )}Obviamente, B(X) ⊆ W(X) y la in
lusión es estri
ta, vea el operador
L ⊕R del Ejemplo 2.2. Combinando el Teorema 2.2.4, el Teorema 2.2.5 y elTeorema 2.1.2, obtenemos fá
ilmente que, para un operador de Weyl T , valela siguiente equivalen
ia:

T tiene la SVEP en 0 ⇔ T ∗ tiene la SVEP en 0.Más aún, si T o T ∗ tienen la SVEP en 0, del Teorema 2.1.2 dedu
imos que
T es de Weyl ⇔ T es de Browder.Note que por la parte (
) de la Nota 2.1 si 0 ∈ σ(T ) y T es de Browder,enton
es 0 es un punto aislado del espe
tro de T , σ(T ). Además, del Teorema2.2.4 y el Teorema 2.2.5 se sigue que

X = N∞(T ) ⊕ T∞(X) = H0(T ) ⊕ K(T ) = ker T p ⊕ T p(X),donde p := p(T ) = q(T ).La 
lase de los operadores de�nidos arriba motiva la de�ni
ión de variosespe
tros. 44



De�ni
ión 4.1.2 (espe
tro de Browder) El espe
tro semi-Browder su-perior de T ∈ L(X) se de�ne por
σub(T ) := {λ ∈ C : λI − T 6∈ B+(X)},el espe
tro semi-Browder inferior de T ∈ L(X) se de�ne por
σlb(T ) := {λ ∈ C : λI − T 6∈ B−(X)},mientras el espe
tro de Browder de T ∈ L(X) se de�ne por
σb(T ) := {λ ∈ C : λI − T 6∈ B(X)}.Claramente,

σb(T ) = σub ∪ σlb(T ).De�ni
ión 4.1.3 (espe
tro de Weyl) El espe
tro de Weyl de T ∈ L(X)está de�nido por
σw(T ) := {λ ∈ C : λI − T 6∈ W(X)}.Obviamente,

σf (T ) ⊆ σw(T ) ⊆ σb(T ) (4.1)Más aún, dado que X es de dimensión in�nita, enton
es σf (T ) es no va
ío;
onse
uentemente, también σw(T ) y σb(T ) son no va
íos.Es 
laro que,
σsf (T ) ⊆ σuf (T ) ⊆ σub(T ) ⊆ σb(T ),y que

σsf (T ) ⊆ σlf (T ) ⊆ σlb ⊆ σb(T ).Es fá
il ver que en general, las in
lusiones (4.1) son propias. Por ejemplo,para el operador shift dere
ho R sobre ℓ2(N) del Ejemplo 2.2, tenemos que
0 ∈ σw(T ), mientras que 0 6∈ σf (T ). Además, si T := L ⊕ R, enton
es,
0 6∈ σw(T ), mientras que 0 ∈ σb(T ).Nota 4.1.1. Denotamos por F (X) el ideal en L(X) de todos los ope-radores �nito-dimensionales. Un resultado bási
o de la teoría de operadoresestable
e que todo operador �nito-dimensional T ∈ L(X) puede siempre serrepresentado en la forma

Tx =

n∑

k=1

fk(x)xk,45



donde los ve
tores x1, . . . , xn de X y los ve
tores f1, . . . , fn de X∗ son li-nealmente independientes, ver Heuser [32, p. 81℄. Claramente, T (X) está
ontenido en el subespa
io Y generado por los ve
tores x1, . . . , xn.Re
ípro
amente, si y := λ1x1 + · · · + λnxn es un elemento arbitrario de
Y , podemos es
oger z1, . . . , zn en X tal que fi(zj) = δi,j , donde δi,j denotala delta de Krone
ker (tal sele

ión es posible, ver Heuser [32, Proposi
ión15.1℄. Si de�nimos z :=

∑n
k=1 λkzk enton
es,

Tz =

n∑

k=1

fk(z)xk =

n∑

k=1

fk

(
n∑

k=1

λkzk

)
xk =

n∑

k=1

λkxk = yEsto muestra que el 
onjunto {x1, . . . , xn} forma una base para el subespa
io
T (X). ���Teorema 4.1.2 (libro de P. Aiena [1, Teorema 3.39℄ ) Para un opera-dor a
otado T de�nido sobre un espa
io de Bana
h X, las siguientes a�rma-
iones son equivalentes:(i) λ0I − T es un operador de Weyl;(ii) existe un operador de dimensión �nita K ∈ F (X) tal que λ0 6∈ σ(T +
K);(iii) existe un operador 
ompa
to K ∈ K(X) tal que λ0 6∈ σ(T + K).Nota 4.1.3. Por medio de una modesta modi�
a
ión de la prueba delTeorema 4.1.2 obtenemos fá
ilmente la siguiente equivalen
ia:(a) El operador λ0I − T ∈ Φ+(X) tiene índi
e ind(λ0I − T ) ≤ 0 pre
isa-mente 
uando λ0 6∈ σap(T + K) para algún K ∈ K(X).Para probar esta equivalen
ia, tome m := α(T ) y pro
eda 
omo en laprueba del Teorema 4.1.2. El operador S = T + K es enton
es inye
tivo ytiene rango 
errado, ya que T + K ∈ Φ+(X).Análogamente tenemos:(b)El operador λ0I − T ∈ Φ−(X) tiene índi
e ind(λ0I − T ) ≥ 0 pre
isa-mente 
uando λ0 6∈ σsu(T + K) para algún K ∈ K(X).La prueba de la equivalen
ia (b) se obtiene fá
ilmente tomando m :=
β(T ) y pro
ediendo 
omo en el Teorema 4.1.2.���46



Re
ordemos que F (X) denota el ideal en L(X) de los operadores �nito-dimensionales y que K(X) el ideal en L(X) de los operadores 
ompa
tos.El teorema anterior nos permite una des
rip
ión más pre
isa del espe
tro deWeyl que se mani�esta en el siguiente 
orolario:Corolario 4.1.4 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.41℄ ) Sea X un es-pa
io de Bana
h y T ∈ L(X).Enton
es σw(T ) es 
errado y
σw(T ) =

⋂

K∈F (X)

σ(T + K) =
⋂

K∈K(X)

σ(T + K). (4.2)
�Ahora damos una 
ara
teriza
ión de los operadores semi-Browder pormedio de la SVEP.Teorema 4.1.5 (libro de P. Aiena [1, Teorema 3.44℄ ) Sea X un es-pa
io de Bana
h, para un operador T ∈ L(X) las siguientes proposi
ionesson equivalentes:(i) λ0I − T es esen
ialmente semi-regular y T tiene la SVEP en λ0;(ii) existe un operador �nito-dimensional K ∈ L(X) tal que TK = KTy λ0 6∈ σap(T + K);(iii) existe un operador 
ompa
to K ∈ L(X) tal que TK = KT y λ0 6∈

σap(T + K);(iv)λ0I − T ∈ B+(X).Corolario 4.1.6 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.45℄ ) Sea X un es-pa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es, σub(T ) es 
errado y
σub(T ) =

⋂

K∈F (X),KT=TK

σap(T + K) =
⋂

K∈K(X),KT=TK

σap(T + K). (4.3)Posteriormente, veremos que el espe
tro de Browder σb(T ) es la inter-se

ión de todos los espe
tros de perturba
iones de T mediante operadores
ompa
tos que 
onmutan 
on T . Por esta razón σub(T ) es llamado algunasve
es el espe
tro de Browder puntual aproximado esen
ial de T ∈ L(X).El siguiente resultado es dual al dado en el Teorema 4.1.5.Teorema 4.1.7 ([5℄) Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es,las siguientes propiedades son equivalentes:(i) λ0I − T es esen
ialmente semi-regular y T ∗ tiene la SVEP en λ0;47



(ii) existe un operador �nito-dimensional K ∈ L(X) tal que TK = KTy λ0 6∈ σsu(T + K);(iii) existe un operador 
ompa
to K ∈ L(X) tal que TK = KT y λ0 6∈
σsu(T + K);(iv) λ0I − T ∈ B−(X)Corolario 4.1.8 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.47℄ ) Sea X un es-pa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es, σlb(T ) es 
errado y

σlb(T ) =
⋂

K∈F (X),KT=TK

σsu(T + K) =
⋂

K∈K(X),KT=TK

σsu(T + K). (4.4)El espe
tro σlb(T ) es llamado algunas ve
es el espe
tro de Browder defe
toaproximado esen
ial de T ∈ L(X).Combinando el Teorema 4.1.5 y el Teorema 4.1.7 y re
ordando que σ(T ) =
σap(T )∪ σsu(T ) fá
ilmente obtenemos las siguientes 
ara
teriza
iones de losOperadores de Browder.Teorema 4.1.9 (libro de P. Aiena [1, Teorema 3.48℄ ) Sea X un es-pa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es las siguientes propiedades son equi-valentes:(i) λ0I −T es esen
ialmente semi-regular, T y T ∗ tienen la SVEP en λ0;(ii) existe un operador �nito-dimensional K ∈ L(X) tal que TK = KTy λ0 6∈ σ(T + K);(iii) existe un operador 
ompa
to K tal que TK = KT y λ0 6∈ σ(T + K);(iv) λ0I − T ∈ B(X).A partir de las 
ara
teriza
iones pre
edentes para los operadores de Brow-der obtenemos fá
ilmente la siguiente 
ara
teriza
ión del espe
tro de Brow-der.Corolario 4.1.10 (libro de P. Aiena [1, Corolario 3.49℄ ) Sea X un es-pa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es, el espe
tro de Browder σb(T ) es
errado y

σb(T ) =
⋂

K∈F (X),KT=TK

σ(T + K) =
⋂

K∈K(X),KT=TK

σ(T + K).El siguiente 
orolario es una 
onse
uen
ia inmediata del Teorema 4.1.9,una vez que se observa que tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP en todo puntode la frontera de σ(T ). 48



Corolario 4.1.11 ([5℄) Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X), y su-ponga que λ0 ∈ ∂σ(T ). Enton
es, λ0I − T es esen
ialmente semi-regular siy sólo si λ0I − T es semi-Fredholm, y en este 
aso, si y sólo si λ0I − T esBrowder.Es inmediato del Corolario 4.1.9 que si T es semi-Fredholm (T ∈ Φ±(X))y tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP en 0, enton
es T es un operador deBrowder.Para un operador arbitrario, T ∈ L(X), 
onsideremos el siguiente 
on-junto:
Ξ(T ) := {λ ∈ C : T no tiene la SVEP en λ}.El siguiente teorema des
ribe las rela
iones entre el espe
tro de semi-Browder, el espe
tro esen
ialmente semi-regular σes(T ) y los puntos donde

T ó T ∗ no tienen la SVEP.Teorema 4.1.12 ([5℄) Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X). Enton
es
σub(T ) = σes(T ) ∪ Ξ(T ) = σuf (T ) ∪ Ξ(T ) (4.5)y

σlb(T ) = σes(T ) ∪ Ξ(T ∗). (4.6)Más aún
σb(T ) = σw(T ) ∪ Ξ(T ) = σw(T ) ∪ Ξ(T ∗). (4.7)También

σb(T ) = σw(T ) ∪Ξ(T ) ∪Ξ(T ∗) (4.8)y
σb(T ) = σub(T ) ∪ Ξ(T ∗) = σlb(T ) ∪Ξ(T ). (4.9)Una útil 
onse
uen
ia del resultado pre
edente es que, bajo la suposi
iónde la SVEP para T o T ∗, varios de los espe
tros 
onsiderados arriba seunen. Esto también generaliza algunos resultados 
lási
os sobre el espe
trode operadores normales de�nidos sobre espa
ios de Hilbert a operadores quetienen la SVEP.Corolario 4.1.13 ([5℄) Suponga que X es un espa
io de Bana
h y que T ∈

L(X). Tenemos que(i) si T tiene la SVEP, enton
es
σes(T ) = σsf (T ) = σuf (T ) = σub(T ), (4.10)49



y
σlb = σb(T ) = σw(T ); (4.11)(ii) si T ∗ tiene la SVEP, enton
es

σes(T ) = σsf (T ) = σlf (T ) = σlb(T ), (4.12)y
σub(T ) = σb(T ) = σw(T ); (4.13)(iii) si tanto T 
omo T ∗ tienen la SVEP, enton
es todos los espe
tros en(4.10), (4.11),(4.12) y (4.13) 
oin
iden y son iguales al espe
tro de Fredholm

σf (T ).Prueba: (i) Para 
ada operador a
otado T ∈ L(X) tenemos
σes(T ) ⊆ σsf (T ) ⊆ σuf (T ) ⊆ σub(T ).Si T tiene la SVEP, enton
es, Ξ(T ) = ∅, y así de la igualdad (4.5) obtenemos

σes(T ) = σub(T ). Las igualdades (4.11) son obvias a partir de (4.7) y (4.9)del Teorema 4.1.12.(ii) la prueba de (4.12) y (4.13) es similar a la prueba de (4.10) y (4.11)de la parte (i).(iii) Claramente, todos los espe
tros en (4.10),(4.11), (4.12) 
oin
idenpor la parte (i) y (ii). Más aún, esos espe
tros 
oin
iden 
on σf (T ) ya que
σf (T ) = σuf (T ) ∪ σlf (T ).

�La prueba del siguiente resultado es similar a la prueba del Corolario2.2.2, tomando en 
uenta la igualdad (4.12) del Corolario 4.1.13, y que T ∗tiene la SVEP en λ0 
uando σsu(T ) no se a
umula en λ0.Corolario 4.1.14 ([5℄) Sea X un espa
io de Bana
h y T ∈ L(X) un ope-rador para el 
ual σsu(T ) = ∂σ(T ) y todo λ ∈ ∂σ(T ) no es aislado en σ(T ).Enton
es T ∗ tiene la SVEP y
σsu(T ) = σkt(T ) = σse(T ) = σes(T ).Más aún, esos espe
tros 
oin
iden 
on todos los espe
tros de (4.12) del Co-rolario 4.1.13.
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De�ni
ión 4.1.4 (Espe
tro aproximado puntual de Weyl) Sea T unoperador a
otado en L(X), el espe
tro aproximado puntual de Weyl σwa(T )es el 
omplemento de los λ ∈ C para los 
uales λI − T es semi-Fredholmsuperior y el índi
e ind(λI − T ) ≤ 0, es de
ir,
σwa(T ) := {λ ∈ C : (λI − T ) /∈ Φ+(X) ó ind(λI − T ) > 0}Se puede probar que σwa(T ) es la interse

ión de todos los espe
trosaproximados puntuales σa(T +K) de perturba
iones 
ompa
tas K de T , verRako£evi¢ [46℄, esto es,

σwa(T ) :=
⋂

K∈K(X)

σap(T + K),mientras que el espe
tro sobreye
tivo de Weyl se de�ne por
σws(T ) :=

⋂

K∈K(X)

σsu(T + K).Esas denomina
iones son motivadas por el Corolario 4.1.4 y el Corolario4.1.8.En el siguiente resultado mostraremos algunas propiedades bási
as de
σwa(T ) y σws(T ). Denotemos por acc(σ) el 
onjunto de todos los puntos dea
umula
ión de σ ⊆ C.Teorema 4.1.15 Sea X un espa
io de Bana
h, para un operador a
otado
T ∈ L(X), se tienen las siguientes proposi
iones:(i) λ 6∈ σwa(T ) si y sólo si λI−T ∈ Φ−(X) e ind(λI−T ) ≤ 0. Dualmente,
λ 6∈ σws(T ) si y sólo si λI − T ∈ Φ−(X) e ind(λI − T ) ≥ 0.(ii) σwa(T ) = σws(T

∗), σws(T ) = σwa(T
∗) y

σw(T ) = σwa(T ) ∪ σws(T ).(iii) σwa(T ) ⊆ σub(T ) y σws(T ) ⊆ σlb(T ).(iv) Si λ ∈ C es un punto aislado de σap(T ) y p(λI − T ) = ∞, enton
es
λ ∈ σwa(T ). Si λ ∈ C es un punto aislado de σsu(T ) y q(λI − T ) = ∞,enton
es λ ∈ σws(T ).(v)Tenemos que

σub(T ) = σwa(T ) ∪ acc σap(T ); (4.14)
σlb(T ) = σws(T ) ∪ acc σsu(T ); (4.15)

σb(T ) = σw(T ) ∪ acc σ(T ). (4.16)51



Prueba: (i) Ver la Nota 4.1.(ii) Es 
laro, por la parte (i).(iii) Es obvio, a partir del Teorema 4.1.5 y del Teorema 4.1.7.(iv) Si λ ∈ C es un punto aislado de σap(T ), enton
es T tiene la SVEPen λ, por el Teorema 2.2.11. Suponga que p(λI − T ) = ∞ y λ 6∈ σwa(T ).Enton
es λI − T ∈ Φ+(X) y así, por el Teorema 2.2.4, p(λI − T ) es �nito,lo que 
ontradi
e la hipótesis. La segunda proposi
ión se prueba de formasimilar.(v) Si λ 6∈ σwa(T )∪ acc σap(T ) enton
es λ es un punto aislado de σap(T )y λI − T ∈ Φ+(X), por la parte (i). De la parte (iv) tenemos también que
p(λI − T ) es �nito y así λ 6∈ σub(T ). Re
ípro
amente, si λ ∈ acc σap(T )enton
es λ ∈ σwa(T ) o λ 6∈ σwa(T ). En el primer 
aso λ ∈ σub(T ), yaque σwa(T ) ⊆ σub(T ). En el segundo 
aso λI − T ∈ Φ+(X), así por elTeorema 2.2.11 no tiene la SVEP en λ, y por tanto, p(λI − T ) = ∞ porel Teorema 2.2.4. De esto 
on
luimos que λ 6∈ σub(T ). De esta forma, laigualdad (4.14) queda probada. La prueba de la igualdad (4.15) es similar.La igualdad (4.16) se sigue 
ombinando (4.14) 
on (4.15) y tomando en
uenta que σ(T ) = σap(T ) ∪ σsu(T ).

�Teorema 4.1.16 Suponga que para T ∈ L(X), T o T ∗ tiene la SVEP.Enton
es
σwa(T ) = σub(T ) y σws(T ) = σlb(T ).Prueba: Suponga primero que T tiene la SVEP. Por la parte (iv)del Teorema 4.1.15, para probar que σub(T ) = σwa(T ), basta probar que

acc σap(T ) ⊆ σwa(T ). Suponga que λ 6∈ σwa(T ). Enton
es, λI − T ∈ Φ+(X)y la SVEP en λ asegura que σap(T ) no se a
umula en λ, por el Teorema2.2.11. Así λ 6∈ acc σap(T ).Para probar la igualdad σlb = σws(T ), es su�
iente probar que σlb(T ) ⊆
σws(T ). Suponga que λ 6∈ σws(T ). Enton
es, λI − T ∈ Φ−(X) 
on β(λI −
T ) ≤ α(λI − T ). De nuevo, la SVEP en λ da que p(λI − T ) es �nito y así,por la parte (i) del Teorema 2.1.2, α(λI − T ) = β(λI − T ). En este punto la�nitud de p(λI−T ) impli
a, por la parte (iv) del Teorema 2.1.2, que también
q(λI − T ) es �nito. Así λ 6∈ σlb. Luego, σlb(T ) ⊆ σws(T ), y la prueba de lasegunda igualdad está 
ompleta en el 
aso de que T tenga la SVEP.Suponga ahora que T ∗ tenga la SVEP. Enton
es por la primera parte,

σub(T
∗) = σwa(T

∗) y σlb(T
∗) = σws(T

∗).52



Por dualidad, se sigue que σlb(T ) = σws(T ) y σub(T ) = σwa(T ).
�Suponga que un espa
io de Bana
h X es la suma dire
ta X = M ⊕ N ,donde los subespa
ios 
errados M y N son T -invariantes, y denotemos por

PM la proye

ión de X sobre M a lo largo de N . Claramente, PM 
onmuta
on T y
p(T ) < ∞ ⇔ p(T |M) < ∞, p(T |N) < ∞y

ker T = ker T |M ⊕ ker T |N, T (X) = T (M) ⊕ T (N).Además, T (X) es 
errado si y sólo si T (M) es 
errado en M y T (N) es
errado en N . Combinando todas esas propiedades obtenemos
T ∈ B+(X) ⇔ T |M ∈ B+(M) y T |N ∈ B+(N),y así,

σub(T ) = σub(T |M) ∪ σub(T |N).Similares equivalen
ias se pueden estable
er para B−(X) y B(X), así
σlb(T ) = σlb(T |M) ∪ σlb(T |N), y σb(T ) = σb(T |M) ∪ σb(T |N).En la prueba del siguiente resultado usaremos Teoremas de Mapeo Es-pe
tral para σap(T ). Hemos visto que para esos espe
tros el Teorema deMapeo Espe
tral se tiene solo en los 
asos en que la fun
ión analíti
a f noes 
onstante sobre las 
omponentes 
onexas de su dominio de de�ni
ión. Poresta razón, 
onsideraremos la prueba en dos 
asos distintos.Teorema 4.1.17 ([2℄) Sea T ∈ L(X) un operador a
otado sobre un espa
iode Bana
h X y f una fun
ión holomorfa de�nida en un abierto que 
ontieneal espe
tro de T , σ(T ). Enton
es

σub(f(T )) = f(σub(T )) y σlb(f(T )) = f(σlb(T ). (4.17)
�Ahora estable
emos el Teorema de Mapeo Espe
tral para el espe
tro deBrowder.
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Teorema 4.1.18 ([2℄) Sea T un operador a
otado sobre un espa
io de Ba-na
h X y f una fun
ión holomorfa de�nida en un abierto que 
ontiene alespe
tro de T , σ(T ). Enton
es
σb(f(T )) = f(σb(T ))

�El Teorema de Mapeo Espe
tral para el espe
tro de Browder puede serprobado en forma diferente, mostrando que el espe
tro de Browder σb(T ) esel espe
tro ordinario de un elemento de una ade
uada álgebra de Bana
h. Enefe
to, 
omo fue notado por Grams
h y Lay en [31℄, ver también Teorema4.1.9, si A es la subálgebra 
onmutativa maximal de L(X) 
onteniendo a Ty π : A → A/A ∩ K(X) es el homomor�smo 
o
iente 
anóni
o, enton
es
σb(T ) = σ(π(T )). Además, para toda fun
ión analíti
a de�nida sobre unabierto U que 
ontiene a σ(T ) tenemos σ(π(f(T ))) = f(π(T )) y f(T ) ∈ A,así el resultado se sigue del Teorema de Mapeo Espe
tral usual en A/A ∩
K(X). El Teorema de Mapeo Espe
tral para el espe
tro σb(T ), σub(T ) y
σlb(T ) puede ser probado usando diferentes métodos. Por ejemplo, Oberai[44℄ probó este resultado mostrando primero que el mapeo T 7→ σb(T ) es semi
ontinuo superior. El Teorema de Mapeo Espe
tral para el espe
tro semi-Browder superior σub(T ) ha sido probado por Rako£evi¢ [45℄, por medio deun argumento similar, probando que el mapeo T 7→ σub(T ) es semi 
ontinuosuperior. Otra prueba puede ser también en
ontrada en S
hmoeger [50℄.Teorema 4.1.19 Sea T un operador a
otado de�nido sobre un espa
io deBana
h X y f una fun
ión holomorfa de�nida sobre un abierto que 
ontienea σ(T ). Si T o T ∗ tiene la SVEP, enton
es

σwa(f(T )) = σub(f(T )), σws(f(T )) = σlb(f(T )), (4.18)y
σw(f(T )) = σb(f(T )). (4.19)Prueba: Suponga primero que T tiene la SVEP. Enton
es f(T ) tienela SVEP por el Teorema 2.40 de libro de P. Aiena [1℄ así, las igualdades de(4.18) se siguen del Teorema 4.1.16.La prueba en el 
aso en que T ∗ tiene la SVEP se sigue por dualidad y elTeorema 4.1.17. En efe
to, f(T ∗) tiene la SVEP así, de la primera parte dela prueba, tenemos

σwa(f(T )) = σws(f(T )∗) = σws(f(T ∗)) = σlb(f(T ∗))

= f(σlb(T
∗)) = f(σlb(T

∗)) = f(σub(T )) = σub(f(T )).54



La prueba de la igualdad σws(f(T )) = σlb(f(T )) es análoga. Finalmente,
σw(f(T )) = σwa(f(T )) ∪ σws(f(T ))

= σub(f(T )) ∪ σlb(f(T )) = σb(f(T )),así también (4.19) está probada.
�Para 
ualquier operador T de�nido sobre un espa
io de Bana
h y f unafun
ión holomorfa de�nida en un abierto que 
ontiene al espe
tro de T , σ(T ),se tienen válidas las siguientes in
lusiones:

σwa(f(T )) ⊆ f(σwa(T ))

σws(f(T )) ⊆ f(σws(T ))en el siguiente resultado se tiene la igualdad, en 
aso que T o T ∗ tenga laSVEP.Teorema 4.1.20 Si T o T ∗ tiene la SVEP y f una fun
ión holomorfa de-�nida en un abierto que 
ontiene al espe
tro de T ,σ(T ), enton
es
f(σw(T )) = σw(f(T )).Igualdades análogas se tienen para σwa(T ) y σws(T ). Más aún,

σw(f(T )) = σb(f(T )) = f(σw(T )) = f(σb(T )).Prueba: Por el Teorema 4.1.19 y el Teorema 4.1.18 tenemos σw(f(T )) =
σb(f(T )) = f(σb(T )) y σb(T ) = σw(T ), por Corolario 4.1.13.Las a�rma
iones para σwa(T ) y σws(T ) se siguen en forma similar.

�De�ni
ión 4.1.5 (Operador que satisfa
e Browder) Un operador a
o-tado T ∈ L(X) de�nido sobre un espa
io de Bana
h, se di
e que 
umple elTeorema de Browder si se veri�
a la siguiente igualdad:
σw(T ) = σb(T )De�ni
ión 4.1.6 (Operador que satisfa
e a-Browder) Para un opera-dor T ∈ L(X), 
on X un espa
io de Bana
h X, de
imos que se satisfa
e elTeorema de a-Browder si se veri�
a la siguiente igualdad:

σwa(T ) = σub(T ).55



Note que si T satisfa
e el Teorema de a-Browder, enton
es σw(T ) =
σb(T ). En efe
to, si σwa(T ) = σub(T ) y λ 6∈ σw(T ), de la in
lusión σwa(T ) ⊆
σw(T ) se sigue que λ 6∈ σwa(T ) = σub(T ), y así p(λI − T ) < ∞. Pero
λI − T es de Weyl, así por Teorema 2.1.2 q(λI − T ) es también �nito y,
onse
uentemente, λ 6∈ σb(T ). Esto muestra que σb(T ) ⊆ σw(T ), y ya que lain
lusión opuesta siempre se veri�
a, 
on
luimos que σw(T ) = σb(T ).Tomando en 
uenta que σwa(T

∗) = σws(T ) y σub(T
∗) = σlb(T ), delTeorema 4.1.19 obtenemos inmediatamente el siguiente resultado:Corolario 4.1.21 Sea T ∈ L(X) un operador a
otado de�nido sobre unespa
io de Bana
h X y f una fun
ión holomorfa de�nida en un abierto que
ontiene al espe
tro de T , σ(T ). Si T o T ∗ tienen la SVEP enton
es tanto

f(T ) 
omo f(T ∗) 
umplen el Teorema de a-Browder. En parti
ular, T y T ∗
umplen el Teorema de a-Browder.4.2. Puntos aislados del espe
troEn esta se

ión miraremos más de 
er
a los puntos aislados del espe
tro.Re
ordemos que a partir del 
ál
ulo fun
ional, si λ0 es un punto aislado delespe
tro y P0 es la proye

ión espe
tral aso
iada 
on el 
onjunto espe
tral
{λ0} (ver De�ni
ión 1.5.3), enton
es, los subespa
ios P0(X) y ker P0 soninvariantes bajo T y σ(T |P0(X)) = {λ0}, mientras σ(T | ker P0) = C \ {λ0}.El primer resultado de esta se

ión muestra que para un punto aislado delespe
tro λ0 de σ(T ) la parte quasi-nilpotente H0(λ0I −T ) y el 
ore analíti
o
K(λ0I − T ) pueden ser des
ritos de manera pre
isa 
omo un rango o unkernel de una proye

ión.Teorema 4.2.1 Sea T ∈ L(X), donde X es un espa
io de Bana
h, y su-ponga que λ0 es un punto aislado del espe
tro σ(T ). Si P0 es la proye

iónespe
tral aso
iada 
on {λ0}, enton
es:(i) P0(X) = H0(λ0I − T );(ii) ker P0 = K(λ0I − T ).En parti
ular, si λ0 es un polo del resolvente, o equivalentemente p :=
p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) < ∞, enton
es

P0(X) = H0(λ0I − T ) = ker(λ0I − T )p,y
ker P0 = K(λ0I − T ) = (λ0I − T )p(X).56



Prueba:(i) Ya que λ0 es un punto aislado del espe
tro σ(T ) existe un 
ír
ulopositivamente orientado Γ := {λ ∈ C : |λ − λ0| = δ} el 
ual separa a λ0 delresto del espe
tro. Tenemos
(λ0I − T )nP0x =

1

2πi

∫

Γ
(λ0 − λ)n(λI − T )−1xdλ para todo n = 0, 1, . . .Ahora, suponga que x ∈ P0(X). Tenemos P0x = x y es fá
il veri�
ar elsiguiente estimado:

‖(λ0I − T )nx‖ = ‖(λ0I − T )nP0x‖ ≤
1

2π
2πδn+1 máx

λ∈Γ

∥∥(λI − T )−1
∥∥ ‖x‖ .Obviamente este estimado se tiene también para algún δ0 < δ y 
onse
uen-temente

ĺım sup ‖(λ0I − T )nx‖1/n < δ (4.20)Esto prueba la in
lusión P0(X) ⊆ H0(λ0I − T ).Re
ípro
amente, suponga que x ∈ H0(λ0I − T ) y así que la igualdad(4.20) se 
umple. Se denota por S ∈ L(X) el operador
S :=

1

λ0 − λ
(λ0I − T ).Evidentemente la serie de Neumann

∞∑

n=0

Snx =
∞∑

n=0

(
1

λ0 − λ
(λ0I − T )

)n

x
onverge para todo λ ∈ Γ. Si yλ denota esta suma para 
ada λ ∈ Γ, medianteun típi
o argumento de análisis fun
ional, obtenemos que (I −S)yλ = x. Un
ál
ulo simple también muestra que
yλ = (λ − λ0)(λI − T )−1xy por lo tanto

(λI − T )−1x = −
∞∑

n=0

(λ0I − T )nx

(λ0 − λ)n+1
para todo λ ∈ Γ.Integrando término a término se obtiene

P0x =
1

2πi

∫

Γ
(λI − T )−1xdλ = −

1

2πi

∫

Γ

1

(λ0 − λ)
xdλ = x,57



y esto prueba la in
lusión H0(λ0I − T ) ⊆ P0(X). Esto 
ompleta la pruebade la igualdad (i).(ii) No hay pérdida de generalidad si asumimos que λ0 = 0. Tenemos
σ(T |P0(X)) = {0}, y 0 ∈ ρ(T | ker P0). De la igualdad T (ker P0) = ker P0obtenemos ker P0 ⊆ K(T ), pues todo subespa
io 
errado invariante está
ontenido en el 
ore analíti
o.Resta probar la in
lusión re
ípro
a K(T ) ⊆ ker P0. Para ver esto, primerose muestra que H0(T )∩K(T ) = {0}. Esto es 
laro porque H0(T )∩K(T ) =
K(T |H0(T )), y el último subespa
io es {0} ya que la restri

ión de T sobreel espa
io de Bana
h H0(T ) es un operador quasi-nilpotente,y apli
amos elCorolario 2.28 del libro de P. Aiena [1℄ . Así, H0(T ) ∩K(T ) = {0}. A partirde esto se sigue que

K(T ) ⊆ K(T ) ∩ X = K(T ) ∩ (ker P0 ⊕ P0(X))

= ker P0 + K(T ) ∩ H0(T ) = ker P0,así la in
lusión deseada queda probada.La última a�rma
ión es 
lara a partir de la Nota 2.1, parte (b).
�Teorema 4.2.2 Sea λ0 un punto aislado del espe
tro de T , σ(T ). Enton
eslas siguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) λ0I − T ∈ Φ±(X);(ii) λ0I − T es de Browder;(iii) H0(λ0I − T ) es de dimensión �nita;(iv) K(λ0I − T ) es de 
odimensión �nita.Prueba: La equivalen
ia (i)⇔(ii) se siguen del Corolario 4.1.11. Laimpli
a
ión (ii)⇒(iii) es 
lara a partir del Teorema 2.2.6, ya que T tieneSVEP en todo punto aislado de σ(T ). La impli
a
ión (iii)⇒(iv) es 
lara,pues 
omo se observó arriba, X = H0(λ0I − T ) ⊕ K(λ0I − T ).(iv)⇒(i) Tenemos K(λ0I − T ) ⊆ (λ0I − T )∞(X) ⊆ (λ0 − T )(X) es de
odimensión �nita y así λ0I − T ∈ Φ−(X).
�Por el Teorema 2.2.4, si λ0I − T es de tipo Kato, un operador semi-Fredholm T tiene la SVEP en λ0 pre
isamente 
uando p(λ0I − T ) es �nito.El siguiente resultado muestra que esta equivalen
ia se tiene bajo la hipótesisde que q(λ0I − T ) sea �nito. 58



Teorema 4.2.3 Sea T un operador a
otado de�nido sobre el espa
io de Ba-na
h X. Suponga que q(λ0I−T ) < ∞. Enton
es las siguientes proposi
ionesson equivalentes:(i) T tiene la SVEP en λ0;(ii) p(λ0I − T ) < ∞;(iii) λ0 es un polo del resolvente.(iv) λ0 es un punto aislado de σ(T ).Prueba: No se pierde generalidad si suponemos que λ0 = 0.(i)⇒(ii) Sea q := q(T ) y Y := T q(X). Consideremos la apli
a
ión T̂ ,
T̂ : (X/ ker(T q) → Y de�nida por T̂ (x̂) := Tx donde x ∈ x̂. Claramente, yaque T̂ es 
ontinua y biye
tiva podemos de�nir en Y una nueva norma:

‖y‖1 := ı́nf{‖x‖ : T q(x) = y},para la 
ual (Y, ‖·‖1) es un espa
io de Bana
h. Más aún, si y = T q(x), delestimado
‖y‖ = ‖T q‖ ‖x‖dedu
imos que Y puede ser inmerso 
ontinuamente en X. Ya que T q(T (X)) =

T q+1(X), se puede probar que ker T ∩ T q(X) = {0} y así, por el Lema 3.80del libro de P. Aiena [1℄ , p(T ) < ∞.(ii)⇒(iii) si p := p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) < ∞ enton
es, λ0 es un polode orden p, ver Nota 2.1, parte (
).(iii)⇒(iv) Obvio.(iv)⇒(i) Esto fue observado arriba.
�El resultado anterior es una reminis
en
ia de las equivalen
ias estable
i-das en el Corolario 2.2.9 bajo la suposi
ión de que λ0I−T es semi-Fredholm.Teorema 4.2.4 Para un operador a
otado T ∈ L(X), siendo X un espa
iode Bana
h, las siguientes proposi
iones son equivalentes:(i) λ0 es un polo del resolvente de T ;(ii) Existe p ∈ N tal que ker(λ0I−T )p = H0(λ0I−T ) y (λ0I−T )p(X) =

K(λ0I − T ).Prueba: Suponga que λ0 ∈ σ(T ) es un polo del resolvente de T .Enton
es, p(λ0I − T ) y q(λ0I − T ) son �nitos y así, iguales (ver Nota 2.1 yel Teorema 2.1.1). 59



Re
ípro
amente, suponga que (ii) está veri�
ada. Mostremos que el as-
ent y el des
ent de λ0I − T son �nitos. A partir de
ker(λ0I − T )p+1 ⊆ H0(λ0I − T ) = ker(λ0I − T )pobtenemos que ker(λ0I − T )p+1 = ker(λ0I − T )p, así p(T ) ≤ p.De la in
lusión

(λ0I − T )p+1(X) ⊇ (λ0I − T )∞(X) ⊇ K(λ0I − T ) = (λ0I − T )p(X),
on
luimos que (λ0I−T )p+1(X) = (λ0I−T )p(X), así también q(T ) es �nito.Luego, λ0 es un polo de R(λ, T ).
�4.3. Teorema de Weyl y a-WeylEn esta se

ión rela
ionaremos el Teorema de Weyl 
on la propiedad de laextensión univaluada SVEP. Enfatizaremos el rol de la parte quasi-nilpotente

H0(λI − T ) y veremos que la razón por la 
ual el Teorema de Weyl se tienepara mu
has 
lases de operadores, depende esen
ialmente de la forma en quese asumen los espa
ios H0(λI − T ) en 
ada λ ∈ C.El primer resultado estable
e varias equivalen
ias para operadores a
ota-dos de�nidos sobre espa
ios de Bana
h. Para un operador a
otado T ∈ L(X)de�nimos
p00(T ) := σ(T ) \ σb(T ) = {λ ∈ σ(T ) : λI − T es de Browder},y

π00(T ) := {λ ∈ iso σ(T ) : 0 < α(λI − T ) < ∞}Por la parte (b) de la Nota 2.1, tenemos
p00(T ) ⊆ π00(T ) para todo T ∈ L(X). (4.21)Siguiendo a Coburn [20℄ tenemos la siguiente de�ni
ión de los operadoresque satisfa
en el Teorema de Weyl:De�ni
ión 4.3.1 (Teorema de Weyl) Se di
e que un operador T en L(X)satisfa
e el Teorema de Weyl si

σ(T ) \ σw(T ) = π00(T ).60



Notemos que si T satisfa
e el Teorema de Weyl, enton
es
σb(T ) = σw(T ).En efe
to, primero re
ordemos que para todo operador T en L(X) se tieneque σw(T ) ⊆ σb(T ); por otra parte, si λ ∈ σ(T ) no está en σw(T ), enton
es,

λ ∈ σ(T ) \ σw(T ) = π00(T ); ya que λI − T ∈ Φ(X), la SVEP en λ de
T y T ∗ asegura que tanto p(λI − T ) 
omo q(λI − T ) son ambos �nitos,por los Teoremas 2.2.4 y 2.2.5, luego λ /∈ σb(T ), por lo que se tiene que
σb(T ) ⊆ σw(T ).De�ni
ión 4.3.2 (Módulo minimal) Sea T un operador no nulo en L(X),el módulo minimal de T se de�ne por:

γ(T ) := ı́nf
x 6∈ker(T )

‖Tx‖

d(x, ker T )
.Teorema 4.3.1 Para un operador a
otado T ∈ L(X) las siguientes propo-si
iones son equivalentes:(i) π00(T ) = p00(T );(ii) σw(T ) ∩ π00(T ) = ∅;(iii) σsf (T ) ∩ π00(T ) = ∅;(iv) (λI − T )(X) es 
errado para todo λ en π00(T );(v) H0(λI − T ) es de dimensión �nita para todo λ en π00(T );(vi) K(λI − T ) es de 
odimensión �nita para todo λ en π00(T );(vii) (λI − T )∞(X) es de 
odimensión �nita para todo λ en π00(T );(viii) β(λI − T ) < ∞ para todo λ en π00(T );(ix) q(λI − T ) < ∞ para todo λ en π00(T );(x) el mapeo λ 7→ γ(λI − T ) es dis
ontinuo en 
ada λ en π00(T ).Prueba:(i)⇒(ii) Evidentemente p00(T ) = σ(T ) \ σb(T ), así

p00(T ) ∩ σb(T ) = π00(T ) = ∅,y ya que σw(T ) ⊆ σb(T ), se 
on
luye que σw(T ) ∩ π00(T ) = ∅.(ii)⇒(iii) Obvio, ya que σsf (T ) ⊆ σw(T ).(iii)⇒(iv) Si λ ∈ π00(T ), enton
es λI −T es un operador semi-Fredholm,así (λI − T )(X) es 
errado.(iv)⇒(v) Si (λI − T )(X) es 
errado para todo λ ∈ π00(T ), enton
es
λI − T ∈ Φ+(X). Ya que T tiene la SVEP en todo punto aislado de σ(T ),por el Teorema 2.2.6, se sigue que H0(λI − T ) es de dimensión �nita.61



(v)⇒(vi) Si λ es un punto aislado de σ(T ), enton
es la des
omposi
ión
X = H0(λI−T )⊕K(λI−T ) se tiene por el Teorema 4.2.1. Conse
uentementesi H0(λI −T ) es de dimensión �nita, enton
es K(λI −T ) es de 
odimensión�nita.(vi)⇒(vii) Inmediata, ya que K(λI − T ) ⊆ (λI − T )∞(X) para todo
λ ∈ C.(vii)⇒(viii) Es obvio ya que (λI − T )∞(X) ⊆ (λI − T )(X) para todo
λ ∈ C.(viii)⇒(i) Para todo λ ∈ π00(T ) tenemos que α(λI − T ) < ∞, así, si
β(λI − T ) < ∞, enton
es λI − T es de Fredholm. Ya que λ es un puntoaislado del espe
tro de T , la SVEP de T y T ∗ en λ asegura que p(λI − T ) y
q(λI −T ) son ambos �nitos por los Teoremas 2.2.4 y 2.2.5. Luego, π00(T ) ⊆
p00(T ) y 
omo la in
lusión opuesta vale para todo operador, se sigue que
π00(T ) = p00(T ).(i)⇒(ix) Para 
ada λ en π00(T ), λ ∈ p00(T ) por tanto λ no pertene
eal espe
tro de Browder σb(T ), en 
onse
uen
ia λI − T es de Browder, portanto, p(λI − T ) < ∞ y q(λI − T ) < ∞, luego se tiene (ix).(ix)⇒(viii) Por el Teorema 2.1.2 si q(λI −T ) < ∞ enton
es β(λI −T ) ≤
α(λI − T ) < ∞ para todo λ ∈ π00(T ).(iv)⇔(x) Observemos primero que si λ0 ∈ π00(T ) enton
es existe un dis
oagujereado D0 
entrado en λ0 tal que

γ(λI − T ) ≤ |λ − λ0| para todo λ ∈ D0 (4.22)De he
ho, si λ0 es un punto aislado del espe
tro, enton
es λI − T esinvertible y así, tiene rango 
errado en un dis
o agujereado D 
entrado en
λ0. Tomemos 0 6= x ∈ ker(λ0I − T ). Enton
es

γ(λI − T ) ≤
‖(λI − T )x‖

d(x, ker(λI − T ))
=

‖(λI − T )x‖

‖x‖

=
‖(λI − T )x − (λ0I − T )x‖

‖x‖
= |λ − λ0|.Claramente, del estimado (4.22) se sigue que γ(λI −T ) → 0 
uando λ → λ0,así el mapeo λ 7→ γ(λI − T ) no es 
ontinuo en λ0 ∈ π00(T ) pre
isamente
uando γ(λ0I−T ) > 0, o , equivalentemente, 
uando (λ0I−T )(X) es 
errado.De esta forma la 
ondi
ión (iv) es equivalente a la 
ondi
ión (x).

�En los trabajos de Curto y Han [23℄ y de Aiena y Carpintero [4℄ se muestraque si T o T ∗ tiene la SVEP, las proposi
iones (iii) y (v) del Teorema 4.3.1son equivalentes a que T satisfaga el Teorema de Weyl.62



Como se vio en la se

ión 4.1, el espe
tro aproximado de Weyl σwa(T )(De�ni
ión 4.1.4) es la interse

ión de todos los espe
tros aproximados pun-tuales σa(T + K) de perturba
iones 
ompa
tas K de T , ver Rako£evi¢ [46℄.Del mismo autor en [46℄ tenemos la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 4.3.3 (Teorema de a-Weyl) Sea T un operador a
otado en
L(X), se di
e que el Teorema de a-Weyl se 
umple para T si

σap(T ) \ σwa(T ) = πa
00(T )donde

πa
00(T ) := {λ ∈ isoσap(T ) : 0 < α(λI − T ) < ∞}Es 
laro que

π00(T ) ⊆ πa
00(T ) para todo T ∈ L(X).Se sabe de [46℄ queel Teorema de a-Weyl =⇒ el Teorema de WeylTeorema 4.3.2 ([23℄,[4℄) Si T ∈ L(X) y T o T ∗ tiene la SVEP, enton
eslas siguientes proposi
iones son equivalentes:(i) σuf (T ) ∩ πa

00(T ) = ∅;(ii) T satisfa
e el Teorema de a-Weyl.
�Introdu
imos la 
lase de los operadores que satisfa
en la llamada Pro-piedad (H), que tiene impli
a
iones 
on respe
to al Teorema de Weyl y elTeorema de a-Weyl.De�ni
ión 4.3.4 (Propiedad (H)) Sea T un operador a
otado en L(X).Se di
e que T tiene la propiedad (H) si

H0(λI − T ) = ker(λI − T ) para todo λ ∈ C.Aunque la 
ondi
ión (H) se ve un tanto fuerte, la 
lase de operadores quela satisfa
en es 
onsiderablemente grande. En lo que sigue, listamos algunas
lases importantes de operadores que satisfa
en esta propiedad.(a) Re
ordemos (Ejemplo 2.1) que T ∈ L(X) se di
e paranormal si
‖Tx‖ ≤

∥∥T 2x
∥∥ ‖x‖ para todo x ∈ X. T es llamado totalmente paranormal si63



λI − T es paranormal para todo λ ∈ C. Todo operador totalmente paranor-mal tiene la propiedad (H), ver Laursen [37℄. Un operador a
otado T de�nidoen un espa
io de Hilbert H, se di
e hiponormal si ‖T ∗x‖ ≤ ‖Tx‖ para todo
x de H. Se ve fá
ilmente que todo operador hiponormal es totalmente para-normal. La 
lase de los operadores totalmente paranormales in
luye tambiéna los operadores subnormales y a los operadores quasi-normales, ya que esosoperadores son hiponormales, ver [22℄.(
) Un operador a
otado T ∈ L(X) se di
e transaloide si el radio espe
tral
r(λI − T ) es igual a ‖λI − T‖ para todo λ ∈ C. Todo operador transaloidetiene al propiedad (H), ver los Lemas 2.3 y 2.4 de [23℄.De�ni
ión 4.3.5 (transformada quasi-afín) Un operador S ∈ L(X) sedi
e que es una transformada quasi-afín de T ∈ L(X), denotado por S ≺ T ,si existe U ∈ L(X) inye
tiva 
on rango denso tal que TU = US. Si tanto
S ≺ T 
omo T ≺ S, enton
es se di
e que T y S son quasi-similares.El siguiente resultado muestra que la propiedad (H) se preserva por lastransforma
iones quasi-a�nes, ver [14℄.Teorema 4.3.3 (Aiena - Villafañe) Suponga que T ∈ L(X) tiene la pro-piedad (H) y S ≺ T . Enton
es S tiene la propiedad (H).Prueba: Suponga que TU = US, 
on U inye
tiva, λ ∈ C y x ∈
H0(λI − S). Enton
es,

‖(λI − T )nUx‖1/n = ‖U(λI − S)nx‖1/n ≤ ‖U‖1/n ‖(λI − S)nx‖1/n ,De lo 
ual se sigue que Ux ∈ H0(λI − T ) = ker(λI − T ). Así, U(λI − S)x =
(λI − T )Ux = 0 y, ya que U es inye
tiva, esto impli
a que (λI − S)x = 0,i.e. x ∈ ker(λI − S). Así, H0(λI − S) = ker(λI − S) para todo λ ∈ C.

�Como 
onse
uen
ia del Teorema 4.3.3 obtenemos otra importante 
lasede operadores que tienen la propiedad (H). Para ver esto, 
onsideremos unoperador T ∈ L(H), 
on H un espa
io 
omplejo de Hilbert, sea T = W |T |la des
omposi
ión polar de T . Enton
es, a R := |T |1/2W |T |1/2 se le llama latransformada de Aluthge de T . Si R = V |R| es la des
omposi
ión polar de
R, se de�ne T̃ := |R|1/2V |R|1/2.
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De�ni
ión 4.3.6 (operador positivo) Sea T un operador a
otado de�ni-do sobre un espa
io 
omplejo de Hilbert. Se di
e que T es positivo (T ≥ 0)si
〈Tx, x〉 ≥ 0, para todo x ∈ Hpara T1, T2 ∈ L(H) se es
ribe T2 ≥ T1 si T2 − T1 ≥ 0.(d) Un operador T ∈ L(H)se di
e que es log-hiponormal si T es invertibley satisfa
e log(T ∗T ) ≥ log(TT ∗). Si T es log-hiponormal enton
es existe T̃hiponormal, tal que T = KT̃K−1, donde K := |R|1/2|T |1/2, ver [52℄, [19℄. Así

T es quasi-similar a un operador hiponormal y por tanto, tiene la propiedad
(H).(e) Un operador T ∈ L(H) se di
e que es p-hiponormal, 
on 0 < p ≤ 1si (T ∗T )p ≥ (TT ∗)p. Todo operador p-hiponormal invertible es quasi-similara un operador log-hiponormal y, 
onse
uentemente, tiene la propiedad (H)ver [15℄,[25℄.Un operador a
otado T ∈ L(X) se di
e que es isoloid si todo puntoaislado de σ(T ) es un autovalor de T .Se di
e que un operador es relativamente regular si existe S ∈ L(X) talque TST = T .Un operador a
otado T ∈ L(X) se di
e reguloid si para todo punto aislado
λ de σ(T ), λI − T es relativamente regular, es de
ir, existe Sλ ∈ L(X) talque

(λI − T )Sλ(λI − T ) = λI − T.Es bien 
ono
ido que T ∈ L(X) es un operador relativamente regular siy solo si ker T y T (X) son 
omplementados. Obviamente, si T es reguloidenton
es T es isoloid.Teorema 4.3.4 Suponga que un operador T ∈ L(X) tiene la propiedad (H).Enton
es T tiene la SVEP y p(λI − T ) ≤ 1 para todo λ ∈ C. Además,tanto
T 
omo T ∗ son reguloid.Prueba: La SVEP puede ser probada en varias formas. Por ejemplo,la SVEP se sigue del Teorema 1.6 de [6℄, una vez observado que H0(λI − T )es 
errado para todo λ ∈ C. Más aún de la in
lusión

ker(λI − T )n ⊆ H0(λI − T ) = ker(λI − T ), para todo n ∈ N,obtenemos que p(λI − T ) ≤ 1 para todo λ ∈ C.Para probar que T es reguloid, probamos que todo punto aislado delespe
tro σ(T ) es un polo simple del resolvente. No se pierde generalidad si65



suponemos que λ = 0. Denotemos por P la proye

ión espe
tral aso
iada
on el 
onjunto espe
tral {0},
P :=

1

2π

∫

Γ
(λI − T )−1dλdonde Γ es el 
ír
ulo 
entrado en 0 y radio ε > 0 que separa a 0 del restodel espe
tro. Tenemos que P (X) = H0(T ) = ker T , ver Proposi
ión 49.1 deHeuser [32℄, así que TP = 0. Ahora, ya que 0 es un punto aislado de σ(T ),es una singularidad no removible de (λI − T )−1, así admite la expansión deLaurent

(λI − T )−1 =

∞∑

n=1

Pn

λn
+

∞∑

n=0

λnQnpara todo λ tal que 0 < |λ| < ε, 
on Pn, Qn ∈ L(X). Ya que P1 = Py Pn = T n−1P para todo n = 1, 2, . . . (ver [32, p. 209℄), obtenemos de
TP = 0, que Pn = 0 para n ≥ 2. Luego 0 es un polo simple del resolvente
(λI−T )−1. Esto impli
a, por proposi
ión 50.2 de [32℄, que p(T ) = q(T ) = 1 y
0 es un autovalor de T . Más aún, nuevamente por la proposi
ión 50.2 de [32℄,
ker P = K(T ) = T (X), por tanto, este ker T y T (X) son 
omplementadosy, 
onse
uentemente, T es relativamente regular. Luego, T es reguloid.Para probar que T ∗ es reguloid, sea λ0 un punto aislado de σ(T ∗) = σ(T ).Por la primera parte de la prueba sabemos que λ0 es un polo simple de
(λI − T )−1. Como arriba, tenemos que X = ker(λ0I − T ) ⊕ (λ0I − T )(X),por lo que

X∗ = ker(λ0I − T )⊥ ⊕ (λ0I − T )(X)⊥donde M⊥ denota el anulador de M . Ya que (λ0I−T )(X) es 
errado, también
(λ0I

∗ − T ∗)(X∗) es 
errado y de las igualdades bien 
ono
idas
(λ0I

∗ − T ∗)(X∗) = ker(λ0I − T )⊥ , ker(λ0I
∗ − T ∗) = (λ0I − T )(X)⊥,
on
luimos que tanto (λ0I

∗−T ∗)(X∗) 
omo ker(λ0I
∗−T ∗) son 
omplemen-tados y así T ∗ es relativamente regular. De esta forma, T ∗ es reguloid.

�Teorema 4.3.5 Suponga que T ∈ L(X) tiene la propiedad (H). Enton
esel Teorema de Weyl se tiene para T y T ∗. Si además, T ∗ tiene la SVEPenton
es el Teorema a-Weyl se tiene para T y T ∗.Prueba: La primera proposi
ión es 
lara: la propiedad (H) impli
ala SVEP por el Teorema 4.3.4, y por de�ni
ión de π00(T ) obtenemos que66



H0(λI − T ) = ker(λI − T ) es de dimensión �nita para todo λ ∈ π00(T ).Ya que T es reguloid y así isoloid, por el Teorema 2.4 de [4℄ se sigue que elTeorema de Weyl se tiene para T ∗, observemos primero que ya que T tienela SVEP enton
es
σw(T ) = σw(T ∗) = σb(T ) = σb(T

∗),ver Corolario 2.12 de [11℄. Así
σ(T ∗) \ σw(T ∗) = σ(T ∗) \ σb(T

∗) = p00(T
∗),y para probar el Teorema de Weyl para T ∗, es su�
iente probar la igualdad

p00(T
∗) = π00(T

∗).La in
lusión p00(T
∗) ⊆ π00(T

∗) se veri�
a para todo T ∈ L(X). Para probarla in
lusión opuesta, sea λ0 ∈ π00(T
∗). Ya que T ∗ es reguloid, por el Teorema4.3.4, λ0I

∗−T ∗ tiene rango 
errado. De α(λ0I
∗−T ∗) < ∞ se sigue que λ0I

∗es semi-Fredholm superior y ya que T ∗ tiene la SVEP en todo punto aisladode σ(T ∗), esto impli
a que p(λ0I
∗ − T ∗) < ∞, por el Corolario 2.7 de [6℄.Por otra parte, por dualidad λ0I − T ∈ Φ−(X) y la 
ondi
ión p(λ0I

∗ −
T ∗) < ∞ impli
a que α(λ0I−T ) = β(λ0I−T ) < ∞, por la Proposi
ión 38.6del libro de Heuser [32℄, así λ0I−T ∈ Φ(X). De la proposi
ión 39.2 del mismolibro [32℄ se sigue que p(λI −T ) = q(λI∗−T ∗) < ∞, y, por el Teorema 4.3.4la �nitud de p(λI∗ − T ∗) y q(λI∗ − T ∗) impli
a que β(λI∗ − T ∗) < ∞, verproposi
ión 38.6 de [32℄. Luego, λ0I

∗ − T ∗ es de Browder, i.e. λ0 ∈ p00(T
∗).De esta forma queda probada la igualdad p00(T

∗) = π00(T
∗).Finalmente, asumamos que T ∗ tiene la SVEP. Por [4, Teorema 2.13℄ sesigue que el Teorema de a-Weyl se tiene para T . Para probar que también

T ∗ 
umple el Teorema de a-Weyl, observemos primero que ya que T tienela SVEP, enton
es σs(T ) = σ(T ), por la Proposi
ión 1.3.2 de [39℄ y así, pordualidad σa(T
∗) = σ(T ∗). Luego, πa

00(T
∗) = π00(T

∗). Sea λ0 ∈ πa
00(T

∗) =
π00(T

∗). Enton
es, α(λI∗ − T ∗) < ∞ y ya que T ∗ es reguloid enton
es
λI∗−T ∗ tiene rango 
errado. Así λI∗−T ∗ ∈ Φ+(X∗), de modo que σuf (T ∗)∩
πa

00(T
∗) = ∅. Ya que, por hipótesis, T ∗ tiene la SVEP enton
es el Teoremade a-Weyl se 
umple para T ∗, por el Teorema 4.3.2.

�Corolario 4.3.6 Suponga que T es 
ualquier operador 
omo en los ejemplos(a)-(e). Enton
es, el Teorema de Weyl se 
umple para T y T ∗.67



�Teorema 4.3.7 Suponga que T tiene la propiedad (H) y T ∗ la SVEP. Si
f es una fun
ión holomorfa de�nida sobre un abierto que 
ontiene a σ(T ),enton
es el Teorema de a-Weyl se 
umple para f(T ).Prueba: Sabemos, por el Teorema 2.4 de [4℄, que el Teorema de Weylse tiene para f(T ). Más aún, ya que T ∗ tiene la SVEP, f(T ∗) = f(T )∗ tienela SVEP por el Teorema 3.3.6 de [39℄. Por [4, Teorema 2.13℄, 
on
luimos queel Teorema de a-Weyl se tiene para f(T ).

�Ejemplo 4.3.8: En general, no podemos esperar que el Teorema de a-Weyl se 
umpla para un operador des
omponible. Por ejemplo, si T ∈ L(ℓ2)se de�ne por
T (x0, x1, · · · ) :=

(x1

2
,
x2

3
, · · ·

) para toda (xn) ∈ ℓ2,enton
es T es quasi-nilpotente y así, des
omponible. Pero T no satisfa
e elTeorema de a-Weyl, ya que σa(T ) = σwa(T ) = {0} y πa
00(T ) = {0}

�Sin embargo, 
omo inmediata 
onse
uen
ia del Teorema 4.3.7 tenemosque el Teorema de a-Weyl se tiene si asumimos que el operador des
ompo-nible tiene la propiedad (H).Corolario 4.3.9 Suponga que T ∈ L(X) es des
omponible y tiene la pro-piedad (H). Si f es una fun
ión holomorfa de�nida sobre un abierto que
ontiene a σ(T ), enton
es f(T ) satisfa
e el Teorema de a-Weyl.4.4. Propiedades espe
trales de los multipli
adoresUna 
onse
uen
ia inmediata del Corolario 4.3.9, es que para todo ope-rador normal T de�nido sobre un espa
io de Hilbert, el Teorema a-Weyl setiene para f(T ) ya que todo operador normal es des
omponible. La 
lase detodos los multipli
adores de un álgebra semi-simple presenta una teoría deFredholm similar a la de los operadores normales. Estable
eremos algunasotras analogías.Los multipli
adores apare
en primero en análisis armóni
o en 
onexión
on la teoría de sumabilidad para series de Fourier, pero subse
uentemente68



esta no
ión ha sido empleada en mu
hos otros 
ontextos entre los 
ualesen
ontramos el estudio de la transformada de Fourier, la investiga
ión deálgebras grupales, módulos de Bana
h y la teoría general de álgebras deBana
h.El 
on
epto de multipli
ador extiende el de un operador de multipli
a-
ión sobre álgebras de Bana
h 
onmutativas, pero una de las razones delinterés en esta 
lase de operadores, es que propor
iona un mar
o abstra
topara estudiar otra importante 
lase de operadores que surgen del análisisarmóni
o: la 
lase de todos los operadores de 
onvolu
ión de grupos alge-brai
os. De he
ho, un estudio 
ompleto de los multipli
adores en álgebras deBana
h 
onmutativas, requiere el 
ono
imiento de las herramientas bási
asde la teoría de álgebras de Bana
h, y, en parti
ular, de la maquinaria de lateoría de representa
ión de Gelfand en álgebras de Bana
h 
onmutativas.De�ni
ión 4.4.1 (Multipli
ador) Sea A un álgebra de Bana
h. Una apli-
a
ión T : A → A se di
e que es un multipli
ador de A si
x(Ty) = (Tx)y para todo x, y ∈ AEl 
onjunto de multipli
adores de A se denota por M(A).Una subálgebra B de A se di
e que es 
errada bajo el inverso si para todoelemento x ∈ B que posea un inverso x−1 ∈ A, 
umple que x−1 ∈ B.Un ejemplo de multipli
ador en un álgebra de Bana
h A es dado por eloperador multipli
a
ión por un elemento a que 
onmuta 
on todo elemento

x ∈ A, La : A → A dado por x 7→ ax.Cuando A es un álgebra de Bana
h 
onmutativa 
on elemento unidad, el
on
epto de multipli
ador se redu
e, trivialmente, al operador multipli
a
iónpor un elemento de A. Para ver esto, 
onsideremos un multipli
ador T ∈
M(A) y x ∈ A,

Tx = 1(Tx) = (T1)x = L(T1)xluego, T = L(T1). En este 
aso se puede identi�
ar A 
on M(A).Dado un 
onjunto no va
ío B de A, de�nimos el anulador izquierdo
lan(B) y el anulador dere
ho ran(B) por

lan(B) := {x ∈ A : xB = {0}},

ran(B) := {x ∈ A : Bx = {0}}.Las propiedades bási
as de los multipli
adores que tratamos son gene-ralmente presentadas en el mar
o de una 
lase muy grande de álgebras deBana
h: 69



De�ni
ión 4.4.2 (álgebra faithful) De
imos que un álgebra de Bana
hes faithful si ran(A) = {0} ó lan(A) = {0}.En la de�ni
ión de álgebra de Bana
h faithful hemos seguido la termino-logía de Johnson [34℄ y del libro de Laursen y Neumann [39℄.Las álgebras faithful fueron llamadas propias por Ambrose [16℄ y sinorden en el libro de Larsen [36℄ entre otros autores. Trivialmente, 
ualquierálgebra de Bana
h 
on una identidad es faithful.De�ni
ión 4.4.3 (semi-prima) Un álgebra A se di
e semi-prima si {0}es el úni
o ideal bilateral 
on J2 = {0}.De�ni
ión 4.4.4 (regular) Un ideal por la izquierda J de un álgebra deBana
h se di
e regular izquierdo (o también modular) si existe un elemento
v ∈ A tal que A(1 − v) ⊆ J , donde

A(1 − v) := {x − xv : x ∈ A}De manera análoga se de�nen ideales regulares dere
hos e ideales regularesObservemos que siA tiene unidad, enton
es todo ideal, dere
ho, izquierdoo bilateral, es regular.De�ni
ión 4.4.5 (primitivo) Un ideal bilateral J de A es llamado primi-tivo si existe un ideal izquierdo regular maximal L de A tal que
J = {x ∈ A : xA ⊆ L}De�ni
ión 4.4.6 (radi
al) El radi
al de un álgebra A, radA, es la inter-se

ión de los ideales primitivos de A, o equivalentemente, la interse

ión delos ideales izquierdos (dere
hos) regulares maximales de A, ver [18, Proposi-
ión 24.14℄Si A = radA enton
es A se di
e que es un álgebra radi
al.De�ni
ión 4.4.7 (álgebra semi-simple) Un álgebra se di
e semi-simplesi su radi
al radA es igual a {0}Como es usual, denotamos por L(A) el álgebra de Bana
h de todos losoperadores lineales a
otados de�nidos sobre A. Nótese que en la de�ni
ión demultipli
adores no se asume la linealidad ni la 
ontinuidad. En el siguienteresultado se muestra que si A es un álgebra de Bana
h faithful la linealidad y70



la 
ontinuidad son 
onse
uen
ias de la De�ni
ión 4.4.2. Observemos primeroque siA es faithful y x, y, z ∈ A, para 
ada multipli
ador T ∈ M(A) tenemos:
z[x(Ty)] = z[(Tx)y] = (Tz)(xy) = zT (xy),así,

[x(Ty) − T (xy)] ∈ ran(A) = {0}y de esta forma, las igualdades siguientes se tienen para 
ada x, y ∈ A:
x(Ty) = (Tx)y = T (xy). (4.23)Teorema 4.4.1 Sea A un álgebra de Bana
h faithful. Enton
es:(i) Todo multipli
ador es un operador lineal a
otado sobre A. El álgebrade multipli
adores M(A), es una subálgebra 
onmutativa 
errada de L(A)que 
ontiene la identidad I de L(A).(ii) Para todo T ∈ M(A), T (A) es un ideal bilateral en A,(iii) Si el álgebra de Bana
h A es 
onmutativa, enton
es todo operadormultipli
a
ión por a ∈ A, La (x 7→ ax), es un multipli
ador de A. El mapeo

a ∈ A 7→ La ∈ M(A) es un isomor�smo 
ontinuo del álgebra A sobreye
ti-vamente en el ideal {La : a ∈ A} de M(A).Prueba: (i) Primero probemos que 
ualquier T ∈ M(A) es lineal.Para 
ualesquiera x, y, z ∈ A y λ, µ ∈ C tenemos
z[T (λx + µy)] = (Tz)(λx + µy) = λ(Tz)x + µ(Tz)y

= λz(Tx) + µz(Ty) = z[λTx + µTy],así para todo z, z[T (λx + µy) − (λTx + µTy)] = 0 y 
omo A es faithful,
ran(A) = {0}, por tanto,
T (λx + µy) = λTx + µTy.Para probar que T es a
otada sean y, z ∈ A y (yn) ⊂ A una su
esiónpara la 
ual ‖yn − y‖ → 0 y ‖Tyn − z‖ → 0. Para 
ada x ∈ A tenemos:

‖xz − x(Ty)‖ ≤ ‖x‖ ‖z − Tyn‖ + ‖(Tx)yn − (Tx)y‖

≤ ‖x‖ ‖z − Tyn‖ + ‖Tx‖ ‖yn − y‖ → 0,lo 
ual impli
a que (z − Ty) ∈ ran(A). Luego, z = Ty y por el Teoremadel Grá�
o Cerrado, 
on
luimos que T es un operador a
otado.Ahora, mostraremos que M(A) es un subálgebra 
onmutativa de L(A).Es fá
il veri�
ar que la suma de multipli
adores es un multipli
ador. Másaún, si T, S ∈ M(A) y x, y ∈ A tenemos por la igualdad (4.23),
[(TS)x]y = [T (Sx)]y = T [(Sx)y] = T [x(Sy)] = x[TS(y)],71



así, TS ∈ M(A). Además también apli
ando 4.23 al produ
to TS se obtieneque
x[(TS)y] = (TS)(xy) = T [S(xy)] = T [x(sy)] = x[TS(y)]

(Sx)(Ty) = x[(ST )y]por lo que, para todo y ∈ A, (TS)y = (ST )y. Luego, M(A) es un álgebra
onmutativa.Consideremos ahora una su
esión (Tn) ⊂ M(A) que 
onverge a T ∈
L(A). Enton
es para todo x, y ∈ A tenemos

‖(Tx)y − x(Ty)‖ ≤ ‖(Tx)y − (Tnx)‖ + ‖(Tnx)y − x(Ty)‖

≤ 2 ‖T − Tn‖ ‖x‖ ‖y‖ ,y esto impli
a que (Tx)y = x(Ty). En 
onse
uen
ia M(A) es 
errado.(ii) Es 
laro que, si T ∈ M(A) las igualdades 4.23 impli
an, ya que T eslineal, que T (A) es un ideal bilateral de A.(iii) Sea a, x, y ∈ A enton
es,
x(Lay) = x(ay) = (xa)y = (ax)y = (Lax)ypor lo que La es un multipli
ador de A. Por otra parte, para a, b, y ∈ A setiene
‖Lay − Lby‖ = ‖ay − by‖ = ‖a − b‖ ‖y‖esto impli
a la 
ontinuidad del mapeo a 7→ La obviamente sobreye
tivo.Veamos que L = {La : a ∈ A} es un ideal: en efe
to, sean a, x, y ∈ A xLa esun elemento de xL,

(xLa)y = x(Lay) = x(ay) = (xa)y = Lxayde donde xL ⊆ L. (ideal bilateral por la 
onmutatividad).
�Denotemos por A 
ualquier álgebra de Bana
h 
on elemento unidad 1. Elespe
tro de un elemento x ∈ A 
on respe
to a A se de�ne, en forma 
anóni
apor:

σA(x) := {λ ∈ C : λ1 − x no es invertible en A}.En el 
aso del espe
tro de un operador a
otado T 
on respe
to al álgebrade Bana
h L(A), se denota de manera usual, es de
ir, σ(T ).72



Teorema 4.4.2 Si A es 
ualquier álgebra de Bana
h faithful, se tienen lassiguientes proposi
iones:(i) M(A) en una subálgebra de L(A), 
errada bajo el inverso;(ii) σ(T ) = σM(A)(T ) para 
ada T ∈ M(A).Prueba: (i) Supongamos que T ∈ M(A) admite una inversa T−1 en
L(A) para 
ada x, y ∈ A tenemos

(T−1x)y = T−1T [(T−1x)y] = T−1[(TT−1x)y] = T−1(xy)

= T−1[x(TT−1y)] = T−1T [x(T−1y)] = x(T−1y),luego, T−1 es un multipli
ador y de esta manera, el álgebra de multipli
adoreses una subálgebra de L(A) 
errada bajo el inverso.(ii)
λ 6∈ σ(T ) ⇔ λI − T es invertible y (λI − T )−1 ∈ M(A)

⇔ λ /∈ σM(A)(T )

�El siguiente resultado estable
e propiedades elementales de un multipli-
ador desde el punto de vista del la teoría lo
al espe
tral. En parti
ular,se muestra que todo multipli
ador de un álgebra de Bana
h semi-prima, none
esariamente 
onmutativa, tiene la SVEP.Teorema 4.4.3 Sea A un álgebra de Bana
h semi-prima y T ∈ M(A),enton
es:(i) p(T ) ≤ 1. Más aún, ker T ∩ T (A) = {0};(ii) T tiene la SVEP;(iii) σ(T ) = σsu(T ) y σse(T ) = σap(T ).Prueba: (i) Dado que ker T ⊆ ker T 2 se tiene para todo operador,basta probar la otra in
lusión.Sea x ∈ ker T 2 y sea z := Tx (se quiere probar que z = 0). Obviamente
z ∈ ker T y

zaz = (Tx)az = T ((xa)z) = xaTz = xa0 = 0 para todo a ∈ ADe esto se sigue que zAzA = (zA)2 = {0}, y 
omo A es semi-prima, zA = 0,por tanto, z = Tx = 0 y así ker T 2 ⊆ ker T .La igualdad ker T ∩ T (A) = {0} se tiene en el libro de Heuser [32, 38.1℄73



(ii) Ya que λI − T ∈ M(A) para todo λ ∈ C, por la parte (i) tenemosque p(λI − T ) ≤ 1 para todo λ ∈ C. Esta 
ondi
ión asegura, por el Teorema2.1.5, que T tiene la SVEP en todo λ ∈ C.(iii) Esta es una 
onse
uen
ia de la SVEP, por el Corolario 2.45 del librode P. Aiena [1℄ .
�El siguiente resultado muestra que si A es un álgebra de Bana
h semi-simple, todo multipli
ador T ∈ M(A) tiene la propiedad (H).Teorema 4.4.4 Sea A un álgebra de Bana
h semi-simple y T ∈ M(A).Enton
es,

H0(λT − T ) = ker(λI − T ) ∀λ ∈ C.Prueba: Sabemos que ker T ⊆ H0(T ), solo falta probar la in
lusiónre
ípro
a.Supongamos que x ∈ H0(T ). Por un sen
illo argumento indu
tivo,tenemosque
(Ty)n = (T ny)yn−1 para todo y ∈ A y n ∈ NDe aquí se sigue que

‖(aTx)n‖ = ‖(Tax)n‖ =
∥∥T n(ax)(ax)n−1

∥∥ ≤ ‖a‖ ‖T nx‖ ‖ax‖n−1para 
ada a ∈ A, así el radio espe
tral del elemento aTx es
r(aTx)n = ĺım

n→∞
‖(aTx)n‖1/n = 0 para todo a ∈ AEsto impli
a que Tx ∈ radA. Ya que A es semi-simple, Tx = 0, así x ∈ ker Ty 
onse
uentemente, H0(T ) ⊆ ker T lo que 
on
luye la prueba.

�Corolario 4.4.5 Sea A un álgebra de Bana
h semi-simple y T ∈ M(A).Enton
es T es quasi-nilpotente si y sólo si T = 0.Prueba: Supongamos que T ∈ M(A) es quasi-nilpotente. Combinan-do el Teorema 1.68 del libro de P. Aiena [1℄ tenemos A = H0(T ) = ker T yasí T = 0
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4.5. Teoremas de Weyl para multipli
adoresPara un álgebra de Bana
h 
onmutativa semi-simple A, denotemos por
M(A) el álgebra de Bana
h 
onmutativa de todos lo multipli
adores. El si-guiente resultado es 
laro, ya que ha sido observado en la se

ión anterior,todo multipli
ador sobre un álgebra de Bana
h semi-simple tiene la propie-dad (H).Teorema 4.5.1 (Aiena - Villafañe [14℄) Suponga que T ∈ M(A), A unálgebra de Bana
h 
onmutativa semi-simple. Enton
es el Teorema de Weylse 
umple para T y T ∗. Si T ∗ tiene la SVEP, enton
es el Teorema a-Weyl setiene para T y T ∗. En parti
ular si T es des
omponible, enton
es el Teorema
a-Weyl se 
umple para T y T ∗.

�El resultado previo mejora el Corolario 2.16 de [4℄.Nota 4.5.2. Note que la suposi
ión de la semi-simpli
idad en el Corolario4.5.1 es 
ru
ial, ya que, en general, un multipli
ador de un álgebra de Bana
hno semi-simple, también semi-prima, no satisfa
e la propiedad (H). Para veresto, sea ω := (ωn)n∈N una se
uen
ia 
on la propiedad que 0 < ωm+n ≤
ωmωn para todo m,n ∈ N, y denotemos por ℓ1(ω) el espa
io de todas lassu
esiones 
omplejas x := (xn)n∈N para las 
uales

‖x‖ω :=

∞∑

n=0

ωn|xn| < ∞.El espa
io de Bana
h ℓ1(ω) dotado de 
onvolu
ión 
omo multipli
a
ión
(x ⋆ y)n :=

n∑

n=0

xn−j yjes un álgebra 
onmutativa de Bana
h. Denotemos por Aω el ideal maximalde ℓ1(ω) de�nido por
Aω := {(xn)n∈N ∈ ℓ1(ω) : x0 = 0}.El álgebra de Bana
h Aω es un dominio integral y así, es semi-prima. Supongaahora que la su
esión 
on peso ω satisfa
e la 
ondi
ión

ρω := ĺım
n→∞

ω1/n
n = 075



Enton
es Aω es un álgebra radi
al ([39, Ejemplo 4.1.9℄), i.e. 
oin
ide 
on suradi
al, y así no es semi-simple.Para todo a ∈ Aω no nulo, sea Ta(x) := a ⋆ x, x ∈ Aω el operador demultipli
a
ión por el elemento a. Se ve fá
ilmente que Ta es quasi-nilpotente,así H0(Ta) = Aω. Por otro lado, Aω es un dominio integral de modo que
ker Ta = {0}. Luego, Ta no veri�
a la propiedad (H).Observe que, σa(Ta) = σ(Ta) = {0} y πa

00(Ta) = ∅, de lo 
ual se veque Ta satisfa
e el Teorema a-Weyl. Este ejemplo también muestra que enel Corolario 4.5.1 la hipótesis de la semi-simpli
idad no es ne
esaria.���Re
ordemos ahora algunos elementos bási
os de la 
lási
a teoría de Gel-fand de álgebras de Bana
h 
onmutativas. Se puede hallar más profundidadal respe
to en el libro de Bonsall y Dun
an [18℄. Sea A un álgebra de Bana
h
onmutativa denotemos por ∆(A) el espa
io de todos los ideales regularesmaximales de A.Un fun
ional lineal multipli
ativo sobre un álgebra de Bana
h 
omplejo,es un elemento no nulo m del dual de A, A∗, tal que
m(xy) = m(x)m(y) para todo x, y ∈ A,es de
ir, que m es un homomor�smo no nulo de A en C. Se sabe que si Aes 
onmutativa, los ideales regulares maximales, son pre
isamente los nú-
leos de fun
ionales lineales multipli
ativos. De esta forma, ∆(A) puede seridenti�
ado 
on el 
onjunto de las bolas unitarias de A∗ 
onsistentes en losfun
ionales lineales multipli
ativos de�nidos sobre A. En 
onse
uen
ia, si Aes un álgebra de Bana
h 
onmutativa, enton
es

radA =
⋃

m∈∆(A)

ker my de esto, se sigue que radA 
oin
ide 
on el 
onjunto de todos los elementosquasi-nilpotentes de A, ver [18, Corolario 17.7℄.En ∆(A) es posible 
onsiderar la llamada topología de Gelfand, que esla topología débil* (weak*-topology) sobre la bola unitaria del espa
io dualrestringido a ∆(A). El 
onjunto ∆(A) dotado de esta topología es un espa
iolo
almente 
ompa
to de Hausdor� llamado el espa
io maximal regular de A.Note que ∆(A) es 
ompa
to 
on la topología de Gelfand, si el álgebra deBana
h A tiene unidad, ver Bonsall y Dun
an [18, �17℄.76



Consideremos ahora la transformada de Gelfand x̂ de x ∈ A, de�nidapor:
x̂(m) := m(x) para 
ada m ∈ ∆(A),Un álgebra de Bana
h 
onmutativa A se di
e regular, si para todo sub-
onjunto 
errado E de ∆(A) en la topología de Gelfand y para todo m0 ∈

∆(A) \ E, existe un x ∈ A tal que x̂(m0) = 1 y x̂ ≡ 0 sobre E. Un álgebra
onmutativa regular A se di
e que es Tauberiana, si el 
onjunto de los ele-mentos de A 
on soporte 
ompa
to, es denso (en norma) en A, donde 
omoes usual, el soporte de un elemento x ∈ A se de�ne 
omo la 
lausura en ∆(A)del 
onjunto {m ∈ ∆(A) : x̂(m) 6= 0}. Note que el grupo algebrai
o L1(G),donde G es un grupo Abeliano lo
almente 
ompa
to, es regular y Tauberia-na. Otros ejemplos importantes de álgebras de Bana
h regular y Tauberianason Lp(G), 
on 1 ≤ p < ∞ y G un grupo Abeliano 
ompa
to, y C0(Ω), elálgebra de Bana
h de las fun
iones 
ontinuas a valores 
omplejos sobre unespa
io de Hausdor� lo
almente 
ompa
to Ω que se anula en in�nito, verRudin [47℄.Teorema 4.5.3 (Aiena - Villafañe [14℄) Sea A un álgebra de Bana
h Tau-beriana regular y semi-simple y T ∈ M(A). Enton
es, el Teorema a-Weyl setiene para T . Si T es des
omponible enton
es el Teorema a-Weyl se tienepara T ∗.Prueba: Si A es regular y Tauberiana, enton
es un multipli
ador
T ∈ M(A) 
on rango 
errado es inye
tivo si y sólo si es sobreye
tivo, ver [7,Corolario 4.4℄, así que σa(T ) = σ(T ). De esto se sigue que πa

00(T ) = π00(T ).Para probar que el Teorema a-Weyl se tiene para T , supongamos que
σuf (T ) ∩ πa

00(T ) = σuf (T ) ∩ π00(T ) 6= ∅. Sea λ ∈ σuf (T ) ∩ πa
00(T ). De lade�ni
ión de πa

00(T ) sabemos que H0(λI −T ) = ker(λI −T ) es de dimensión�nita y así, ya que λ es un punto aislado de σ(T ), del Teorema 4.2.2 se sigueque λI−T es semi-Fredholm. Por el Teorema 4.3.4 p(λI−T ) < ∞, de lo 
ualse obtiene α(λI − T ) ≤ β(λI − T ), nuevamente por la proposi
ión 38.5 dellibro de Heuser [32℄. La última desigualdad, obviamente impli
a que λI − Tes semi-Fredholm superior, lo 
ual es una 
ontradi

ión.De esta forma, σuf (T ) ∩ πa
00(T ) = ∅, así del Teorema 4.3.2, podemos
on
luir que el Teorema a-Weyl se 
umple para T .La última proposi
ión es 
lara a partir del Teorema 4.5.1.

�Debemos notar que la primera parte del Teorema 4.5.3 no pude ser de-du
ida del Corolario 4.5.1, ya que un multipli
ador de un álgebra de Bana
h77



Tauberiana regular semi-simple no ne
esariamente es des
omponible. Ade-más, ya que M(A) es una subálgebra 
errada inversa de L(A) enton
es,
f(T ) :=

1

2πi

∫

Γ
f(λ)(λI − T )−1dλ ∈ M(A)para toda f holomorfa de�nida sobre un abierto de C que 
ontiene a σ(T ).Así, el Teorema 4.5.3 también se apli
a para f(T ), i.e. el Teorema de

a-Weyl se 
umple para f(T ).Un ejemplo muy importante de multipli
ador es el 
aso 
uando A es elálgebra de Bana
h semi-simple L1(G), el álgebra grupal de un grupo Abe-liano lo
almente 
ompa
to G, 
on la 
onvolu
ión 
omo multipli
a
ión. Enefe
to, en este 
aso a 
ualquier medida de Borel µ sobre G le 
orresponde unmultipli
ador Tµ de�nido por
Tµ(f) := µ ⋆ f para todo f ∈ L1(G),donde

(µ ⋆ f)(t) :=

∫

G
f(t − s)dµ(s).Notar que Tµ es, en efe
to, un endomor�smo en L1(G) porque, por elTeorema de Radon-Nikodym, L1(G) es un ideal del álgebra de Bana
h M(G)de todas la medidas de Borel regulares a valores 
omplejos y 
on masa total�nita.El 
lási
o Teorema Helson-Wendel muestra que 
ada multipli
ador esun operador de 
onvolu
ión y el álgebra de multipli
adores de A := L1(G)puede ser identi�
ada 
on el álgebra de medidas M(G), ver [36, Capítulo0℄. Ya que L1(G) es regular y Tauberiana, del Teorema 4.5.3, obtenemos elsiguiente Corolario:Corolario 4.5.4 (Aiena - Villafañe [14℄) Sea G un grupo Abeliano lo
al-mente 
ompa
to y µ ∈ M(G). Si Tµ es un operador de 
onvolu
ión sobre elgrupo algebrai
o L1(G), enton
es el Teorema a-Weyl se tiene para Tµ.

�Un álgebra de Bana
h A se di
e que tiene una base ortogonal si existe unabase (en)n∈N de A tal que enem = δnmem para todo n,m ∈ N. Note que,si A tiene una base ortogonal, enton
es A es 
onmutativa y semi-simple,ver Proposi
ión 4.8.10 de [39℄. Ejemplos de álgebras de Bana
h 
on baseortogonal, son las álgebras de su
esiones c0 y ℓp para 1 < p < ∞, 
omo78



es usual, dotado del álgebra de opera
iones por 
omponentes; el espa
io deLebesgue Lp(T), para un p arbitrario 1 < p < ∞, sobre el grupo 
ír
ulo
T := {λ ∈ C : |λ| = 1}.Un ejemplo menos obvio es, para 
ualquier 1 < p < ∞ el 
lási
o espa
iode Hardy Hp(D) sobre el dis
o abierto unitario D, de todas las fun
ionesanalíti
as f : D → C para las 
uales las integrales ∫

T
|f(rt)|pdm(t) son a
o-tadas para 0 < r < 1, donde m denota la medida de Lebesgue normalizadasobre el 
ír
ulo unitario. Hp(D) viene a ser un álgebra de Bana
h 
on unabase ortogonal 
on respe
to al produ
to

(f ⋆ g)(z) :=
1

2πi

∫

Γr

f(λ)g(zλ−1)λ−1dλ, f, g ∈ Hp(D), |z| < r < 1,donde Γr es la frontera de un dis
o 
errado D(0, r). Una base ortogonal estádada por una su
esión de polinomios (en) de�nidos por en(z) := zn paratodo z ∈ D y n ≥ 0. Ya que esta base es in
ondi
ional, enton
es el álgebra demultipli
adores de Hp(D) puede ser identi�
ada 
on ℓ∞, ver Ejemplo 4.8.9de [39℄.Teorema 4.5.5 (Aiena - Villafañe [14℄) Sea A un álgebra de Bana
h 
onuna base ortogonal y T ∈ M(A). Enton
es el Teorema de a-Weyl se tienetanto para T 
omo para T ∗.Prueba: Tenemos σa(T ) = σ(T ), 
f. Proposi
ión 4.8.11 de [39℄, yrazonando 
omo en la prueba del Teorema 4.5.3, se sigue que el Teoremade a-Weyl se 
umple para T y T ∗. El he
ho de que se tenga el Teorema de
a-Weyl para T ∗ se sigue del Corolario 4.5.1, ya que todo multipli
ador deun álgebra de Bana
h 
on base ortogonal es des
omponible, ver Proposi
ión4.8.11 de [39℄.

�Teorema 4.5.6 (Aiena - Villafañe [14℄) Sea A un álgebra C∗ y sea T ∈
M(A) enton
es el Teorema de a-Weyl se 
umple para T .Prueba: Es bien 
ono
ido que un álgebra C∗ es semi-simple. Tambiénen este 
aso para T ∈ M(A) tenemos σa(T ) = σ(T ), ver [38, Corolario 14℄, yasí, razonando 
omo en la prueba del Teorema 4.5.3, se sigue que el Teoremade a-Weyl se tiene para T .

�Podría ser interesante saber hasta qué punto la 
ondi
ión de ser Tau-beriana, puede ser debilitada en el Teorema 4.5.3. En el siguiente resultado79



vemos que esta 
ondi
ión puede ser relajada bajo 
iertas suposi
iones adi-
ionales sobre el multipli
ador. Observe primero que, si A es un álgebra deBana
h semi-simple 
onmutativa, todo multipli
ador de A puede ser repre-sentado 
omo una fun
ión 
ompleja 
ontinua y a
otada de�nida sobre unespa
io de Hausdor� lo
almente 
ompa
to ∆(A). De he
ho, ver Proposi
ión4.3.9 de [39℄, para todo T ∈ M(A) existe una úni
a fun
ión 
ontinua a
otada
T̂ de�nida sobre ∆(A) tal que la e
ua
ión

T̂ x(m) = T̂ (m)x̂(m)se 
umple para todo x ∈ A y todo m ∈ ∆(A). Tomando prestado un términodel análisis armóni
o, un multipli
ador T de un álgebra de Bana
h semi-simple 
onmutativa, se di
e que tiene espe
tro natural si σ(T ) = T̂ (∆(A))(para informa
ión sobre estos operadores se puede ver [39, �4.6℄).Teorema 4.5.7 (Aiena - Villafañe [14℄) Suponga que A es un álgebra deBana
h semi-simple regular. Enton
es, para todo multipli
ador T ∈ M(A)
on espe
tro natural, se 
umple el Teorema de a-Weyl.Prueba: Es su�
iente probar que σa(T ) = σ(T ) y pro
eder 
omo enla prueba del Teorema 4.5.3. Note primero que, ya que T tiene la SVEPenton
es σa(T ) ⊆ σ(T ) = σs(T ), ver proposi
ión 1.3.2 de [39℄.Para probar la in
lusión opuesta, suponga que λ 6∈ σa(T ). Enton
es λI−Tes inye
tiva y tiene rango 
errado. Trivialmente, T (A) ⊕ ker T = T (A) es
errado y así, por Teorema 4.10.15 de [39℄, A = T (A), i.e. λ 6∈ σs(T ) = σ(T ).Luego, σa(T ) = σ(T ).
�
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