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Algebras de Funciones Diferenciables
en Variedades Riemannianas

Resumen

La presente Memoria estd dedicada fundamentalmente a estudiar dos cues-
tiones, relacionadas entre si, en el marco de los espacios de funciones difer-
enciables en variedades Riemannianas. Por una parte, nos interesamos en
un problema de aproximacién diferenciable, mds concretamente la cuestion
de aproximar uniformemente una funcion Lipschitziana por funciones difer-
enciables y Lipschitzianas, manteniendo el control sobre las constantes de
Lipschitz. Por otro lado, estudiamos un problema de tipo Banach-Stone, mas
concretamente nos preguntamos si la estructura métrica de una variedad Rie-
manniana queda determinada por la estructura natural de dlgebra de Banach
en el espacio de las funciones diferenciables, acotadas y con derivada acota-
da, definidas sobre la variedad Riemanniana.
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Introduccion

Antecedentes

En el marco clésico de las variedades Riemannianas de dimension finita, el proble-
ma de la regularizacion y aproximacion diferenciable de funciones Lipschitzianas fue
estudiado por Greene y Wu en [22], utilizando como herramienta principal la convolu-
cion integral con un nicleo adecuado. Este método no puede ser utilizado en variedades
de dimension infinita, ni siquiera en espacios de Hilbert de dimensién infinita, puesto
que en este caso no se dispone de una medida adecuada que permita introducir la con-
volucion. Por este motivo, es necesario recurrir a una estrategia diferente, y en concreto
nosotros utilizamos la combinacion de tres técnicas distintas para obtener el correspon-
diente resultado de aproximacion infinito dimensional. Por una parte, utilizamos las lla-
madas convolucion infimal y suprimal, una técnica desarrollada por Lasry y Lions en [29]
que permite aproximar uniformemente funciones Lipschitzianas en espacios de Hilbert
por funciones de clase C! y Lipschitzianas. Este método, sin embargo, no permite obten-
er mayor regularidad, y en particular no sirve para obtener aproximacién por funciones
de clase C?. Para ello, utilizamos un resultado de Moulis [33] en espacios de Hilbert
separables, sobre aproximacién de funciones C! por funciones C* en la topologia fi-
na de primer orden, es decir, aproximaciéon de la funcién y la derivada. Finalmente, es
necesario utilizar una adecuada particion diferenciable de la unidad para combinar estas
aproximaciones locales y obtener el resultado global.

En cuanto a la segunda cuestion, por un teorema de tipo Banach-Stone entendemos
un resultado que caracterice la estructura (que puede ser topoldgica, diferenciable, métri-
ca, etc.) de un cierto espacio X, en términos de determinadas propiedades algebraicas
o algebraico-topoldgicas de la familia C(X) de las funciones reales continuas definidas
sobre X, o bien de una subfamilia adecuada de C(X). En este sentido, recordamos que
el teorema clédsico de Myers-Nakai [[34],[36]] establece que, para una variedad Rieman-
niana de dimension finita, la estructura Riemanniana de la variedad queda determinada
por la estructura natural de dlgebra de Banach en el espacio de las funciones diferen-
ciables, acotadas y con derivada acotada, definidas sobre la variedad. Myers [34] obtuvo
este resultado para variedades compactas, y Nakai [36] lo extendi6 al caso general de
variedades de dimension finita. Una de las principales motivaciones de nuestro traba-
jo es la extension de este resultado al caso de variedades Riemannianas de dimensién
infinita. Las demostraciones cldsicas se basan fuertemente en la compacidad local, y



por tanto es necesario desarrollar técnicas diferentes para abordar el problema. Por ello
nosotros ponemos el acento en la estructura métrica de la variedad, inducida por la dis-
tancia geodésica. En primer lugar, demostramos que esta estructura métrica determina la
estructura Riemanniana de la variedad, es decir, obtenemos una extension del teorema
de Myers-Steenrod al caso infinito-dimensional. A continuacidn, introducimos técnicas
semejantes a las desarrolladas por Garrido y Jaramillo en [15] y [16] para el estudio de
las élgebras y reticulos de funciones Lipschitzianas en espacios métricos, y demostramos
que la estructura métrica de la variedad queda determinada por la estructura de dlgebra
de Banach del correspondiente espacio de funciones.

Estructura de la memoria y aportes originales.

Para poder considerar las correspondientes estructuras métricas, supondremos a lo
largo de 1a Memoria que todas las variedades son conexas (en caso contrario el estudio
se reduciria a cada componente conexa).

El contenido de la Memoria es el siguiente. El Capitulo 1 comienza con una breve
recopilacion de los conceptos y los resultados fundamentales sobre variedades Rieman-
nianas de dimension infinita que serdn utilizados en el trabajo. En ese punto seguimos
el libro de Lang [28] como principal referencia. También se incluye en este Capitulo un
resultado original, como es la extension del teorema de Myers-Steenrod al caso infinito-
dimensional (Teorema 1.12), que ademds de su interés propio serd utilizado mds ade-
lante. El Capitulo 2 estd dedicado a la aproximacion de funciones Lipschitzianas en var-
iedades Riemannianas. El principal resultado original (Teorema 2.14) asegura en particu-
lar que, si M es una variedad Riemanniana separable (posiblemente infinito-dimensional)
y f : M — R es una funcién Lipschitz, entonces para todo € > 0 existe una funcién in-
finitamente diferenciable g : M — R tal que |f(p) — g(p)| < e paratodo p € My
Lip(g) < Lip(f) + €. Como consecuencia de este resultado, obtenemos que toda variedad
Riemanniana separable es uniformemente mesetable (ver Definicion 1.13), un concepto
que sera fundamental en el capitulo siguiente. En el Capitulo 3 obtenemos la version
infinito-dimensional del teorema de Myers-Nakai (Teorema 3.4): si M es una variedad
Riemanniana completa y uniformemente mesetable, entonces la estructura Riemanniana
de M estd determinada por la estructura natural de dlgebra de Banach de C; (M), de las
funciones sobre M de clase C!, acotadas y con derivada acotada.

Publicaciones resultado de la memoria
El capitulo 2 ha sido publicado en la revista Journal of Mathematical Analysis and

Applications en el 2007 (ver [6]), y el capitulo 3 ha sido publicado en la revista Bulletin
of the London Mathematical Society en el 2009 (ver [17]).



Capitulo 1

Variedades Riemannianas de dimension
infinita

En este capitulo presentamos en primer lugar las definiciones y resultados sobre var-
iedades Riemannianas, basicamente tomadas del libro de Lang [28], que serdn utilizadas
a lo largo de esta memoria.

En segundo lugar, estableceremos un resultado de Myers-Steenrod [35] para var-
iedades Riemannianas infinito dimensionales. Este resultado liga la estructura Riemanni-
ana de una variedad con su estructura diferenciable, lo cual es de gran importancia para
nosotros a la hora de establecer el correspondiente teorema de tipo Banach-Stone para
variedades Riemannianas de dimension infinita.

Finalmente, presentaremos una interesante clase de variedades Riemannianas intro-
ducida por Azagra, Ferrera y Lopez-Mesas en [4] las cuales usaremos en los posteriores
capitulos; ellas son las denominadas variedades Riemannianas uniformemente meseta-
bles.

Comencemos recordando que una variedad Riemanniana es una variedad diferencia-
ble real en la cual cada espacio tangente se equipa con un producto interior de manera
que varie suavemente punto a punto. Esto permite que se definan varias nociones mé-
tricas como longitud de curvas, gradiente de funciones, etc. Formalmente definimos una
variedad Riemanniana como sigue,

Definicion 1.1. Diremos que (M, g) es una variedad Riemanniana, si M es una variedad
de clase C* modelada sobre un espacio de Hilbert H (posiblemente infinito dimensional),
tal que para todo p € M existe un producto escalar g(p) = g, = {-,*), en el espacio
tangente T,M ~ H de modo que |||, = ({v, v},,)% define una norma equivalente en T ,M
para todo p € M, y la aplicacion p € M — g, € S*(M) es una seccion de clase C* del
fibrado o : S*(M) — M de las formas bilineales continuas y simétricas.
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Por otro lado, se define el fibrado tangente T M de M como la unién disjunta de todos
los espacios tangentes con su estructura diferencial natural,

™ = |T,M.

pPEM

Denotaremos a veces los elementos en TM por (p,v) donde p € My v € T,M. Ademas
definimos la proyeccion canonican : TM — M como n(p,v) = p.

Si f: M — N es una funcién de clase C' entre variedades M y N, podemos definir
fi : TM — TN por f.(p,v) = (f(p),df(p)(v)). Una propiedad interesante es que si
f: M - Nyg: N — Zson funciones diferenciables entre las correspondientes
variedades M, N y Z entonces,

(fogh=fog.

Si una funcién f : M — R es de clase C' en p € M, la norma de la diferencial
df(p) € T,M en el punto p se define por

ldf(p)ll, = supldf(p)v) : v € T, M, |V, < 1}.

Dado que (T, M, ||-]|,,) es un espacio de Hilbert, tenemos una isometria lineal que identifica
este espacio y su dual (7, M, ||-||,) mediante la aplicacion T,M > df(p) — Vf(p) € T, M,
donde df(p)(v) = (Vf(p),v), = g,(Vf(p),v), paracadav € T,M y V f(p) es llamado el
gradiente de f en p. Teniéndose ademads, ||df(p)ll, = [IVf(p)Il, .

1.1. Lineas geodésicas y funcion exponencial

Para el estudio de las geodésicas comenzamos con la definicién de curva.
Curvas:

Sea M una variedad Riemanniana. Una curva en M sera una funcién « : J — M de clase
C" (con r > 1) donde J es un intervalo abierto de R.
Sia : J — M es una curva entonces su aplicacion a. asociada

a,: TJ=JXR—->TM

viene dada por a.(t,1) = (t,da(t)(1)) y se tiene que @’ : J — T M definida por @'(¢) =
(t,da(t)(1)) es una curva sobre TM. Ademds si f : M — N es una funcién de clase C!,
entonces
(foa) =fiod.

Seaa : J — M una curvade clase C" (r > 1). Una elevacion de « al fibrado tangente
T M es cualquier curva diferenciable 8: J - TM talque ro 8 =a,donden : TM — M
denota la proyeccion canénica de 7'M sobre M. Esta elevacion siempre existe, puesto que
al menos la curva o’ verifica lo deseado. Es mads a la curva o’ se le llama la elevacion
canonica de «.



Campos vectoriales:

Un campo vectorial sobre M es una funcién de clase C!
EM—->TM,

tal que £(p) estd en el espacio tangente T, M para cada p € M, esto es equivalente a decir
que 7 o ¢ = id, donde id denota la identidad.

Si & es un campo vectorial sobre M y po un punto de M. Una curva integral para el
campo vectorial ¢ de condicién inicial py, es una curva

a:J-> M,

donde J es un intervalo abierto de R que contiene al cero, tal que a(0) = pyy @'(t) =
&(a(r)) paratodo t € J. La existencia y unicidad local de estas curvas integrales se garan-
tizan usando una representacion local del campo vectorial; la demostracion puede verse
en detalle en [28] [capitulo IV, pag 65].

Campos vectoriales de segundo orden:

Un campo vectorial de segundo orden sobre M es un campo vectorial G sobre el fibrado
tangente 7'M tal que, si 7 : TM — M denota la proyeccion candnica, entonces

m.oG=1id, estoes moG(WV)=v, VYveTM,

donde &, : TTM — T M mapea el doble fibrado tangente en el fibrado tangente 7M.

Se puede demostrar que un campo vectorial G en M es de segundo orden si, y sola-
mente si, cada curva integral S de G es igual a la elevacién candnica de su proyeccion
sobre M, es decir,

(o) =B.
En efecto;
Si G es un campo vectorial de segundo orden y 8 es una curva integral de G tenemos
que
(mop) =mof =mo(Gop)=(m.0G)of=p.
Para la otra implicacién sea v € TM y denotemos por S, la curva integral del campo
vectorial G de condicién inicial 5,(0) = v, entonces tenemos que

By=(mop) =m. Oﬁ; =m.0(Gop,).
Luego,
V= ﬁv(o) = ﬂ*[G Oﬂv(O)] =70 G(V),

es decir . o G = id, por tanto G es un campo vectorial de segundo orden.
Con estos preliminares procedemos ya a definir las curvas geodésicas.
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Geodésicas:

Sea @ : / — M una curva en M, definida sobre el intervalo J. Decimos que @ es una
geodésica con respecto a un campo vectorial de segundo orden G si la curva

o J->TM

es una curva integral de G.
Puesto que moa’ = a, podemos expresar la condicién de geodésica equivalentemente
declarando que « satisface la relacién

a’ = G().

Esta relacion para curvas @ en M es llamada la ecuacion diferencial de segundo orden
para la curva «, determinada por G. Obsérvese que de lo anterior se deduce que, si S8 es
una curva integral de G en T M, entonces r o § es una geodésica para el campo vectorial
de segundo orden G. Ademads, notemos que para cada p € M y para cadav € T,M, existe
(localmente) una unica geodésica a tal que a(0) = py a’(0) = v

Sprays:

Sea s un numero real y v € TM, entonces para algin p € M, v € T,M y también
sv € T,M, puesto que T,M es un espacio vectorial. Denotamos por sr) la funcién de
TM en T M dada por la multiplicacion por este escalar. Ahora si consideramos

(STM)* TTM — TTM,
entonces nuestra funcion sr,, satisface la propiedad

(S7m)+ © STTM = STTM © (STM)+>

la cual se sigue de la linealidad de s7,, sobre cada fibra.
Un campo vectorial de segundo orden G sobre T'M es llamado un spray si

G(sv) = (sti).sG(v), VseR, veTM. (1.1)

Para visualizar el concepto localmente, consideremos el dominio de una carta U de
M. Entonces TU =~ U X H donde H es el espacio de Hilbert, n(p,v) = p, TTU =~
(UxH)X(HxH),y (n).(p,v,u,w) = (p, u). Por lo tanto un campo vectorial de segundo
orden G : TU — TTU puede ser escrito como

G(p,v) = (p,v,v, f(p,V)),

donde f : U x H — H es una funcién diferenciable. La condicién del spray (1.1) nos da
que

(P’ SV) = (STM)*SG(V) = (STM)*(p’ v, §V, Sf(P’ V)) =
= (p, sV, sV, Szf(p’ V))’

(p, sv, sv, f(p, sv))
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la cual significa que la funcion f(p, -) es cuadratica.

Otra manera de ver los sprays es a través de sus curvas integrales. Es decir, si G es un
campo vectorial de segundo orden, y para cadav € TM, (3, denota la curva integral de G
con condiciodn inicial £,(0) = v, entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

1. G es un spray.

2. Un ndmero 7 estd en el dominio de S, si, y solamente si, st estd en el dominio de
B, y entonces

Ba(t) = sp,(s1).

3. Si sy t son nameros reales, st estd en el dominio de S, si, y solamente si, s estd en
el dominio de S,,, y entonces

T oﬁtv(s) =T oﬁv(sr)‘

4. Un numero ¢ esta en el dominio de S, si, y solamente si, 1 estd en el dominio de
B, y entonces

moB(1) = o Bu(l).
Esta equivalencia puede verse en [[28], capitulo IV].
La funcion exponencial:

Sea G un spray en M, y sea D el conjunto de los v € T M tal que 3, esta definida al menos
en [0, 1]. Es sabido que D es un abierto no vacio en T M y que la aplicacion

v = (1)

es de clase C'.
Se define la funcion exponencial exp : D — M como,

exp(v) = m o B,(1).

Asi exp es una funcién de clase C! sobre D que es llamado el dominio de la aplicacién
exponencial asociada a G.

Sip e My0, denota el vector cero en T),M, entonces de (1.1) haciendo s = 0, vemos
que G(0,) = 0. Por lo tanto

exp(0,) = p.

Asi nuestra funcién exponencial coincide con & en la seccidn transversal del cero, y por
lo tanto induce un difeomorfismo de la seccion transversal sobre M.

Denotamos por exp, la restriccion de exp al espacio tangente 7, M

exp, : DNT,M — M.

A continuacion enunciaremos dos propiedades importantes de la funcion exponencial
y cuya demostracion pueden verse en [28], pagina 106 del capitulo IV.
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Proposicion 1.2. Sea M una variedad y G un spray sobre M. Entonces
exp, :DNT,M - M

induce un difeomorfismo de clase C' en un entorno de 0,, ademds d(expp)(Op) = id.

Proposicion 1.3. Sea M una variedad 'y G un spray sobre M. Siv € DNT,M y definimos
parat € [0, 1]
a(1) = exp,(tv),

entonces a es una geodésica tal que a(0) = py a’'(0) = v. Inversamente, sea a : J — M
una geodésica de clase C? definida sobre el intervalo J que contiene al cero, tal que
a(0) = py @' (0) = v, entonces a(t) = expp(tv).

Es decir, la funcion exp,, lleva segmentos que parten de 0, en geodésicas que parten
de p.

1.2. Estructura de longitud

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Para cada curva « : [a,b] — M de clase C!
definimos su longitud L(a) como

b
L(e) = f lla" (Dllacrdt,

(notese que a’(¢) es un elemento del espacio tangente a M en el punto a(?); || - [la(;) denota
la norma resultante del producto interior dado en ese espacio tangente).

Esta longitud depende solamente de la imagen a([a, b]) y no de cémo se mueven los
puntos a(t). De forma mds concreta, si ¢ : [0, 1] — [a, b] es una reparametrizacion (es
decir, ¢ es sobreyectiva y monétona) de a entonces se tiene que L(a o) = L(«). Diremos
que la curva @ estd parametrizada por la longitud del arco, cuando « : [a,b] —» M
satisface ||@’(?)[lo() = 1 para todo t, y en este caso se tiene que

L(al[r,S]) = f ||a,(t)||a(z)dt =857

paracadar,s € [a, b].

Con esta definicion de longitud, cada variedad Riemanniana M conexa se convierte
en un espacio métrico de un modo natural definiendo la distancia dist(p, g) entre los
puntos py g en M como

dist(p, q) = inf{L(@) : @ camino de clase C' a trozos que une py g en M}.

Notemos que para una variedad diferenciable M es equivalente ser conexa que ser conexa
por caminos C' a trozos. Para esta métrica denotamos la bola abierta en M de centro p y



15

radio r > 0 por B(p,r) = {g € M : dist(p,q) < r}y por B(0,,r) ={q € T,M : ||qll, < r}
la bola abierta en T,M de centro 0, y radio r.

Entonces dist es una métrica en M (denominada g-distancia o distancia geodésica en
M) la cual define la misma topologia que la dada en M. Diremos que M es una variedad
completa cuando M dotada con la distancia geodésica, es un espacio métrico completo.
De modo que toda variedad Riemanniana tiene asociada de manera natural lo que se
Ilama una estructura de longitud (ver el libro de Burago-Burago-Ivanov [8]).

1.3. Propiedades locales de la funcion exponencial

Es importante ver que si (M, g) es una variedad Riemanniana la funcién g nos permite
definir un spray G = —dK, donde K es la funcién

K:TM - R

definida por K(v) = %||v||2, conv € T,M para p € M, conocida como energia cinética.
Este spray es llamado spray candnico y a su vez nos da las geodésicas que son las que
denominaremos geodésicas Riemannianas y que son las que utilizaremos a lo largo de
esta memoria asi como la correspondiente funcién exponencial.

Para describir mds propiedades locales de esta funcidn exponencial en una variedad
Riemanniana M es necesario introducir la nocién de convexidad.

Definicion 1.4. Diremos que un conjunto abierto U de una variedad Riemanniana M es
convexo si para cualquier p'y q en U, existe una unica geodésica (salvo reparametrizacion)
contenida en U que une p'y q, tal que la longitud de la geodésica es igual a dist(p, q).

Notemos que esta nocién coincide con la nocién de conjunto convexo en un espacio
normado (es decir, para cada p y ¢ en U, el segmento que une p con g estd totalmente
contenido en U).

El siguiente teorema debido a Whitehead (que puede verse en [28], capitulo VIII) nos
dice en parte que toda variedad Riemanniana es localmente convexa.

Teorema 1.5 (Whitehead). Sea M una variedad Riemanniana. Para cada p € M, existe
r > 0 tal que para todo 6 con 0 < 6 < r, la bola abierta B(p,5) = exp, B(0,,0) es
convexa.

Este teorema nos dice en particular que localmente las geodésicas minimizan la dis-
tancia. A continuacién vamos a enunciar un resultado en cierto modo reciproco segun el
cual si la longitud de un camino C' a trozos coincide con la distancia entre los extremos
entonces dicho camino es una geodésica (salvo reparametrizacion). Su demostracion se
puede ver en [[28], capitulo IV].
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Proposicion 1.6. Si a : [a,b] — M es una curva C' a trozos parametrizada por el arco.
Si L(a) = dist(a(a), a(b)) entonces a es una geodésica, (en particular a seria de clase

Cc').

Vamos a finalizar esta seccién con un resultado que nos serd ttil a lo largo de la
memoria y que nos proporciona una importante propiedad de la funcién exponencial.

Teorema 1.7. Sea M una variedad Riemanniana, p € M. Ve > 0 existe r > 0 tal que si
0 < 0 < r tenemos que exp, : B(0,,6) — B(p, ) es un difeomorfismo (1 + €)-biLipschitz
(es decir, las aplicaciones exp, : B(0,,6) — B(p,6) y explj1 : B(p,6) — B(0,,0) son
(1 + €)-Lipschitz).

Véase [28] para una demostracion.

1.4. Isometrias entre variedades Riemannianas

En esta seccion veremos como la estructura métrica y la estructura diferenciable sobre
cualquier variedad Riemanniana estdn intimamente relacionadas. En particular, extender-
emos el conocido resultado de Myers-Steenrod [35] al caso de variedades Riemannianas
infinito dimensionales.

Definicion 1.8. Una funcion h : M — N entre dos variedades Riemannianas M y N, es
llamada isometria Riemanniana si h es un difeomorfismo de clase C' satisfaciendo,

(dh(p)(v), dh(P)W))np) = (Vs W)

para todo p € M y para todo v,w € T,M.

En particular, cuando & : M — N es una isometria Riemanniana entonces, para todo
p € M, la funcioén diferencial dh(p) : T,M — T,N es una isometria lineal. En efecto,
para todo v € T,M, tenemos que,

ldh(PYlspy = (@R(PIYV), dR(PYVD )y = (v, V) = IV,

De lo anterior, se sigue que toda isometria Riemanniana preserva en particular la longitud
de caminos de clase C' a trozos, y entonces ésta es una isometria métrica con respecto
a las respectivas distancias geodésicas. En lo que sigue, veremos que el reciproco tam-
bién es cierto, esto es, existe un resultado andlogo al de Myers-Steenrod para el caso
de variedades infinito dimensionales. Pero, previamente necesitamos establecer algunos
resultados.
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Proposicion 1.9. Sea M una variedad Riemanniana y sea I : [a,b] — M un camino
continuo tal que dist(I'(t),I'(t')) = |t — 1’|, para todo t,t € la,b]. Entonces I' es una
geodésica.

Demostracion. Para cada c € [a, b], sea p =I'(c), y sea U, = B(p,r) el entorno convexo
que existe usando el Teorema 1.5 (Whitehead) de la seccién 1.3. Tomemos € > 0 tal que
['([c-€,c+elNnfa,b]) c U,.Sila,B] = [c—€,c+e]lN[a,b], pr =T'(a)y p» =T(B), sea
v : [0,dist(p1, p»)] — M la unica geodésica (parametrizada por la longitud de arco) en
U, de p; a p,. Ya que dist(p,, p») = B — a por una simple traslacion, podemos suponer
que 7y estd también definida en el intervalo [, S].

Ahora, para todo g € I'([a,f]), sea y; y ¥, las correspondientes curvas geodésicas
contenida en U, uniendo p; con g, y g con p,, respectivamente. Entonces, es claro que la
union de y; y ¥, define un camino de clase C! a trozos cuya longitud es la distancia entre
P1Y P2,y por lo tanto debe coincidir con y por la Proposicion 1.6. Entonces g € y([a, 8]).
En conclusion, hemos probado que el conjunto I'([a, 8]) estd contenido en y([a,B]) y por
lo tanto podemos considerar la funcién 8 = y~! o' : [, 8] — [a, B]. Puesto que 6 es una
isometria tal que 6(a) = a 'y 8(8) = B, ésta debe ser la identidad, y por lo tanto, y = I’
sobre [a, ].

Entonces I es localmente un camino geodésico y por lo tanto es una geodésica. O

Observacion 1.10. Si en el lema anterior suponemos que dist(I'(t), I'(t")) = Cl|t—t'|, para
algin C > 0, entonces I" es una geodésica parametrizada proporcionalmente a la longitud
de arco y con velocidad C (llamaremos velocidad de una curva en un punto, a la norma
del vector tangente en dicho punto).

Lema 1.11. Sea M una variedad Riemanniana, sea p € M. Entonces Yv,w € B(0,, 0)

tenemos que
dist(exp, v, exp, w) 4

1m
) =(0,.,0,) v —wll,

Demostracion. Por el Teorema 1.7 tenemos que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

s Ellv -wl[, < dist(expp v, exp, w) < (1 +ellv-wl, VYv,we B(0,,0).

Luego tenemos que

dist(exp., v, eXp, w
L . (exp, V. exp, )<1+e,

1+€ v —wll,

lo que significa que
dist(exp, v, exp, w)

m
(v,w)—(0p,0,) v — W”p



18

Con estas herramientas podemos ahora enunciar y demostrar la version infinito di-
mensional del teorema clédsico de Myers-Steenrod [35].

Teorema 1.12. Sea h : M — N una biyeccion entre dos variedades Riemannianas M y
N que preserva las correspondientes distancias geodésicas, entonces h es una isometria
Riemanniana.

Demostracion. Sea p € My q = h(p) € N. Consideremos r > 0 tal que B(p,r) y
B(g,r) sean entornos convexos de p y g, respectivamente, y tal que las correspondien-
tes funciones exponenciales exp, : B(0,,r) — B(p,r)y exp, : B(0,,r) — B(q,r) sean
difeomorfismos de clase C'. Puesto que / preserva las distancias geodésicas, entonces h
es una biyeccion de B(p, r) sobre B(q, r).

Ahora, para todo v € T,M con v # 0, consideremos la geodésica en B(p, r) que pasa
por p con velocidad |[v||,, esto es y() = exp,, v definida, para — < ¢t < ——. Entonces,

vl vl
el camino continuo I'(r) = h(y(t)) estd contenido en B(q,r)y satispface ’

dist(T(0), I'(t")) = dist(y(®),y(@)) = [Vl - [t = 7'],

—r r

cuando ¢ y ¢’ estan en el intervalo (W’ W) Ahora por la Observacion 1.10, I' es una

geodésica parametrizada proporcionalmente al arco. En particular, I" es diferenciable.
Parav € T,M conv # 0, sea v’ € T,N el vector tangente a I" en el punto g. Note que

I" es la geodésica en pasa por g con velocidad |V'||;, y entonces I'(£) = exp, #V', cuando

te (ﬁ, m) Puesto que & preserva distancias, ambas geodésicas y y I tienen la misma
velocidad, esto es [[v|l, = [[V'[l,-

En este punto, si definimos #'(0,) = 0,4, y A'(v) = V', entonces hemos definido una
funciéon h’ : T,M — T,N, tal que ||’ ()|, = |[vll,. Ademas, es facil ver que i’ es también
positivamente homogénea, esto es, ' (Av) = Ah’'(v), para 4 > 0.

Para ver que A’ es lineal usaremos el teorema clasico de Mazur-Ulam [31]. Para ello es
suficiente ver que &’ es una isometria entre espacios de Banach, esto es, [|h'(v)—h' (W)l|, =
lv —wl|,, para todo v,w € T,M. En efecto, sean v,w € T,M y sea A > 0 tal que ||V||, < r

y [lAw]|, < r, entonces usando el Lema 1.11 tenemos que,

2wy, VG HIWIE v = awll;

VIl VIl (lavipllawll,
2 2 : 2
||v||p + ||w||p . dzst(expp Av,exp,, Aw)

1m
IVlplwll, =07 llavllpllawl]
p p P p

Observamos que el lado derecho lo preserva /', por lo tanto para todo v,w € T,M,
(@), (W) = (v, w)p.

Entonces /" preserva el producto escalar, y por lo tanto es una isometria lineal de
clase C'. Finalmente, sobre B(p,r) tenemos que h = exp, o b’ o exp;l, y como A’ es
un difeomorfismo entre T,M y T,M, luego h es diferenciable en el punto p, y en efecto
dh(p) = h’. Lo mismo se hace para h~'. O
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1.5. Variedades Uniformemente Mesetables

En esta seccién veremos una definicion establecida por Azagra, Ferrera y Lopez-
Mesas, ver [4], que sera utilizada a lo largo de la memoria.

Definicion 1.13. Una variedad Riemanniana M es uniformemente mesetable cuando
existen dos niimeros reales R > 1 (posiblemente grande) y r > 0 (posiblemente pequerio)
tales que para todo p € My 6 € (0,r) existe una funcion b : M — [0, 1] de clase C' tal
que:

1 b(p)=1
2. b(q) =0sidist(q,p) =6

3. |IVbll < R/6.

Ejemplos de variedades Riemannianas uniformemente mesetables son las variedades
compactas (ver [4]) y las variedades finito-dimensionales (ver [22]).

Observacion 1.14. Es facil ver que toda variedad Riemanniana M es mesetable, en el
sentido de que para todo p € My § > 0, existe una funcién meseta b : M — [0, 1]
de clase C', con b(p) = 1, b(q) = O para g ¢ B(p,0) y ||IVbh|le < 0. Sin embargo
no estd claramente determinado cudles son las variedades Riemannianas uniformemente
mesetables. Se sabe que un espacio de Hilbert es uniformemente mesetable ver [4], y
existen muchos ejemplos naturales de variedades Riemannianas que también lo son. De
hecho no se conoce ningin ejemplo de variedad Riemanniana que no sea uniformemente
mesetable.

El teorema que viene a continuacion nos da dos caracterizaciones importantes de las
variedades unifomemente mesetables.

Teorema 1.15. Sea M una variedad Riemanniana. Consideramos las siguientes condi-
ciones:

1. Existe una constante r > 0 tal que para todo p € M la aplicacion exp,, estd definida
en B(0,,r) Cc T,M, exp,, : B(0,,r) — B(p,r) es un difeomorfismo de clase C%, y
la funcion distancia estd dada por la expresion

dist(q, p) = |lexp;, (@I, Yq € B(p. 7).

2. Existe una constante r > 0 tal que para todo p € M la funcion distancia a p, es
decir, g € M — dist(q, p), es de clase C* en B(p,r) — {p}.
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3. M es uniformemente mesetable.

Entonces (1) = (2) = (3).

Demostracion. (1) = (2) En la hipotesis tenemos que expl‘,1 es un difeomorfismo de
clase C* de B(p,r) en B(0,,7),y || |l, es de clase C* en T,M —{0,,}, y como dist(q, p) =
| exp;l(q)ll » para todo g € B(p, r), tenemos lo deseado.

(2) = (3) Supongamos que la funcién distancia g — dist(q, p) es C* en B(p, r)—{p}. Sea
6 : R — [0, 1] una funcién de clase C* y Lipschitz tal que 67'(1) = (—o0, 5]y 67'(0) =
[1, o). Para un punto dado p € M y un nimero ¢ € (0, r), definimos b : M — [0, 1] por

b(q) = 9(%dist(q, p)).

Teniendo en consideracion el hecho de que la funcion distancia ¢ — dist(q, p) es 1-
Lipschitz y que la norma de su derivada esta acotada por 1 en todos los puntos ver [[4],
Proposicion 2.15], es facil comprobar que b satisface las condiciones 1-2-3 de la defini-
cién 1.13, para una constante R = |||l > 1 que solo depende de la funcién 6, pero no
del punto p € M. O

Podemos observar que si hacemos b(q) = 1 — % dist(q, B°(p,9)), paraun punto p € M
dado y un niimero ¢ € (0, r), donde B°(p, 6) denota el complemento de la bola, tenemos
que ésta es una funcién é-Lipschitz. Es decir, en toda variedad Riemanniana podemos
construir de manera uniforme funciones meseta que son Lipschitzianas con la misma
constante, pero que en general no serdn diferenciables. En consecuencia, en aquellas
variedades donde podamos aproximar las funciones Lipschitz por funciones de clase
C®> conservando aproximadamente la constante de Lipschitz, podremos garantizar que
éstas son uniformemente mesetables. En el siguiente capitulo veremos que este tipo de
aproximacion puede realizarse en las variedades separables con lo que podremos deducir
que toda variedad separable es en particular uniformemente mesetable.



Capitulo 2

Aproximacion diferenciable de
funciones Lipschitz sobre variedades
Riemannianas

En este capitulo mostraremos que para toda funcion Lipschitz f definida sobre una
variedad Riemanniana separable M (posiblemente de dimension infinita), para toda fun-
cion continua € : M — (0, +00), y para todo nimero positivo r > 0, existe una funcion
Lipschitz g : M — R de clase C™ tal que |[f(p) — g(p)| < e(p) para todo p € M,y
Lip(g) < Lip(f) + r, donde Lip(f) y Lip(g) son las constantes de Lipschitzde fy g
respectivamente. Con este resultado podemos garantizar que toda variedad Riemanniana
separable es uniformemente mesetable. Es importante hacer notar que para demostrar
este resultado de aproximacion, es necesario previamente establecerlo en el caso particu-
lar en el que M es un espacio de Hilbert separable. Debemos sefialar que no conocemos si
un resultado similar se cumple para espacios de Banach separables infinito-dimensionales
que admitan funciones mesetas de clase C*.

2.1. Algunos métodos de aproximacion

En esta seccion vamos a presentar algunas de las herramientas que nos seran de utili-
dad para obtener los deseados resultados de aproximacion.

Convolucion integral:

Dada una funcién f : R" — Ry una funcién g : R* — R se define la convolucion integral
de f con g como la funcién:

fxglx) = . Sg(x = y)dy.

Por otro lado, si para una funcién continua f : R” — R definimos la sucesion { f; }ien por
fi) =fxo(x) = | fOer(x = y)dy,
Rn

21



22

donde las funciones ¢; : R" — R son de clase C*, fRn or = 1y sop(¢r) € B0, %) (estas
funciones ¢, se conocen con el nombre de niicleos de convolucion) tenemos que, dado
€ > 0 existe un entero N > 0 (que depende de €) tal que [fi(x) — f(x)| < € para todo
xeR"ytodok > N.

Este método de aproximacion diferenciable tiene muchas ventajas sobre otros pro-
cedimientos, puesto que la convolucidn integral preserva muchas de las propiedades ge-
ométricas que f pueda tener, tal como convexidad o la Lipschitzianidad. Es decir, si f es
K-Lipschitz entonces f; es K-Lipschitz también.

Para variedades Riemannianas finito-dimensionales, Greene y Wu [22] usaron un re-
finamiento de este procedimiento de convolucién integral para obtener resultados muy
utiles sobre aproximacion diferenciable de funciones Lipschitz o convexas definidas so-
bre una variedad Riemanniana. Desafortunadamente, el método de convolucidon inte-
gral falla en dimension infinita, debido a la falta de una medida adecuada como la de
Lebesgue, y en su lugar han sido empleados otros métodos.

Convolucion infimal:

A continuacién vamos a dar la definicidn y algunas propiedades basicas de la convolucion
infimal de dos funciones las cuales pueden verse en detalle en el trabajo de D. Azagra

[2].

Definicion 2.1. Sean f,g : E — R U {+o0}, donde E es un espacio normado. Se define
la convolucion infimal o suma epigrdfica, de [y g por

f e g(v) =inf{f(w)+glv—w):weE}, VveE.
Andlogamente, si f,g : E — R U {—o0}, se define la suma hipogrdfica de [y g por

f *hip gv)y=inf{f(w)—gv—-w):wekE}, VYwekE.

Para una funcién f : E — R U {oo}, se define el epigrafo de f por
epi f ={(v,t) € E X (—00,00] : t > f(v)}
y el epigrafo estricto de f por
epiy [ ={(v,t) € EX(—00,00] : t> f(v)}.
Por otro lado si C, D C E, y A € R se denotan por
C+D={v+w:veCweD}y AC={Av:veC}
Para una funcién f : E — R U {co}, se define el argumento minimo como

argmin(f) ={ve E: f(v) =inf f(E)}.



23

Observaciones 2.2. Recordemos lo siguiente:

1) f : E - RU{oo} es convexa si f(tv + (1 —Hw) < tf(v) + (1 —1)f(w), para todo
v,w e E yparatodo t € [0, 1].

2) f: E > RU{—oco}es coOncava si —f es convexa.

3) fesafinsi f es concava y convexa a la vez, es decir, f(tv+(1-t)w) = tf(v)+(1-1) f(w)
paratodo v,w € E, y para todo ¢ € [0, 1].

4) f es convexa si, y solamente si, el conjunto epi f es convexo.

A continuacion enunciaremos las propiedades mds elementales de la convolucion
infimal de dos funciones.

Proposicion 2.3. Sean f,g,h : E — R, entonces:

(1) (f *int &) *int N = f *nt (& *nt h).
(2) f *inf § = & *inf f
(3) epis (f *ur &) = epis f + epis g.

(4) argmin f + argmin g C argmin (f *us g), es decir, si v minimiza a f en E y w
minimiza a g en E, entonces v + w minimiza f #uy g.

(5) Si fy g son convexas, entonces [ *us g es convexa.
(6) Si f es concava, entonces f *u¢ g es concava para toda g.

(7) Si f es afiny g es convexa, entonces f *u g es afin.



Demostracion. Comenzamos con (1):
(f *mt &) *int M(V) ilelg{f *mr g(1) + A(v — u)}
= f{inf{f(w) +g(u = w)} +h(v = u)}

= fof { f(fw) + g — w) + h(v - w)})

uck \ wek
= inf {fO0) +gu=w) + h(v — )}
= inf {inf{f(w) + glu—w) + h(v = w)}

= mf {f0w) + inflg() + h(v —u—w))]

= inf {£0) + (g i O = W)
= f *inf (g *inf h)(V)

Vamos a demostrar (2):

f*me gv) = 3}5 {f(w) +g(v —w)}
= k@g {gw) + f(v —w)}
= & *mnf f(V)

Vamos a demostrar (3):

Primero vamos a demostrar que epi (f *ur &) C epiy f +epis g. Sea (v, 1) € epi; (f *mr &)
entonces f > (f *ur g)(v), por lo tanto existe ¢’ tal que ¢ > ¢ > m = inf,cg{f(u) + g(v —u)}.
Asi, existe u € E tal que m < f(u) + g(v —u) < ¢’ < t. Entonces

=t —gv—u)+OvV-ugv-—u+t—1r),

donde (u,t' —g(v—u)) € epi, f (puestoque f(u) <t' —glv—u)y v-u,gv—u)+t-r) €
epi, g (puesto que t > t’), luego (v, t) € epi; f + epi, g.

Para demostrar que epi; f+epis g C epiy (f*usg). Sea (v, t) € epi; f+epi; g entonces
v, 1) = (vi, 1) + (2, ) donde f(vy) < ty, g(vp) <th, t =1t + 1, Vv =V; + Vy; luego

t=t+6n> f)+g0)=fv)+gv—v) 2 nf{f(u) + (v — )} = [ *ur gO).

Entonces, t > f *qr g(v) y por lo tanto (v, 1) € epi; (f *mr g).

Vamos a demostrar (4):
Si v minimiza f en E y w minimiza g en E, entonces para todo vy, v, € E tenemos que
f)+gw) < f(v1) + g(v2), luego para todo u € E se tiene

inf{f(vi)+g(v) :vi+vo =v+w}
SO) + gw) <inf{f(vi) + g(v2) 1 vi + v2 = u}
S *ir g(u),

S *it gV + W)

IA
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es decir, v + v, minimiza a f s gen E.

Vamos a demostrar (5):
Para ello necesitamos el siguiente lema,

Lema 2.4. Sea E un espacio normado, y sea G : EXE — R convexa en EXE; definamos
Y : E - Rpory(v) =inf,cg G(v,u). Entonces Y es convexa en E.

Demostracion. Sean v,w € E y sea € > 0. Elijamos v;,w; € E tales que ¥(v) + € >
G(v,vy) y ¥(w) + € > H(w,w). Entonces

Y(v+ (1 —Hw)

irelg Gv+ (1 -1tHw,u)
Gtv+(A-Dw,tvi + (1 —Hwy)
tG(v,vy) + (1 —HG(w, wy)
1Y) +€)+ (1 -DWw) +e)
)+ —-0(w) + e

IANIN A

Luego, y(tv + (1 — Hyw) < ap(v) + (1 — H)g(w); y esto es vélido para todo v,w € E y para
todo ¢ € [0, 1]. Por lo tanto i es convexa. O

Siguiendo ahora con la demostracion de (5), consideremos G : E X E — R definida
por G(v,w) = f(w) + g(v —w). G es convexa en E X E puesto que

Gltv,w) + (A -0Hv,w)]=G[tv+ A —-Hv, tw+ (1 —Hwy]
= fw+{A-0w)+gtv+ (A -ty —tw— (1 —H)wy)
= flw+ {1 —-0w) +gt(v—w) + (1 - )(v; —wy))
< tfw)+ A =0fw) +18(v—w) + (1 —)g(vi —wi)
= tffw)+gv—w)]+ (1 =Dlf(w1) +gvi —wi)]
= tG(v,w)+ (1 -G, wy).

Entonces por el lema anterior tenemos que f *g,¢ g(v) = inf,,cg G(v, w) es convexa en E.

Vamos a demostrar (6):

Supongamos que f es concava y g es cualquier funcion. Entonces, para cada u € E, la
funcién v — G,(v) = g(u) + f(v — u) es concava (por serlo f), y como el infimo de
una familia de funciones céncavas es una funciéon céncava, obtenemos que la funcién
v = f e g(v) = inf,cg G,(v) es cOncava.

Vamos a demostrar (7):
Si f es afin y g es cOncava entonces, por (5) f #ur g €s convexa, y por (6) f #ur g €s
concava. Luego, f *u¢ g €s concava y a la vez convexa, es decir, f #g,¢ g es afin. O
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Observacion 2.5. Naturalmente, pueden demostrarse enunciados andlogos para la suma
hipogriéfica de dos funciones. Téngase en cuenta que f *pip & = —(=f) *gmf (—=8)-

La propiedad (3) anterior revela el significado geométrico de la convolucién infimal
de dos funciones: intuitivamente convolucionar dos funciones f'y g equivale a sumar sus
epigrafos, epi; [y epi, g, para obtener el epigrafo de la convolucion f s g; la “corteza”
inferior de este conjunto suma epi; f + epi, g es precisamente la grifica de f ¢ g. Te-
niendo en cuenta esta propiedad y haciendo unos cuantos dibujos uno puede convencerse
de que si f es una funcidén cualquiera y g es una funcién suave con la forma de una
norma al cuadrado, entonces f *;,¢ g s una funcién mas o menos aproximada a f pero
con la propiedad de que no tiene picos apuntando hacia abajo. Es decir, la convolucién
infimal de una funcién con otra que es una norma al cuadrado tiene un efecto regular-
izador inferiormente sobre la primera, a la cual se aproxima. Si esta funcion regularizada
inferiormente se suma hipograficamente ahora con una funcién que sea la opuesta de una
norma al cuadrado, obtenemos una funcién que esta regularizada superiormente (es de-
cir, no tiene “picos’que apuntan hacia arriba) y, cabe esperar, mantiene esa regularidad
superior de su progenitora; a la vez que sigue estando mds o menos aproximada a la
funcion f original.

Las propiedades (5), (6) y (7) (conservacion de la convexidad y de la concavidad
por s*;,¢) hacen de la convolucién infimal una herramienta particularmente interesante en
el andlisis convexo. La propiedad (4), junto con el ya senalado efecto regularizador de
la convolucién infimal, hacen que la misma tenga gran utilidad en problemas de mini-
mizacién y optimizacion.

A continuacion vamos a dar la siguiente definicion la cual se usa para establecer el
teorema de Lasry y Lions que es de gran utilidad para poder establecer la aproximacion
de una funcién Lipschitz definida en un espacio de Hilbert por otra funcién Lipschitz de
clase C* de constantes de Lipschitz aproximadamente iguales.

Definicion 2.6. Sea f : E — R U {+00}, donde E es un espacio normado. Se dice que f
estd minorada cuadrdticamente si existe ¢ > 0 tal que f(v) > —%(1 + ||v||2).

Definicion 2.7. Sean E un espacio normado, f : E — R U {+c0} y 1 > 0. Se define la
regularizacion Moreau-Yosida de f por

Fi9) = infie{ ) + 35llv = P}, v € E.

Es decir, fi = f *unr ill - |[>. Andlogamente, suponiendo f : E — R U {—oo} y u > 0 se

define la regularizacion hipogrdfica Moreau-Yosida de f por
H 1 2
) = supue{f(u) = 5-lv — ulP|. Vv € E.
u

Es decir, f* = f suip ( -5l ||2)-

2u
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Mas general, dados un espacio normado (E, ||-||), p € [1, +00) y 4 > 0 puede definirse
la epi-regularizacion de indice p de una funcién f : E — (—00, +00] por f sy l‘—p|| 1P,
y también la correspondiente hipo-regularizacion de indice p para una funcién f : E —
[—o0, +00) por f *hip(— ;—pll . ||”). Las propiedades generales de estas funciones son andlogas
paratodo p € (1, +00), y un poco diferentes para p = 1, aqui solo veremos las propiedades
para p = 2.

Proposicion 2.8. Sea (E,|| - ||) un espacio normado, y sea f : E — R U {+oo}. Entonces:
(1) fr < f, para todo A > 0.

(2) Si 0 < A’ < Aentonces f < fy < f.

(3) f* = —(=fu), para todo p > 0.

(4) inf,cg f1(v) = inf,cg f(v). De hecho, cualquier minimo de f es minimo de f); y si
f es semicontinua inferiormente, entonces cualquier minimo de f, es también minimo de
f; es decir,

argmin f) = argmin f,

si f es semicontinua inferiormente.

(5) (f)u = frow SiA>0ypu<i.

(6) Si f es convexa, entonces f, es convexa.

(7) Si f es concava, entonces f, es concava.

(8) Si f es afin, entonces f, es afin.

(9) Si f es invariante por un conjunto de isometrias de E, entonces f, también lo es.

Es decir, si {T; : i € I} es un conjunto de isometrias de E tal que f(T,v) = f(v) para todo
i €1, entonces f,(Tv) = fo(v) para todo i € 1.

Demostracion. (1), (2) y (3) son inmediatas. Vamos a demostrar (4):

Sabemos que

veE uekE

, _ z z 1 2 — 1 1 2 i
inf fuv) = ff if () + Iy =P} = inf {£G)+ v = ulf} =

uceE veE

o IR
= ifinf{f(u) + 55 Iv = ul’} = fnf f(),

luego inf,cg f1(v) = inf,cg f(v). Sea v minimo de f; como 0 es un minimo de g = 21—/1|| 1%,
la Proposicion 2.3 (4) nos dice que v+0 = v es minimo de fx*;,¢g = f,. Luego, argmin f C
argmin f).
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Supongamos ademds que f es semicontinua inferiormente, y sea v un minimo de f;;
veamos que v es también minimo de f. Sea {u,},en C E tal que f(u,) + 5=|[v — u,|* <
fHL(v) + %; entonces tenemos que

1
3l

IA

1
Ja) + = = f(uy)
n

1
0= —lv- i

IA

1 1
i) 4= —f f== -0,
n n

cuando n — oo; luego, u, — vy como f es semicontinua inferiormente obtenemos que

Q)

IA

1
lim fnf £(u,) < lim inf (£,(v) + =)
n—oo n—oo n

fi(v) = inf £, = inf £.

Entonces, f(v) < inf f implica que f(v) = inf f, por lo tanto v es un minimo de f.
Asi argmin f, C argmin f, si f es semicontinua inferiormente, y en consecuencia
argmin f, = argmin f en este caso.

Vamos a demostrar (5):

(D))

inf ol = i + it { ) + 51—l

= inf inf { f(u) + Ly w2+ = jiw— ull’}

weE uek 2,u 24

= inf inf { f(u) + Ly w2+ - ull’}
ucE wek 2,u 24

, ] 2, | 8
= inf{/) + it {Zly = wi + Z7lw = ulf})

) 1 1 , 1.1 )
= inf {2l = o+ P + Sl ) = ulf
_ 1 Y
= inf{/w) + 35 v -l
= f/1+/1(v)?

. . 1 1 1
ya que el infimo inf,,x {lev —wll* + 551w - u||2} se alcanza en el punto y = 7 (uu + Av).

(6), (7) y (8) son consecuencia de (5), (6) y (7) de la Proposicién 2.3, teniendo en cuenta
que g = ﬁ” -|I* es convexa y que f #ur g = fi.
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Vamos a demostrar (9):

£(Tw) fluw)+ —||Tv — ulP}

fnf |
= f {f(Ta) + |T(v—u>||}
= 1nf{f(Tu)+ Iv—ull}
= inf {7 + 5l - ulf]
= fi).

O

Es importante notar que si f es K-Lipschitz entonces f; es K-Lipschitz (andloga-
mente para f*). Esto es una consecuencia inmediata del hecho que las operaciones de
las convoluciones inf- y sup- (con la norma al cuadrado o con cualquier otro nucleo)
preservan las constantes de Lipschitz de las funciones a ser regularizadas En efecto,

Proposicion 2.9. Sea E un espacio normadoy A > 0. Si f : E — R es K-Lipschitz sobre
E entonces la funcion

, 1
f1v) = B0 + =l = wi)
es K-Lipschitz sobre E.

Demostracion. Note que

, ! ’y_ ¢ Lo
inf () + = llv = wi) = fnf(£(v = w) + —lIwlP),

entonces la funcién f) puede ser redefinida como

N oz ’ 1 2
f10) = MEFO = w)+ I, @.1)

La funcién f; es en la formula (2.1) un infimo de funciones continuas K-Lipschitz, en-
tonces esta es continua y K-Lipschitz. O

Obviamente, el resultado anterior es cierto para la funcion f* con u > 0 definida por

JH() = sup{h(u) - —IIv — ull’).

uckE
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2.2. Aproximacion de funciones Lipschitz definidas en
un espacio de Hilbert

Habiendo estudiado en la seccién anterior las propiedades de la regularizacién de
Moreau-Yosida procedemos a introducir ahora la regularizacion de Lasry y Lions. Esta
técnica de regularizacion es un método explicito que conserva la convexidad, concavidad
o afinidad de las funciones que se pretenden regularizar.

El resultado clave es que para cualquier funcion f minorada cuadraticamente, su sup-
inf convolucién con normas al cuadrado (f,)* es una funcién de clase C'!. Recordemos
que una funcién se dice de clase C*! cuando es de clase C! y su derivada es Lipschitziana.

A continuacién enunciamos el teorema de Lasry y Lions cuya demostracién puede
verse en [29].

Teorema 2.10 (Lasry y Lions). Sea H un espacio de Hilberty sea f : H — R U {oo}
tal que existe ¢ > 0 con f(v) > —5(1 + IV|I*) para todo v € H. Entonces la funcion
(fO* : H — R definida por

. 1 1
(f' V) = supweninfuea{ f@) + —=lw — ull® = —Ilv — wil*}
24 2u
verifica que (f)* € CYY(H), para0 < u < A < % Ademas si f es uniformemente continua
y acotada en H, se tiene que (f,)* converge uniformemente a f cuando 0 < u < A4 — 0.

Es importante notar que por la Proposicién 2.9 tenemos que si f es K-Lipschitz en-
tonces (f))* es también K-Lipschitz sobre H.

A continuacién vamos a demostrar nuestro resultado de aproximacién de una funcién
Lipschitz y acotada definida en un espacio de Hilbert separable. Este resultado lo de-
mostraremos combinando la técnica de regularizacion de Lasry y Lions de convoluciones
sup-inf que acabamos de ver, con el siguiente resultado de Moulis cuya demostracion
puede verse en [33].

Teorema 2.11 (Moulis). Sea U un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert sepa-
rable H. Sea f : U — R una funcién de clase C', y sea € : U — (0, +00) una funcion
continua. Entonces existe una funcion g : U — R de clase C* tal que |f(v) — g(v)| < €(v)
ylldf(v) —dg)|l < e(v) para todo v € U.

Ahora procedemos a enunciar y demostrar el resultado central de esta seccidn.

Teorema 2.12. Sea (H, ||-||) un espacio de Hilbert separable, sea f : H — R una funcion
Lipschitz y acotada, y sea € > 0. Entonces existe una funcion g : H — R Lipschitz de
clase C* tal que |f(v) — g(v)| < e para todo v € H, y Lip(g) < Lip(f) + €.
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Demostracion. Denotemos K = Lip(f). Puesto que f es Lipschitz y acotada sobre H (en
particular estd minorada cuadriticamente), por el Teorema 2.10, las funciones

v (L) = sup inf {f(u) + %uw ~ulP - inv -~ wiP}

weH

son de clase C!*! sobre H y convergen a f uniformemente sobre H cuando 0 < u < A — 0.
Entonces escojamos A y u suficientemente pequefios con 0 < u < A tal que

I (v) = fO)l < (2.2)

N m

paratodov € H.

Es importante observar que por la Proposicion 2.9 tenemos que (f})* es K-Lipschitz.
Por otro lado, puesto que (f3)* es de clase C', podemos usar el Teorema 2.11 para encon-
trar una funcion g : H — R de clase C* tal que

lg(v) = (')l < g y lldg(v) —d(f)l' Il < e (2.3)
para todo v € H. Combinando (2.2) y (2.3) obtenemos que |f(v) — g(v)| < € y ademds

Lip(g) = sup |l[dgW)|| < sup [ld(f))(W)I| + € £ K + € = Lip(f) + €.

veH veH

2.3. Aproximacion de funciones Lipschitz definidas en
una variedad Riemanniana separable

Ahora establecemos el resultado principal de este capitulo, cuya demostracién com-
bina los métodos de aproximacién mds importantes que conocemos hasta ahora, con-
voluciones integrales, convoluciones infimales y particiones de la unidad. Recordemos
que una particion de la unidad sobre una variedad M consiste en un cubrimiento abierto
{U;} de M y una familia de funciones ¥; : M — R satisfaciendo lo siguiente:

1. Para todo p € M tenemos que ;(p) > 0.

2. El soporte de y; estd contenido en U..

3. El cubrimiento {U;} es localmente finito.

4. Para cada punto p € M tenemos que ), ¥;(p) = 1.

Ademas haremos uso del hecho que una funcién localmente K-Lipschitz definida sobre
una variedad Riemanniana M es globalmente K-Lipschitz. En efecto,
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Lema 2.13. Sea M una variedad Riemanniana. Una funcion f : M — R es K-Lipschitz
si y solamente si f es localmente K-Lipschitz, es decir, para cada punto p € M existe un
entorno U, de p tal que para todo p,, p, € U,

|f(p1) = f(p2)| < Kdist(py, p2).

Demostracion. Es claro que una funcién globalmente K-Lipschitz lo es localmente. Para
mostrar el inverso, recuerde que para cualquier py, p, € M tenemos que dist(py, p2) =
inf, L(e), donde @ : [0,1] — M es un camino de clase C' a trozos con a(0) = p; y
a(1l) = p,. Asi para establecer la Lipschitzianidad global de f de constante de Lipschitz
K necesitamos probar que para cualquier camino @ en M se tiene que |f(p) — f(p2)] <
K- L(a).

Por el lema de Lebesgue elijamos una particién de [0, 1] por puntos 7y = 0 < #; <
... <t, =1talque paratodoi =0,..,m— 1, a([t;, t;11]) estd contenida en un entorno U,
paraalginp e My

|f(a(t) — fla(t )| < Kdist(a(t), a(ti).

Tal eleccion es posible porque los U, forman un cubrimiento abierto de M. Entonces

IA

m—1
Fp0 = Fpl < ) If@®) - flat))

i=0
m—1
K Z dist(a(t)), a(tis))) < KL(a).

i=0

IA

O

A continuacién enunciamos y demostramos el teorema central de este capitulo cuyo
esquema de la demostracion es el siguiente. Primero obtendremos usando cartas expo-
nenciales y convoluciones infimales, aproximaciones locales de f por funciones Lips-
chitz de clase C'. Luego, regularizaremos estas aproximaciones locales recurriendo a un
resultado de Moulis [33] y finalmente pegaremos todas las aproximaciones con la ayuda
de una particién de la unidad especialmente construida.

Teorema 2.14. Sea M una variedad Riemanniana separable, sea f : M — R una fun-
cion Lipschitz, sea € : M — (0, +00) una funcion continua, y r > 0 un niimero positivo.
Entonces existe una funcion Lipschitz g : M — R de clase C* tal que |f(p)—g(p)| < €(p)
para todo p € M, y Lip(g) < Lip(f) +r.

Demostracion. Denotaremos K = Lip(f) para simplificar notacion.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que €(p) < r/2 para todo p € M (si
reemplazamos € con la funcién continua p — min{e(p), r/2}). Ademas, fijemos cualquier
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numero €'(p) = € > 0 suficientemente pequefio tal que
(K(1+&)+ )1 +€) <K+3.

Ahora, para todo p € M, elegimos 6, > 0 suficientemente pequefio tal que la funcion
exponencial sea un difeomorfismo (1+¢€’)-biLipschitz de clase C* de la bola B(0,,306,) C
T,M sobre la bola B(p,36,) C M (ver Teorema 1.7). Por otro lado, por la continuidad de
f'y €, podemos suponer que J, también es suficientemente pequeiia tal que e(g) > e(p)/2

y If(@) = f(p)I < €(p)/2 para todo g € B(p, 36,).
Puesto que M es separable podemos tomar una sucesion (p,) de puntos en M tal que

v =\ JBpnb.
n=1

donde denotamos 6, = ¢,,, y también €, = €(p,). Ahora, para cada n € N definamos una
funcién f, : B(0,,,36,) — R por

£,0) = flexp,, (),

el cual es K(1 + €')-Lipschitz. Podemos extender f, a todo T, M definiendo

L)y = inf - {f,0) + K(1 + €y = wll,).

weB(0,,,36p,)

Luego, f, es una extensién Lipschitz de f, a todo T, .M, con la misma constante
de Lipschitz K(1 + ¢€). La funcién f, es acotada sobre conjuntos acotados (porque es
Lipschitz) pero no es acotada en todo 7T, M. Sin embargo podemos modificar f, fuera
de la bola B(0,,,46,) de manera que esta sea acotada en todo 7', M. Para ello, sea C =
sup{|£,()| + 1 : v € B0, ,46,)}, y definamos f, : T, M — R por

-C sif,(v) < -C,
L) =1 fm si-C< i) <C,
+C  siC < f(v).

Es claro que f, es acotada en todo T, M y tiene la misma constante de Lipschitz de
fu, €l cual es menor o igual a K(1 + €’). Esto es, f, es una extension acotada K(1 + €')-
Lipschitz de f, en T, M.

En lo que sigue vamos a construir una particion de la unidad diferenciable de clase C*
subordinada al cubrimiento {B(p,, 26,)},cn de M y a estimar las constantes de Lipschitz
de cada una de las funciones de esta particion. Tomemos una funcién diferenciable 6, :
R — [0,1] de clase C* tal que 6, = 1 sobre (-0,6,] y 6, = 0 sobre [20,, +0), y
definamos

() = | Onlllexp, Plly,). si p € Blpy, 36,):
$nlP 0, en otro caso.



34

Es claro que cada una de las funciones ¢, : M — R son de clase C* y Lipschitz, y
satisface que ¢, = 1 sobre la bola B(p,, 9,), y ¢, = 0 sobre M \ B(p,,26,).
Definamos las funciones ¢, =: M — [0, 1] por

e =] [(1-¢p.
Jj<k
Es claro que ¢ is Cy-Lipschitz, donde
C = Z Lip(g)),
J<k
y es facil ver que

1. Paracada p € M, si k = k(p) = min{j : p € B(p;,0;)} entonces, como 1 — ¢ =
0 sobre B(py, o), tenemos que B(py,dx) es un entorno de p que intersecta una
cantidad finita de los soportes de las funciones ¢,. Es decir, sop(¥,) N B(pi, 0x) = 0
para todo € > k, y sop(¥x) C B(pr, 20);

2. Y = 1,

Esto es, {¢,}.en €S una particién diferenciable de la unidad de clase C* subordinada al
cubrimiento {B(p,, 20,)}nen de M.

Ahora, por el Teorema 2.12 podemos encontrar una funcion diferenciable g, : T, M —
R de clase C* tal que

~ €,
(V) = W] £ =———, 2.4
gn(v) = fuW) 272, + 1) (2.4)
paratodove T, M,y
Lip(g,) < Lip(f,) + € < K(1 +€) + €. (2.5)

Estamos listos para definir nuestra aproximaciéon g : M — R por

8(p) = > Un(p)2u(exp;(p))

para cualquier p € M. Observe que si p € B(p,,3d,), entonces como la exponencial
exp, es un difeomorfismo de clase C* de B(0,,,36,) sobre B(p,,36,), la expresion
wn(p)g,,(expll‘,n1 (p)) esta bien definida y es diferenciable de clase C* sobre B(p,,30d,).
Ademas, si p ¢ B(py,26,) D sop(¥,) entonces ¥, (p) = 0. Luego, para cualquier p ¢
B(p,,36,), supondremos que las expresiones wn(p)gn(exp;: (p)y gn(exp;nl(p)) se anu-
lan. Por lo tanto, g esta bien definida y es diferenciable de clase C* sobre M.

Veamos que g y Lip(g) aproxima a f'y a Lip(f), respectivamente, como es requerido.
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Fijemos cualquier p € M,y sea k = k(p) = min{j : p € B(pj,;)}, entonces tenemos
que ¥, = 0 sobre B(py, ;) para todo € > k, y estimemos |f — g|. Para simplificar notacion
denotemos v, = exp;»ll (p) € T,, M, entonces tenemos que

8P) = FDN = | tn(P)gn(exp; (p)) = F(p)
m<k
= D 0@ [8nm) = D] = D 0P) [20 ) = Fo)]
m<k m<k
€En €En
< ng{lﬁm(l?)m < ;{l//m(l?)j < ng{%lfm(l?)f(l?)

D Un(pe(p) = €(p).

Finalmente, veamos que Lip(g) < K + r. Como g estd definida sobre una variedad Rie-
manniana, por el Lema 2.13 es suficiente mostrar que g es localmente (K + r)-Lipschitz.
Tomemos un punto a € M, y definamos k = k(a) = min{j : a € B(p;,6;)}, tal que
sop(¥¢) N B(px, 0x) = 0 para todo € > k. Sea también

0, = min{6y, ..., O, O, — d(a, pr)},

F,,={mell,.. .k} : B(pn,20,) N{p,q} # 0}.
Es facil ver que si p, g € B(a, é,), entonces:

(i) Para todo m € {1, ..., k}, tenemos que p € B(p,,30,,) si ¢ € B(pm,20,,); y simétri-
camente g € B(p,,,30,,) si p € B(py,26,). Consecuentemente, para todom € F,
tenemos que p, q € B(p,, 36,,); en particular, si m € F, ,, entonces v,, := exp;i (p)
Y Wy, 1= expl‘,ﬁll (g) estan bien definidos, y tenemos que

18 (Vi) = gm(W)l < (K +1/2)d(p, q) (2.6)

De hecho, usando (2.5) y la eleccién de € se tiene que,

(K(1 +€) + €)llexp,.(p) — exp;, (P,
(K(1+€)+ e +€)dp,q)
(K +r/2)d(p, q).

IANIA A

(i) Sim € N\ F,, entonces Y,,(p) = 0 = ¢,(q) (porque sop(¥,,) C B(pm,26,) y
sop(¥¢) N B(py, 0x) = 0 para todo € > k).
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Por lo tanto, para p,q € B(a,d,) (con la notacion v,, = expl‘,li Py wn = exp;i (q)) se
sigue que,

* g(p)= Z Em(Vmm(p),  &(q) = Z Em(Wm)Wm(q),

meF, , meFp 4

e 1= D U = ) U@,y

mekF, mekF,

® 18m(im) = gn(wm)l < (K(1 + €) + €)1+ €)d(p,q), sime Fp,.

Fijemos p, g € B(a,§,). Puesto que Y, f(p)(Wn(p) — ¥.(gq)) = 0, tenemos

mekF,

8(p) - 8(g) = Z Em(VmWm(p) = Z EmWnm(q) =

mekF, mekF,

D @nm) = FPIWn(D) = (@) + D, (@) = Zn (W) Win(q)

mekFy, mekFy

Por lo tanto, usando (2.4), (2.6), y el hecho de que ¥,, es C,,-Lipschitz, obtenemos

que
le(p) - g(@)| <
2 lenn) = FLn(p) = @]+ D |8n(v) = 8uwidin(@) <
mekFy, mekF,
€m
mzsk 2, s D ;((K +7/2)d(p, QYm(q) <

Z ;z)l d(p,q) + (K +r/2)d(p,q) < (K +r)d(p,q),

m<k

porque .« 249 < e(a) < r/2. Esto muestra que g es localmente (Lip(f) + r)-Lipschitz

lo cual concluye la demostracion. O

Una consecuencia inmediata de este teorema y que tiene gran interés en el estudio
de las variedades Riemannianas uniformemente mesetables que hemos definido en el
capitulo 1 es la siguiente:

Corolario 2.15. Toda variedad Riemanniana separable es uniformemente mesetable.

Demostracion. Sean R > 1,0 < 6 < r, y p € M dados, y consideremos la funcién
f: M — [0, 1] definida por

Fg) = 1- }Sdist(q, p), sidist(q, p) < 06;
V=1 o, si dist(q, p) > 0.
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Es claro que f es }S—Lipschitz y satisface que f(p) = 1,y f = 0O fuera de B(p, o). Por
el Teorema 2.14, para cualquier € > 0 existe una funcién g : M — R de clase C~ tal
que |g(g) — f(g)| < e paratodo g € My Lip(g) < % + €. Ahora tomemos una funcién

0 :R — [0, 1] de clase C* tal que
(1) 6(r) =0parat <e€;

(i) O(t) = 1 paratr>1—¢€,y

(iii) Lip(6) < 15,

y definamos b(q) = 6(g(q)) para todo g € M. Entonces es claro que b(p) = 1, b(q) = 0 si
d(q.p) 26,y

. . ) 1+e€ (1 R
sup|ldb(g)ll, = Lip(b) < Lip(6)Lip(g) < - (— + 6) <=
qeM —2e\o 1)

si € es elegido suficientemente pequefio. O






Capitulo 3

Algebras de funciones diferenciables en
variedades Riemannianas

El objetivo de este capitulo es obtener un teorema del tipo Banach-Stone para var-
iedades Riemannianas (infinito dimensionales). Esto es, un resultado donde la estructura
Riemanniana de una variedad M pueda ser caracterizada de la estructura topoldgica y
algebraica de la familia de funciones reales C })(M ).

3.1. El espacio de Estructura del algebra C})(M )

Sea C ;(M ) el algebra de todas las funciones acotadas de clase C! sobre M que tienen
derivada acotada, esto es, ||V fll. = SUP ey IVf(p)ll, < oo. No es dificil verificar (ver [4])
que C é(M ) es un espacio de Banach dotado de la norma:

1fllcr = supfll flleo, IV flleo}-

Con esta norma, se tiene la desigualdad:

1 - gller < 21 Al - Ngller.

Por lo tanto, obtenemos que C ;(M) es un dlgebra de Banach si lo dotamos de la
norma 2|| - ||c},-

Ademds, puesto que toda f € C;(M) tiene derivada acotada entonces, del teorema
del valor medio en variedades Riemannianas infinito dimensionales (ver [4]), se sigue
que f es una funcién Lipschitz con respecto a la distancia geodésica. Inversamente, si
f € C'(M) es Lipschitz, entonces f € C ,L(M) (ver Teorema 2.14 y Proposicién 2.15 en
[4]). También se sigue que si f € C}(M) entonces ||V fll.. = Lip(f), donde Lip(f) denota
como es habitual la constante de Lipschitz de f.

En esta seccion construiremos el espacio de estructura asociado al dlgebra C,(M), en
un camino andlogo como en Isbell [25] que estd hecho para dlgebras de funciones contin-
uas, o en Garrido y Jaramillo [15] que esta hecho para reticulos de funciones continuas.

39
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Comencemos haciendo notar que C },(M ) es un dlgebra con unidad que separa puntos y
conjuntos cerrados de M, y esto implica, en particular, que M estd dotada con la topologia
débil dada por C;(M). Por otro lado, C ;(M) es cerrada bajo inversion acotada, es decir,
si f € Cy(M)y f 2 1, entonces € C(M).

Diremos que ¢ : C ;(M ) — R es un homomorfismo de 4lgebras si satisface:

L. @(Af + ug) = Ap(f) + ue(g),

2. o(f -8 =@(f) (),

para todo f,g € C;(M)y todo 1, € R. Note que un homomorfismo de dlgebra ¢ es no
nulo si, y solamente si, ¢(1) = 1. Ademas, todo homomorfismo de édlgebra ¢ es positivo,
esto es, ¢(f) > 0 cuando f > 0. En efecto, cuando f'y jlr estdn en C;(M), entonces
o(f - (Jlf)) = 1 lo que implica que ¢(f) # Oy go(jlr) = ﬁ. Asi, si suponemos que ¢ no
es positivo, entonces existe f > 0 con ¢(f) < 0. La funcién g = f — o(f) > —¢(f) > 0,
satisface g € C}(M), é € C,(M)y ¢(g) = 0, lo que es una contradiccion.

Definimos el espacio de estructura H(C;(M)) como el conjunto de todos los homo-
morfismos de dlgebras ¢ : C,(M) — R, considerado como un subespacio topolgico
del producto R%™ . Ficilmente se puede verificar que H (C}(M)) es cerrado en REMD,
Ademas, como todas las funciones sobre C;(M ) son acotadas, H (C;(M )) es en particular
un espacio compacto.

Ahora, consideremos la funcién natural ¢, de la siguiente manera:

§ : M — H(Cy(M))
p ~ 6(p) =9y,

donde 6, es el homomorfismo definido por:

s, : Ci(M)—>R
o~ 6,() = f(p).

Claramente, ¢ es una funcion continua. Y se tiene ademas que el subespacio 6(M) es
denso en H(C,(M)). En efecto, dados ¢ € H(C,(M)), fi,.... fu € Co(M), y € > 0, existe
algin p € M tal que [0,(f;) — ¢(f)| < €, paratodo i = 1,...,n. De lo contrario la funcién
g =2 (fi— @(f)* € C}(M) satisface g > €'y ¢(g) = 0, y esto es imposible ya que ¢ es
positivo.

Finalmente del hecho de que C,(M) separa puntos y conjuntos cerrados de M, se
sigue que 6 es una aplicacion abierta en su imagen, por lo que podemos decir que J es
una inmersion topoldgica, y en consecuencia H(C ;(M )) puede ser considerado como una
compactificacion de M. Ademas, esta compactificacion tiene la propiedad de que toda
f € C(M) admite una extensién continua a H(C}(M)), sin més que definir f(¢) = ¢(f),
para toda ¢ € H(C ;(M)). Note que esta extension f coincide sobre H(C ;(M)) con la
correspondiente funcién proyeccioén zr; : RS — R,
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La siguiente proposicion nos muestra que para una clase especial de variedades Rie-
mannianas M, aquellas que son completas y uniformemente mesetables, los puntos de M
pueden ser topolégicamente distinguidos en H(C}(M)).

Teorema 3.1. Sea M una variedad Riemanniana completa uniformemente mesetable, y
sea p € H(C zl;(M))- Entonces ¢ tiene una base de entornos numerable en H(C ;(M)) Si, y
solo si, ¢ € M.

Demostracion. Primero supongamos que ¢ € H(C ;(M )) — M tiene una base de entornos
numerable. Ya que M es denso en H (C},(M )) existe una sucesion (p,) en M convergiendo
a ¢. Puesto que ¢ ¢ M, la completitud de M implica que (p,) no tiene ninguna sub-
sucesion de Cauchy y por lo tanto existe € > 0 y una subsucesion (p,, ) de (p,) tal que
dist(pp, pn;) 2 €, Yk # j.

Puesto que M es uniformemente mesetable existe R > 1 tal que, para algin 0 < § < £,
podemos construir una sucesién (b;); de funciones mesetas de clase C! satisfaciendo para
cada k € N, las siguientes condiciones

L. bi(pyy,) = 1.

2. bi(q) = 0s1dist(q, pny,) = 0.

3. [IVhille < &.
Ahora, tomando f = ), b, tenemos que f € Cé(M), fpuy) =1y f(puy,,) =0, para
todo k. Por lo tanto la funcién extensién f definida en todo H (C;(M )) toma los valores 1
sobre clH(C;(M))A y O sobre clH(C;(M))B, siendo A = {p,,, : k € N}, B ={py,., : k€ N}y
donde clH(C;(M)) denota la clausura en H(C ;(M)). Pero esto es una contradiccion ya que

Para el reciproco, si ¢ € M, considere la bola abierta B, en M con centro en ¢ y radio
%. Entonces, es facil ver que la familia {clH(Cé( myBn} €s la base de entornos numerable
requerida. m|

3.2. Un teorema de Banach-Stone para variedades Rie-
mannianas

En esta seccién veremos como la estructura de dlgebra normada de C; (M) determina
la estructura de variedad Riemanniana de M. En este camino probaremos un teorema
del tipo Banach-Stone en el contexto de variedades Riemannianas infinito dimensionales
que, en particular, generaliza el correspondiente resultado dado por Myers en [34] para
variedades compactas, asi como el resultado de Nakai en [36] para variedades Rieman-
nianas finito dimensionales.

Para demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema:



Lema 3.2. Sea H un espacio de Hilbert y r > 0. Para todo € > 0, existe una funcion
® : H — R tal que:

1. ®0)=r
. sop (@) c B(O,r)
NPl < 7

2

3

4. Lip(@)<1+e€
5. ®eCy(H)

6.

. |Vl £ r = ®(W) + €, cuando v € B(0, r).

Demostracion. Dado € > 0, consideremos una funcién 6 : R — [0, r] de clase C* tal que:
(1) @ = 0 sobre un entorno del intervalo (—oo, 0]

(i1) @ = r sobre un entorno del intervalo [7, +00)

(iii) |t — 6(¢)| < e para todo ¢ € [0, r]

@1v) |0'(1)| < 1 + €, paratodo t € R.

Entonces, es suficiente definir ®(v) = r — 6(||v||), parav € H. O

El siguiente resultado nos muestra que si un operador de composicién de C;(N) a
C ,L(M ) es una isometria lineal, entonces este es inducido por una isometria métrica de M
anm.

Teorema 3.3. Sean M y N variedades Riemannianas y h : M — N una aplicacion tal
que el homomorfismo T : C })(N )—> C ;(M ) dado por T(f) = f o h es continuo. Entonces
h es ||T||-Lipschitz para las correspondientes distancias geodésicas.

Demostracion. Primero, notemos que & es continua puesto que M y N estan dotadas de
la topologia débil dada por C ;(M )y C ,i(N ), respectivamente, (ver Seccion 3.1). Ahora
para ver que h es Lipschitz, sean ¢, € My € > 0. Consideremos o : [0,1] - M
una curva C! a trozos en M de ¢, a g, con L(o) < dist(q;,q,) + €. Puesto que h es
continua entonces = ho o : [0,1] — N es una curva continua en N, de h(p;) a h(p,).
Entonces, para todo p € 6<([0, 1]), sea 0 < r, < 1 tal que exp, : B(0,,r,) — B(p,r,) es
un difeomorfismo (1 + €) bi-Lipschitz.

A continuacion, para cada t € [0, 1] consideremos un intervalo abierto /; (en [0, 1])
conteniendo a t y tal que 6-(I;) C B(6(?), r4¢)). Usando un argumento de conexidad pode-
mos extraer del cubrimiento abierto {},c0.1; una cadena simple que conecta al O con el
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1, esto es, una sucesion finita [;,,..., I, talque 0 =, < ... <1, =1,y L, NI, # 0 si,
y solamente si, |j — k| < 1. Note que I, U ... U [, = [0, 1]. Es facil ver que, para cada
i=1,..,(m-1), podemos elegir un punto s; € I, N I, ,, cont; < s, < tiy-

Ahora aplicamos el Lema 3.2 para cada r, y con el mismo 3= obtemendo las corres-
pondientes funciones ® € C}(H). Si definimos la funcién f, = CD o expp sobre B(p, rp)
y fp = 0 sobre N \ B(p, r,), entonces tenemos que:

1. f, € C)N).

2. f(p) =rp.

3 Ml < 7p < 1.
4. Lip(f,) < (1 + €.

- dist(p,z) < fp(p) = [,(2) + 3, siempre y cuando z € B(p, r,).

N

Ademais, de la continuidad del operador 7', se sigue que,

Lip (f, o h) < IIf, © Hllcian = ITUnllcian < ITI- 1 flles < ITH- (1 + €2,

Finalmente, si denotamos p; = h(o(t;)) parai = 1, ..., m, obtenemos que

3

dist(h(q1), h(q2)) {dlst(h(U(t ), h(o(s))) + dist(h(o(s:)), h(o(ti41)))}

S

3

&um S @ () + Fi(Pi) = Fyna (o (s)) + |

S

—_

IA
3

{sz (fp; o h) - dist(o (), o(s;))

I
—_

+Upmmomwmmﬂmaam»+§}

m—1

Z ITICL + € {dist(or(t), o°(5:)) + dist(o(s), o (ti1)] + €
i=1

IA

m—1

S UTIC + €7 - Lol + €
i=1

IA

= |ITI(1 + € - L(o) + €
< |IT| + 6)2 - (dist(qy,q2) + €) + €.

Y, por lo tanto 4 es ||T||-Lipschitz. O

Con estas herramientas estamos en condiciones de demostrar el resultado central de
esta seccion. Recordemos que dos algebras normadas (A, || - |l4a) y (B, || - ||z) se dicen
equivalentes si existe un isomorfismo de dlgebras T : A — B que es una isometria, es
decir, ||T'(a)||p = ||all4, para todo a € A.
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Teorema 3.4. Sean M y N variedades Riemannianas completas (posiblemente infinito
dimensionales) uniformemente mesetables. Entonces M y N son equivalentes como var-
iedades Riemannianas, siy solamente si, C ;(N )yC ;(M ) son equivalentes como dlgebras
normadas. Ademads, todo isomorfismo isométrico T : C ;(N) - C ;(M) es de la forma
T(f)=fohdondeh: M — N es una isometria Riemanniana.

Demostracion. Primera implicacion: Supongamos que 4 es una isometria Riemanni-
ana. Entonces es facil comprobar que T : C;(N) — C;(M) definida por T(f) = fohes
una isometria de dlgebras normadas, por lo tanto, C;(N) y C,(M) son equivalentes como
algebras normadas.

Segunda implicacién: Supongamos que T : C,(N) — C;(M) es una isometria entre
algebras normadas. Entonces, considere la funcién 4 : H(C }‘J(M)) — H(C ;(N)) entre los
espacios de estructura dada por h(¢) = ¢o T, paratodo ¢ € H(C ;(M )). Entonces /4 es una
biyeccién y en efecto h es un homeomorfismo ya que 7y 0h = 775, paratodo f € C; (M),
donde 7y y 77y denotan las funciones proyeccion sobre los correspondientes espacios
productos.

Ahora, aplicando el Teorema 3.1, obtenemos que un punto ¢ € H(C},(M)) tiene una
base numerable en H(C ,i(M)) si, y solamente si, ¢ € M y lo mismo se cumple en la
variedad completa N. Por lo tanto el homeomorfismo /4 lleva M sobre N.

Ademids, para todo p € M y todo f € C;(N) tenemos que

T(f)(p) = 6,(T(f)) = (6, 0 T)(f) = h(6,)(f) = h(f(p)) = (h o f)(p)

y entonces se sigue que T(f) = h o f. Ahora, por el Teorema 3.3 podemos deducir que
h : M — N es ||T||-Lipschitz con respecto a la distancia geodésica. Puesto que 7 es
una isometria, entonces ||T|| = 1, y por lo tanto A es 1-Lipschitz. Ahora haciendo lo
mismo con 4~!, tenemos que 4~! también es 1-Lipschitz, y por lo tanto / es una isometria
métrica. Finalmente, del Teorema 1.12, & es en efecto una isometria Riemanniana, es
decir, M y N son equivalentes como variedades Riemannianas.

O



Problemas abiertos

En el andlisis de los problemas estudiados a lo largo de la memoria, surgen de manera
natural una serie de cuestiones que pretendemos abordar en un futuro préximo.

1. Una estructura de Finsler finito dimensional determina una geometria que en gener-
al no es “infinitesimalmente euclidea”. Este tipo de estructura ya fue sugerida por el
propio Riemann en su Tesis de Habilitacién “Uber die Hypotheser welche der geo-
metric zugrund liegen”(1854), pero no fue estudiada en detalle hasta mds tarde por
P. Finsler en su Tesis “Uber kurven und Flichen in allgeneinen Riumen”(1918),
de quien toma el nombre. Con mds precision, una estructura de Finsler en una var-
iedad consiste en la asignacion en cada punto de la variedad de lo que se llama
una norma de Minkowski (véase definicion 4.1), que es una funcidn positivamente
homogénea con buenas propiedades de diferenciabilidad y convexidad, pero que
en general no es una norma en el sentido usual. Esta estructura permite definir la
longitud de caminos sobre la variedad de la manera habitual y de este modo intro-
ducir la distancia geodésica sobre la variedad, que en general serd una distancia
no simétrica. En este contexto, queremos abordar un resultado general de aproxi-
macién de funciones Lipschitzianas por funciones diferenciables y Lipschitzianas,
para lo cual combinamos el uso de la convolucion integral (ahora estamos en el
caso finito-dimensional) junto con una modificacion del tipo de particiones de la
unidad desarrolladas anteriormente, adaptadas al caso de una distancia no simétri-
ca.

2. Como aplicacién, queremos obtener una caracterizacioén funcional de la completi-
tud en variedades Finsler para una clase bastante amplia denominada variedades
casi-simétricas.

3. En el capfulo 3 se estudi6 el teorema cldsico de Myers-Nakai para variedades Rie-
mannianas de dimension infinita. Nosotros a través de discuciones intuimos que
este teorema no se verifica en general para variedades que no sean absolutamente
homogéneas, y por ello pretendemos estudiar este contexto para obtener, si es posi-
ble, una extension de este teorema en el marco de las variedades de Finsler absolu-
tamente homogéneas.
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