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“INTRODUCCION A LOS MODELOS LINEALES
DINAMICOS: MODELO POLINOMIAL DE PRIMER ORDEN”

RESUMEN

Un punto de vista basico del modelaje cientifico es que un modelo es alguna
descripcion simplificada de un sistema que ayuda a realizar calculos y predicciones,
(Diccionario de Inglés Oxford).

En sentido mas amplio, un modelo es algtin esquema de descripcion y explicacion que
organiza informacién y experiencias siempre y cuando signifique aprender y prede-
cir. La primera razon para el modelaje es proveer procesos de aprendizaje los cuales
aumentaran el conocimiento y permitiran decisiones sabias.

Las herramientas para las decisiones tecnolégicas tales como los modelos matemaéati-
cos han sido aplicados a una amplia gama de situaciones en la toma de decisiones
dentro de diversas areas. En la toma consciente de decisiones bajo incertidumbre,
siempre realizamos pronosticos o predicciones. Podriamos pensar que no estamos
pronosticando, pero nuestras opciones estarian dirigidas por la anticipacion de resul-
tados de nuestras acciones o inacciones.

El Modelo Polinomial de Primer Orden sera desarrollado en detalles como objetivo
de este trabajo a modo de introducir los modelos lineales dinamicos. La teoria bé-
sica concerniente a dichos modelos, ayudan a un mejor manejo de la incertidumbre
mediante el uso de técnicas de prediccion y pronostico efectivas.

El producto de este trabajo puede servir como material de apoyo para trabajos fu-
turos relacionados con el area de probabilidad y estadistica, especificamente con los

modelos lineales dindmicos.
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Introduccion

En los ultimos anos, el analisis de modelos estadisticos ha sido un tema de mucho
interés y que se ha desarrollado ampliamente dada la importancia que tiene en la
resolucion de problemas dentro de las aplicaciones en diversos campos cientificos.
Por esta razon, muchos esfuerzos se han realizado para proponer y construir nuevos
modelos estadisticos ttiles dada la necesidad de resolver problemas con distintas
estructuras.

Las aproximaciones para el modelaje y prediccion sintetiza conceptos, modelos y
métodos cuyo desenvolvimiento ha sido influenciado por trabajos en muchos campos.
Conjuntamente con los conceptos fundamentales de métodos cientificos, se identifican
las aproximaciones bayesianas como estructuras de rutina de aprendizaje y organi-
zacion de conocimientos inciertos dentro de sistemas de prediccion completos.

En los tltimos 50 anos se ha observado un rapido crecimiento de las aproxima-
ciones bayesianas para el aprendizaje cientifico y la toma de decisiones. El uso de
modelos matemaéticos ha sido incrementado para interpretar y predecir las dinamicas
y controles en la toma de decisiones en determinada situacion; el caso del modelaje
estadistico de los procesos de series de tiempo, por ejemplo, se basa sobre una clase
de Modelos Dinamicos, ya que el término dinamico relaciona los cambios debido al
paso del tiempo como un motivo de fuerza fundamental. Principalmente la idea es
modelar y predecir solo series de tiempos de observaciones derivadas de un sistema

o proceso de interés.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

§1.1. Variables Aleatorias

La relacion entre los sucesos del espacio muestral y el valor numérico que se les

asigna se establece a través de variables aleatorias.

DEFINICION 1.1.1. Una variable aleatoria es una funcién que asigna un valor numé-

rico a cada suceso elemental del espacio muestral.

Es decir, una variable aleatoria es una variable cuyo valor numérico esta determi-
nado por el resultado del experimento aleatorio. La variable aleatoria la denotaremos
con letras maytusculas X,Y, ... y con las letras mindscula x, ¥, ... sus valores.

La v.a. puede tomar un ntmero numerable o no numerable de valores, dando

lugar a dos tipos de v.a.: discretas y continuas.

DEFINICION 1.1.2. Se dice que una variable aleatoria X es discreta si puede tomar

un numero finito o infinito, pero numerable, de posibles valores.

DEFINICION 1.1.3. Se dice que una variable aleatoria X es continua si puede tomar
un numero infinito (no numerable) de valores, o bien, si puede tomar un nimero
infinito de valores correspondientes a los puntos de uno o mas intervalos de la recta

real.

§1.2. Distribucién Condicional

La distribuciéon condicional es de interés, y ocurre cuando un grupo de variables
aleatorias estan siendo estudiadas mientras un segundo grupo se mantiene fijo.
Sean A y B dos eventos que pueden ocurrir en un espacio de 2-dimensiones, entonces

por definicién, la probabilidad condicional de B dado A ésta dada por:
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P(B|A) =

si P(A) # O. Si A es un evento donde la variable aleatoria X esta en el intervalo
a < X < b,y B es un evento donde la variable aleatoria Y esta en el intervalo

c <Y <d, entonces

Pla<X <be<Y <d)
Pla < X <b}

P{c<Y <dla< X <b} =
y en el caso continuo
JELT f(x,y)dady
fabg(x)dac

donde f(z,y) es la densidad conjunta de X,Y y g(z) es la densidad marginal de X.

Plc<Y <dla< X <b} =

La densidad condicional de Y dado X = x esta definida como:

h(yle) =

Asi,

d
Plc<Y <d|X =z} = / h(y|z)dy.

Generalizado a una dimension p, sean X' = (Xy,....X,), Y = (Xy,....Xg) ¥y
Z" = (Xg41, ..., Xp) los vectores aleatorios y con letra mintuscula denotaremos los

valores observados. La densidad condicional de Y dado Z est4 dada por:

e~ -

donde f(z) denota la densidad del vector aleatorio X, y h(z) denota la densidad

marginal del vector Z.



Yajaira Hernandez 4

§1.3. Independencia

Dos vectores aleatorios, Y, Z; se dicen que son independiente si una de las sigui-

entes aplicaciones se cumplen:

fly,2) = g(y)h(z)

F(y,z) = G(y)H(z)

P{Y|Z} = g(y)
donde f(y, 2),g(y), h(z) son la densidad de X = (Y, Z), Y, Z respectivamente; F,G,H
son la respectivas Fda, y P(y|z) es la densidad condicional de Y'|Z.

§1.4. Esperanza

Sea X : p x 1 un vector columna con X;,7 = 1,...,p componentes aleatorias;
donde f(X) = f(x1,...,7,) es la funcién de densidad conjunta

Cuando ésta existe, la esperanza de un vector X esta definido como:

Anélogamente, si V : p x n, E(V) = (E(Vj;)), donde V = (V};)

§1.4.1. Momento de segundo orden

La covarianza entre dos variables aleatorias Y y Z con momento de segundo or-

den finito estd definido como:
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Cou(Y, Z) = E[(Y — E(Y))(Z - E(Z))]

esto cuantitativamente puede ser positivo, negativo o cero; la covarianza matricial

de un vector X esté dada por la siguiente definicion X:

¥ = (035) = Bl(X = E(X))(X — E(X))']

para i,j = 1,...,p. Un elemento tipico de ¥ es 0;; = E[(X; — E(X;))(X; — E(X;))] .
1,7 = 1,..,p cuando j = ¢ los elementos estdn ubicados a lo largo de la diagonal de
Yy es llamada la varianza de X.

Recordemos que

Var(X;) = E(X; — BE(X;))?

si i # j, 045 es la covarianza de X; y X;. El coeficiente de correlacién entre dos va-
riables aleatorias escalares Y y Z con momento de segundo orden finito esta definido

por

Cov(Y, Z)
Var(Y)Var(Z)M/?

Esta es una medida de causa y efecto asociada con Y y Z. En general, —1 < p < 1,

p=-corr(Y,Z) =

aunque en algunos casos, p es restringido a un intervalo mas pequeno.

Una matriz de correlacién es una matriz de coeficiente de correlacion R = (p;;)
1,7 =1, ..., p. Esta matriz es 1til para estudiar todas las asociaciones entre las compo-
nentes de un vector de variables aleatorias simultaneamente. La matriz de correlacion
es calculada en muchos modelos usados en anélisis de datos multivariado ya que la
matriz R frecuentemente provee un rapido entendimiento dentro de muchas relacio-

nes insospechadas.

Los elementos de la diagonal, p;;, de una matriz de correlacion deberfan ser todos

uno, y los elementos fuera de la diagonal dados por:
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cov(z;, ;)
Var(x;)Var(z;

ademdés, los p;; deberan también satisfacer siempre la inecuacion —1 < p;; < 1 para

pi; = Corr(z;, ;) =

7

i?j = 17 7p

§1.5. Teorema de Bayes, distribuciones a priori y a poste-

riori

Sean X, © vectores aleatorios de dimension p y k respectivamente que estan dis-
tribuidos conjuntamente con densidad condicional de X dado © denotada por f(z|0),
y la densidad marginal de © dada por g(); los datos han sido generados al observar
X, para algin O fijo no-observado. Nos gustaria hacer inferencia sobre © conside-
rando tanto nuestro prejuicio (creencia priori), como también las observaciones de
(X]©) que indirectamente relacionan a ésta. El teorema de bayes proporciona un
mecanismo formal para llevar a cabo esto. En terminologia bayesiana g(f) es llama-
da la priori de © o densidad a priori © ya que ésta es la densidad de © priori a los

datos observados.

TEOREMA 1.5.1. (Bayes)
Sean g1(0) la densidad a priori de ©, y f(x|0) la densidad condicional de X dado
0, entonces la densidad de © dado X=z, es dada por:

O
I3 1(alo)gi (0)ds

Demostracion. Sean z y go las funciones de densidad de (X, 0) y de X respectiva-

h(0]z) (1.1)

mente. Por la definicion de la densidad condicional

_ z(,0)
falp) =252 12

o) — z(x,0)
hiole) = 12 (13)

despejando z(x, ) de (1.2) y reemplazando en (1.3) , obtenemos:
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_ f(2]0)g:(9)

h(0|x) = o) (1.4)
por otra parte tenemos que:
g2(x) = /OO z(x,0)do
— [t o
luego, sustituyendo gs(z) en (1.4) se tiene que:
Jo f(x]0)g:1(9)

]

Observemos que en (1.1) la integral depende solo de x y éste es fijo y conocido,

asi dicha integral es constante. Por lo tanto:

h(0|z) o< f(x]0)g1(6).
Una distribucién para © : k x 1 posee todas la propiedades habituales de dis-

tribuciones de variables aleatorias observadas, excepto que © no es observada. Este

tipo de distribuciones son llamadas distribuciones de probabilidad subjetiva.

EJEMPLO 1.5.1. Se desea estimar la probabilidad, #, de un evento, a partir del
resultado de una sucesion de n ensayos Bernoulli, esto es, datos x, xs, ..., ,, que son
iguales a uno si ocurre el evento (éxito) y cero si no ocurre. Sea x el ntimero total de

éxitos en la muestra de n ensayos. En este caso, el modelo muestral establece que:

f(x]0) = Bin(y|n,0) = ( ! ) 0*(1—0)"""
x
Suponiendo que g1(6) es uniforme en el intervalo [0,1], se tiene que:

h(0]z) o 6%(1 — )=
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o lo que es lo mismo, la distribucién no normalizada tiene un kernel equivalente a la

distribucion Beta, es decir:

f|x ~ Beta(x + 1,n —x +1)

§1.6. Densidad general de la distribucién Normal

multivariada

Sea X : p x 1 un vector aleatorio con funcion de densidad f(x). X tiene una
distribucion Normal multivariada (p variada) no-singular con vector de media 6 : px 1

y matriz covarianza . : p X p si

1 1 Iy—1
flz) = Wexp —5(33 —0)¥X " (x—0) (1.5)

para ¥ > 0. Si |X| = 0, la distribucion de X es llamada singular o normal degenerada
y la densidad no existe.

Denotaremos esta distribucion de X por:
L(X)=N(,%).

§1.6.1. Distribucién Normal Bivariada

Sea X : 2 x 1 un vector aleatorio bivariado con L£L(X) = N(6,X) y ¥ > 0.
Sean 6 = (6;)y ¥ = (0y;) 1,j=1,2. Para simplificar tomemos o1; = 01,09 = 03 y
019 = poioy donde p es el coeficiente de correlacion entre X; y Xs. Si escribimos

(1.5) para p = 2 tenemos que la densidad bivariada es dada por:

f(x) = [f(z1,22)

_ ! « (1.6)

2mo1094/1 — p?

exp{_z(lin) [($1U—191)2_2p <:v10—191) (5520_292) + (952(,_292)2”.

Aca
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o2 010 1 P,
Z _ 1 pPO102 2_1 _ o'%(l—pQ) 0'10'2(1*p2)
2 1
porby 0y Tt A

La expresion entre corchetes de (1.6) controla la varianza de f(x), es decir; si la

expresion entre corchetes es constante entonces f(x) es constante y viceversa.

§1.6.2. Independencia

Sea L(X) = N(0,%)y X : 2x 1. Entonces, si p = 0 en (1.6), X; y X5 no solo estan
no-correlacionados, también son independientes. Es facil ver que al sustituir p = 0
en (1.6) f(xy,23) se reduce al producto de una funcién de z; y una funcion de xs.
Por supuesto, lo contrario es también cierto, es decir; si X; y X5 son independientes,
entonces X; y X5 son no-correlacionados; en este sentido, el resultado se cumple para
toda distribucion bivariada (mientras que en el otro sentido, la falta de correlacion

generalmente no implica la independencia, aunque si para la distribucion normal)).

§1.7. Modelos Lineales

§1.7.1. Modelo Lineal Simple

Un modelo de la forma
K:ﬁo—i_ﬁle—i_gi; 1= 1727"'777/ (17)

donde Y; es la i-ésima observacion de la variable de repuesta, la cual corresponde al
i-ésimo valor X; de la variable de prediccion, ¢; es el error aleatorio no observable
asociado con Y;; v By y (1 son los pardmetros desconocidos que representan la inter-
seccion y la pendiente, respectivamente. La expresion (1.7) se conoce como modelo
lineal simple, debido a que es lineal en los pardmetros y se tiene sélo una variable
de prediccion. Cada observaciéon Y; es una variable aleatoria que es la suma de dos

componentes; el término no aleatorio Gy + 31 X1, y la componente aleatoria ¢;.
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§1.7.2. Modelo Lineal General

Sean Xy, X, ..., X} k variables de prediccion, las cuales pueden tener alguna

influencia sobre una repuesta Y, y supongase que el modelo tiene la forma
Yi=00+ 51 Xa+ 5o Xso+ ...+ e Xip +e5, i=1,2,....n (1.8)

donde Y] es la i-ésima observacion de la repuesta para un conjunto de valores fijo

X1, X9, ..., X;r de las variables de prediccion, ¢; es el error aleatorio no observable
asociado con Y;, y o, 51, ..., Br son m = k + 1 parametros lineales desconocidos. La
ecuacion (1.8) recibe el nombre de modelo lineal general y da origen a lo que se

conoce como una regresion lineal miltiple.

Si se supone el caso de la teoria basada en el modelo normal, las observaciones

Y; son variables aleatorias independientes, normalmente distribuidas con
E(Y;) = fo+ 5 X + ... + B X

Var(Y;))=o0%, i=1,2,...,n.

La tnica restriccion funcional que se impone al modelo lineal general es que sea lineal
en los parametros desconocidos; el modelo no tiene ninguna restricciéon con respecto
a la naturaleza de las variables de prediccién.

Cuando en (1.8) se tiene X;; = Xij; i =1,2,...,ny 7 =12 .. n entonces el

modelo lineal general toma la forma
Y = 0o+ BiX; + BoXP + ..+ B X + & (1.9)

la cual se conoce como modelo polinomial.

Regresaremos al modelo general dado en (1.7) para obtener los estimadores de
minimos cuadrados de los pardmetros y para desarrollar técnicas de regresion para
este modelo. Se empleard el algebra de matrices, ya que ésta simplifica en gran me-
dida la presentacion.

Dada una muestra aleatoria de observaciones Y7, Y5, ..., Y,, en los puntos de observa-

cion Xq1, X1, ..., X1k, Xo1, Xo9,y ooy Xogy eooy X1, Xp2, ..., Xpk respectivamente, con ba-
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se en el modelo lineal general, se tiene las n ecuaciones siguientes:

Yi = Bo+ 51X+ BoXio+ oo+ B Xig + &1
Yo = Bo+ BiXor + BoXoo + ... + B Xop + €2

Yn = 60 + Banl + ﬂQXnZ + ...+ /gank +en
Como resultado el modelo general también puede expresarse en forma matricial como:
Y =XpB+¢

donde X es una matriz n X m para las variables de prediccion, y 3 es un vector
de parametros desconocidos m x 1, (m = k + 1) mientras que Y y ¢ siguen siendo
vectores n x 1, los que contienen las observaciones de la variable de repuesta y los

errores aleatorios asociados con éstas, respectivamente

- - 1 X11 Coe . Xlk: ﬁo &1
Y)
1 X21 RN ng ﬁl €9
Y = ) X = ) 6 = y €=
Y,
- - nxl 1 an . Xnk ﬁk En

Bajo el caso de la teoria normal
Y ~ N(X83,0%I)

e~ N(0,0%I)

donde Var(Y) = Var(e) = ¢*I, de esta manera Y y ¢ son vectores de variables

aleatorias independientes distribuidos normalmente.

§1.8. Modelo Bayesiano y de Prediccion

Importantes influencias sobre el pensamiento y préctica bayesiana pueden ser

encontrados, en particular, en los textos de Box y Tiao (1973), De Groot (1971),
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Jeffreys (1961) y Lindley (1965). Una notable y reciente contribucion es la de Berger
(1985), el cual incluye una compresiva bibliografia. En cuanto a las aproximaciones
para la practica de prediccién, poco se habia hecho hasta que las computadoras
comenzaron aparecer en el ano 1950. Por ello, a finales de 1960, los modelos béasicos
ya habian sido extendidos y generalizados a una completa clase de modelos lineales

dindmicos, y a modelos multi-procesos.

DEFINICION 1.8.1. Una prediccion es una hipotesis, conjetura, o especulacion hecha

acerca de algo futuro.

Consideremos que una variable de salida Y esta relacionada con una variable de

entrada X mediante una parametrizacion de la forma
Y =X0+¢

donde € es un pardmetro desconocido y € es un término de error aleatorio. Ademas,
supongamos que las creencias de un predictor acerca del parametro 6 son expresadas
a través de una distribucion de probabilidad P(6). Esto incluye una forma de modelos
de incertidumbre. La dindmica natural de procesos y sistemas requiere también que
se reconozca incertidumbre debido al paso del tiempo. Asi tomamos esa posicion, y

es necesario pensar que f# esta cambiando lentamente con el tiempo.

61.8.1. Series de Tiempo

DEFINICION 1.8.2. Una serie de tiempo es una colecciéon de observaciones tomadas a
lo largo del tiempo cuyo objetivo principal es describir, explicar, predecir y controlar
algtin proceso. Las series de tiempo se utilizan para predecir lo que ocurrird con una

variable en el futuro a partir del comportamiento de esa variable en el pasado.

En la modelizaciéon de una serie, los valores reales de las cantidades observadas
en el tiempo se denotan por Y, de modo que Y; denota el valor de la observaciéon
en el tiempo t . Los modelos mateméticos y estadisticos de procesos de series de
tiempo se basan en clases de Modelos Dindmicos, el término dindmico se relaciona
a los cambios que se producen en estos procesos debido al paso del tiempo como
una fuerza motriz fundamental. El méas conocido y utilizado es el Modelo Lineal
Dindmico Normal, que se refiere simplemente como Modelos Lineales Dindmicos,
cuando se tiene la normalidad. Esta clase de modelos es la base para el desarrollo de

éste trabajo.



CAPITULO 2
MODELO LINEAL BAYESIANO

En inferencia Bayesiana, una distribucién a priori para los pardmetros deberia ser
especificada, ademas de la funcion de verosimilitud. En primer lugar, los resultados
involucran prioris propias (por ejemplo la conjugada natural). Asumamos que el
vector de parametro 3 tiene una distribucién a priori condicional N (ug, ¢ *Cq)
donde ¢ = 072 y que ngogp ~ x2,. Asi, la distribucion a priori es totalmente

especificada con densidad dada por
p(B,0) = (2m)"PeCo["? exp {—2(6 — 10) Co(8 — u0>} x

(n008/2ym/2¢0m/mflexp __n008¢
T'(no/2) 2

x PlmotP/A-T gy {_g[noag + (8 — o) Col(B — Mo)]} :

Entonces, como en el caso univariado, la distribucion condicional de ¢|5 puede ser
obtenida de la distribucién a priori conjunta de 3 y ¢ coleccionando solo los términos
que involucran a ¢. Esto esta dado por [nood + (8 — 110) Co(8 — 110)]0]8 ~ X2 4p-
La distribucién conjunta marginal de 3 puede ser obtenida dividiendo p(f3, ¢) por

p(4]3), o integrando la distribucion con respecto a ¢. Esta densidad esta dada por:

p(B3)  [noo2 + (8 — o) Co(B — po)] 0?2 |

En efecto,

W) = [ o010
= [enrloci e {56 - no) (5 - )} x

L

n0/2 ,
= |C’0|P/2<2ﬂ_)—p/2 no(f(;ﬂb/o2/2 /¢ exp {—g[noag + (8 — po) Co(B — ,uo)]}
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¢ tiene una distribucién gamma con parametros « y A, denotado por ¢ ~ G(a, M),

la funcién de densidad esta dada por

p(gla, A) = kg Te™

¢ > 0 para a, A > 0. La constante k es dada por k = A\*/I'(a). Esta distribucion
tiene media o/ y varianza o/ (3.
Luego se tiene para

1

A= 5[ 008 + (8= 110) Co(B — p10)]
y pt+ng
Pt {Lnood + (8 — 10) Co(B — po)]} 2
o2 L(p+mno/2)

Haciendo C = |C’0|p/2(27r)_p/2% se tiene que

31008 + (8 — o) Co(B — m)]"*™/2/T(p +10/2) [ -
= C : a—1 <xp{ —
p(B) 1neo2 + (5 — 10) Co(8 — 10)] @972 /T (p + o /2) /¢ exp{—A¢}dg
_ C 20 (M)

p+ng

[noog + (B — o) Co(B — po)] 2

por tanto
_ (ptng)

p(B) o [noog + (8 — o) Co(B — o)l 2,
el cual corresponde a la densidad de t,, (10, 02Cy"). La constante de normalizacién

” F(no + p)/2

regm'”

En otras palabras, la verosimilitud de 5 y ¢ es dada por

(n9g)"/?|Co['/2.

6 exp{~ S, + (5~ B) X' X (3~ )}

y tiene la misma forma que la densidad a priori. Por lo tanto, la posteriori esta dada

por

P(8,0ly) oc 6409 e[ g -5, (F—pto) Col o) H(5-B) X' X (3-A)}

ahora mostremos que:

(B—h0) Co(B—p10)+(B—B) X' X (B—B) = (B—p1) C1(B—pu1)+110Copo+5 X X B—pyCrpuy
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donde p; = C7 (Copo + X'y) y C1 = Co+ X' X .
En efecto, sea G = (8 — j19) Co(B — o) + (8 — B)/X,X(ﬁ — B)
G = (8 = p)(CoB = Copo) + (B — )X X (8- 3)
= (B'CoB — B Copto — 11gCoB + 11Copio) + (B — (X X)'X'Y]) X' X(8 - B)

ya que /= (X' X)'X'Y

G = (8CoB— B Copto— 1gCoB + poCopo) + 8 X' XB — B X'Xp

— (X' X)XV (X'XB) + (X' X)'X'Y)X' X3

= (B'CoB — B Copo — 12gCo3 + poCopo) + 8 X X3 — 3 X' Xf
~(X'Y) (X' X)X X)B+ 5 X Xp

= B CoB— B Copto — 11gCoB + poCopo + B X X3 — S X' XB-Y' X8
+6' X' X3

= B CoB— B Copto — 11gCoB + p1oCopo + 8 X X3 — B X X (X' X)'X'Y)
—Y'XB+ X XA

= B CoB— B Copo — 11gCoB + poCopio + B X X3 - FXY =V X3+ 3 X X

= B(Co+X'X)B— (1Co+Y X)B— B (Copo+ X'Y) + poCopo + 5 X X3

sumando y restando x;C1 3 v notando que C; = Copo + X X se tiene

G = [C1B— (uCo+Y X)B =B (Copo+ X'Y) + tyCopto + 3 X' X B + 11, C18
—i,C13
Ahora sumando y restando ji;Cy iy se tiene
G = BCiB— B (Copo+X'Y)+ ,C13 — 1, C1B + 11Copto — (1Co + Y X) 3
+6' X X B+ py Crp — py Crpa
= (8- Ml),cl(ﬁ — ) + MBCOMO + B/X,XB - //Jllcl,ul + H;Cﬁ
—(1oCo +Y'X)B3
donde
B = B CiCTH(Copo+ X'Y)
= B(Como+X'Y).
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Por otro lado, como C es simétrica se tiene que C; = C asi,
mCB = (Copo+ X'Y) Ot (CiB)

= (uCo +Y X)B
= (uCo+Y' X)B pues Cy=C, .

Asi se tiene

G = (B—m) (B~ m)+ npCoto + 5 X X5 — piyCrpn + (11oCo + Y ' X)3
—(11oCo + V' X)88
= (B—m) C1(B = m) + poCopo + B X X3 — p1Crpua

por tanto
(B—110) Co(B—p10)+(B—5) X' X (B—P) = (B—pm1) C1(B—p1 ) +110Copo+5 X X f—puyCrpan -

Notemos que atin cuando X no tiene rango completo, C; tendra inversa y siempre

puede ser invertible. Reescribiendo los términos
Se+ poCoto + B X XB— pyCun = y'y— BX XB+ 11gCopo + 4 X X3
— 1, C1(CTH (Copto + X y)
= yy— X X3+ uCopo+ X X5 — 11, Copo
X'y
= (y — X )y + (1o — 111)Copto
= (y—Xm)'y+ (1o — m) Copo ;

la densidad posterior de 3 y ¢ puede escribirse como

p(B, ¢ly) o ¢(("+"°+p)/2)_1Xexp{—%[n003+5‘e+(ﬁ—u1)'01(ﬁ—ul)+u{)Couo+B/X'XﬁA—u'101u1]}

P(53,0ly) o< 6" expl = 2 (3 ) Cu(5-m)}ot"F) expl = o +(y—pm) -+ (o) Co)} -

Haciendo n, = n +ng y n1o? = ngog + (y — Xp1)'y + (o — 111) Copto se tiene que

(B8, 01y) ox 072 exp{~ 28 — ) €1 (8 — ) }o 3~ exp{~ Smot)

Esta densidad tiene la misma forma de la priori y, también, es conjugada de los mode-
los lineales normales. En particular, 3|y ~ t,, (11, 02C1 ) v B5ly ~ tn, (1115, 02(C1)5),
j = 1,...,p. La media posteriori y matriz de varianza-covarianza de [ estan dadas

respectivamente, por
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1
fmy 750100, ny > 2.

2

5, con media o 2. Los estimadores

La distribucién posteriori de ¢ es nyo?¢ly ~ x
puntuales de 3 y ¢ estan dados por u; y o7 2, respectivamente. Intervalos de con-
fianza para [3; y ¢ son obtenidos de los percentiles de las distribuciones ¢,, y Xil
respectivamente. También es posible hacer inferencia sobre la distribuciéon conjunta
de 3 basada en el hecho de que (3 — 1) C1(B — 1) /2|y ~ F(p,ni — p).

La priori no informativa puede ser usada para representar, en algin sentido, la au-
sencia de informacién inicial. Como [ es esencialmente un parametro de localiza-
cion(multivariado) y ¢ es un parametro de escala, se deduce que la distribucion a
priori conjunta no-informativa esta dada por p(3,¢) oc ¢~!. Esta priori es un caso

particular, degenerado de la conjugada a priori natural. Haciendo las sustituciones

convenientes la densidad a posteriori es
.0l o o exp { L1543 5 X X(5 - )}

x ¢ exp { 26— By X' X(5 - B)} OB/ o {—§<n - mﬁ} .

2
Por lo tanto, la posteriori seguiréd perteneciendo a la misma clase cambiando so-
lamente los valores de los hiperpardametros de las distribuciones relevantes. Asi,
Bly ~ tap(B,s2 (X' X)) v (n —p)s®ply ~ x2_, v la forma cuadratica en 3 se
reducird a (3 — B)X’X(ﬁ — B)/s2 con distribuciéon a posteriori F'(p,n — p). Estas
distribuciones proporcionan resultados Bayesianos paralelos a los que se obtienen
usando la aproximacién cléasica.

Las distribuciones de prediccion son necesarias para realizar las pruebas de hipo-
tesis y prediccion desde el punto de vista Bayesiano. Estas distribuciones se pueden
obtener mediante la integracion de la distribuciéon muestral con respecto a la dis-
tribucion de los parametros. En el caso normal, este trabajo es simplificado por la

estructura lineal de la distribucién. Consideremos el modelo
Y =XB+e, e~N(0,¢'1,)

donde ¢ = 1/0? y supongamos que la distribucién condicional a priori de 3 es

Blo ~ NM(u, ¢~ C7).
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Combinando estos resultados, tenemos

Y| ~ XN(u,¢7'C™") +N(0,¢ ')
~ N[Xp,¢ (I, + XC' X))

ya que las distribuciones de arriba son normal independientes.

Suponiendo ahora que vo2¢ ~ x% obtenemos que
Y ~ty [ Xp,02(1, + XCTHX)]
La distribucion marginal de Y; es t,[w;p, 02 (1 + 2,C ' x))]i = 1,...,n

Para comparar dos hipotesis Hy y Hi, la evaluacion de la distribucion de (Y|H;),

[ = 1,0 es requerida. La validacion del test del modelo se basa en el factor de Bayes

p(Y|Hop)
BF(Hy; Hy) = —=——+%
(Ho; Hy) P(Y|H,)
donde el denominador es la densidad de distribucion dada por

['[(no +n)/2]
[(no/2)n;”
Si deseamos probar las hipotesis de validacion del modelo, construimos Hy : B2 =
... = B, = 0. Bajo Hy, el modelo simplifica a Y = 1,61 + e y B1]|¢ ~ Nlpoo, (cood) "]
y por tanto Y|¢ ~ N1, 00, 6 (I + coo 1nl,,)]-
Entonces, la densidad p(y|Hy) es dada por
[(no +n)/2]
L(no/2)ng’”
El factor de Bayes esta, entonces dado por

1+ XC ' XN f oo + (v = Xpwo) (I + XCg' X') " (y = Xpo)|
{ |1 + coo L1, } ) { 7008 + (¥ = Luttoo)' (I + o Lnly) ™ (y — Lufioo)| }

En el caso de la prediccion de un vector de dimensién m de las observaciones futuras

(n00g)" [ 1+ X Gy X' | 72X [ngog+(y—X o) (14X Cy X )~ (y—Xpao)]

(n000)™" [ In+cgo Ln | ™ * X [n005+(y=1npt00) (Intco0 1n1,) ™ (y=TLnpioo)]

(mofn)

Y™* con la matriz x* de variable explicativa, el mismo resultado usado anteriormente
se puede aplicar en cuanto la prediccidon sea basada en la distribucion predictiva de

Y*|y con densidad dada por:

sl = [ [ ol15:0.00p(5.oldsds
- /{/@@W&@ﬂﬂ@@@ﬁprM¢

n0+n
2

n0+n
2
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y el calculo es similar a los involucrados en la evaluacion del factor de Bayes. Una
diferencia importante es que las marginalizaciones son con respecto a la distribuciéon
posteriori de los parametros, mientras que el factor de Bayes es obtenido usando
marginalizaciones con respecto a la distribuciéon a priori. Entonces, utilizando la

notacion adoptada se sigue que

Yy ~ b, (1, 07 (L + 2 C1 (7))
y asi los puntos de prediccion y los intervalos de confianza para Y™ pueden obtenerse
facilmente. El analisis usando prioris no-informativas conduce a pu; — ﬁ, C; —

XX' ny —nyo? — s?y la distribucion predictiva de Y* se reduce a

Yy ~ tup(a75, 8 (L + 27 (X X) 7 (27))).

Esta distribucion coincide con la distribuciéon predictiva de la aproximacion clésica.



CAPITULO 3
MODELOS LINEALES DINAMICOS

Muchos conceptos fundamentales y caracteristicas analiticas de los modelos li-
neales dindmicos estan de manifiesto en el caso més simple y completo mas usado,
El Modelo Polinomial de Primer Orden. EI modelo polinomial de primer orden es el
més simple, aunque no trivial, modelo de serie de tiempo en el cual la serie de obser-
vacion Y es representada como Y; = uy+14 , donde pi; es el nivel comin de la serie en
un tiempo t , y v, ~ N[0, V] es el error de observacion o el término de ruido. La evo-
lucion del tiempo del nivel de la serie es un simple paseo aleatorio p; = p;—1 +wy, con
el error de evolucion wy ~ N[0, Wt]. Esta ultima ecuacion describe lo que a menudo
se refiere como un modelo localmente constante. Asumimos que las dos condiciones
de error, de observaciéon y errores de evolucion, son distribuidas normalmente para
cada t. Ademés suponemos que las secuencias de error son independientes con el
tiempo y mutuamente independientes. Asi, para todo ¢t y todo s con t # s, v, v Vs

son independiente, w; y w, son independientes, y v; y w, son independientes.
DEFINICION 3.0.3. Para cada t, El Modelo Lineal Dindmico esta definido por:
» La ecuacion Observacional: Y; = p; + 14, donde v, ~ N[0, V]
» La ecuacion del sistema: py = py—1 + wy, donde wy ~ N[0, Wy,

» La Informacion Inicial: (uo|Do) ~ N[mg, Cy], donde la media m, es una esti-
macion del nivel y la varianza Cy una medida de incertidumbre acerca de la

media.
La sucesion de errores v; v w; son independientes. También seran independientes
de (po| Do)
La tercera componente es la representacion probabilistica de la creencia e infor-

macion del predictor sobre el nivel en el tiempo t = 0 dada la informacion en el

20
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tiempo, Dy. La media mg es una estimacion del nivel y la varianza Cy una medida
de incertidumbre sobre la media. De acuerdo a la informacion establecida, asumi-
mos que D;_; comprende Dy, los valores de las varianzas V; y W, para todo t, y los
valores de las observaciones Y;_1, Y;_o,...Y7. Asi, la tinica nueva informacién dispo-

nible en cualquier tiempo es el valor de las series de tiempo observacionales tal que
Dt — {Y;, Dt - ]_}

TEOREMA 3.0.1. Para cada t, tenemos la siguiente prediccion de un paso hacia

adelante y las distribuciones posteriores

(a) Posteriori para py—1: (pe—1|Di—1) ~ N[my—1,Ci—1] para alguna media my_y y

varianza Cy_q;
(b) Priori para py: (pg|Dy—1) ~ Nmy_q, Ry] donde Ry = Cy_1 + Wy;
(c¢) Prediccion 1-paso: (Yy|Dy—1) ~ N|[f;, Q4], donde fr = my_1 y Qr = Ry + Vi;

(d) Posteriori para py: (| Dy) ~ N[my, Cy], con my =my_1 + Ajey y Cy = AV,
dondeAt:% s ye =Y — f;

Demostracion.  (a) Notese que la tnica informacion disponible en cualquier tiempo
es el valor de la serie de tiempo observacional tal que D; = {Y;, D;_1} con Dy
describiendo la informacion inicial.

Asi por definicién se tiene que la distribucion posteriori para t — 1 esta dada

por

(te-1|Di—1) ~ N[my_y, Cy 4]

para alguna media m;_; y varianza C;_;.

(b) Por definicién se tiene que p; = py—1 +wy , donde (py—1|Di—1) ~ N[my—_1, Ci_1]
y wy ~ N[0, W;] , asi se tiene la suma de dos distribuciones normales, por tanto

i es normal. Ademés la media y la varianza se obtiene sumando las medias y
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las varianzas de p;_1 v w; , ya que son variables independientes, esto es;

E(u|Dy—y) = E(p—1 +wi|Di 1)
= E(p-1|Di-1) + E(wi| D)

= My_1+ 0
= Mg
y
V(| Deor) = V(pr—1 + we|Dy—1)
= V(p—1|Di—1) + V(wi|Di—1)
- Ct—l ‘I— Wt .
Asi,

(pe|Di—1) ~ Nmy_1,Ci_y + W4.

Luego definiendo R; = C;_1 + W, , se tiene que la distribucién a priori para ji

esta dada por
(Mt|Dt—1) ~ N[mt—la Rt]-

Procediendo similarmente como en la parte anterior y usando la condicional
sobre D, 1, Y, = py + vy, es la suma de dos normales independientes, por tanto
Y, es normal. La media y la varianza se obtiene sumando las medias y las

varianzas de u; y v, Luego
(Yi|Di—1) ~ Nmy_1, Ry + Vi
haciendo f; =my_1 v Qy = Ry +V,, se tiene
(Ye|Di—1) ~ N[ fi, Qi

Otra forma de obtener la media y la varianza es:

fe = EE(Yi|p, Di)]
= E(Mt|Dt—1)

= My—1
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Q: = VI[E(Yi e, Di—1)] + E[V (Ya| e, De—1)]
= V(w|Di—1) +V;
- Rt -+ ‘/t .

Por tanto la predicciéon de un paso es

(Yt|Dt—1) ~ N[fn Qt]
donde f; =my_1 y Qs = Ry + V.

(d) Para la demostracion utilizaremos dos técnicas:
1- Actualizacion a través del Teorema de Bayes
El método Bayesiano es, por supuesto, general, aplicado a todos los modelos sin
importar que distribuciones estdn involucradas. En este caso, el modelo muestral

proviene de la distribucién observacional con densidad

—(Yi—pe)?
exp | et

Yilpus, Di_q) = T
p( t|/~bt tl) (27th)§

La priori para u; dado D, 1, usando (b) , tiene densidad

exp [—(Ht(;gt)—l)z }

(QWRt)%

p(Mt|Dt—1) =

Observando Y;, la verosimilitud para p,; es obtenida proporcional a la densidad ob-
servacional vista como una funciéon de u, y, directamente del Teorema de Bayes, la

posteriori para y; esta simplemente dada por

p(e|Dy) = plpe|Di-1,Yr)
P(Mt|Dt—1)p(Yt|Mt, Dt—l)

p<Y;t|Dt—1)
(s — 2 _ 2
exp{ (Mz(2;;t)f1) } exp|: ((évst) }
B (2nRy)2 (2nV,)2
- (i —fp)?
exp[ (QtQt)t ]
(27Qq)?

donde el denominador es la densidad de prediccion de un paso hacia delante evaluado
en la observacion actual. Esta posteriori es de una forma Bayesiana estandar derivada

de un modelo normal observacional con una priori normal, y el resultado es bien
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conocido. El célculo es simplificado concentrandose en la forma de una funciéon que
depende s6lo de iy, ignorando los factores multiplicativos que dependen de Y; y otras

constantes. Haciendo esto nos da la forma proporcional de Teorema de Bayes

p(,U/t‘Dt> X p(/vbt|Dt71)p(Y;€’Ntathl)

[—(Vi—pe)®  (e—mi—1)?
P (2\/:; - R ]
(27V,)2 (27 R,)?
X exp __<Y§: - ,Ut)2 _ (Mt - mt—1)2
(2V7) (2R:)

Como en la mayoria de las aplicaciones del teorema de Bayes, el logaritmo natural

proporciona una expresion aditiva méas simple

(th—/t m)® (e —zgtl)Q )}

Infp(p|Dy)] = K1 + In [exp (‘ _

donde K; = (%Q_Q{t))g + In(27Q;)2, luego,

2 2
1H[P(Mt|Dt)] = K;— {(Yt 2_‘/5“) + (i ;gt_l) }
= K, 05 _(n ;/t“t)Q y _5“)2}
_ ko [ Rt )Rt (i 2y m?_l)Vt}
i ViR,
— K, —05 [Y2R, — 20, Y Ry + 1 Ry + 1V — 2pmy 1 Vi + m?_ﬂ/;:}
I ViR,
= K;—05 117 (R + V) — 2 (Vi Ry :;:;tl‘/t) + Y?R; + m%l‘/t:|
L tiu

haciendo Q; = R; + V; se tiene

2 2 2
i Qe YiRy +my_1V; Y, Mi_q
| D = K;—-05 —2 — 4+ —
n[p(pu| Dy)] 1 ) [Vth Mt( ViR, + v, + R
2 2 2
[In YiRi +my_1 Vi Y, mi_q
= K 05|t 2 +2L 4
1 [(_@t) S A
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haciendo C; = Vth y A = % se tiene
2 2 2
M Mt Vi Y, mi_q
| D K 05 |=—-2—=1|Y;A —+ —
n[p(p|Dy)] 1 ) |:Ct C, [ t Ay +my_ IQJ + 7, ]
K —05 17— 24 _YtAt‘i‘mt—lQ_tt +y_t2+ m?_,
Ct V;,‘ Rt
K05 1y — 24 Y;At‘{'mtfl% + [K&AtﬂLmt 1Q} [YtAt—i‘mt 1Q]
1_ ) Ct
os [y i
Vi Ry
r 2 2
e [Mt - (Y;tAt +mt—1%>] [Y;At +mt—1&} Y2 om?,
=0 Ci Ci v, "R,
- 2
[Mt - (YtAt‘i'mt—l (W)ﬂ
= Ki—-05 + Ky
Cy
[K’Aﬁmt*l%r t mt 1
donde Ky = —TQ+ =+
[ (YA Q i
t Ay +my_ 1( = ))]
In[p(u|Dy)] = Ki—05 c + K,
t
- N )
e — <Y;€At+mt—1< - Qf))]
= K1—0,5 = C +K2
t
[ — (VA (1= AP
— K, —05 [ — (V3 t+gbt 1 t)] + K,
t
s — (VA = my AP
— K, -05 (e — (s t+ﬂg 1 — my_1At)] + K,
t
[y — (myy + ALY — my )
— K —05 (14 (mt1+é{t mi1})] + K,
t
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haciendo e; = Y; — my_1

(e — (me—1 + Atet)]2
Cy

- K-05 {—[“t ;:”42}

+ Ko

n[p(ue| Dy)] = K1 =05 [

donde m_my;_1 + Ay, y K = K; — (0,5)K, .

Asi,
— (i — mt)Q
2C,

y la renormalizaciéon de esta densidad conduce a una constante de normalizacion

p(pe| Dy) o exp [

1
[271'015]%

2- Prueba basada en la Teoria Normal Estandar
Dentro de este caso normal, especial, de estructura lineal, una prueba mas espe-

cifica basada en la distribucién normal bivariada se deriva de la siguiente manera:
(i) Se calcula la distribucion conjunta de Y; y p; dado D;_1;
(ii) Se deduce directamente la distribucion condicional para p; dado Y;.

Cualquier funcién lineal de Y; y p; serd una combinacion lineal de las cantidades
normales independientes vy, w; y p—1, v asi, la condicional sobre D, 1, sera distri-
buida normalmente. Entonces por definicion, (Y3, p|D¢—1) es normal bivariada. Para
identificar el vector de media y la matriz de varianza, notemos que tenemos las dis-
tribuciones marginales en (b) y (¢), (Y;|Dy—1) ~ N[f, Q¢] v (pe|Di—1) ~ N[my_1, Ry]

y la covarianza es simplemente

ClYy, | Deet) = Clpw + vy, | Dia]  ya que Yy = py + v
= V]| D]
== Rt7

por aditividad y usando la independencia de pu; y 4. Luego, la matriz de varianza y
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covarianza de (Y, uy) esta dada por

cov(Y,,Ys) cov(Yi, ) |
cov(pu, Yy)  cov(pu, it) |

var(Yy)  cov(Yy, )
| cov(Yy, ) var(p)

(o R
Ry R,

Asi la distribucion conjunta esta dada por

(K Dt—1>NN[(mt—l>’(Qt Rt)
jen my—1 Ry Ry

Apliquemos la distribucién normal bivariada, donde el coeficiente de correlacion es

2
_ _R 2 _ R _ R R _ p . .
Py = Qth >0y pl = ( Qtth> = o = o = A;. Asi la normal bivariada esta

dada por:

2 2
_ 1 Yi—mi_1 Ht—"mg—1 . Yi—mi—1 Mt—mp_1
POV ) = oo X OXP [( VQ: ) + <—m ) 24, ( VQ: ) ( VR, >]
y la distribuciéon condicional de (j;]Y;, D;—1) es normal con media

C:

my =me_1 + A(Yy — my_)
y varianza

(1=p)R: = (1-A)R,

R,
- (1‘@) i

B (Qt—Rt))
- ( o, )
RV,

Q:
= AV

:Ct.

]

Alguna discusion de varios elementos de las distribuciones esta en orden. e; es

el error de prediccion un paso hacia adelante, la diferencia entre el valor observado



Yajaira Hernandez 28

Y, y la esperanza f;. A; es el coeficiente de regresion a priori de pu; sobre Y; y, en
este caso particular, es el cuadrado de sus coeficientes de correlacion; claramente
0 < A, < 1. Los resultados son computacionalmente simples y elegantes debido
al uso de la distribuciéon normal para cada componente del modelo. Usando estos
resultados, la secuencia de actualizacion y revision de prediccion es directa. Cabe

senalar que una alternativa para la representacion de m; es
my =AY, + (1 — A)my_q

mostrando que m; es una media ponderada de la estimacion a priori del nivel m;_; y
la observacion sobre el nivel Y;. El valor, o coeficiente de adaptacion, A;, definiendo
esta combinacion entre 0 y 1, estando més cerca de 0 cuando la distribucién a priori
es mas concentrada que la verosimilitud con R; < V;, y cerca a 1 cuando la priori es
més difusa, o menos informativa, que la verosimilitud. Ademés, la posteriori es menos
difusa que la priori ya que C}y < R;, representando un crecimiento en la informacion

sobre p; debido a la observacion adicional Y.

§3.1. Distribuciones de Predicciéon

Para el tiempo t, las dos distribuciones principales requeridas por el predictor
son las marginales de (Y, x| D) v (Xi(k)| D) donde Xy(k) = Yiy1 + YVieo + ... + Yok
para k > 0. La forma es de la prediccion k pasos hacia adelante. Estas distribuciones

estan dadas en el siguiente teorema.
TEOREMA 3.1.1. Para k > 0, las siguientes distribuciones existen:
(a) k pasos hacia adelante (Yiix|Dy) ~ Nmy, Qi(k)]

(b) k pasos de tiempo adelantado (X x| Dy) ~ Nlkmy, Ly(k)]
donde

K
Qu(k) = Cr+ Y Wiy + Vigs

=1

k k
Li=KCi+ ) Vigj+ Y i Wik -

Jj=1 Jj=1
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Demostracion.  (a) Por definicion de la ecuacion de evolucion de gy, 1y = piy—1 4wy,

para cada t, con wy; ~ N[0, W], tenemos:

Para t + 1,
fig1 = e + Wi, donde wipq ~ N[0, W]
Para t + 2,
Ptz = H@t2)-1 + Wipe, donde wiig ~ N[0, W]
= g1 T Wipo
= [ T W1 T Wego
2 2
= i+ Zwt+j7 donde Zwt+j ~ N[0, W1 + Wipo]
j=1 j=1
Para t + 3,
fuy3 = fep2 + Wiz, donde wiyz ~ N[0, W3]

2

= ¢t Zwt—l—j + Wit
=1

3 3 3
= g+ Zwtﬂ-, donde Zwtﬂ' ~ N [O, Z Wt+j]
j=1 j=1 j=1
Asi para cada k > 1, se tiene

k
Mk = e + Z Witj -

j=1
Ahora por definicién de la ecuacion de observacion tenemos Y; = i, + 14, donde
Vg NN[O,‘/t] Y Wy NN[O,Wt]

Parat+1

i1 = 1+

= Ut T W1 + Vi

Para t + 2

Yieo = fego + Vigo

2
= et Z Witj + Vigo

i=1
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Para t+ k
k

Yiek =+ Z Witj + Vitk

j=1
ya que todos los términos son normal y mutuamente independientes, (Y;.x|D;)

es normal y la media y la varianza se obtienen directamente. Es decir,

k
V(YisrlDr) = V(u|Dy) +V (Z Wt+j|Dt> + V (Vrsk| Dr)

j=1

k
= C+ Zwt—l-j + Vit

j=1
E(Yt+k|Dt) = E(Mt|Dt)

Por tanto

k
Qi(k) = Cy + Z Witvj + Vigk -

J=1

(b) Sabemos que X;(k) = Yii1 + Yiio + ... + Yk, para k > 0, asi tenemos que

Xy(k) = (e +wegr +vign) + o+ (e + Wi + Wego + 0+

FWit(k—1) + Vit e—1)) + (e + wig1 + .. + Wigr + Vigr)

k 2 k
= Z,Ut + (Wes1 + Zthrj + ...t Zwt+j) + (Vig1 + Vigo + oo+ Vigr)
j=1 j=1 j=1

2 k k
= ke + (w1 + Zthrj + ot Zwt+j) + Z Vit -
j=1 =1 j=1
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Por otro lado

2 k-1 k
(we1 + Zwt+j +o Tt Zwtﬂ‘ + ZWH—]’) = Wi + (Wi + Wiga) + oo+ (Wi + Wi +
=1 j=1 =1

Fo A Wi 1)) + (W1 + Wi + o F
F Wit (k1) + Wetk)

= kwt+1 ‘I— (kj — 1)wt+2 + (k — Q)Wt+3 + ..

-+

k(= 2))wraqemy + (k= (k= 1w

= kwt+1 ‘I— (kf — 1)wt+2 + (k — Q)Wt+3 + ..

+2We g (k—1) + Witk -

Ademas

e
ijt+k+1—j = Witk + 20 (k1) + BWigk—2) + oo + (B — Dwipkr1—(e—1) + bWirs1—k
7j=1

= Witk + 2wt+(k,1) + 3Wt+(k72) + ...+ (k — 1)wt+2 + ]{?wt+1 .
(3.2)

Igualando (3.1) y (3.2)

2 k k
Wil + E Witj + .o+ E Wiy = E JWitkt1—5 3
j=1 7=1 7=1

obtenemos
k k
Xi(k) = kpy + ijt+k+1—j + Z Vitj s
j=1 j=1
obviamente, X, (k) es normal ya que todos los términos son normales, y su media es
k:mt.

Ahora usando la independencia de la estructura de los términos de error, se tiene

! K
VIXi(B)ID,] = V(km|Dy) + V(O jwirksr—i| Do) + VO vieyIDy)

J=1 J=1

k k
= kKC+ Zj2Wt+k+1—j + Z Vigj

J=1 J=1

-+

(3.1)
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Por tanto

k k
Li(k) = KCo+ ) 5" Wipksa—j + > Vigg -

J=1 Jj=1

§3.2. El Modelo Constante

Un caso especial de un modelo en el cual las varianzas observacional y de evolucion
son constante en el tiempo es llamado modelo constante. Ademés, cuando el conjunto
de informacion D; = {Y;, D;_1} para cada t > 1 no contiene informacion externa a
la serie de tiempo, el modelo es llamado cerrado. El modelo polinomial de primer
orden cerrado, constante, es practicamente usado, aunque con algunas restricciones,
caso que es de interés ya que permite derivar resultados limites importantes que
dan a conocer sobre la estructura mas general de los DLMs, algunas de las cuales
estan relacionados con modelos clasicos de series de tiempo y métodos de predicciéon
puntual de uso comun.

Los modelos lineales dindmicos constantes, cerrados tiene a V' y W ambas po-
sitivas, finitas y constantes, una priori en el tiempo de origen ¢ = 0 dada por
(0| Do) ~ N(mg,Cy), y para t > 1, D;={Y;, D;_1}. Una constante importante es
la razon r = W/V, la cual desempena un papel relacionado con el concepto de la
razon senal a ruido en la terminologia de ingenieria, midiendo la variacién relativa
del estado o ecuacion del sistema de evolucion a la ecuacion observacional. Cuando
V' y W son dados, el modelo siempre puede ser reparametrizado en términos de V' y

r tomando W = 1V, y esto es adoptado por el modelo constante.

§3.2.1. Convergencia y Comportamiento Limite

En el modelo cerrado la tasa de adaptaciéon para una nueva data, medida por
el coeficiente de adaptacién A;, converge rapidamente a un valor constante. Esto se

prueba en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2.1. Sea A, el coeficiente de adaptacion. Sit — oo entonces Ay — A
y Cy — C = AV donde
r ( 1+ (%) - 1)

2

A:
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Demostracion. Tenemos que Cy = A;V donde 0 < A; < 1, asi 0 < C; <V para todo

t. Entonces, usando la recursion C;' = R;' + V=l y R, = C,_y + W, se tiene que

cl-c = RI'-R,
1 1
Croi+W G+ W
Cog—Ci a1+ W -W
(Ciy + W)(Cyg + W)
Cio —Ciy Ci1Ciy
(Cooa + W) (Coa + W) Ci1Ciy

. Cio1Ci—o ( 1 B 1 )
(Cocy + W) (Coa + W) \Cioy Cig

o thlcth —1 -1

- Rth,1 (Ct—l Ot—Q)

= Kt(Ct_—ll - Ot_—lz)

donde K; = % > 0.

Asi C; es una sucesion monotona y acotada con limite C, y R, = C; 1 + W

implica que R; converge a R = C' + W. Usando C; = ( RJE-VV) se obtiene que
RV
C= C(R+V)=RV
(R+V) ( )

CR+CV —RV =0
C(CH+W)+CV - (C+W)V =0
CP+COW+CV —-CV-WV =0
C*+CW —-VW =0.

el



Yajaira Hernandez

34

Esta ecuacion cuadratica tiene una raiz positiva dada por:

o _ W WAV

2
—W + VW2 +4VW
2

—W + /W2(1 + 477)
2

—W 4+ Wy /(1+477)
2

(e )

Haciendo r = % se tiene

C:

Ademés A; = %, entonces A; converge a A = % la cual es una funciéon de r

VWD (yf144-0)
A= 2 = ’ .

N vV 2

Resumiendo los resultados anteriores, se deducen algunas consecuencias:

(i) A — A= WD a2

con 7 = 7

(i) C; — C = AV

(i) B — R =% = d=0

(V) Qi — Q= ¥y V = (1- AQ
(v) W= A%Q.

En efecto,
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A:

— 4A? = 7‘2<
4 4
— 4A? = 7‘2(1+——2 1+ +1>
T
_|_

— 4A% = r

/ 4
— 4A% = 2% +d4r — 2% /1 + =
r

4
— 447 = (2—2 1+—>r2+47"

/ 4
———>2<1— 1+—>7’2+4r—4A2:0
r

=— —4Ar +4r —4A% =0

= (—4A +4)r = 442

L,
" T CaAtg)
A2
——r = (1—A)

(ii) Como Cy; = A,V y sabemos que A; — A, por propiedades de limite se tiene
que C; — AV =C.

(iii) Sabemos que Ry = Cy_1 + W y tiende a R = C + W ya que C; — C cuando
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t — 00, asi

cC+WwW
= C+rV

AQ
(1-4)
C— CA+ AV

v

vy
C—-CA+CA

(1-A4)

C
(1—-4)
AV

-4

(iv) Qi = %, R, — R, Ay — A, por tanto

luego, ) =

v
(1-4)

Qr—Q =

= V=»1-40Q.

R=C+W=W =

R-C
AV
(1—-4)
AV — AV(1 — A)

— AV

(1-A)
AV — AV + A%V
(1-A4)
A2V
(1-4)
A2Q
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Sobre la forma de convergencia, C; es monotona creciente/decreciente dependien-
do si la varianza inicial Cj es menor/mayor que el valor limite C. Similar se aplica
para la sucesion A;.

Para obtener una mayor comprension sobre el comportamiento de esta tultima
sucesion, una expresion exacta en términos del valor limite A y el valor inicial A;
seré obtenida. Definamos § = 1 — A, claramente 0 < § < 1 yaque 0 < A < 1y para
t grande, m; ~ 0Y; + (1 — d)my_1. Dado Cy, el coeficiente de adaptacion inicial es

A= % En el modelo constante, cerrado se tiene Cy = AV, Ry = A, V+W

y Q¢ = Ry + V, esto implica que

Ry

Qt+1

AV +W
Ci+W

AV+W+V
Ci+ W

Ci+W+V

CetW
S
CitW+V
v

Ay =

At+r
At—i-r—'—l

_w
donde r = v

Tomando limite se tiene A =
Ahora definiendo

A+r
A+r+1

ya que A, — A cuando t tiende a infinito.

1
CA-A

(3.3)

Uy

para cada t, por sustraccion se tiene

1
Uyl = — 4
" A1 — A
1
Astr A+r

At+r+1 A+r+1
1

(A+r)(A+r+1)—(A+r)(A+r+1)
(A¢+r+1)(A+r+1)

(A +r+1)(A+r+1)
A — A
= w(Ay+r+1)(A+r+1) .
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Ahora,yaqued = 1—Ayr = ﬁ se tiene que A+r+1 = %yque Agtr+l= 14

En efecto;

Asi que

2
A+r+1 = (A—l— A )—l—l

At+r+1

2
O Uy =

1 A?
= () + i

(1-4)

1 A2
- = A+ —— 1
Ut+( +(1—A)>+

i+A—A2+A2

A )

1 A+1-A
E+ 1—-A
1 1

w  1—A

1 1

Ut (S

SCug(As +r+1)(A+7r+1)
1 1.1

Puc |2+ 53]

1 1
2 — —_—
) (" |:Ut5+52:|
(5+'th

ut

1
5
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luego u; = 8%uyyq — 9, esto implica que

uy = (52’&2 )
= 862y — 6] — &
= Sug—6°—46

= Moy — 0] — 6 — 6

= Puy— 86— -5

= §%[6%us — 6] — 65 — 6% —§
= Pus— 6T -6 -~

en general
t—1
w = 6%, — Z 87 parat=2...
i=1
=
= &2y, — 525%, 0<d<1
i=1
=
_ 62t—2ut _ S 2(52)7,
i=1
1 /1—42tD
22 2
S0 <1_—525 )
5(1 _ 52(t—1))
S22
B T
asi
S(1 = 62(1&—1)
§2t72ut = + ( — 52 )
_ w167 +6(1—8Y)
1—02
por tanto

w1 —0%) +6(1 — 627D
(1 _ 52)527:—2

(3.4)
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ahora igualando (3.3) y (3.4) se tiene

1 Coug(1—6%) + 61— 6%
A —A (1 —62)62t—2
(1 _ 52)52@—1)

w(1—6%) + (1 — 820Dy

:>At—A =

Notemos que 1 — 6% = A(1 + 4) y sustituyendo u; = se tiene que

1
(A1—A)°

A1+ 9)92Y
AL+ 0)] 4 6(1 — 620-1)
[A(1 + 0)6%2¢D](A; — A)
A(1+9)+ (A1 — A)(6(1 — 0%72))
A1+ 8)(A; — A)§2D
[A(1+06) + A (6 — 0%1) — A(6 — 0% 1))]
A1+ 8)(Ay — A)§2-1)
[A+ A0+ A(6 — 621) — Ad + A6 1]
A1+ 8)(Ay — A)§*=1)
[A1(5 =51 + AL+ 57

At—A =

por tanto
A(A; — A)(1 + 6)62=D)

A A= AT 5o A

Esto a su vez implica que,

A(A; — A)(1 + §)62¢=D

A = [(1+ 0% DA+ (6 — 62 1) Ay +A
A(A; — A)(1+0)82ED 4 A[(1T+ 2 DA+ (6 — 021 A
B (1482 D)A+ (0 — 62 1A,
4 |:A1(52(t—1) _ A52(t—1) + A1(52t_1 — A5 A+ Ay2t—1 =+ Al(s _ A152t—1
(14 02"1)A+ (6 — 2 HA
_afloeae ey
(I+82-HA+ (6 — 1A

luego,

(1 _ 52t72)A + (5 —I— 52t72)A1
T DA+ (0004,

de lo que podemos deducir lo siguiente:

At:A|:

a) En el caso de una priori inicial muy vaga en la que C; ' es cercana a cero, A, ~ 1,
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y A; es mondtona decreciente con

A (1 _ 52t72)(1 _ 5) + (5+ 521672)
(1 + 5215—1)(1 _ 5) + (5 _ 5215—1)
1= =025 464 0%72

{1—6+5%1—5%+5—Wt1}

Ay

Al 6%
(1— 0%
Por tanto
e A1+ 6271
T - o)

o0, escribiendo 6 = 1 — A; se tiene

(1—=20)(1+ 0%
(1— o%)
14+ 0% — 6 — 6%
1— 0%
(14 0% =5 —6%)
(1— o)
1_52t_1_52t—1+(5+52t
(1= o%)
5(1 _ 52t—2)
RN

1_5t ~

Q

1—

:>5t

Por tanto
51— 62t_2)

(1—o%)

b) En el otro extremo cuando la priori inicial es muy precisa con Cy proximo a cero,

(St%

entonces A; ~ 0y A; es mono6tona creciente con

_A(1 - 6272)
SRRNCIET 2y

L (14 421
c) En general, la convergencia es extremadamente rapida, siendo monoétonamente

creciente para A; < A, y mondétonamente decreciente para A; > A.

EJEMPLO 3.2.1. Una compania de mercado farmacéutico de droga llamada KURIT
actualmente vende un promedio de 100 unidades por mes. El consejo médico conduce

a un cambio en la formulacion de la droga que se espera lleve a una mayor demanda
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del mercado para el producto. Se ha acordado que a partir de enero, t = 1, la nueva
formulacion con nuevos envases sustituird al actual del producto, pero el precio y
la marca sigue siendo KURIT sin cambio. Con el fin de planificar la produccion, la
existencia de materias primas y suministros, a corto plazo, es necesario pronodsticar
demandas futuras. El medicamento es utilizado regularmente por los pacientes a fin
de que la demanda tiende a ser localmente constante en el tiempo, asi, un modelo
polinomial de primer orden es asumido para el total de las ventas de KURIT por
mes. Las fluctuaciones de las ventas y la variaciéon observacional acerca del nivel se
espera varien mes a mes en el nivel de demanda, asi que w; es pequeno comparado
con v;. De acuerdo con esto, el Modelo Lineal Dinamico que funcioné con éxito en la
formulacion vieja fué el modelo constante, con V' =100 y W = 5, y estos valores se
toman para la nueva formulacién. En diciembre, ¢ = 0, desde un punto de vista del
mercado para el nuevo producto es que la demanda aumente probablemente un 30 %
para 130 unidades por mes. Se cree que la demanda es poco probable que se haya
reducido mas de 10 unidades o haya crecido més de 70. Este rango de 80 unidades
es tomado como representacion para py con 4 desviaciones estandar, asi, el punto de
vista inicial de la compaifia a priori se describe por my = 130 y Cy = 400. De modo
que
(0| Do) ~ N[130,400] .

Por consiguiente el modelo operacional de las ventas Y; en el mes t es:
m:/Lt—i_Vt’ VtNN[Oaloo]a

p = 1+ wy, wy ~ NJ[0,5],
(10| Do) ~ N[130,400].

Aqui r = W/V = 0,05, una senal baja para el ruido en este tipo de aplicacion.

Las observaciones durante los proximos meses y las diversas componentes de la
predicciéon de un paso y la actualizacion recurrente de las relaciones se dan en la
figura (3.1) y la figura (3.2), cifras que proporciona una grafica de las observaciones
y los pronosticos de un paso en el tiempo y la figura (3.3) es una gréfica del coeficiente

de adaptacién A; a lo largo del tiempo, hasta septiembre, t = 10.
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hWeses  Distribucion d Prediccion C.Adapt Observacion | Error Infarmacion Fosterior

t Qt=Rt + 100 fi=mt-1 At=R/Ot 't et="1-ft mt=mt-1 +Atet  |Ct=AtVt Rt=Ct-1+Wt constantes
] 130 400 Wt=100
1 505 1300 0,50 150 200 1460 80 405 Wi=5
5 185 1450 0,46 136 -100 141 4 46 85

3 151 1414 0,34 143 16 1420 34 51

4 139 1420 0,28 154 120 1453 28 ]

A 133 1453 0,25 135 -10.3 1428 25 3

B 130 1428 0,23 148 52 1440 23 30

7 128 1440 0,22 128 -160 1405 22 28

g 127 1405 0,21 149 g5 1423 21 e

9 126 1423 0,21 146 37 1431 21 pis]

10 126 1431 0,20 20 p.a]

FiGuraA 3.1: TABLA DE VALORES

180

160

140 .\/F-‘}I/—/—,W.\li_‘_%h —

120

100

—e— Seriel

80 .
(Prediccian)

&0

—=— Serig?
{Obzervacion)

40
20

FIGURA 3.2: GRAFICA DE LAS OBSERVACIONES Y LA PREDICCION
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0,20
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FIGURA 3.3: COEFICIENTE DE ADAPTACION

10



Conclusion

Estos modelo se utilizan eficazmente en numerosas aplicaciones, sobre todo en
prediccién a corto plazo para la planificacion de producciéon y control de existencias.
Por ejemplo, en modelizaciéon de la demanda de mercado de un producto, pu; repre-
senta la verdadera demanda del mercado en el tiempo t. Se supone que localmente
en el tiempo, con unos pocos periodos hacia delante o hacia atras, la demanda es
aproximadamente constante. Cambios significativos durante periodos mas largos de
tiempo se esperan, pero la media cero y la independencia natural de la serie w; im-
plica que el predictor no desea anticipar la forma de esta variaciéon a largo plazo,

simplemente lo describe como un proceso puramente estocastico.
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