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Resumen

En este Trabajo Especial de Grado se pretende, ademdas de ofrecer una
breve introduccién a los sistemas iterados de funciones (SIF), presentar de una
manera didactica, y autocontenida, una caracterizacion de sistemas iterados de
funciones afines hiperbdlicos, la cual fue empleada recientemente para atender
a cuestiones formuladas en torno a la asociacién de conjuntos topolégicamente

autosimilares y sistemas iterados de funciones contractivos.

La monografia que sustentara el Trabajo Especial de Grado esta basada
en un articulo de Ross Atkins, Michael Barnsley, Andrew Vince y David Wil-
son, ver [9], en el cual se demuestran dos teoremas donde se encuentra una
caracterizacion de los SIF afines hiperbdlicos definidos sobre R™. Una de las
motivaciones para realizar este trabajo fué la pregunta de Atsushi Kameyama
[1] {dado un conjunto topolégicamente autosimilar, existe un sistema de fun-
ciones contractoras asociadas a este? Los teoremas presentados en el trabajo
implican una respuesta afirmativa para conjuntos autosimilares derivados de

transformaciones afines sobre R™.

Para llevar a cabo la tarea de la redaccién de tal monografia, se conside-
raron y estudiaron: aspectos generales de la topologia de los espacios métri-
cos, particularmente lo referente al espacio de los fractales y la métricas de
Hausdorff; ademas de propiedades fundamentales de los SIF contractivos, SIF
hiperbdlicos y el operador de Hutchinson, y algunos aspectos de la geometria

convexa en especial de la métrica de Minkowski.
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Introduccion

El propdsito de este trabajo especial de grado es probar y explicar de ma-
nera muy didactica dos teoremas que clasifican sistemas iterados de funciones
afines hiperbdlicos sobre R™. El mismo estd sustentado en el articulo de R.
Atkins, M. Barnsley, A. Vince y D. Wilson A characterization of hyperbolic
affine function system, esto es [9]. Una de las motivaciones fundamentales de
los autores de ese articulo estd relacionada con la siguiente pregunta: jcuando
las transformaciones de un sistema iterado de funciones en R™ son contrac-
ciones simultaneamente en una métrica equivalente a la métrica euclidiana de

este espacio?

Como consecuencia de los principales resultados en [9] se obtiene una res-
puesta, aunque parcial, a la siguiente pregunta fundamental formulada por
Atsushi Kameyama en su articulo: Distances on Topological Self-Similar Sets,
ver [1]: dado un conjunto topolégicamente autosimilar, jexiste un sistema de
funciones contractoras asociado a éste?; es decir, ;existe un SIF contractivo
cuyo atractor sea tal conjunto?. Aunque no se conoce una respuesta global, en
el contexto de conjuntos autosimilares derivados de transformaciones afines en

R™, la respuesta es afirmativa.

A continuacion se presentan los resultados principales que seran relatados
a medida que se desarrolle el trabajo, fundamentalmente contenidos en los

articulos [5] y [9]:

Teorema A. SiF = (R™; fi,---, fn) es un sistema iterado de funciones afin,

entonces son equivalentes:

i) F es hiperbolico.
ii) F es fibrado por puntos.

iii) F tiene un atractor.
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i) F es una contraccion topoldgica respecto a algin cuerpo convexo K C
Rm

v) F es no antipodal respecto a algin cuerpo convero K C R™.

Teorema B. Si F = (R™; f1,---, fn) es un sistema iterado de funciones afin
con codigo, 7 : Qny — R™, entonces F es hiperbolico sobre la la cdpsula afin de
m(Qn). En particular, si m(Qx) contiene un abierto no vacio de R™, entonces

F es hiperbolico en R™.

El teorema A contiene un reciproco del clasico teorema del punto fijo para
contracciones de Banach en el caso que el SIF sea afin. Este mismo teorema
ofrece varias equivalencias para la hiperbolicidad de sitemas iterados de funcio-
nes en los casos afines; recuerde que el concepto de hiperbolicidad es métrico;
no obstante, las equivalencias descritas en los items ii) y iii) son descritos en
términos de convergencias, en cuanto que las equivalencias en iv) y v) corres-
ponden a propiedades geométricas. Por tltimo, el teorema B esta en relacion
con la siguiente cuestion: jes hiperbdlico un SIF afin al considerarlo restricto

a su atractor? De hecho, ese resultado responde afirmativamente tal cuestion.



Preliminares

El propédsito de este capitulo es presentar el marco conceptual sobre el que
se ubica el trabajo, introducimos a continuaciéon un conjunto de definiciones
y algunas propiedades de los objetos matematicos que lo sustentan: teoria de
espacios métricos y nociones elementales de sistemas iterados de funciones.
Gran parte de las demostraciones de los enunciados son obviadas; las mismas
pueden encontrarse o en casi cualquier libro de topologia de espacios métricos;
por ejemplo el libro de Elon Lima [2], o bien el clasico libro de Barnsley sobre

geometria fractal [3].

2.1. Espacios métricos

Definicién 2.1. Un espacio métrico se define como un par (M, d) donde M es
un conjunto no vacioy d : M x M — R es una funcién, denominada métrica

en M, que satisface los siguientes axiomas:

(1) d(z,y) > 0 para todo x,y € M;

(2) d(z,y) =0 si, y sdlo si, z = y;

(3) d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € M; y

(4) d(z,y) < d(z,2) 4+ d(z,y) para todo x,y,z € M

Se dice que el axioma (3) es la propiedad de simetria que debe tener cual-
quier nocién de distancia; y el axioma (4) se conoce como desigualdad trian-

gular.

Ejemplo 2.1. La métrica euclidiana sobre R™(n > 1) se define como

de(x>y) = \/(1’1 - y1)2 +--+ (xn - yn)2'
donde x = (x1, 22, , @) Y Y = (Y1, Y2, *+ , Un)

3
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Ejemplo 2.2 (Espacio shift unilateral en N simbolos). Este es el con-
junto Qy formado por todas las suceciones 0 = (0y,),>1, con g, € {1,--- , N},
y dotado de la topologia producto. Es bien conocido que sobre esta estruc-
tura topoldgica, €y es un espacio de Cantor; es decir, compacto, perfecto y
totalmente disconexo. Es simple verificar que la topologia producto en Qy es
equivalente a la topologia inducida por la denominada métrica dg,, de Cantor,
la cual es definida, para cada o,w € Qu, por dg,(o,w) = 0, si 0, = w, para
todo n > 1; y dq, (0,w) =27% si 0 # w y k es el primer entero en el que o y
w difieren.

Asociado al espacio de Cantor €y, también denominado espacio de codigo
en N simbolos, existe una transformacion con un papel muy importante en la
teoria de dinamica simbdlica; se trata de la transformacién shift s : Qy — Qp
definida, para cada o € Qu, por s(o) = w con wy, = 041 para todo k > 1.
Para cada 1 <n < N, sea s, : Qy — Qy dada por s,(0) = w, donde w; =n

Yy wk+1 = 0y para todo k > 1; esto es, para cada (01,09, +) € Qy;

Sn(017027 o ) = (n> 01,02, )

Es simple verificar que (sos,)(0) = o paratodooen Qy ycadan=1,--- N;
de hecho las funciones sy, - - - , s,, son las secciones transversales (cross-sections)
de s; es decir las tnicas transformaciones continuas v de Qy que satisfacen
sou = ig, (transformacién identidad de Q). Es comin denotar s,, como nao,
pues s, antepone a la sucesion o, cualequiera sea ella, el digito n. Observe que

el shift s elimina justo el primer digito de cada sucesion.

2.1.1. Topologia métrica

Consideremos un espacio métrico (M, d), asociado a la métrica d existe
una estructura topoldgica conocida como topologia métrica en M inducida por
d. Veamos como se define esta estructura matematica. Consideremos r > 0 y

x € M arbitrarios, al conjunto

B(x,r)={y e M :d(x,y) <r}
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se le denomina bola cerrada de centro x y radio r; mientras que a
B(z,r) ={y € M :d(z,y) <r}

se le llama bola abierta de centro x y radio r. La topologia métrica inducida por
d es la topologia en M que tiene como una base a la familia de bolas abiertas.
Esto es, los abiertos no vacios en M son uniones de bolas abiertas. Recorda-
mos que cualquier unién de subconjuntos abiertos es un conjunto abierto, la
interseccion finita de abiertos es abierto, cualquier interseccion de cerrados es
un conjunto cerrado, y la unién finita de cerrados es cerrado; siendo que un
conjunto cerrado es el complemento de un conjunto abierto. Es evidente que el
conjunto vacio y el propio conjunto M son al mismo tiempo conjuntos abiertos

y cerrados.

Definicién 2.2. Sean (M, d) un espacio métrico y S un subconjunto de M.
Un punto x € M es llamado punto frontera de S, si para cada € > 0 se tiene
que la bola B°(x, €) contiene puntos de M\S y de S. El conjunto de todos los
puntos fronteras de S se conoce con el nombre de frontera de S y se denota
por dS. Un punto x € S se llama punto interior de S, si existe € > 0 tal que
B°(x,¢) C S. El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama interior
de S y es denotado por int(S). Un punto © € M que no es punto frontera
de S y tampoco punto interior se le denomina punto exterior de S. Un punto
xr € M se dice punto de acumulacién, o punto limite de S, si para toda bola
abierta B%(z,r) se tiene (B%(z,r) \ {z}) NS = @. La clausura de S denotada

por cla(S), es la unién de S y sus puntos de acumulacion.

Siempre que se tenga un subconjunto no vacio S de un espacio métrico
(M, d), es posible considerar sobre él la misma métrica d; asi (S, d) también es

un espacio métrico.

2.1.2. Topologias métricas equivalentes

Es posible que sobre un mismo conjunto M existan varias métricas, por

tanto es probable también que M tenga distintas topologias métricas.
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Definicién 2.3. Dos métricas d; y dy en un espacio M se dicen:

(1) topoldgicamente equivalentes si, y s6lo si, las topologias métricas por ellas

inducidas son idénticas.

(2) equivalentes, si, y sblo si, existen constantes 0 < ¢; < ¢z < oo tales que

Cldl(x>y) S d2($7y) S CZdl(x>y) para todo €,y € M.

Es simple verificar que si dy y ds son equivalentes, entonces son topoldgi-

camente equivalentes; el reciproco no es cierto.

2.2. Funciones continuas
Dados dos espacios métricos (M, d), (N, e) y una funcién f: M — N.

Definicién 2.4. Se dice que f es continua si, y sélo si, para cada x € M y
cada € > 0, existe § > 0 tal que, si d(z,y) < ¢, entonces e(f(x), f(y)) < e.
Si el nimero § es independiente de x entonces se dice que f es uniformente

continua.

Consideremos un espacio métrico (M,d) y f : M — M una aplicacién

cualquiera en M.

Definicién 2.5. Una aplicacion f : M — M es Lipschitziana, o también
L-Lipschitz, si existe una constante L > 0 tal que, para todo z,y € M vale
d(f(z), fly)) < Ld(z,y). Si f es L-Lipschitz con 0 < L < 1, entonces [ se
denomina contraccion, o L-contraccién. Si existe una constante o > 0 tal que
d(f(z), f(y)) = ad(x,y) para todo z,y € M, entonces se dice que f es una

a-similitud, o también una similitud.

Note que toda aplicacién Lipschitziana es una funcién uniformemente con-

tinua.
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2.3. Completitud y compacidad

Recordemos primero el concepto de completitud en espacios métricos. Para
ello consideremos sucesiones de puntos en espacios métricos, y la definicién de

convergencia de suceciones.

Definicién 2.6. Una sucesién {z,},>1 en el espacio métrico (M, d) se dice
de Cauchy si, para cada € > 0 existe un entero N > 0 tal que d(z,,x,,) < €

siempre que n,m > N.

Definicién 2.7. Una sucesiéon {z,},>1 en el espacio métrico (M, d) se dice
que converge al punto x € M, si para cada ¢ > (0 existe un entero N > 0 tal
que d(z,,r) < €, para todo n > N. El punto x se conoce como el limite de

{Zn}n>n ¥ se denota por o = lim,, o Ty, 0 T, — .

Observe que si S es un subconjunto de un espacio métrico (M, d), un punto
x € M es un punto limite de S si, y sélo si, existe una sucesion {z,}>2, de
puntos z,, € S\{z} tal que lim,,_., x, = z. Adicionalmente, una funcién f
del espacio métrico (M, d) en el espacio métrico (N, e) es continua si, y sélo
si, para cada x € M y cada sucesién {x, },>1 convergente a x, se tiene que la

sucesion { f(x,)}n>1 converge a f(x).

Teorema 2.1. Si una sucesion {x,},>1 en un espacio métrico (M, d) es con-

vergente en M, entonces es de Cauchy.

Definicién 2.8. Un espacio métrico (M, d) se dice completo si toda sucesion

de Cauchy es convergente en M.

A continuacion introduciremos el concepto compacidad en espacios métri-

cos y nociones relacionadas.

Definicién 2.9. Sean (M, d) un espacio métrico y S un subconjunto de M.

Se dice que S es:

(1) Compacto, si cada sucesion {x,, },>1 contenida en S contiene una subsuce-

sion convergente con limite en S
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(2) Acotado, si existen un punto a € M y un numero positivo R tales que

d(a,r) < R para todo x € M;y

(3) Totalmente acotado, si para cada € > 0 existe un nimero finito de puntos

{y1,y2, -+ ,yn} C S tales que, para cada z € S existei € {1,2,--- ,n} con
d(x,y;) < e. Este conjunto de puntos {y1,y2, -+ ,yn} se le conoce como
e-red.

Teorema 2.2. Sean (M, d) un espacio métrico. Las siguientes proposiciones

son equivalentes:

(1) M es compacto.
(2) Todo cubrimiento abierto de M posee un subcubrimiento finito.

(8) M es completo y totalmente acotado.

La compacidad de un espacio métrico esta relacionada con la completitud

de tal espacio; de hecho la compacidad implica la completitud.

Proposicion 2.1. La imagen continua de cualquier conjunto compacto de un

espacio métrico es también un conjunto compacto.

Para cerrar esta seccién enunciaremos y demostraremos un importante re-
sultado sobre la existencia de puntos fijos para funciones continuas. Antes
recordamos que un punto fijo de una funcién f : M — M, es cualquier punto
x € M tal que f(x) = x.

Aprovechamos para decir que para f : M — M y x € M, la 6rbita positiva
de x es el conjunto de todos los iterados de x por f, esto es, al conjunto
Of(z) = {f"(x) : n > 0}, donde f™ denota la composiciéon de f consigo
misma n veces, es decir, f" = fo fo---of
Teorema 2.3. (Teorema de punto fijo de Banach). Sean (M,d) un
espacio métrico completo y f + M — M una contraccion. Entonces f tiene un
inico punto fijo p; y ademds para cada x € M se tiene que lim,,_., o, f"(z) = p;

esto es, p es el atractor global de f.
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Demostracion. Sea 0 < a < 1 constante de contraccion para f; es decir, para
cada x,y € M se tiene que d(f(z), f(y)) < ad(x,y). Sea x € M cualquiera y
consideremos la sucesion {z,},>o formada por su érbita, lo que significa que

= f"(z) para cada n > 0. Afirmamos que esta sucesién es de Cauchy. Para

ello mostraremos primero que se cumple:
d(xp, xpe1) < @"d(xg, 1), para todon > 0. (2.1)

Observe que para n = 0 esta desigualdad se satisface. Para n = 1 también

vale, pues:

d(z1, 22) = d(f (@), f*(2)) = d(f(2), f(f(2))) < ad(z, f(2)) = ad(zo, 21).

Si procedemos por induccién sobre n > 0, asumimos como cierto que (2.1) vale

para todo 0 < n < k; y mostraremos que vale para n = k + 1. En efecto,

d(zper, ry2) = d(f (@), f(@)
d(f(f*(2)), F(f* (@)))
ad(f*(x), f ()

(
ad(mk,xkﬂ) ~ +1d(l’0,l’1).

IN

Consideremos enteros positivos n, s cualesquiera. Luego, por la desigualdad

triangular:
1 D) 2:
d($n7xn+s) S (an+an+ + ”'+an+s x07x1 a warl

Dado que la serie ZkZO a¥ es convergente, para cada € > 0 existe un entero
N > 0 tal que, para todo n > N se tiene que > .- o* < e. Esto implica que
la sucesion {z, }n>0 es de Cauchy.

Sea p el punto limite de {z, },>0, €l cual existe pues (M, d) es completo. Dado
que x, — p, la continuidad de f implica que x,.1 = f(z,) — f(p); pero las

suceciones {x, }n>0 ¥ {Zn}n>1 tienen el mismo limite; luego f(p) = p.
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Por tltimo, como toda érbita {z, = f"(z)},>¢ tiene como limite a un punto
fijo de f, obviamente el conjunto de puntos fijos de f es no vacio. Veamos que

este conjunto es unitario. Supongamos que ¢ € M es punto fijo de f. Entonces:

d(p,q) = d(f(p), f(q)) < ad(p,q),

de donde d(p,q) = 0, pues 0 < a < 1, y por tanto p = ¢q. Asi, todas las érbitas

de f convergen al tinico punto fijo de f. Lo cual demuestra el teorema. [ |

Corolario 2.1. Sean (M,d) un espacio métrico completo y f : M — M
una aplicacion tal que para algin entero positivo K, la aplicacion f* sea una
contraccion. entonces f tiene un unico punto fijo p; y ademds para cada x € M

se tiene que lim,,_, f"(x) = p.

Corolario 2.2. Sean (M,d) un espacio métrico completo y f : M — M
una aplicacion tal que, para constantes C > 1 y 0 < a < 1, se tiene que
d(f™(x), f"(y)) < Ca™d(z,y) para todo n > 0 y x,y € M. Entonces se tiene

que f tiene un unico punto fijo p; y ademds para cada v € M se tiene que

lim, o f(z) = p.

2.4. El espacio de los fractales

En esta seccion estudiaremos las propiedades basicas del espacio métrico
donde viven los fractales. Primero recordemos que si (M,d) es un espacio
métrico, x € M y A, B subconjuntos no vacios de M, las distancias de = a A,

y la distancia entre A y B se definen, respectivamente, como:

d(x,A) = inf{d(z,a) :a € A}, y
d(A, B) = mf{d(a,b) :a € Aybe B}
Sea (M,d) un espacio métrico, denotamos por H(M) a la coleccién de

todos los subconjuntos compactos no vacios contenidos en M. Antes de dotar

a H(M) de una estructura métrica, recordamos :
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(1) la unién finita de elementos de H(M) esta en H(M);

(2) Size M, Ke HM)y f: K — R esdada por f(y) = d(z,y), entonces
f es continua al considerar en R la métrica euclidiana y en K la métrica
d; ademads, existe un punto y* € K tal que f(y*) < f(y) para todoy € K.
Asi que la distancia de un punto a un compacto no vacio es realizada por

un punto en el compacto; por lo que d(x, K) = min{d(z,b) : b € B}.

Note que la distancia entre conjuntos no es buena para definir una métrica
en H(M): dos compactos distintos pueden estar a distancia nula. Por ello se

recurre a otras herramientas.

Definicién 2.10. Sea (M, d) un espacio métrico. Para cada A, B € H(M) se

define la distancia de A hacia B como
D(A, B) = max{d(z,B) : x € A},
o equivalentemente
D(A, B) = méax{min{d(z,y) : y € B} : x € A}.

Observe que D(A, B) > d(A, B), y también pueden construirse compactos
A, B de forma que D(A, B) # D(B, A). Sin embargo mediante esta distancia
dirigida se define una importante métrica en H(M). Antes de ello, no es dificil
verificar las siguientes propiedades de la distancia entre puntos y conjuntos, y

la distancia dirigida D.
Proposicién 2.2. Sea (M, d) un espacio métrico.

(1) Si A,B € H(M) con A C B, entonces d(x, B) < d(x, A) para cualquier
x e M.

(2) Si A, B,C € H(M), entonces B C C' implica D(A,C) < D(A, B).
(3) Si A,B € H(M) y A+# B, entonces D(A,B) >0, o D(B,A) > 0.

(4) Si A,B € H(M) y AC B, entonces d(a, B) =0 para todo a € A.
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(5) Si A, B,C € H(M), entonces D(AN B,C) = D(A,C)V D(B,C); donde

a 'V (B denota el maximo entre los numeros reales o y 3.

Sean (M,d) un espacio métrico y H(M) como antes. Para cada par de
conjuntos A, B € H(M) se define

h(A, B) = D(A, B)V D(B, A).

Proposicién 2.3. La funcion h : H(M)xH(M) — [0, +00) define una métri-

ca en H(M), la cual es conocida como métrica de Hausdorff.

Demostracion. Sea A, B,C € H(M). Claramente
h(A,A)=D(A,A)V D(A,A) = D(A, A) = max{d(z,A) : z € A} = 0.

Como A, B son compactos entonces existen a y b en A y B respectivamente
los cuales hacen que h(A, B) = d(a,b). De aqui que h(A, B) es siempre un
numero no negativo. Si A # B, podemos asumir que existe un a € A tal que
a ¢ B. Luego es claro que h(A, B) > D(A, B) > 0. Obviamente h(A, B) =
h(B, A). Para probar que h(A, B) < h(A,C) + h(C, B) primero mostraremos
que D(A, B) < D(A,C) + D(C, B). Tenemos para cualquier a € A

d(a,B) = min{d(a,b):b e B}
min{d(a,c) + d(c,b) : b € B}, para todo ¢ € C,
d(a,c) +min{d(c,b) : b € B}, para todo ¢ € C, luego

IN

d(a,B) < min{d(a,c):c € C}+ max{min{d(c,b) : b€ B} :ce C},
= d(a,C)+ D(C, B), ast
D(A,B) < D(A,C)+ D(C,B)

Similarmente se demuestra D(B, A) < D(B,C)+ D(C, A), de donde se deduce

la desigualdad triangular para h. [ ]

En adelante nos referiremos al par (H(M), h) como el espacio donde viven

los fractales, o bien el espacio de fractales.
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Definicién 2.11. Sean (M, d) un espacio métrico, A C M no vacio y € > 0.

Se conoce como dilatacion de A por €, al conjunto
A+e={z € M :d(x,a) < e para algin a € A}.

Teorema 2.4. Sean A, B € H(M) donde (M,d) es un espacio métrico. Para

cada € > 0 vale
h(A,B)<e< ACB+eyBCA+e.

Este resultado permite caracterizar la distancia de Hausdorff entre dos

compactos A, B € H(M) como
hA,B)=inf{e>0: ACB+e¢y BC A+¢€}

Teorema 2.5 (Completitud de H(M)). Si (M,d) un espacio métrico com-
pleto, entonces (H(M),h) es completo. De hecho, si {A,}n>1 €s una sucesion
de Cauchy en (H(M),h), entonces su limite en h es el conjunto A formado
por todos los x € M tales que x es limite de una sucesion de Cauchy {x,}n>0

en M con x, € A, para cada n > 0.

Teorema 2.6 (Compacidad de H(M)). Si (M,d) es compacto, entonces
(H(M), h) también lo es.

Demostraciones de estos teoremas pueden encontrarse en [3].
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Sistemas lterados de Funciones

En este capitulo recordaremos la nocién de sistema iterado de funcionesy
del operador de Hutchinson, para ello consideramos cualquier espacio métrico
(M, d) y el correspondiente espacio (H(M), h).

3.1. Definicién y ejemplos

Sabemos que para cualquier funciéon continua f : M — M, la imagen por
f de cualquier compacto no vacio K C M, f(K), es también un elemento
de H(M); ademés, para cualquier coleccién finita de compactos en H (M), su

union es compacta.

Definicién 3.1. Un sistema iterado de funciones (SIF) en M es cualquier
coleccion finita de funciones continuas fi,--- , f, : M — M; ello se denota por
(M; f1,-++, fn). Si cada una de las funciones es una contraccion, se dice que
el SIF es contractivo; si son Lipschitzianas, entonces el SIF es Lipschitziano.
Ademads, si M = R™ y cada f;,(: = 1,--- ,n) es una funcién afin, entonces
(R™; f1,-- -, fn) se denomina SIF afin.

Mas adelante iremos introduciendo otras categorias de sistemas iterados de

funciones.

Definicién 3.2. Dados un espacio métrico (M, d) y un SIF (M; f1,---, fp).
Al operador F : H(M) — H(M) definido, para cada A € H(M), por

F(A) = fr(A)U---U fu(A),
se le conoce como operador de Hutchinson asociado al SIF (M; f1,---, fn)

Observe que por los comentarios anteriores, F esta bien definido. Por otro
lado, dado que las funciones que generan cualquier SIF son continuas, entonces

puede demostrase que el operador de Hutchinson asociado también lo es.

15
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El siguiente teorema es fundamental para varios propositos, su demostra-
cién requiere del lema a continuacién, cuya demostracién es simple y puede

encontrarse en [3].

Lema 3.1. Sean (M,d) un espacio métrico completo y H(M) dotado de la

métrica de Hausdorff h. Entonces:
(1) Para cada A, B,C € H(M), con B C C, vale h(A,C) < h(A, B).

(2) Para todon > 2 y cada Ay, As,- -, Ap, B1, By, -+, B, € H(M) se satis-

face:
h(AyU---UA,,BiU---UB,) <max{h(A;,B;) :i=1,--- ,n}.
Teorema 3.1. Si (M; fi,---, fn) es Lipschitziano, entonces el operador de
Hutchinson asociado es Lipschitz.
Demostracion. Sean A, B € H(M), entonces vale:
< méax{h(fi(A), fi(B)):i=1,--- ,n}
< méx{L;h(A,B):i=1,--- ,n}
donde L; es la constante de Lipschitz de f; parat=1,--- n.
De donde h(F(A), F(B)) < Lh(A, B), siendo L = max{Ly,---,L,}. =m
Una consecuencia clara del teorema anterior es:

Corolario 3.1. Si el SIF (M; f1,- -+, fn) es contractivo, entonces, el operador

de Hutchinson asociado al SIF es una contraccion.

Definicién 3.3. (Atractor para un SIF) Un conjunto A* € H(M) es lla-
mado atractor del SIF F = (M; fi,---, fn) si

A* = F(A%) (3.1)
y
A* = ]}irgofk(B), (3.2)

es el limite con respecto a la métrica de Hausdorff, para todo B € H(M).
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Note que cuando decimos que un SIF tiene un atractor A, en realidad
lo que significa es que el operador de Hutchinson correspondiente admite un
unico punto fijo que es el atractor global del sistema dinamico definido por
ese operador. Observe que si (M,d) es completo y si el SIF es contractivo
entonces, el operador de Hutchinson F asociado al SIF es una contraccion;
luego por el teorema de punto fijo de Banach, existe un compacto A* € H(M)
que es el tnico punto fijo de F. Ademads, para cada B € H(M) se cumple que
la érbita de B por F, {F*(B)}x>0, converge a A* en la métrica de Hausdorff;

este compacto A* es el atractor global del SIF.

A continuacién introduciremos una categoria de SIF en espacios métricos
completos, cuyos operadores de Hutchinson asociados también tienen un tinico

punto fijo que es atractor global del SIF.

Definicién 3.4. (SIF hiperbdlicos). Sea (M, d) un espacio métrico. Un SIF

F = (M; f1,--+, fn) es llamado hiperbdlico si existe una métrica d’ sobre M
equivalente a la métrica dada y tal que cada f;,72 =1,---, N es una contrac-
cion.

En realidad los SIF hiperbédlicos admiten una caracterizacion en términos

de decrecimientos subexponenciales. Mas explicitamente:

Definicién 3.5. Sea (M, d) un espacio métrico. Una funcién f : M — M para

la cual existen constantes C' > 1y 0 < a < 1 tales que:
d(f"(z), [*(y)) < Ca"d(z,y), para cadan >0 (3.3)
se dice con decrecimiento subexponencial.

Note que si C' = 1 en (3.3) entonces f es una contraccién. Ademads, del
corolario 2.2, sigue que, si (M, d) es completo entonces toda funcién con de-

crecimiento subexponencial tienen un tnico punto fijo como atractor global.

Lema 3.2. Sea (M,d) espacio métrico. Una funcion f : M — M tiene decre-
cimiento subexponencial si, y solo si, existe una métrica d' en M, equivalente

a d, en la cual f es contraccion.



18 Maria Peraza

Demostracion. Suponga que C' > 1y 0 < a < 1 son tales que se cumple

(3.3). Sea N > 1 el primer entero tal que Ca® < 1, definimos:

=

d(z,y) =) d(f"(z),f*(v), =,y € M.

S
Il
o

Es muy facil verificar que d’ es una métrica sobre M y que ademads satisface
d(z,y) < d'(x,y) < ad(x,y) para todo x,y € M,

donde a =1+ Ca + ---+ Ca¥ 1. Sigue por tanto que

N-1

d(f(x), fv) = D_d(f" (@), [ (y))

= D d(f"(@), f"() = d'(z,y) + d(fN (@), [N (y)) = d(z,y)

n=1

< d(z,y)+ (Ca = 1)d(z,y) < Cad'(z,y),

con lo cual f es una contracciéon en d'.
Reciprocamente, supongamos que d y d’ son métricas equivalentes en M;

de hecho sean 0 < a < b tales que , para cada x,y € M vale
ad(z,y) < d'(v,y) < bd(z,y).

Sea 0 < # < 1tal que d'(f(x), f(y)) < Bd'(x,y) para todo z,y € M. Entonces,

para n > 0 tenemos:

1
d(f"(2), [*(y) < —d(f"(x), ["(y))

1

< AN !

< —fd(zy)
b

< _ AN U )

< —fd(zy)

De donde f tiene decrecimiento subexponencial. [ ]

De este lema es inmediato el siguiente resultado.
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Teorema 3.2. Dado un espacio métrico (M,d), un SIF (M; f1,---, fn) es
hiperbdlico si, y sdlo si, existe una métrica d' equivalente a d tal que cada f;

(t=1,---,n) tiene decrecimiento subexponencial.
De aca que, como consecuencia del corolario 2.2, se tiene:

Corolario 3.2. Si (M,d) es completo y (M; f1,---, fn) es un SIF hiperbélico,
entonces existe un tinico A* € H(M) tal que {F*(A)}r>0 converge a A* para
todo A € H(M), siendo que A* es el inico punto fijo de F.

Observemos que en cualquier caso, si un SIF (M; f1,---, fn) es tal que el
operador de Hutchinson F asociado tiene un punto fijo A* que es el atractor
global del sistema dindmico en H (M) dado por F. Asi pues para obtener el
atractor A* podemos tomar cualquier compacto B € H(M) y calcular el limite
de la sucesién {F™(B)}m>o en la métrica h. Entonces es necesario conocer
como se expresa F(B) (una aproximacion de A*) para cualquier entero m >

1. En primer lugar, se sabe por definiciéon del operador de Huthinson que
F(B)= fi(B)U---U fy(B). Luego,

FXB) = F(F(B)) = f(F(B)U---Ufn(F(B))

- Ufj(fl(B)U-~-UfN(B))

_ U(fj o fi(B)U---U f;o fn(B)) = U fio fi(B).

Por recurrencia se obtiene la expresion F™(B) = {J; (fi o--- 0o f;,,(B)),
donde J,,,m > 1, denota el conjunto de todos los m-indices i1, -- ,%,, con
cada iy, € {1,--- , N} para todo k = 1,--- ,m. Esto es F™(B) es la unién de
los N™ compactos f;, o---o fi (B),i1- im € Jm-

Esta descripcién de F™(B) implica las siguientes afirmaciones:
(1) para todoi=1,--- N, f;(A*) C Ay

(2) sip; € M es el punto fijo de f;(i =1,--- , N), entonces p; € A*.
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La demostracion de (1), sigue del hecho que
F(A) = A" = fi(A")U---U fn(AY).

Para verificar (2) tomemos el compacto B = {p1,--+ ,py}. Para cada m > 1

y cada i € {1,---, N} consideremos el m—indice i- - -i. Luego

Di € fz ©---0 fl(B) - .fzm(B) = {fzm(pl)a T >.fim(pi)a T >.fim(pN)}’

de donde p; € F™(B). Esto implica (2). Pues la sucesion {z,, }n>1 con x,, = p;
para todo m > 1, es tal que x,,, € F(B) y &, — p;.

Pasamos a introducir el concepto de SIF' fibrado por puntos, para ello es

requerida la nocién de cédigo de un SIF.

Definicién 3.6. Una funcion continua 7 : Qy — M : es llamada cddigo para
el sistema iterado de funciones F = (M; f1,---, fn) si, y s6lo si, para cada

n=1,2,---,N el siguiente diagrama conmuta,

ﬂl lw

M——M
fn
Donde el simbolo s, : Qy — Qu, denota la seccién transversal n-ésima.

Definicién 3.7. (SIF Fibrado por puntos) Un SIF F = (M; f1, -+, fn),

es fibrado por puntos si, y solo si, para cada o = {0, }n,>1 € Qu el limite

(o) = kh'm for© foy 00 fo () (3.5)
existe y es independiente de z € M para cada o € Q.

Si F = (M; f1,---, fy) es un SIF fibrado por puntos, entonces es simple
verificar que la funcién 7 arriba definida es un cédigo; de hecho, es el tinico
del SIF.

En el siguiente capitulo mostraremos la primera parte del teorema A; es
decir, todo SIF hiperbdlico es un SIF fibrado por puntos, y en todo SIF fibrado
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por puntos el correspondiente operador de Hutchinson tiene un punto fijo como

atractor global.

A continuacién mostraremos algunos ejemplos ilustrativos sobre sistemas

iterados de funciones.

Ejemplo 3.1 (Tridangulo de Sierpinski). Waclaw Sierpinski naci6 en Var-
sovia (antiguo Imperio Ruso) en 1882 y muere en la misma ciudad (actual
Polonia) en 1969. Las principales contribuciones matematicas de Sierpinski
fueron en las areas de Teoria de Conjuntos, Topologia y Teoria de Ntimeros.
Publicé més de 700 articulos y 50 libros.

El triangulo de Sierpinski es una estructura fractal que puede ser obtenida
a través de diferentes SIF, conocidos como SIF afines. Waclaw Sierpinski fue
quien describié algunas de sus interesantes propiedades en 1916; entre ellas,
su caracter fractal y auto-similar. Originalmente el triangulo de Sierpinski
fue producido a partir de un tridngulo equilatero y sustrayendo el triangulo
equilatero central; ver la figura abajo.

Acé emplearemos el siguiente SIF afin (R?, f1, fo, f3) el cual facilmente se
puede verificar, es contractivo y donde cada una de las funciones viene dada

por:

Es simple verificar que el cuadrado B = [0, 1] x [0, 1] es invariante por estas
transformaciones afines; esto es, f;(B) C B para todo i = 1,2,3. De hecho,
B es transformado por fi, fo, f3, respectivamente en los cuadrados fi(B) =
[0,3] %[0, 4], f2(B) =1[0,3] x [3, 3] ¥ f1(B) =[5, 3] x [, 3]. Equivalentemente:
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al repetir este procedimiento una vez mds, obtenemos F2(B) que es la unién
de 9 cuadrados: cada uno de los cuadrados del paso anterior generan 3 subcua-
drados; ver la figura que se muestra a continuacion. Al proseguir un elevado
nimero de veces, obtendremos una aproximacién del triangulo de Sierpinski,

tal y como se muestra a continuacion.

Figura 3.1: Estas gréaficas muestran a B, F(B) y F?(B) respectivamente.

Figura 3.2: F'"(B) para m suficientemente grande.

Ejemplo 3.2 (Alfombra de Sierpinski). Esta es otra figura fractal atri-
buida a W. Sierpinski, ésta se obtiene como el atractor de un SIF definido

mediante ocho transformaciones afines en R?. A continuacién definimos estas
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1

transformaciones; primero sea A = (3 . Entonces:
0

o) =2 0) ()= 0) () ()
1o = 0) ()= ()=+C) - ()
w20 () G) - 6) - ()
A(o)=(;)+ (

El operador de Hutchinson F asociado a {f1,---, fs} transforma el cuadra-

do unitario B en ocho cuadrados, fi(B) (i = 1,---,8), de lado 37! cuyo

o

Wl

Il

I
N
NSO
~

+
-~
win O

)

<

Wl

Wl
<

Wi Wiy

vértice inferior izquierdo estan ubicados, respectivamente, en los puntos de

OO

vamente F sobre cada uno de estos ocho cuadrados obtenemos 8% cuadrados

N ol
= Wl
I

de lado 372; al repetir el proceso un determinado nimero de veces estaremos
observando una aproximacién del esta alfombra fractal.

La siguiente figura muestra varios iterados de B mediante el operador de
Hutchinson de este SIF.

Figura 3.3: Obtencion de la alfombra de Sierpinski por SIF
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Ejemplo 3.3 (Caja Fractal). Este es otro fractal que se obtiene como atrac-

tor del SIF cuyas contracciones son las transformaciones afines:

w1 G) 2 ()2 () =6 6) ()
o) =2 0) ()2 ()= 6) ()

El proceso de obtencién de una aproximacién al atractor del SIF es como antes.

o Wl

La siguiente figura muestra varios iterados del cuadrado unitario mediante el

operador de Hutchinson F' asociado al SIF.

[ s

Figura 3.4: Iterados del cuadrado unitario por el operador de Hutchinson del

SIF del ejemplo 3.3 cuyo atractor se conoce como Caja Fractal.

Ejemplo 3.4. Consideremos por ejemplo la hoja de helecho de la figura anexa.

Esta figura podemos aproximarla mediante el atractor de cuatro contracciones

x a; b x Q; .
Ji = + L 1<i<A4,
<y> (Ci dz) <y> (@)

donde la tabla de valores de los coeficientes de las contracciones es:

afines

fil a; b; i d; |a;| B
1 0 0 0 0.16 | O 0
21085 ] 004 |-004]08 | 0| 1.6
31 02 |-0261]023]022] 0| 16
4 1-0.151 028 | 0.26 |0.24| 0 | 0.44
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Ejemplo 3.5 (Un SIF afin no hiperbélico). Sea F = (R? f;, f1), donde

1 1 1

fo(x1,20) = (§$17$2)7 filzy,20) = (§$1 + §7$2)-

Es fécil verificar que 7 : Qy — Qy con Qy = {0, 1} y 7(0) = (3,51 5,0) es

un cédigo para F. No obstante, como

i fo, 000w 0 fo, (w1, 22) = (0.0,22)

depende de la escogencia del punto (zy, z2) € R?, este SIF no puede ser fibrado
por puntos. Aunque del enunciado del teorema A sigue que F no es hiperbdlico;

esto se puede deducir inmediatamente del hecho que las funciones fy y fi son

1
afines y la matriz correspondiente a ambas es la misma, A = ((2) 1) , la cual

tiene como un autovalor a A = 1. Esto hace imposible que ambas funciones
tengan decrecimiento subexponencial. Por otra parte, dado que w(€2y) = [0, 1]
{0}, su capsula afin es el eje x1; es decir R x {0}, que es el menor subespacio
afin de R? que contiene a 7(€2). En este caso es obvio que F restricto a Rx {0}

es hiperbdlico con atractor 7(£2y). Esto ilustra el teorema B.

Ejemplo 3.6. (Un SIF fibrado por puntos, no contractivo)
Sea f : R? — R? dado por la matriz

0 2
=)
<§0>

Es claro que f define un SIF affn en R2. Como la matriz tiene autovalores :I:%

i ) (0
()= (0)

para todo (x,y) € R?. Esto significa que el SIF es fibrado por puntos; no

entonces:

obstante, no es contractivo pues

(0)-()

El teorema A, sin embargo garantiza que podemos reparametrizar R? con una

métrica equivalente a la usual tal que f sea una contraccién.
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Resultados principales

Este capitulo, contiene la demostracion de los dos teoremas principales, las

cuales se realizaran por partes. Antes recordemos sus enunciados.

Teorema A. Si F = (R™; f1,--+, fn) es un sistema iterado de funciones afin,

entonces son equivalentes:
i) F es hiperbdlico.
ii) F es fibrado por puntos.
iii) F tiene un atractor.

i) F es una contraccion topoldgica respecto a algin cuerpo convero K C
Rm

v) F es no antipodal respecto a algin cuerpo convero K C R™.

Teorema B. Si F = (R™; f1,---, fn) es un sistema iterado de funciones afin
con codigo, 7 : Qn — R™, entonces F es hiperbolico sobre la la capsula afin de
m(Qn). En particular, si m(Qx) contiene un abierto no vacio de R™, entonces

F es hiperbolico en R™.

4.1. Un SIF hipebdlico es fibrado por puntos

y tiene un atractor

En esta seccién se presentan las demostraciones de las implicaciones: (1) =

(2) y (2) = (3) del teorema A. También introducimos la notaciéon

fo\k(x) - f01 © f02 ©-+-0 ka(I)'

Note que para k > 1 fijo, f,x(x) es una funcién de z y o.

27
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Teorema 4.1. Si F = (R™; f1, fo, -+, [n) es un SIF hiperbolico, entonces F

es fibrado por puntos.

Demostracion. Dado que el SIF F = (R™; f1, fo,- -+, fn) es hiperbdlico,
escogemos una meétrica d equivalente a la euclidiana en R™ en la cual cada
una de las funciones del SIF son contracciones; tomemos 0 < o < 1 tal que

para cadan € {1,--- N}, z,y € R™ se cumple

d(fu(@), fuly)) < ad(z,y).
En primer lugar por inducciéon probemos que

d(fop (@), fopnr (2)) < afay, (4.1)
donde a, = max{d(z, fi(x)), - ,d(z, fy(z))}. En efecto, si k = 1 entonces,

d(f0|l(x)>f0|2($)) - d(fdl(x)>f01(fa2($))) Sad($7 f02($))

< «aay.
Para k = 2 tenemos,

d(fo12(), fo13())

A(fo (fo (), for (fou (fos (2))))
ad(fo (), for (fos(2)))
a?d(z, fo ()

aa,.

IAIA

IN

Suponga que se cumple 4.1 para k = r es decir

d(fcrlr(I)a fo\r+1) < a'a,

y demostraremos que se cumple para k =r + 1

A(folr+1(@), for42(@)) = d(foy 00 fo,, (@), for 0+ 0 fo0(2))

d(for 00 fo(for 1 (@) for 0+ 0 for 1 (fo.a(2)))
A(for(fo,01(2)); foprs1(for2()))

a*d(fo,.1 (), fo,10(2))

o d(z, £y, (7))

ar—i—lax

IANIAE

IN
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Asi queda demostrado (4.1).

Por otro lado,

A(fo (1), foler1(2)) + - + d(foprp—1(7), folpsp(T))

afa, + -+ CaftP g,
p—1

o E o’
j=0

k
, «
< axakE o) = Ay
11—«

J=0

d(fa\k(x)> fa|k+p(z))

IN

IN

De acd tenemos que para k suficientemente grande, los términos de la sucesion
{fo/k}r>1 estdn cercanos; en otras palabras {f,}r>1 es de Cauchy. Por lo
tanto, esta es una sucesién convergente. Sea T = limy_.. fo|x(x), debemos
demostrar que para todo y € R™ limy . foi(y) = 2.

Sea y € R™ y suponga que existe § € R™ g # 2 tal que limy_.o fox(y) = ¥
Ahora bien, para cada k > 1 vale:

0 < d(fo(@), fo(y)) < a'd(z,y).

Por lo tanto, & = . Asf limy_.« fsx(z) no depende de z. Por otra parte, es
facil ver que, para cadan =1,2,--- , N, el diagrama (3.4) conmuta. Sélo nos

queda probar que 7 es continua. Para 0,7 € Qy y cualquier x € R™, vale

d(m(o),n(1)) = d(;}LIEO falk(m)n}i‘& fr| k(x))
= ]}irrolod(fo\k(x>vfr\k(x))'

Sea € > 0, por ser { fox(z) }r>1 ¥ {frjk(2) }r>1 sucesiones de Cauchy, podemos

escoger M > 1 tal que si p > 1, entonces

N

AFaipa (@), Frprsn(@) < 53 d(Fraa(@), Frinras) <

Ahora, para todo 0,7 € Qy tal que 0; =7, 7 =1,--- , M se cumplen

DN ™

d(fopr (), foypp(z)) < % Y d(foim (@), frmsp(z)) <
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Luego, para todo k > M se tiene

d(fa|k(3€), fﬂk(fb’)) < d(fa\k(x)v fa\M(x)) + d(faIM(x>v f—r\k(x))

< €.

Esto implica que d(7 (o), 7(7)) < €, siempre que o y 7 coincidan entre 0 y M.

Por tanto 7 es continua; en consecuencia F es fibrado por puntos. ]

Note que en el enunciado del teorema anterior se puede sustituir R™ por

cualquier espacio métrico completo sin alterar la conclusién.

Lema 4.1. Sea F = (R™; f1, fo, -+, fn) un SIF afin fibrado por puntos con
codigo m: Qn — R™. §i B C R™ es compacto, entonces la convergencia en el
limite w(o) = limy_o foix(x) es uniforme en o € Qn y x € B simultdneamen-
te; esto es, para cada o € Qn, x € B ye >0, existe kg > 1 tal que, para todo
k > ko se cumple
d(for(x),m(0)) < e

Demostracion. Observe que sélo la uniformidad requiere ser demostrada.
Antes es importante hacer notar que del hecho de ser 25 compacto, 7 continua
y definida, independientemente de x € R™, por m(0) = limy_; o« fox(x), sigue
que para cualquier x € R™ y € > 0, existe kg > 1 tal que, si k > kg y 0 € Q,,,
entonces || fox(x) — m(0)||2 < €, donde || - || es la norma euclidiana en R™.

Procedamos ahora con la demostracién de la uniformidad, para ello haga-
mos f,(x) = L,(z) + a,, donde L, es una transformacién lineal y a,, es un
vector constante.

Tomemos cualquier o € QQy y z € B. Claramente

fon(2) = for () = Loy (2) + a0,
ademas,
fop(z) = fo,(fou(x))
= Lo, (Loy(x) + agy) + aq,
= Lyp(2) + Lo, (0,) + ao,
= Lop(x) + fo2(0).
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Usando recurrencia, tenemos para cada entero k > 1:

foie(®) = Lojk(2) + fo11(0). (4.2)

Por otro lado, de la identidad (4.2) se sigue que para todo x,y € B vale:

d(fo (), o1k () = [ Lo (2 = y)ll2-

Si {e1, €9, -+ ,€,} es una base de R™, entonces al escribir z = Z:’ll e, e

y =" Bie; se tiene:

ILow(@ = y)lls < 11D aiLop(elle + 11D BiLop(ei)l:
i=1 i=1

= Y (ol + |BDI Loi(en) 12

=1

< sup{2) el Loplen)l2 = Y cies € B}
i=1 i=1
< emicf | foule) = fon(O)lla i = 1, ,m},
donde ¢ = 2msup{méaxi<j<n |¢j| : cre1 + - - - + ¢ € B} As,

d(for (@), fo(y)) < cmax{|| fo(e:) = fop(O)|lz 2 i =1, m}. (4.3)

Sea € > 0; de la definicién de fibrado por puntos existe k;, independiente de o,

€

107 10

tal que si k > kj, entonces || foi(e;) —m(0)|2 < 5 ¥ [ for(0) = 7(0)]l2 <
cual implica || fojx(€;) — fox(0)[]2 < 5. Esto y la identidad (4.3) implica que si
k>k:= maéx; k;, entonces para cualquier z,y € B tenemos

€ €

d(fo(@), foiey)) < c5- = 5. (4.4)

Sea b un elemento fijo de B. Existe un kj, independiente de o, tal que si k > k,

entonces por la identidad (4.4), para cualquier z € B,

d(fa\k(l’)a W(U)) < d(fa\k(x>, fdk(b)) + d(fa|k(b), 7TO') < % + % = €.

Asi la demostracion esta completa. [ ]

El siguiente resultado es justo (2) = (3) en el teorema A.
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Teorema 4.2. Si F = (R™; fi1, fo, -, fn) es un SIF fibrado por puntos,
entonces F tiene como atractor al compacto A = w(Qy), donde 7 : Qy — R™

es el codigo de F.

Demostracion. Sigue directamente del diagrama conmutativo (3.4) que A
obliga la ecuacién auto-referencial (3.1). En lo siguiente demostraremos que A
satisface la ecuacién (3.2). Sea € > 0. Debemos demostrar que existe M tal
que si k > M, entonces h(F*(B),n(Q2)) < ¢, donde B es cualquier elemento
de H(R™). Es suficiente tomar M como max(M;, M), donde M; y M, son
seleccionadas como sigue:

Primero, sea a un elemento arbitrario de A. Entonces existe o € Qy tal

que a = m(0). Por el lema 4.1 existe M tal que k > M;, implica

d(fo\k(b)a CL) = d(fUIk(b)> W(U)) <€,

para todo b € B. Esto implica que A estd en una e-vecindad de F*(B).
Segundo, sea b un elemento arbitrario de B y ¢ un elemento arbitrario de

Qn. Sia:=m7(0) € A, entonces existe My tal que k > My, implica

A(foe(6), @) = d(foe(0). 7(0)) < e

Esto implica que F*(B) estd en una e-vecindad de A. De esto y lo anterior
sigue que h(F*(B), A) < e. u

4.2. Atractores y contracciones topoldgicas

El propésito de esta seccién es demostrar (3) = (4) en el teorema A; mas

explicitamente ofrecemos una demostracion del teorema:

Teorema 4.3. Para un SIF afin F = (R™; f1, fa, -+, fn), si existe un atrac-
tor A € H(R™) de el SIF, entonces F es contractivo topoldgicamente.

Es necesario precisar algunos términos del enunciado anterior, y conocer
algunos resultados preliminares, la mayoria de los cuales o bien son evidentes,

o pueden encontrarse en el libro [10].
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Definicién 4.1. Un cuerpo convexo es un subconjunto compacto convexo de

R™ con interior no vacio.

Definicién 4.2. Un cuerpo convexo K es centralmente simétrico si tiene la

siguiente propiedad: z € K si, y s6lo si, —x € K.

Un procedimiento estandar, y trivial, para producir cuerpos convexos cen-
tralmente simétricos es partir de un cuerpo convexo dado K, es simplemente
el conjunto

K=K-K={rx—y:z,ye K}.

Fijemos un cuepo convexo centralmente simétrico K, para cada r € R™ se
define

|||k = mf{\>0:2€ AK}. (4.5)
No es dificil mostrar que (4.5) define una norma sobre R, denominada norma
de Minkowski. Note que K es la bola unitaria cerrada con respecto a la norma

(4.5). Obviamente la norma de Minkowski inducida por K permite definir la

métrica de Minkowski, que es:

dx(z,y) = |7 — yl|x,

cualesquiera sean x,y € R™. Claramente dg y la métrica euclidiana son equi-
valentes.
Una interesante caracterizacién de las métricas de Minkowski es ofrecida

en el libro [10]; esto es:

Proposicién 4.1. Una métrica d : R™ x R™ — [0, +00) es de Minkowski s,

y sdlo si, para todo z,y,z € R™ y cada A € [0, 1] se satisfacen:

dlx+z,y+ 2) =d(x,y)
d(z, (1 =Nz + \y) = Ad(z,y)

(4.6)

Definicién 4.3. Un SIF F = (R™; f1, fa, -+, fnv) es llamado contractivo to-

poldgicamente si existe un cuerpo convexo K tal que F(K) C int(K).
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La demostracion del teorema 4.3 requiere de la siguiente propiedad de

transformaciones afines la cual es muy simple de verificar.

Lema 4.2. Sig: R™ — R™ es afin y S C R™, entonces
g(conv(S)) = conv(g(5)),

donde conv(S) es la cdpsula convexa de S; esto es, el menor conjunto convero

que contiene a S.

Demostracion del teorema 4.3. La demostracion de este teorema sera di-

vidida en tres pasos, los cuales enunciamos a seguir:

(1) Existe un cuerpo convexo K7 y un entero positivo ¢ con la propiedad que
FUKY) Cint(Ky).

(2) El conjunto K; es usado para definir un cuerpo convexo K, tal que
L,(K,) Cint(K3), donde f,(z) = L,(x)+a, yn=1,2,--- N

(3) Existe una constante positiva ¢ tal que el conjunto K = cK> tiene la
propiedad F(K) C int(K).

Demostracion del paso (1). Sea A el atractor del SIF F. Para cada real
positivo p, sea A, = {x € R™ : h(A, {z}) < p)} la p-dilataciéon compacta de A.
Dado que limy_.o, h(F*(A,), A) = 0, para p = 1 podemos encontrar un entero
t tal que h(F' (A1), A) < 1. Asi,

FH(Ay) Cint(Ay), (4.7)
si tomamos K; := conv(A;y) y J;, el conjunto de todos los t-indices iy, - - - , 4
con i € {1,---, N}, entonces

Fi(K) = (Jfuo fio--o fi)(conv(Ar) Uconv (fir o -0 fi,(A1))

Ji

- Uconv(z'nt(Al)) = conv(int(A;)) C znt(conv(Al)) = int(Ky);

Ji
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este argumento completa la demostracion del paso (1).

Demostracion del paso (2). Considere el conjunto

Ky := Z(conv(fk(Kl)) — conv(F*(K)))).
k=0

El conjunto K3 es un cuerpo convexo centralmente simétrico porque es una
suma finita de Minkowski de cuerpos convexos centralmente simétricos. Si
cualquier aplicacién afin f, en F es escrita como f, = L,(z) + a,, donde
L, : R — R™ denota una transformacién lineal y a € R™ es un vector
constante, entonces

t—1

L,(Ky) = ZLn(conv(]—"k(Kl))—conv(fk(Kl)))

t—1

= Z(conv(Ln(fk(Kﬁ)) — conv (L, (F*(K1))))

k=0
t—1

= Z(conv(fn(}"k(Kl))) — conv(fo(F*(K1))))
C i(COTL’U(fk—H(Kl)) — conv(FFH(Ky)))

= (conv(F'(K,)) — conv(F'(K1)))

+ Z(COTL’U(ft(Kl)) — conv(F'(K1)))

k=1

~
[asry

C (int(Ky) —int(K1)) + ) _(conv(F*(K1)) — conv(F*(K1)))

1

=
Il

La segunda de la tiltima inclusién sigue de el efecto que f,,(F*(K;)) € FFYK).
La ultima igualdad sigue de el efecto que si O y C son cuerpos convexos cen-
tralmente simétricos en R™, entonces int(Q)+C = int(O+C). Tenemos ahora
la demostracién del paso (2) completa.

Demostracion del paso (3). Sigue del paso (2) y la compacidad de Ky
que existe una constante a € (0,1) tal que dg,(L,(x), L,(y)) < adg,(z,y)
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para todo z,y € R" ytodon=1,2,---, N.

Sea
,

c >
1—a’

donde r = méx{dk,(a1,0), - ,dk,(an,0)}. Six € cKyy f(z) = L(x) + a es

cualquier funcién en el SIF F, entonces

dKz(f<x)7 0) = dK2(L(x> +a, 0)
di,(L(x) + a, L(z)) + dg,(L(zx),0)
dg,(a,0) + dg,(L(x),0) (por la ecuacién (4.6))

1f (@)l .

IN

T+ ad,(2,0) =7+ af|z| k,

A\

IA

r+ac<(c—ac)+ac=c

Esta ecuacién muestra que F(cK3) C int(cKs). [

4.3. Hiperbolicidad y SIF no antipodales

El propésito de esta seccién es demostrar (4) = (5) y (5) = (1) del teorema
A. Para ello se presentaran previamente algunas definiciones y propiedades que

son necesarias para tales fines.

En primer lugar introducimos las nociones de pares antipodales y pares
diametrales en un cuerpo convexo. En realidad se trata de los mismos objetos
aunque con interpretaciones geométricas aparentemente distintas; remitimos

a [7] y [9] para mayores detalles.

Pares antipodales

Sean K C R™ un cuerpo convexo y u € S™ ! (la esfera unitaria en R™).
Puede demostrarse que existen tinicos hiperplanos paralelos, distintos y per-

pendiculares a v, H, y H_,, tales que:

= ambos intersectan a la frontera 0K de K y no cortan el interior de K.
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s K estd entre ambos hiperplanos.

El par {H,, H_,} es usualmente referido como los hiperplanos soportes de K

ortogonales a u. Dados los conjuntos:

Ay = Au(K) = {(p,q) € (H.NOK) x (H., NOK)} y
A=AK)= ] A,

ueSm—1

se dice que un par (p, q) es antipodal con respecto a K si (p,q) € A.

Pares diametrales

Se define el didmetro de K en la direccion de v como el ntimero real
D(u) = méx{||z — yll2 : 2,y € K,z —y = o, € R™}.

Note que el méximo en D(u) es alcanzado en algun par de puntos que perte-
necen a 0K puesto que K x K es convexo y compacto, y ||z — yl|s define una

funcién continua en K x K. Para los conjuntos

Dy ={(p.q) €K x 0K : D(u) = p—qla} y D= |J Du,
ueSm-1
se dice que el par (p, q) € D, es par diametral en la direccion de u, y que D es
el conjunto de pares diametrales de K.
Tal y como lo adelantamos arriba, la identidad A = D es cierta en cualquier
cuerpo convexo, y es un resultado geométricamente relevante, cuya demostra-

cién no se incluye aca.

Definicién 4.4. (SIF no antipodal) Si K C R™ es un cuerpo convexo, una
funcién f : R™ — R™ se dice no antipodal con respecto a K, si f(K) C Ky
es un sistema iterado de funciones afin tal que cada f, es no antipodal con

respecto a K, entonces F es llamado no antipodal con respecto a K.
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La siguiente proposision demuestra (4) = (5) del teorema A. La demos-

tracién es concecuencia de la definicion.

Proposicién 4.2. (Una contraccién topolégica es no antipodal)
Si F = (R™; f1, fo, -+, fn) es un sistema iterado de funciones afin con la
propiedad que existe un cuerpo convexo K C R™ tal que f,(K) C int(K) para

todon =1,2,--- N entonces F es no antipodal con respecto a K.
El siguiente teorema demuestra (5) = (1) del teorema A.

Teorema 4.4. Si el SIF afin F = (R™; f1, fo, -+, fn) €s no antipodal con

respecto a un cuerpo convexo K, entonces F es hiperbolico.

Demostracion. Asuma que K es un cuerpo convexo tal que f es no antipo-
dal con respecto a K para todo f € F.

Sean C = K — Ky f(z) = L(z) +a € F, donde L : R™ — R™ es una trans-
formacién lineal. El conjunto C' es un cuerpo convexo centralmente simétrico

y
L(C) = L(K) — L(K) = f(K) - (K) CK — K = C.

Veamos que L(C) C int(C). Dado que C es compacto y L es lineal, para
demostrar lo anterior es suficiente demostrar que L(x) ¢ 0C para todo x € 9C.
Por reduccién al absurdo, asumimos que = € 0C'y L(z) € JC. Entonces el
vector x es el vector con longitud méxima en C en esta direccion. Dado que
x € C = K — K existen x1, 25 € 0K tales que . = x1 — x5,y (21,22) € D = A,
recordemos que esto es porque el conjunto de pares diametrales es igual al
conjunto de pares antipodales. Asi (1, z5) es un par antipodal con respecto a
K. Sin embargo, dado que L(x) es el vector de longitud maxima en C' en esta
direccién, existen y1,ys € OK tales que L(x) = y1 —y2, v (y1,92) € D = A; de

aqui:
f(zo) — f(z1) = L(12) — L(z1) = L(22 — 1) = L(7) = y1 — 4o,

lo cual implica que (f(z1), f(22)) € D = A, esto contradice el hecho que f es

no antipodal con respecto a K.
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Si de es la métrica de Minkowski con respecto al cuerpo convexo centralmente
simétrico C', entonces C' es la bola unitaria centrada en el origen con respecto a
esta métrica y dado que C' es compacto, la contencién L(C') C int(C') implica
que existe un nimero « € [0, 1) tal que |L(x)|c < af|z||¢ para todo x € R™.

Luego,

de(f(2), f(y) = f(x) = fW)lle = [L(z) = L(y)lle
= Lz = ylle < allr —yllo = ado(z, y).

De aqui d¢ es una métrica para la cual cada funcién en el SIF es una contrac-
cién, y como d¢ es equivalente a la métrica euclidina de R™ conluimos que, F

es hiperbdlico. [ ]

4.4. Respuesta a la pregunta de Kameyama

Ahora retornamos a la prueba del teorema B, el resultado que da una
respuesta parcial a la pregunta de Kameyama.

Si X CR™y F = (X;fi,f2, -+, fn) es un SIF sobre X, entonces las
definiciones de cédigo y fibrado por puntos para F son exactamente las mismas
definiciones 3.6 y 3.7, con R™ reemplazado por X. La prueba del teorema B

requiere la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3. Si X CR™ y F = (X; f1, fo, -+, fn) es un SIF con cdédigo
m: Qn — R™ tal que m(Qy) = X, entonces F es fibrado por puntos sobre X.

Demostracion. Por la definicién 3.7, debemos demostrar que limy,_, o, f0|k(:c)
existe, es independiente de z € X, y es continua como una funciéon de ¢ =
0102 - - - € Q. Probaremos que limj,_. fox(z) = 7(0).

Dado que 7 es un cédigo, sabemos por definicién 3.6 que

fanom(o) =mosa(0),
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paratodon = 1,2,--- , N. Por hipdtesis, si x es cualquier punto en X, entonces

existe un 7 € Q tal que 7(7) = . Asi

lim f01 © f02 00 ka;(x) = lim fU1 © faz 00 fak(W(T))
k—o0 k—o0
= lim 7(8y, 085,008, OT)
k—o0
= 7(lim s, 05,,0---084,07)
k—o0
= 7(0).

Con ello la demostracién esta completa. ]

Teorema 4.5. Si F = (R™; f1, fa, -+, fn) es un SIF afin con cdédigo 7 :
Qn — X, entonces F es fibrado por puntos cuando se restringe a la capsula
afin de m(Qn). En particular, si m1(Qy) contiene un subconjunto abierto de R™

no vacio, entonces F es fibrado por puntos sobre R™.

Demostracion. Sea A := w({ly). Dado que f,(A) C A para todo n, la
restriccién de el SIF F a A, digamos Fl|a := (A; f1, fa, -+, [n), estd bien
definida. Se sigue de la proposicién 4.3 que F|4 es fibrado por puntos, y como

el codigo para un SIF fibrado por puntos es unico,

7(0) = i fr, 0 fry -0 f,(a)

para (0,a) € Qnx A, sea af f(A) la capsula afin de A sélo nos queda demostrar
que la restriccion Floppa) == (af f(A); fi, f2,- -, fn) ala capsula afin de A es
fibrado por puntos. Sea = € af f(A); es bien conocido que cualquier punto en
la capsula afin puede expresarse como una suma, r = mezo Ap@, para algunos
AoA1 - Adm € R tales que Z?:o A =1y ag,a, -+ ,a, € A De aqui para
(o,2) € Qn x af f(A),

klirglofcfl Of02 O~-~Of0k(£(:) - klinolofm Ofcfz SR Ofcfk(zo)\pap>
p:

- klingozo)\pfm ° fo O"'Ofok(ap)
p=
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El teorema B sigue facilmente del teorema 4.5 y el teorema A.
Demostracion del teorema B. Sea A = 7(Qy) y sea dim(aff(A)) =
k < m. Es facil ver del diagrama conmutativo (3.4) que f(A) C A para cada
f € F, de donde f(aff(A)) C aff(A). Dado que aff(A) es isomorfo afin a
R*, el teorema A puede aplicarse a el SIF F,pa) := (af f(A); f1, for -, fn)
para concluir que, dado que éste es fibrado por puntos, F|usfca) €s también

hiperbdlico. [ ]
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