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acompañarme y animarme siempre. Este y todos los triunfos que vienen son

de ustedes... ¡los amo!

A Yhon, por tu amor y apoyo incondicional. “Te amo”.
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Resumen

En este Trabajo Especial de Grado se pretende, además de ofrecer una

breve introducción a los sistemas iterados de funciones (SIF), presentar de una

manera didáctica, y autocontenida, una caracterización de sistemas iterados de

funciones afines hiperbólicos, la cual fue empleada recientemente para atender

a cuestiones formuladas en torno a la asociación de conjuntos topológicamente

autosimilares y sistemas iterados de funciones contractivos.

La monograf́ıa que sustentará el Trabajo Especial de Grado está basada

en un art́ıculo de Ross Atkins, Michael Barnsley, Andrew Vince y David Wil-

son, ver [9], en el cual se demuestran dos teoremas donde se encuentra una

caracterización de los SIF afines hiperbólicos definidos sobre R
m. Una de las

motivaciones para realizar este trabajo fué la pregunta de Atsushi Kameyama

[1] ¿dado un conjunto topológicamente autosimilar, existe un sistema de fun-

ciones contractoras asociadas a este? Los teoremas presentados en el trabajo

implican una respuesta afirmativa para conjuntos autosimilares derivados de

transformaciones afines sobre R
m.

Para llevar a cabo la tarea de la redacción de tal monograf́ıa, se conside-

raron y estudiaron: aspectos generales de la topoloǵıa de los espacios métri-

cos, particularmente lo referente al espacio de los fractales y la métricas de

Hausdorff; además de propiedades fundamentales de los SIF contractivos, SIF

hiperbólicos y el operador de Hutchinson, y algunos aspectos de la geometŕıa

convexa en especial de la métrica de Minkowski.
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1
Introducción

El propósito de este trabajo especial de grado es probar y explicar de ma-

nera muy didáctica dos teoremas que clasifican sistemas iterados de funciones

af́ınes hiperbólicos sobre R
m. El mismo está sustentado en el art́ıculo de R.

Atkins, M. Barnsley, A. Vince y D. Wilson A characterization of hyperbolic

affine function system, esto es [9]. Una de las motivaciones fundamentales de

los autores de ese art́ıculo está relacionada con la siguiente pregunta: ¿cuándo

las transformaciones de un sistema iterado de funciones en R
m son contrac-

ciones simultáneamente en una métrica equivalente a la métrica euclidiana de

este espacio?

Como consecuencia de los principales resultados en [9] se obtiene una res-

puesta, aunque parcial, a la siguiente pregunta fundamental formulada por

Atsushi Kameyama en su art́ıculo: Distances on Topological Self-Similar Sets,

ver [1]: dado un conjunto topológicamente autosimilar, ¿existe un sistema de

funciones contractoras asociado a éste?; es decir, ¿existe un SIF contractivo

cuyo atractor sea tal conjunto?. Aunque no se conoce una respuesta global, en

el contexto de conjuntos autosimilares derivados de transformaciones afines en

R
m, la respuesta es afirmativa.

A continuación se presentan los resultados principales que serán relatados

a medida que se desarrolle el trabajo, fundamentalmente contenidos en los

articulos [5] y [9]:

Teorema A. Si F = (Rm; f1, · · · , fN) es un sistema iterado de funciones af́ın,

entonces son equivalentes:

i) F es hiperbólico.

ii) F es fibrado por puntos.

iii) F tiene un atractor.

1
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iv) F es una contracción topológica respecto a algún cuerpo convexo K ⊂

R
m.

v) F es no antipodal respecto a algún cuerpo convexo K ⊂ R
m.

Teorema B. Si F = (Rm; f1, · · · , fN) es un sistema iterado de funciones af́ın

con código, π : ΩN → R
m, entonces F es hiperbólico sobre la la cápsula af́ın de

π(ΩN ). En particular, si π(ΩN ) contiene un abierto no vaćıo de R
m, entonces

F es hiperbólico en R
m.

El teorema A contiene un rećıproco del clásico teorema del punto fijo para

contracciones de Banach en el caso que el SIF sea af́ın. Este mismo teorema

ofrece varias equivalencias para la hiperbolicidad de sitemas iterados de funcio-

nes en los casos afines; recuerde que el concepto de hiperbolicidad es métrico;

no obstante, las equivalencias descritas en los items ii) y iii) son descritos en

términos de convergencias, en cuanto que las equivalencias en iv) y v) corres-

ponden a propiedades geométricas. Por último, el teorema B está en relación

con la siguiente cuestión: ¿es hiperbólico un SIF af́ın al considerarlo restricto

a su atractor? De hecho, ese resultado responde afirmativamente tal cuestión.



2
Preliminares

El propósito de este caṕıtulo es presentar el marco conceptual sobre el que

se ubica el trabajo, introducimos a continuación un conjunto de definiciones

y algunas propiedades de los objetos matemáticos que lo sustentan: teoŕıa de

espacios métricos y nociones elementales de sistemas iterados de funciones.

Gran parte de las demostraciones de los enunciados son obviadas; las mismas

pueden encontrarse o en casi cualquier libro de topoloǵıa de espacios métricos;

por ejemplo el libro de Elon Lima [2], o bien el clásico libro de Barnsley sobre

geometŕıa fractal [3].

2.1. Espacios métricos

Definición 2.1. Un espacio métrico se define como un par (M, d) donde M es

un conjunto no vaćıo y d : M × M → R es una función, denominada métrica

en M , que satisface los siguientes axiomas:

(1) d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ M ;

(2) d(x, y) = 0 si, y sólo si, x = y;

(3) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ M ; y

(4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z ∈ M

Se dice que el axioma (3) es la propiedad de simetŕıa que debe tener cual-

quier noción de distancia; y el axioma (4) se conoce como desigualdad trian-

gular.

Ejemplo 2.1. La métrica euclidiana sobre R
n(n ≥ 1) se define como

de(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

donde x = (x1, x2, · · · , xn) y y = (y1, y2, · · · , yn).

3
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Ejemplo 2.2 (Espacio shift unilateral en N śımbolos). Este es el con-

junto ΩN formado por todas las suceciones σ = (σn)n≥1, con σn ∈ {1, · · · , N},

y dotado de la topoloǵıa producto. Es bien conocido que sobre esta estruc-

tura topológica, ΩN es un espacio de Cantor; es decir, compacto, perfecto y

totalmente disconexo. Es simple verificar que la topoloǵıa producto en ΩN es

equivalente a la topoloǵıa inducida por la denominada métrica dΩN
de Cantor,

la cual es definida, para cada σ, ω ∈ ΩN , por dΩN
(σ, ω) = 0, si σn = ωn para

todo n ≥ 1; y dΩN
(σ, ω) = 2−k, si σ 6= ω y k es el primer entero en el que σ y

ω difieren.

Asociado al espacio de Cantor ΩN , también denominado espacio de código

en N śımbolos, existe una transformación con un papel muy importante en la

teoŕıa de dinámica simbólica; se trata de la transformación shift s : ΩN → ΩN

definida, para cada σ ∈ ΩN , por s(σ) = ω con ωk = σk+1 para todo k ≥ 1.

Para cada 1 ≤ n ≤ N , sea sn : ΩN → ΩN dada por sn(σ) = ω, donde ω1 = n

y ωk+1 = σk para todo k ≥ 1; esto es, para cada (σ1, σ2, · · · ) ∈ ΩN ;

sn(σ1, σ2, · · · ) = (n, σ1, σ2, · · · ).

Es simple verificar que (s◦sn)(σ) = σ para todo σ en ΩN y cada n = 1, · · · , N ;

de hecho las funciones s1, · · · , sn son las secciones transversales (cross-sections)

de s; es decir las únicas transformaciones continuas u de ΩN que satisfacen

s ◦u = iΩN
(transformación identidad de ΩN ). Es común denotar sn como nσ,

pues sn antepone a la sucesión σ, cualequiera sea ella, el d́ıgito n. Observe que

el shift s elimina justo el primer d́ıgito de cada sucesión.

2.1.1. Topoloǵıa métrica

Consideremos un espacio métrico (M, d), asociado a la métrica d existe

una estructura topológica conocida como topoloǵıa métrica en M inducida por

d. Veamos como se define esta estructura matemática. Consideremos r > 0 y

x ∈ M arbitrarios, al conjunto

B(x, r) = {y ∈ M : d(x, y) ≤ r}
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se le denomina bola cerrada de centro x y radio r; mientras que a

B0(x, r) = {y ∈ M : d(x, y) < r}

se le llama bola abierta de centro x y radio r. La topoloǵıa métrica inducida por

d es la topoloǵıa en M que tiene como una base a la familia de bolas abiertas.

Esto es, los abiertos no vaćıos en M son uniones de bolas abiertas. Recorda-

mos que cualquier unión de subconjuntos abiertos es un conjunto abierto, la

intersección finita de abiertos es abierto, cualquier intersección de cerrados es

un conjunto cerrado, y la unión finita de cerrados es cerrado; siendo que un

conjunto cerrado es el complemento de un conjunto abierto. Es evidente que el

conjunto vaćıo y el propio conjunto M son al mismo tiempo conjuntos abiertos

y cerrados.

Definición 2.2. Sean (M, d) un espacio métrico y S un subconjunto de M .

Un punto x ∈ M es llamado punto frontera de S, si para cada ǫ > 0 se tiene

que la bola B0(x, ǫ) contiene puntos de M\S y de S. El conjunto de todos los

puntos fronteras de S se conoce con el nombre de frontera de S y se denota

por ∂S. Un punto x ∈ S se llama punto interior de S, si existe ǫ > 0 tal que

B0(x, ǫ) ⊂ S. El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama interior

de S y es denotado por int(S). Un punto x ∈ M que no es punto frontera

de S y tampoco punto interior se le denomina punto exterior de S. Un punto

x ∈ M se dice punto de acumulación, o punto ĺımite de S, si para toda bola

abierta B0(x, r) se tiene (B0(x, r) \ {x}) ∩ S = ∅. La clausura de S denotada

por cla(S), es la unión de S y sus puntos de acumulación.

Siempre que se tenga un subconjunto no vaćıo S de un espacio métrico

(M, d), es posible considerar sobre él la misma métrica d; aśı (S, d) también es

un espacio métrico.

2.1.2. Topoloǵıas métricas equivalentes

Es posible que sobre un mismo conjunto M existan varias métricas, por

tanto es probable también que M tenga distintas topoloǵıas métricas.
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Definición 2.3. Dos métricas d1 y d2 en un espacio M se dicen:

(1) topológicamente equivalentes si, y sólo si, las topoloǵıas métricas por ellas

inducidas son idénticas.

(2) equivalentes, si, y sólo si, existen constantes 0 < c1 < c2 < ∞ tales que

c1d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ c2d1(x, y) para todo x, y ∈ M .

Es simple verificar que si d1 y d2 son equivalentes, entonces son topológi-

camente equivalentes; el rećıproco no es cierto.

2.2. Funciones continuas

Dados dos espacios métricos (M, d), (N, e) y una función f : M → N .

Definición 2.4. Se dice que f es continua si, y sólo si, para cada x ∈ M y

cada ǫ > 0, existe δ > 0 tal que, si d(x, y) < δ, entonces e(f(x), f(y)) < ǫ.

Si el número δ es independiente de x entonces se dice que f es uniformente

continua.

Consideremos un espacio métrico (M, d) y f : M → M una aplicación

cualquiera en M.

Definición 2.5. Una aplicación f : M → M es Lipschitziana, o también

L-Lipschitz, si existe una constante L > 0 tal que, para todo x, y ∈ M vale

d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y). Si f es L-Lipschitz con 0 < L < 1, entonces f se

denomina contracción, o L-contracción. Si existe una constante α > 0 tal que

d(f(x), f(y)) = αd(x, y) para todo x, y ∈ M , entonces se dice que f es una

α-similitud, o también una similitud.

Note que toda aplicación Lipschitziana es una función uniformemente con-

tinua.
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2.3. Completitud y compacidad

Recordemos primero el concepto de completitud en espacios métricos. Para

ello consideremos sucesiones de puntos en espacios métricos, y la definición de

convergencia de suceciones.

Definición 2.6. Una sucesión {xn}n≥1 en el espacio métrico (M, d) se dice

de Cauchy si, para cada ǫ > 0 existe un entero N > 0 tal que d(xn, xm) < ǫ

siempre que n, m ≥ N .

Definición 2.7. Una sucesión {xn}n≥1 en el espacio métrico (M, d) se dice

que converge al punto x ∈ M , si para cada ǫ > 0 existe un entero N > 0 tal

que d(xn, x) < ǫ, para todo n ≥ N . El punto x se conoce como el ĺımite de

{xn}n≥N y se denota por x = ĺımn→+∞ xn, o xn → x.

Observe que si S es un subconjunto de un espacio métrico (M, d), un punto

x ∈ M es un punto ĺımite de S si, y sólo si, existe una sucesión {xn}
∞
n=1 de

puntos xn ∈ S\{x} tal que ĺımn→∞ xn = x. Adicionalmente, una función f

del espacio métrico (M, d) en el espacio métrico (N, e) es continua si, y sólo

si, para cada x ∈ M y cada sucesión {xn}n≥1 convergente a x, se tiene que la

sucesión {f(xn)}n≥1 converge a f(x).

Teorema 2.1. Si una sucesión {xn}n≥1 en un espacio métrico (M, d) es con-

vergente en M , entonces es de Cauchy.

Definición 2.8. Un espacio métrico (M, d) se dice completo si toda sucesión

de Cauchy es convergente en M .

A continuación introduciremos el concepto compacidad en espacios métri-

cos y nociones relacionadas.

Definición 2.9. Sean (M, d) un espacio métrico y S un subconjunto de M .

Se dice que S es:

(1) Compacto, si cada sucesión {xn}n≥1 contenida en S contiene una subsuce-

sión convergente con ĺımite en S;
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(2) Acotado, si existen un punto a ∈ M y un número positivo R tales que

d(a, x) < R para todo x ∈ M ; y

(3) Totalmente acotado, si para cada ǫ > 0 existe un número finito de puntos

{y1, y2, · · · , yn} ⊂ S tales que, para cada x ∈ S existe i ∈ {1, 2, · · · , n} con

d(x, yi) < ǫ. Este conjunto de puntos {y1, y2, · · · , yn} se le conoce como

ǫ-red.

Teorema 2.2. Sean (M, d) un espacio métrico. Las siguientes proposiciones

son equivalentes:

(1) M es compacto.

(2) Todo cubrimiento abierto de M posee un subcubrimiento finito.

(3) M es completo y totalmente acotado.

La compacidad de un espacio métrico está relacionada con la completitud

de tal espacio; de hecho la compacidad implica la completitud.

Proposición 2.1. La imagen continua de cualquier conjunto compacto de un

espacio métrico es también un conjunto compacto.

Para cerrar esta sección enunciaremos y demostraremos un importante re-

sultado sobre la existencia de puntos fijos para funciones continuas. Antes

recordamos que un punto fijo de una función f : M → M , es cualquier punto

x ∈ M tal que f(x) = x.

Aprovechamos para decir que para f : M → M y x ∈ M , la órbita positiva

de x es el conjunto de todos los iterados de x por f , esto es, al conjunto

O+(x) = {fn(x) : n ≥ 0}, donde fn denota la composición de f consigo

misma n veces, es decir, fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n−veces

Teorema 2.3. (Teorema de punto fijo de Banach). Sean (M, d) un

espacio métrico completo y f : M → M una contracción. Entonces f tiene un

único punto fijo p; y además para cada x ∈ M se tiene que ĺımn→+∞ fn(x) = p;

esto es, p es el atractor global de f .
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Demostración. Sea 0 ≤ α < 1 constante de contracción para f ; es decir, para

cada x, y ∈ M se tiene que d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y). Sea x ∈ M cualquiera y

consideremos la sucesión {xn}n≥0 formada por su órbita, lo que significa que

xn = fn(x) para cada n ≥ 0. Afirmamos que esta sucesión es de Cauchy. Para

ello mostraremos primero que se cumple:

d(xn, xn+1) ≤ αnd(x0, x1), para todon ≥ 0. (2.1)

Observe que para n = 0 esta desigualdad se satisface. Para n = 1 también

vale, pues:

d(x1, x2) = d(f(x), f 2(x)) = d(f(x), f(f(x))) ≤ αd(x, f(x)) = αd(x0, x1).

Si procedemos por inducción sobre n ≥ 0, asumimos como cierto que (2.1) vale

para todo 0 ≤ n ≤ k; y mostraremos que vale para n = k + 1. En efecto,

d(xk+1, xk+2) = d(fk+1(x), fk+2(x))

= d(f(fk(x)), f(fk+1(x)))

≤ αd(fk(x), fk+1(x))

= αd(xk, xk+1) ≤ αk+1d(x0, x1).

Consideremos enteros positivos n, s cualesquiera. Luego, por la desigualdad

triangular:

d(xn, xn+s) ≤ (αn + αn+1 + · · ·+ αn+s−1)d(x0, x1) ≤ (

+∞∑

k=n

αk)d(x0, x1).

Dado que la serie
∑

k≥0 αk es convergente, para cada ǫ > 0 existe un entero

N > 0 tal que, para todo n ≥ N se tiene que
∑∞

k=n αk < ǫ. Esto implica que

la sucesión {xn}n≥0 es de Cauchy.

Sea p el punto ĺımite de {xn}n≥0, el cual existe pues (M, d) es completo. Dado

que xn → p, la continuidad de f implica que xn+1 = f(xn) → f(p); pero las

suceciones {xn}n≥0 y {xn}n≥1 tienen el mismo ĺımite; luego f(p) = p.
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Por último, como toda órbita {xn = fn(x)}n≥0 tiene como ĺımite a un punto

fijo de f , obviamente el conjunto de puntos fijos de f es no vaćıo. Veamos que

este conjunto es unitario. Supongamos que q ∈ M es punto fijo de f . Entonces:

d(p, q) = d(f(p), f(q)) ≤ αd(p, q),

de donde d(p, q) = 0, pues 0 ≤ α < 1, y por tanto p = q. Aśı, todas las órbitas

de f convergen al único punto fijo de f . Lo cual demuestra el teorema.

Corolario 2.1. Sean (M, d) un espacio métrico completo y f : M → M

una aplicación tal que para algún entero positivo K, la aplicación fk sea una

contracción. entonces f tiene un único punto fijo p; y además para cada x ∈ M

se tiene que ĺımn→∞ fn(x) = p.

Corolario 2.2. Sean (M, d) un espacio métrico completo y f : M → M

una aplicación tal que, para constantes C ≥ 1 y 0 ≤ α < 1, se tiene que

d(fn(x), fn(y)) ≤ Cαnd(x, y) para todo n ≥ 0 y x, y ∈ M . Entonces se tiene

que f tiene un único punto fijo p; y además para cada x ∈ M se tiene que

ĺımn→∞ fn(x) = p.

2.4. El espacio de los fractales

En esta sección estudiaremos las propiedades básicas del espacio métrico

donde viven los fractales. Primero recordemos que si (M, d) es un espacio

métrico, x ∈ M y A, B subconjuntos no vaćıos de M , las distancias de x a A,

y la distancia entre A y B se definen, respectivamente, como:

d(x, A) = ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}, y

d(A, B) = ı́nf{d(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.

Sea (M, d) un espacio métrico, denotamos por H(M) a la colección de

todos los subconjuntos compactos no vaćıos contenidos en M . Antes de dotar

a H(M) de una estructura métrica, recordamos :
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(1) la unión finita de elementos de H(M) está en H(M);

(2) Si x ∈ M , K ∈ H(M) y f : K → R es dada por f(y) = d(x, y), entonces

f es continua al considerar en R la métrica euclidiana y en K la métrica

d; además, existe un punto y⋆ ∈ K tal que f(y⋆) ≤ f(y) para todo y ∈ K.

Aśı que la distancia de un punto a un compacto no vaćıo es realizada por

un punto en el compacto; por lo que d(x, K) = min{d(x, b) : b ∈ B}.

Note que la distancia entre conjuntos no es buena para definir una métrica

en H(M): dos compactos distintos pueden estar a distancia nula. Por ello se

recurre a otras herramientas.

Definición 2.10. Sea (M, d) un espacio métrico. Para cada A, B ∈ H(M) se

define la distancia de A hacia B como

D(A, B) = máx{d(x, B) : x ∈ A},

o equivalentemente

D(A, B) = máx{mı́n{d(x, y) : y ∈ B} : x ∈ A}.

Observe que D(A, B) ≥ d(A, B), y también pueden construirse compactos

A, B de forma que D(A, B) 6= D(B, A). Sin embargo mediante esta distancia

dirigida se define una importante métrica en H(M). Antes de ello, no es dif́ıcil

verificar las siguientes propiedades de la distancia entre puntos y conjuntos, y

la distancia dirigida D.

Proposición 2.2. Sea (M, d) un espacio métrico.

(1) Si A, B ∈ H(M) con A ⊂ B, entonces d(x, B) ≤ d(x, A) para cualquier

x ∈ M .

(2) Si A, B, C ∈ H(M), entonces B ⊂ C implica D(A, C) ≤ D(A, B).

(3) Si A, B ∈ H(M) y A 6= B, entonces D(A, B) > 0, o D(B, A) > 0.

(4) Si A, B ∈ H(M) y A ⊂ B, entonces d(a, B) = 0 para todo a ∈ A.
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(5) Si A, B, C ∈ H(M), entonces D(A ∩ B, C) = D(A, C) ∨ D(B, C); donde

α ∨ β denota el máximo entre los números reales α y β.

Sean (M, d) un espacio métrico y H(M) como antes. Para cada par de

conjuntos A, B ∈ H(M) se define

h(A, B) = D(A, B) ∨ D(B, A).

Proposición 2.3. La función h : H(M)×H(M) → [0, +∞) define una métri-

ca en H(M), la cual es conocida como métrica de Hausdorff.

Demostración. Sea A, B, C ∈ H(M). Claramente

h(A, A) = D(A, A) ∨ D(A, A) = D(A, A) = máx{d(x, A) : x ∈ A} = 0.

Como A, B son compactos entonces existen a y b en A y B respectivamente

los cuales hacen que h(A, B) = d(a, b). De aqúı que h(A, B) es siempre un

número no negativo. Si A 6= B, podemos asumir que existe un a ∈ A tal que

a /∈ B. Luego es claro que h(A, B) ≥ D(A, B) > 0. Obviamente h(A, B) =

h(B, A). Para probar que h(A, B) ≤ h(A, C) + h(C, B) primero mostraremos

que D(A, B) ≤ D(A, C) + D(C, B). Tenemos para cualquier a ∈ A

d(a, B) = mı́n{d(a, b) : b ∈ B}

≤ mı́n{d(a, c) + d(c, b) : b ∈ B}, para todo c ∈ C,

= d(a, c) + mı́n{d(c, b) : b ∈ B}, para todo c ∈ C, luego

d(a, B) ≤ mı́n{d(a, c) : c ∈ C} + máx{mı́n{d(c, b) : b ∈ B} : c ∈ C},

= d(a, C) + D(C, B), aśı

D(A, B) ≤ D(A, C) + D(C, B)

Similarmente se demuestra D(B, A) ≤ D(B, C)+D(C, A), de donde se deduce

la desigualdad triangular para h.

En adelante nos referiremos al par (H(M), h) como el espacio donde viven

los fractales, o bien el espacio de fractales.
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Definición 2.11. Sean (M, d) un espacio métrico, A ⊂ M no vaćıo y ǫ > 0.

Se conoce como dilatación de A por ǫ, al conjunto

A + ǫ = {x ∈ M : d(x, a) ≤ ǫ para algún a ∈ A}.

Teorema 2.4. Sean A, B ∈ H(M) donde (M, d) es un espacio métrico. Para

cada ǫ > 0 vale

h(A, B) ≤ ǫ ⇔ A ⊂ B + ǫ y B ⊂ A + ǫ.

Este resultado permite caracterizar la distancia de Hausdorff entre dos

compactos A, B ∈ H(M) como

h(A, B) = ı́nf{ǫ > 0 : A ⊂ B + ǫ y B ⊂ A + ǫ}

Teorema 2.5 (Completitud de H(M)). Si (M, d) un espacio métrico com-

pleto, entonces (H(M), h) es completo. De hecho, si {An}n≥1 es una sucesión

de Cauchy en (H(M), h), entonces su ĺımite en h es el conjunto A formado

por todos los x ∈ M tales que x es ĺımite de una sucesión de Cauchy {xn}n≥0

en M con xn ∈ An para cada n ≥ 0.

Teorema 2.6 (Compacidad de H(M)). Si (M, d) es compacto, entonces

(H(M), h) también lo es.

Demostraciones de estos teoremas pueden encontrarse en [3].
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3
Sistemas Iterados de Funciones

En este caṕıtulo recordaremos la noción de sistema iterado de funciones y

del operador de Hutchinson, para ello consideramos cualquier espacio métrico

(M, d) y el correspondiente espacio (H(M), h).

3.1. Definición y ejemplos

Sabemos que para cualquier función continua f : M → M , la imagen por

f de cualquier compacto no vaćıo K ⊂ M , f(K), es también un elemento

de H(M); además, para cualquier colección finita de compactos en H(M), su

unión es compacta.

Definición 3.1. Un sistema iterado de funciones (SIF) en M es cualquier

colección finita de funciones continuas f1, · · · , fn : M → M ; ello se denota por

(M ; f1, · · · , fn). Si cada una de las funciones es una contracción, se dice que

el SIF es contractivo; si son Lipschitzianas, entonces el SIF es Lipschitziano.

Además, si M = R
m y cada fi, (i = 1, · · · , n) es una función af́ın, entonces

(Rm; f1, · · · , fn) se denomina SIF af́ın.

Más adelante iremos introduciendo otras categoŕıas de sistemas iterados de

funciones.

Definición 3.2. Dados un espacio métrico (M, d) y un SIF (M ; f1, · · · , fn).

Al operador F : H(M) → H(M) definido, para cada A ∈ H(M), por

F(A) = f1(A) ∪ · · · ∪ fn(A),

se le conoce como operador de Hutchinson asociado al SIF (M ; f1, · · · , fn)

Observe que por los comentarios anteriores, F está bien definido. Por otro

lado, dado que las funciones que generan cualquier SIF son continuas, entonces

puede demostrase que el operador de Hutchinson asociado también lo es.

15
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El siguiente teorema es fundamental para varios propósitos, su demostra-

ción requiere del lema a continuación, cuya demostración es simple y puede

encontrarse en [3].

Lema 3.1. Sean (M, d) un espacio métrico completo y H(M) dotado de la

métrica de Hausdorff h. Entonces:

(1) Para cada A, B, C ∈ H(M), con B ⊂ C, vale h(A, C) ≤ h(A, B).

(2) Para todo n ≥ 2 y cada A1, A2, · · · , An, B1, B2, · · · , Bn ∈ H(M) se satis-

face:

h(A1 ∪ · · · ∪ An, B1 ∪ · · · ∪ Bn) ≤ máx{h(Ai, Bi) : i = 1, · · · , n}.

Teorema 3.1. Si (M ; f1, · · · , fn) es Lipschitziano, entonces el operador de

Hutchinson asociado es Lipschitz.

Demostración. Sean A, B ∈ H(M), entonces vale:

h(F(A),F(B)) = h(f1(A) ∪ · · · ∪ fn(A), f1(B) ∪ · · · ∪ fn(B))

≤ máx{h(fi(A), fi(B)) : i = 1, · · · , n}

≤ máx{Lih(A, B) : i = 1, · · · , n}

donde Li es la constante de Lipschitz de fi para i = 1, · · · , n.

De donde h(F(A),F(B)) ≤ Lh(A, B), siendo L = máx{L1, · · · , Ln}.

Una consecuencia clara del teorema anterior es:

Corolario 3.1. Si el SIF (M ; f1, · · · , fn) es contractivo, entonces, el operador

de Hutchinson asociado al SIF es una contracción.

Definición 3.3. (Atractor para un SIF) Un conjunto A⋆ ∈ H(M) es lla-

mado atractor del SIF F = (M ; f1, · · · , fN) si

A⋆ = F(A⋆) (3.1)

y

A⋆ = ĺım
k→∞

Fk(B), (3.2)

es el ĺımite con respecto a la métrica de Hausdorff, para todo B ∈ H(M).
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Note que cuando decimos que un SIF tiene un atractor A, en realidad

lo que significa es que el operador de Hutchinson correspondiente admite un

único punto fijo que es el atractor global del sistema dinámico definido por

ese operador. Observe que si (M, d) es completo y si el SIF es contractivo

entonces, el operador de Hutchinson F asociado al SIF es una contracción;

luego por el teorema de punto fijo de Banach, existe un compacto A⋆ ∈ H(M)

que es el único punto fijo de F . Además, para cada B ∈ H(M) se cumple que

la órbita de B por F , {Fk(B)}k≥0, converge a A⋆ en la métrica de Hausdorff;

este compacto A⋆ es el atractor global del SIF.

A continuación introduciremos una categoŕıa de SIF en espacios métricos

completos, cuyos operadores de Hutchinson asociados también tienen un único

punto fijo que es atractor global del SIF.

Definición 3.4. (SIF hiperbólicos). Sea (M, d) un espacio métrico. Un SIF

F = (M ; f1, · · · , fN) es llamado hiperbólico si existe una métrica d′ sobre M

equivalente a la métrica dada y tal que cada fi, i = 1, · · · , N es una contrac-

ción.

En realidad los SIF hiperbólicos admiten una caracterización en términos

de decrecimientos subexponenciales. Más expĺıcitamente:

Definición 3.5. Sea (M, d) un espacio métrico. Una función f : M → M para

la cual existen constantes C ≥ 1 y 0 < α < 1 tales que:

d(fn(x), fn(y)) ≤ Cαnd(x, y), para cada n ≥ 0 (3.3)

se dice con decrecimiento subexponencial.

Note que si C = 1 en (3.3) entonces f es una contracción. Además, del

corolario 2.2, sigue que, si (M, d) es completo entonces toda función con de-

crecimiento subexponencial tienen un único punto fijo como atractor global.

Lema 3.2. Sea (M, d) espacio métrico. Una función f : M → M tiene decre-

cimiento subexponencial si, y sólo si, existe una métrica d′ en M , equivalente

a d, en la cual f es contracción.
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Demostración. Suponga que C ≥ 1 y 0 < α < 1 son tales que se cumple

(3.3). Sea N ≥ 1 el primer entero tal que CαN < 1, definimos:

d′(x, y) =
N−1∑

n=0

d(fn(x), fn(y)), x, y ∈ M.

Es muy fácil verificar que d′ es una métrica sobre M y que además satisface

d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ ad(x, y) para todo x, y ∈ M,

donde a = 1 + Cα + · · · + CαN−1. Sigue por tanto que

d′(f(x), f(y)) =
N−1∑

n=0

d(fn+1(x), fn+1(y))

=

N∑

n=1

d(fn(x), fn(y)) = d′(x, y) + d(fN(x), fN(y)) − d(x, y)

≤ d′(x, y) + (CαN − 1)d(x, y) ≤ CαNd′(x, y),

con lo cual f es una contracción en d′.

Rećıprocamente, supongamos que d y d′ son métricas equivalentes en M ;

de hecho sean 0 < a < b tales que , para cada x, y ∈ M vale

ad(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ bd(x, y).

Sea 0 < β < 1 tal que d′(f(x), f(y)) ≤ βd′(x, y) para todo x, y ∈ M . Entonces,

para n ≥ 0 tenemos:

d(fn(x), fn(y)) ≤
1

a
d′(fn(x), fn(y))

≤
1

a
βnd′(x, y)

≤
b

a
βnd′(x, y).

De donde f tiene decrecimiento subexponencial.

De este lema es inmediato el siguiente resultado.
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Teorema 3.2. Dado un espacio métrico (M, d), un SIF (M ; f1, · · · , fn) es

hiperbólico si, y sólo si, existe una métrica d′ equivalente a d tal que cada fi

(i = 1, · · · , n) tiene decrecimiento subexponencial.

De acá que, como consecuencia del corolario 2.2, se tiene:

Corolario 3.2. Si (M, d) es completo y (M ; f1, · · · , fn) es un SIF hiperbólico,

entonces existe un único A⋆ ∈ H(M) tal que {Fk(A)}k≥0 converge a A⋆ para

todo A ∈ H(M), siendo que A⋆ es el único punto fijo de F .

Observemos que en cualquier caso, si un SIF (M ; f1, · · · , fN) es tal que el

operador de Hutchinson F asociado tiene un punto fijo A⋆ que es el atractor

global del sistema dinámico en H(M) dado por F . Aśı pues para obtener el

atractor A⋆ podemos tomar cualquier compacto B ∈ H(M) y calcular el ĺımite

de la sucesión {Fm(B)}m≥0 en la métrica h. Entonces es necesario conocer

cómo se expresa Fm(B) (una aproximación de A⋆) para cualquier entero m ≥

1. En primer lugar, se sabe por definición del operador de Huthinson que

F(B) = f1(B) ∪ · · · ∪ fN(B). Luego,

F2(B) = F(F(B)) = f1(F(B)) ∪ · · · ∪ fN(F(B))

=

N⋃

j=1

fj(f1(B) ∪ · · · ∪ fN(B))

=
N⋃

j=1

(fj ◦ f1(B) ∪ · · · ∪ fj ◦ fN (B)) =
N⋃

i,j=1

fj ◦ fi(B).

Por recurrencia se obtiene la expresión Fm(B) =
⋃

Jm
(fi1 ◦ · · · ◦ fim(B)),

donde Jm, m ≥ 1, denota el conjunto de todos los m-́ındices i1, · · · , im con

cada ik ∈ {1, · · · , N} para todo k = 1, · · · , m. Esto es Fm(B) es la unión de

los Nm compactos fi1 ◦ · · · ◦ fim(B), i1 · · · im ∈ Jm.

Esta descripción de Fm(B) implica las siguientes afirmaciones:

(1) para todo i = 1, · · · , N , fi(A
⋆) ⊂ A⋆; y

(2) si pi ∈ M es el punto fijo de fi(i = 1, · · · , N), entonces pi ∈ A⋆.
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La demostración de (1), sigue del hecho que

F(A⋆) = A⋆ = f1(A
⋆) ∪ · · · ∪ fN(A⋆).

Para verificar (2) tomemos el compacto B = {p1, · · · , pN}. Para cada m ≥ 1

y cada i ∈ {1, · · · , N} consideremos el m−ı́ndice i · · · i. Luego

pi ∈ fi ◦ · · · ◦ fi(B) = fm
i (B) = {fm

i (p1), · · · , fm
i (pi), · · · , fm

i (pN)},

de donde pi ∈ Fm(B). Esto implica (2). Pues la sucesión {xm}m≥1 con xm = pi

para todo m ≥ 1, es tal que xm ∈ F(B) y xm → pi.

Pasamos a introducir el concepto de SIF fibrado por puntos, para ello es

requerida la noción de código de un SIF.

Definición 3.6. Una función continua π : ΩN → M : es llamada código para

el sistema iterado de funciones F = (M ; f1, · · · , fN) si, y sólo si, para cada

n = 1, 2, · · · , N el siguiente diagrama conmuta,

ΩN
sn

//

π

��

ΩN

π

��

M
fn

// M

(3.4)

Donde el śımbolo sn : ΩN → ΩN , denota la sección transversal n-ésima.

Definición 3.7. (SIF Fibrado por puntos) Un SIF F = (M ; f1, · · · , fN),

es fibrado por puntos si, y sólo si, para cada σ = {σn}n≥1 ∈ ΩN el ĺımite

π(σ) := ĺım
k→∞

fσ1
◦ fσ2

◦ · · · ◦ fσk
(x) (3.5)

existe y es independiente de x ∈ M para cada σ ∈ ΩN .

Si F = (M ; f1, · · · , fN) es un SIF fibrado por puntos, entonces es simple

verificar que la función π arriba definida es un código; de hecho, es el único

del SIF.

En el siguiente caṕıtulo mostraremos la primera parte del teorema A; es

decir, todo SIF hiperbólico es un SIF fibrado por puntos, y en todo SIF fibrado
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por puntos el correspondiente operador de Hutchinson tiene un punto fijo como

atractor global.

A continuación mostraremos algunos ejemplos ilustrativos sobre sistemas

iterados de funciones.

Ejemplo 3.1 (Triángulo de Sierpinski). Waclaw Sierpinski nació en Var-

sovia (antiguo Imperio Ruso) en 1882 y muere en la misma ciudad (actual

Polonia) en 1969. Las principales contribuciones matemáticas de Sierpinski

fueron en las áreas de Teoŕıa de Conjuntos, Topoloǵıa y Teoŕıa de Números.

Publicó más de 700 art́ıculos y 50 libros.

El triángulo de Sierpinski es una estructura fractal que puede ser obtenida

a través de diferentes SIF, conocidos como SIF afines. Waclaw Sierpinski fue

quien describió algunas de sus interesantes propiedades en 1916; entre ellas,

su carácter fractal y auto-similar. Originalmente el triángulo de Sierpinski

fue producido a partir de un triángulo equilatero y sustrayendo el triángulo

equilatero central; ver la figura abajo.

Acá emplearemos el siguiente SIF af́ın (R2, f1, f2, f3) el cual fácilmente se

puede verificar, es contractivo y donde cada una de las funciones viene dada

por:

f1

(

x

y

)

=

(
1
2

0

0 1
2

)(

x

y

)

, f2

(

x

y

)

=

(
1
2

0

0 1
2

)(

x

y

)

+

(

0
1
2

)

y f3

(

x

y

)

=

(
1
2

0

0 1
2

)(

x

y

)

+

(
1
2
1
2

)

.

Es simple verificar que el cuadrado B = [0, 1] × [0, 1] es invariante por estas

transformaciones afines; esto es, fi(B) ⊂ B para todo i = 1, 2, 3. De hecho,

B es transformado por f1, f2, f3, respectivamente en los cuadrados f1(B) =

[0, 1
2
]× [0, 1

2
], f2(B) = [0, 1

2
]× [1

2
, 1

2
] y f1(B) = [1

2
, 1

2
]× [1

2
, 1

2
]. Equivalentemente:

F(B) = ([0, 1
2
] × [0, 1

2
]) ∪ ([0, 1

2
] × [1

2
, 1

2
]) ∪ ([1

2
, 1

2
] × [1

2
, 1

2
]),
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al repetir este procedimiento una vez más, obtenemos F2(B) que es la unión

de 9 cuadrados: cada uno de los cuadrados del paso anterior generan 3 subcua-

drados; ver la figura que se muestra a continuación. Al proseguir un elevado

número de veces, obtendremos una aproximación del triángulo de Sierpinski,

tal y como se muestra a continuación.

Figura 3.1: Estas gráficas muestran a B, F (B) y F 2(B) respectivamente.

Figura 3.2: F m(B) para m suficientemente grande.

Ejemplo 3.2 (Alfombra de Sierpinski). Esta es otra figura fractal atri-

buida a W. Sierpinski, ésta se obtiene como el atractor de un SIF definido

mediante ocho transformaciones afines en R
2. A continuación definimos estas
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transformaciones; primero sea A =

(
1
3

0

0 1
3

)

. Entonces:

f1

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

, f2

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(

0
1
3

)

, f3

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(

0
2
3

)

,

f4

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
1
3

0

)

, f5

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
1
3
2
3

)

,

f6

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
2
3

0

)

, f7

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
2
3
1
3

)

, y

f8

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
2
3
2
3

)

.

El operador de Hutchinson F asociado a {f1, · · · , f8} transforma el cuadra-

do unitario B en ocho cuadrados, fi(B) (i = 1, · · · , 8), de lado 3−1 cuyo

vértice inferior izquierdo están ubicados, respectivamente, en los puntos de

R
2:

(

0

0

)

,

(

0
1
3

)

,

(

0
2
3

)

,

(
1
3

0

)

,

(
1
3
2
3

)

,

(
2
3

0

)

,

(
2
3
1
3

)

y

(
2
3
2
3

)

. Al aplicar nue-

vamente F sobre cada uno de estos ocho cuadrados obtenemos 82 cuadrados

de lado 3−2; al repetir el proceso un determinado número de veces estaremos

observando una aproximación del esta alfombra fractal.

La siguiente figura muestra varios iterados de B mediante el operador de

Hutchinson de este SIF.

Figura 3.3: Obtención de la alfombra de Sierpinski por SIF
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Ejemplo 3.3 (Caja Fractal). Este es otro fractal que se obtiene como atrac-

tor del SIF cuyas contracciones son las transformaciones afines:

f1

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

, f2

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(

0
2
3

)

, f3

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
1
3
1
3

)

,

f4

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
2
3

0

)

, f5

(

x

y

)

= A

(

x

y

)

+

(
2
3
2
3

)

.

El proceso de obtención de una aproximación al atractor del SIF es como antes.

La siguiente figura muestra varios iterados del cuadrado unitario mediante el

operador de Hutchinson F asociado al SIF.

Figura 3.4: Iterados del cuadrado unitario por el operador de Hutchinson del

SIF del ejemplo 3.3 cuyo atractor se conoce como Caja Fractal.

Ejemplo 3.4. Consideremos por ejemplo la hoja de helecho de la figura anexa.

Esta figura podemos aproximarla mediante el atractor de cuatro contracciones

afines:

fi

(

x

y

)

=

(

ai bi

ci di

)(

x

y

)

+

(

αi

βi

)

, 1 ≤ i ≤ 4,

donde la tabla de valores de los coeficientes de las contracciones es:

fi ai bi ci di αi βi

1 0 0 0 0.16 0 0

2 0.85 0.04 -0.04 0.85 0 1.6

3 0.2 -0.26 0.23 0.22 0 1.6

4 -0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44
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Ejemplo 3.5 (Un SIF af́ın no hiperbólico). Sea F = (R2; f0, f1), donde

f0(x1, x2) = (
1

2
x1, x2), f1(x1, x2) = (

1

2
x1 +

1

2
, x2).

Es fácil verificar que π : Ω2 → Ω2 con Ω2 = {0, 1}N y π(σ) = (
∑

n≥1
σn

2n , 0) es

un código para F . No obstante, como

ĺım
k→∞

fσ1
◦ · · · ◦ fσk

(x1, x2) = (0.σ, x2)

depende de la escogencia del punto (x1, x2) ∈ R
2, este SIF no puede ser fibrado

por puntos. Aunque del enunciado del teorema A sigue que F no es hiperbólico;

esto se puede deducir inmediatamente del hecho que las funciones f0 y f1 son

afines y la matriz correspondiente a ambas es la misma, A =

(
1
2

0

0 1

)

, la cual

tiene como un autovalor a λ = 1. Esto hace imposible que ambas funciones

tengan decrecimiento subexponencial. Por otra parte, dado que π(Ω2) = [0, 1]×

{0}, su cápsula af́ın es el eje x1; es decir R × {0}, que es el menor subespacio

af́ın de R
2 que contiene a π(Ω2). En este caso es obvio que F restricto a R×{0}

es hiperbólico con atractor π(Ω2). Esto ilustra el teorema B.

Ejemplo 3.6. (Un SIF fibrado por puntos, no contractivo)

Sea f : R
2 → R

2 dado por la matriz

f =

(

0 2
1
8

0

)

.

Es claro que f define un SIF af́ın en R
2. Como la matriz tiene autovalores ±1

2

entonces:

ĺım
n→∞

fn

(

x

y

)

=

(

0

0

)

para todo (x, y) ∈ R
2. Esto significa que el SIF es fibrado por puntos; no

obstante, no es contractivo pues

f

(

0

1

)

=

(

2

0

)

.

El teorema A, sin embargo garantiza que podemos reparametrizar R
2 con una

métrica equivalente a la usual tal que f sea una contracción.
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4
Resultados principales

Este caṕıtulo, contiene la demostración de los dos teoremas principales, las

cuales se realizaran por partes. Antes recordemos sus enunciados.

Teorema A. Si F = (Rm; f1, · · · , fN) es un sistema iterado de funciones af́ın,

entonces son equivalentes:

i) F es hiperbólico.

ii) F es fibrado por puntos.

iii) F tiene un atractor.

iv) F es una contracción topológica respecto a algún cuerpo convexo K ⊂

R
m.

v) F es no antipodal respecto a algún cuerpo convexo K ⊂ R
m.

Teorema B. Si F = (Rm; f1, · · · , fN) es un sistema iterado de funciones af́ın

con código, π : ΩN → R
m, entonces F es hiperbólico sobre la la cápsula af́ın de

π(ΩN ). En particular, si π(ΩN ) contiene un abierto no vaćıo de R
m, entonces

F es hiperbólico en R
m.

4.1. Un SIF hipebólico es fibrado por puntos

y tiene un atractor

En esta sección se presentan las demostraciones de las implicaciones: (1) ⇒

(2) y (2) ⇒ (3) del teorema A. También introducimos la notación

fσ|k(x) = fσ1
◦ fσ2

◦ · · · ◦ fσk
(x).

Note que para k ≥ 1 fijo, fσ|k(x) es una función de x y σ.

27
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Teorema 4.1. Si F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es un SIF hiperbólico, entonces F

es fibrado por puntos.

Demostración. Dado que el SIF F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es hiperbólico,

escogemos una métrica d equivalente a la euclidiana en R
m en la cual cada

una de las funciones del SIF son contracciones; tomemos 0 < α < 1 tal que

para cada n ∈ {1, · · · , N}, x, y ∈ R
m se cumple

d(fn(x), fn(y)) ≤ αd(x, y).

En primer lugar por inducción probemos que

d(fσ|k(x), fσ|k+1(x)) ≤ αkax, (4.1)

donde ax = máx{d(x, f1(x)), · · · , d(x, fN(x))}. En efecto, si k = 1 entonces,

d(fσ|1(x), fσ|2(x)) = d(fσ1
(x), fσ1

(fσ2
(x))) ≤ αd(x, fσ2

(x))

≤ αax.

Para k = 2 tenemos,

d(fσ|2(x), fσ|3(x)) = d(fσ1
(fσ2

(x)), fσ1
(fσ2

(fσ3
(x))))

≤ αd(fσ2
(x), fσ2

(fσ3
(x)))

≤ α2d(x, fσ3
(x))

≤ α2ax.

Suponga que se cumple 4.1 para k = r es decir

d(fσ|r(x), fσ|r+1) ≤ αrax

y demostraremos que se cumple para k = r + 1

d(fσ|r+1(x), fσ|r+2(x)) = d(fσ1
◦ · · · ◦ fσr+1

(x), fσ1
◦ · · · ◦ fσr+2

(x))

= d(fσ1
◦ · · · ◦ fσr

(fσr+1
(x)), fσ1

◦ · · · ◦ fσr+1
(fσr+2

(x)))

= d(fσ|r(fσr+1
(x)), fσ|r+1(fσr+2

(x)))

≤ αkd(fσr+1
(x), fσr+2

(x))

≤ αr+1d(x, fσr+2
(x))

≤ αr+1ax
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Aśı queda demostrado (4.1).

Por otro lado,

d(fσ|k(x), fσ|k+p(x)) ≤ d(fσ|k(x), fσ|k+1(x)) + · · ·+ d(fσ|k+p−1(x), fσ|k+p(x))

≤ αkax + · · · + Cαk+p−1ax

= αk

p−1
∑

j=0

αj

≤ axα
k
∑

j≥0

αj =
αk

1 − α
ax.

De acá tenemos que para k suficientemente grande, los términos de la sucesión

{fσ|k}k≥1 están cercanos; en otras palabras {fσ|k}k≥1 es de Cauchy. Por lo

tanto, esta es una sucesión convergente. Sea x̂ = ĺımk→∞ fσ|k(x), debemos

demostrar que para todo y ∈ R
m ĺımk→∞ fσ|k(y) = x̂.

Sea y ∈ R
m y suponga que existe ŷ ∈ R

m ŷ 6= x̂ tal que ĺımk→∞ fσ|k(y) = ŷ.

Ahora bien, para cada k ≥ 1 vale:

0 < d(fσ|k(x), fσ|k(y)) ≤ αkd(x, y).

Por lo tanto, x̂ = ŷ. Aśı ĺımk→∞ fσ|k(x) no depende de x. Por otra parte, es

fácil ver que, para cada n = 1, 2, · · · , N , el diagrama (3.4) conmuta. Sólo nos

queda probar que π es continua. Para σ, τ ∈ ΩN y cualquier x ∈ R
m, vale

d(π(σ), π(τ)) = d( ĺım
k→∞

fσ|k(x), ĺım
k→∞

fτ | k(x))

= ĺım
k→∞

d(fσ|k(x), fτ |k(x)).

Sea ǫ > 0, por ser {fσ|k(x)}k≥1 y {fτ |k(x)}k≥1 sucesiones de Cauchy, podemos

escoger M ≥ 1 tal que si p ≥ 1, entonces

d(fσ|M(x), fσ|M+p(x)) <
ǫ

2
y d(fτ |M(x), fτ |M+p) <

ǫ

2
.

Ahora, para todo σ, τ ∈ ΩN tal que σj = τj , j = 1, · · · , M se cumplen

d(fσ|M(x), fσ|M+p(x)) <
ǫ

2
y d(fσ|M(x), fτ |M+p(x)) <

ǫ

2
.
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Luego, para todo k ≥ M se tiene

d(fσ|k(x), fτ |k(x)) ≤ d(fσ|k(x), fσ|M(x)) + d(fσ|M(x), fτ |k(x))

< ǫ.

Esto implica que d(π(σ), π(τ)) < ǫ, siempre que σ y τ coincidan entre 0 y M .

Por tanto π es continua; en consecuencia F es fibrado por puntos.

Note que en el enunciado del teorema anterior se puede sustituir R
m por

cualquier espacio métrico completo sin alterar la conclusión.

Lema 4.1. Sea F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) un SIF af́ın fibrado por puntos con

código π : ΩN → R
m. Si B ⊂ R

m es compacto, entonces la convergencia en el

ĺımite π(σ) = ĺımk→∞ fσ|k(x) es uniforme en σ ∈ ΩN y x ∈ B simultáneamen-

te; esto es, para cada σ ∈ ΩN , x ∈ B y ǫ > 0, existe k0 ≥ 1 tal que, para todo

k ≥ k0 se cumple

d(fσ|k(x), π(σ)) < ǫ.

Demostración. Observe que sólo la uniformidad requiere ser demostrada.

Antes es importante hacer notar que del hecho de ser ΩN compacto, π continua

y definida, independientemente de x ∈ R
m, por π(σ) = ĺımk→+∞ fσ|k(x), sigue

que para cualquier x ∈ R
m y ǫ > 0, existe k0 ≥ 1 tal que, si k ≥ k0 y σ ∈ Ωn,

entonces ‖fσ|k(x) − π(σ)‖2 < ǫ, donde ‖ · ‖2 es la norma euclidiana en R
m.

Procedamos ahora con la demostración de la uniformidad, para ello haga-

mos fn(x) = Ln(x) + an, donde Ln es una transformación lineal y an es un

vector constante.

Tomemos cualquier σ ∈ ΩN y x ∈ B. Claramente

fσ|1(x) = fσ1
(x) = Lσ1

(x) + aσ1
;

además,

fσ|2(x) = fσ1
(fσ2

(x))

= Lσ1
(Lσ2

(x) + aσ2
) + aσ1

= Lσ|2(x) + Lσ1
(aσ2

) + aσ1

= Lσ|2(x) + fσ|2(0).
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Usando recurrencia, tenemos para cada entero k ≥ 1:

fσ|k(x) = Lσ|k(x) + fσ|k(0). (4.2)

Por otro lado, de la identidad (4.2) se sigue que para todo x, y ∈ B vale:

d(fσ|k(x), fσ|k(y)) = ‖Lσ|k(x − y)‖2.

Si {e1, e2, · · · , em} es una base de R
m, entonces al escribir x =

∑m
i=1 αiei e

y =
∑m

i=1 βiei se tiene:

‖Lσ|k(x − y)‖2 ≤ ‖

m∑

i=1

αiLσ|k(ei)‖2 + ‖

m∑

i=1

βiLσ|k(ei)‖2

=
m∑

i=1

(|αi| + |βi|)‖Lσ|k(ei)‖2

≤ sup{2

m∑

i=1

|ci|‖Lσ|k(ei)‖2 :

m∑

i=1

ciei ∈ B}

≤ c máx
i

{‖fσ|k(ei) − fσ|k(0)‖2 : i = 1, · · · , m},

donde c = 2m sup{máx1≤j≤m |cj| : c1e1 + · · · + cmem ∈ B}. Aśı,

d(fσ|k(x), fσ|k(y)) ≤ c máx
i

{‖fσ|k(ei) − fσ|k(0)‖2 : i = 1, · · · , m}. (4.3)

Sea ǫ > 0; de la definición de fibrado por puntos existe kj , independiente de σ,

tal que si k > kj, entonces ‖fσ|k(ej)− π(σ)‖2 < ǫ
4c

y ‖fσ|k(0)− π(σ)‖2 < ǫ
4c

, lo

cual implica ‖fσ|k(ej)− fσ|k(0)‖2 < ǫ
2c

. Esto y la identidad (4.3) implica que si

k ≥ k := máxj kj, entonces para cualquier x, y ∈ B tenemos

d(fσ|k(x), fσ|k(y)) < c
ǫ

2c
=

ǫ

2
. (4.4)

Sea b un elemento fijo de B. Existe un kb, independiente de σ, tal que si k > kb,

entonces por la identidad (4.4), para cualquier x ∈ B,

d(fσ|k(x), π(σ)) ≤ d(fσ|k(x), fσ|k(b)) + d(fσ|k(b), πσ) <
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

Aśı la demostración está completa.

El siguiente resultado es justo (2) ⇒ (3) en el teorema A.
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Teorema 4.2. Si F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es un SIF fibrado por puntos,

entonces F tiene como atractor al compacto A = π(ΩN ), donde π : ΩN → R
m

es el código de F .

Demostración. Sigue directamente del diagrama conmutativo (3.4) que A

obliga la ecuación auto-referencial (3.1). En lo siguiente demostraremos que A

satisface la ecuación (3.2). Sea ǫ > 0. Debemos demostrar que existe M tal

que si k > M , entonces h(Fk(B), π(Ω)) < ǫ, donde B es cualquier elemento

de H(Rm). Es suficiente tomar M como máx(M1, M2), donde M1 y M2 son

seleccionadas como sigue:

Primero, sea a un elemento arbitrario de A. Entonces existe σ ∈ ΩN tal

que a = π(σ). Por el lema 4.1 existe M1 tal que k > M1, implica

d(fσ|k(b), a) = d(fσ|k(b), π(σ)) < ǫ,

para todo b ∈ B. Esto implica que A está en una ǫ-vecindad de Fk(B).

Segundo, sea b un elemento arbitrario de B y σ un elemento arbitrario de

ΩN . Si a := π(σ) ∈ A, entonces existe M2 tal que k > M2, implica

d(fσ|k(b), a) = d(fσ|k(b), π(σ)) < ǫ.

Esto implica que Fk(B) está en una ǫ-vecindad de A. De esto y lo anterior

sigue que h(Fk(B), A) < ǫ.

4.2. Atractores y contracciones topológicas

El propósito de esta sección es demostrar (3) ⇒ (4) en el teorema A; más

explicitamente ofrecemos una demostración del teorema:

Teorema 4.3. Para un SIF af́ın F = (Rm; f1, f2, · · · , fN), si existe un atrac-

tor A ∈ H(Rm) de el SIF, entonces F es contractivo topológicamente.

Es necesario precisar algunos términos del enunciado anterior, y conocer

algunos resultados preliminares, la mayoŕıa de los cuales o bien son evidentes,

o pueden encontrarse en el libro [10].
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Definición 4.1. Un cuerpo convexo es un subconjunto compacto convexo de

R
m con interior no vaćıo.

Definición 4.2. Un cuerpo convexo K es centralmente simétrico si tiene la

siguiente propiedad: x ∈ K si, y sólo si, −x ∈ K.

Un procedimiento estándar, y trivial, para producir cuerpos convexos cen-

tralmente simétricos es partir de un cuerpo convexo dado K, es simplemente

el conjunto

K ′ = K − K = {x − y : x, y ∈ K}.

Fijemos un cuepo convexo centralmente simétrico K, para cada x ∈ R
m se

define

‖x‖K = ı́nf{λ ≥ 0 : x ∈ λK}. (4.5)

No es dif́ıcil mostrar que (4.5) define una norma sobre R
m, denominada norma

de Minkowski. Note que K es la bola unitaria cerrada con respecto a la norma

(4.5). Obviamente la norma de Minkowski inducida por K permite definir la

métrica de Minkowski, que es:

dK(x, y) = ‖x − y‖K,

cualesquiera sean x, y ∈ R
m. Claramente dK y la métrica euclidiana son equi-

valentes.

Una interesante caracterización de las métricas de Minkowski es ofrecida

en el libro [10]; esto es:

Proposición 4.1. Una métrica d : R
m × R

m → [0, +∞) es de Minkowski si,

y sólo si, para todo x, y, z ∈ R
m y cada λ ∈ [0, 1] se satisfacen:







d(x + z, y + z) = d(x, y)

d(x, (1 − λ)x + λy) = λd(x, y)
(4.6)

Definición 4.3. Un SIF F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es llamado contractivo to-

pológicamente si existe un cuerpo convexo K tal que F(K) ⊂ int(K).
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La demostración del teorema 4.3 requiere de la siguiente propiedad de

transformaciones afines la cual es muy simple de verificar.

Lema 4.2. Si g : R
m → R

m es af́ın y S ⊂ R
m, entonces

g(conv(S)) = conv(g(S)),

donde conv(S) es la cápsula convexa de S; esto es, el menor conjunto convexo

que contiene a S.

Demostración del teorema 4.3. La demostración de este teorema será di-

vidida en tres pasos, los cuales enunciamos a seguir:

(1) Existe un cuerpo convexo K1 y un entero positivo t con la propiedad que

F t(K1) ⊂ int(K1).

(2) El conjunto K1 es usado para definir un cuerpo convexo K2, tal que

Ln(K2) ⊂ int(K2), donde fn(x) = Ln(x) + an y n = 1, 2, · · · , N

(3) Existe una constante positiva c tal que el conjunto K = cK2 tiene la

propiedad F(K) ⊂ int(K).

Demostración del paso (1). Sea A el atractor del SIF F . Para cada real

positivo ρ, sea Aρ = {x ∈ R
m : h(A, {x}) ≤ ρ)} la ρ-dilatación compacta de A.

Dado que ĺımk→∞ h(Fk(Aρ), A) = 0, para ρ = 1 podemos encontrar un entero

t tal que h(F t(A1), A) < 1. Aśı,

F t(A1) ⊆ int(A1), (4.7)

si tomamos K1 := conv(A1) y Jt, el conjunto de todos los t-́ındices i1, · · · , it

con ik ∈ {1, · · · , N}, entonces

F t(K1) =
⋃

Jt

(fi1 ◦ fi2 ◦ · · · ◦ fit)(conv(A1)) =
⋃

Jt

conv(fi1 ◦ · · · ◦ fit(A1))

⊆
⋃

Jt

conv(int(A1)) = conv(int(A1)) ⊆ int(conv(A1)) = int(K1);
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este argumento completa la demostración del paso (1).

Demostración del paso (2). Considere el conjunto

K2 :=

t−1∑

k=0

(conv(Fk(K1)) − conv(Fk(K1))).

El conjunto K2 es un cuerpo convexo centralmente simétrico porque es una

suma finita de Minkowski de cuerpos convexos centralmente simétricos. Si

cualquier aplicación af́ın fn en F es escrita como fn = Ln(x) + an, donde

Ln : R
m → R

m denota una transformación lineal y a ∈ R
m es un vector

constante, entonces

Ln(K2) =
t−1∑

k=0

Ln(conv(Fk(K1)) − conv(Fk(K1)))

=
t−1∑

k=0

(conv(Ln(Fk(K1))) − conv(Ln(Fk(K1))))

=
t−1∑

k=0

(conv(fn(F
k(K1))) − conv(fn(Fk(K1))))

⊆
t−1∑

k=0

(conv(Fk+1(K1)) − conv(Fk+1(K1)))

= (conv(F t(K1)) − conv(F t(K1)))

+
t−1∑

k=1

(conv(F t(K1)) − conv(F t(K1)))

⊆ (int(K1) − int(K1)) +
t−1∑

k=1

(conv(Fk(K1)) − conv(Fk(K1)))

= int(K2).

La segunda de la última inclusión sigue de el efecto que fn(Fk(K1)) ⊂ Fk+1(K1).

La última igualdad sigue de el efecto que si O y C son cuerpos convexos cen-

tralmente simétricos en R
m, entonces int(O)+C = int(O+C). Tenemos ahora

la demostración del paso (2) completa.

Demostración del paso (3). Sigue del paso (2) y la compacidad de K2

que existe una constante α ∈ (0, 1) tal que dK2
(Ln(x), Ln(y)) < αdK2

(x, y)
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para todo x, y ∈ R
m y todo n = 1, 2, · · · , N .

Sea

c >
r

1 − α
,

donde r = máx{dK2
(a1, 0), · · · , dK2

(aN , 0)}. Si x ∈ cK2 y f(x) = L(x) + a es

cualquier función en el SIF F , entonces

‖f(x)‖K2
= dK2

(f(x), 0) = dK2
(L(x) + a, 0)

≤ dK2
(L(x) + a, L(x)) + dK2

(L(x), 0)

= dK2
(a, 0) + dK2

(L(x), 0) (por la ecuación (4.6))

< r + αdK2
(x, 0) = r + α‖x‖K2

≤ r + αc < (c − αc) + αc = c

Esta ecuación muestra que F(cK2) ⊂ int(cK2).

4.3. Hiperbolicidad y SIF no antipodales

El propósito de esta sección es demostrar (4) ⇒ (5) y (5) ⇒ (1) del teorema

A. Para ello se presentarán previamente algunas definiciones y propiedades que

son necesarias para tales fines.

En primer lugar introducimos las nociones de pares antipodales y pares

diametrales en un cuerpo convexo. En realidad se trata de los mismos objetos

aunque con interpretaciones geométricas aparentemente distintas; remitimos

a [7] y [9] para mayores detalles.

Pares antipodales

Sean K ⊂ R
m un cuerpo convexo y u ∈ Sm−1 (la esfera unitaria en R

m).

Puede demostrarse que existen únicos hiperplanos paralelos, distintos y per-

pendiculares a u, Hu y H−u, tales que:

ambos intersectan a la frontera ∂K de K y no cortan el interior de K.
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K está entre ambos hiperplanos.

El par {Hu, H−u} es usualmente referido como los hiperplanos soportes de K

ortogonales a u. Dados los conjuntos:

Au := Au(K) = {(p, q) ∈ (Hu ∩ ∂K) × (H−u ∩ ∂K)} y

A := A(K) =
⋃

u∈Sm−1

Au,

se dice que un par (p, q) es antipodal con respecto a K si (p, q) ∈ A.

Pares diametrales

Se define el diámetro de K en la dirección de u como el número real

D(u) = máx{‖x − y‖2 : x, y ∈ K, x − y = αu, α ∈ R
m}.

Note que el máximo en D(u) es alcanzado en algún par de puntos que perte-

necen a ∂K puesto que K ×K es convexo y compacto, y ‖x− y‖2 define una

función continua en K × K. Para los conjuntos

Du = {(p, q) ∈ ∂K × ∂K : D(u) = ‖p − q‖2} y D =
⋃

u∈Sm−1

Du,

se dice que el par (p, q) ∈ Du es par diametral en la dirección de u, y que D es

el conjunto de pares diametrales de K.

Tal y como lo adelantamos arriba, la identidad A = D es cierta en cualquier

cuerpo convexo, y es un resultado geométricamente relevante, cuya demostra-

ción no se incluye acá.

Definición 4.4. (SIF no antipodal) Si K ⊂ R
m es un cuerpo convexo, una

función f : R
m → R

m se dice no antipodal con respecto a K, si f(K) ⊆ K y

(x, y) ∈ A(K) implica que (f(x), f(y)) /∈ A(K). Si F = (Rm; f1, f2, · · · , fN)

es un sistema iterado de funciones af́ın tal que cada fn es no antipodal con

respecto a K, entonces F es llamado no antipodal con respecto a K.
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La siguiente proposisión demuestra (4) ⇒ (5) del teorema A. La demos-

tración es concecuencia de la definición.

Proposición 4.2. (Una contracción topológica es no antipodal)

Si F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es un sistema iterado de funciones af́ın con la

propiedad que existe un cuerpo convexo K ⊂ R
m tal que fn(K) ⊂ int(K) para

todo n = 1, 2, · · · , N entonces F es no antipodal con respecto a K.

El siguiente teorema demuestra (5) ⇒ (1) del teorema A.

Teorema 4.4. Si el SIF af́ın F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es no antipodal con

respecto a un cuerpo convexo K, entonces F es hiperbólico.

Demostración. Asuma que K es un cuerpo convexo tal que f es no antipo-

dal con respecto a K para todo f ∈ F .

Sean C = K − K y f(x) = L(x) + a ∈ F , donde L : R
m → R

m es una trans-

formación lineal. El conjunto C es un cuerpo convexo centralmente simétrico

y

L(C) = L(K) − L(K) = f(K) − f(K) ⊆ K − K = C.

Veamos que L(C) ⊂ int(C). Dado que C es compacto y L es lineal, para

demostrar lo anterior es suficiente demostrar que L(x) /∈ ∂C para todo x ∈ ∂C.

Por reducción al absurdo, asumimos que x ∈ ∂C y L(x) ∈ ∂C. Entonces el

vector x es el vector con longitud máxima en C en esta dirección. Dado que

x ∈ C = K−K existen x1, x2 ∈ ∂K tales que x = x1−x2, y (x1, x2) ∈ D = A,

recordemos que esto es porque el conjunto de pares diametrales es igual al

conjunto de pares antipodales. Aśı (x1, x2) es un par antipodal con respecto a

K. Sin embargo, dado que L(x) es el vector de longitud máxima en C en esta

dirección, existen y1, y2 ∈ ∂K tales que L(x) = y1 − y2, y (y1, y2) ∈ D = A; de

aqúı:

f(x2) − f(x1) = L(x2) − L(x1) = L(x2 − x1) = L(x) = y1 − y2,

lo cual implica que (f(x1), f(x2)) ∈ D = A, esto contradice el hecho que f es

no antipodal con respecto a K.
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Si dC es la métrica de Minkowski con respecto al cuerpo convexo centralmente

simétrico C, entonces C es la bola unitaria centrada en el origen con respecto a

esta métrica y dado que C es compacto, la contención L(C) ⊂ int(C) implica

que existe un número α ∈ [0, 1) tal que ‖L(x)‖C < α‖x‖C para todo x ∈ R
m.

Luego,

dC(f(x), f(y)) = ‖f(x) − f(y)‖C = ‖L(x) − L(y)‖C

= ‖L(x − y)‖C < α‖x − y‖C = αdC(x, y).

De aqúı dC es una métrica para la cual cada función en el SIF es una contrac-

ción, y como dC es equivalente a la métrica euclidina de R
m conluimos que, F

es hiperbólico.

4.4. Respuesta a la pregunta de Kameyama

Ahora retornamos a la prueba del teorema B, el resultado que da una

respuesta parcial a la pregunta de Kameyama.

Si X ⊆ R
m y F = (X; f1, f2, · · · , fN) es un SIF sobre X, entonces las

definiciones de código y fibrado por puntos para F son exactamente las mismas

definiciones 3.6 y 3.7, con R
m reemplazado por X. La prueba del teorema B

requiere la siguiente proposición.

Proposición 4.3. Si X ⊆ R
m y F = (X; f1, f2, · · · , fN) es un SIF con código

π : ΩN → R
m tal que π(ΩN ) = X, entonces F es fibrado por puntos sobre X.

Demostración. Por la definición 3.7, debemos demostrar que ĺımk→∞ fσ|k(x)

existe, es independiente de x ∈ X, y es continua como una función de σ =

σ1σ2 · · · ∈ ΩN . Probaremos que ĺımk→∞ fσ|k(x) = π(σ).

Dado que π es un código, sabemos por definición 3.6 que

fn ◦ π(σ) = π ◦ sn(σ),
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para todo n = 1, 2, · · · , N . Por hipótesis, si x es cualquier punto en X, entonces

existe un τ ∈ ΩN tal que π(τ) = x. Aśı

ĺım
k→∞

fσ1
◦ fσ2

◦ · · · ◦ fσk
(x) = ĺım

k→∞
fσ1

◦ fσ2
◦ · · · ◦ fσk

(π(τ))

= ĺım
k→∞

π(sσ1
◦ sσ2

◦ · · · ◦ sσk
◦ τ)

= π( ĺım
k→∞

sσ1
◦ sσ2

◦ · · · ◦ sσk
◦ τ)

= π(σ).

Con ello la demostración está completa.

Teorema 4.5. Si F = (Rm; f1, f2, · · · , fN) es un SIF af́ın con código π :

ΩN → X, entonces F es fibrado por puntos cuando se restringe a la cápsula

af́ın de π(ΩN ). En particular, si π(ΩN ) contiene un subconjunto abierto de R
m

no vaćıo, entonces F es fibrado por puntos sobre R
m.

Demostración. Sea A := π(ΩN ). Dado que fn(A) ⊆ A para todo n, la

restricción de el SIF F a A, digamos F|A := (A; f1, f2, · · · , fN), está bien

definida. Se sigue de la proposición 4.3 que F|A es fibrado por puntos, y como

el código para un SIF fibrado por puntos es único,

π(σ) = ĺım
k→∞

fσ1
◦ fσ2

◦ · · · ◦ fσk
(a)

para (σ, a) ∈ ΩN×A, sea aff(A) la cápsula af́ın de A sólo nos queda demostrar

que la restricción F|aff(A) := (aff(A); f1, f2, · · · , fN) a la cápsula af́ın de A es

fibrado por puntos. Sea x ∈ aff(A); es bien conocido que cualquier punto en

la cápsula af́ın puede expresarse como una suma, x =
∑m

p=0 λpap para algunos

λ0λ1 · · ·λm ∈ R tales que
∑m

p=0 λp = 1 y a0, a1, · · · , am ∈ A. De aqúı para

(σ, x) ∈ ΩN × aff(A),

ĺım
k→∞

fσ1
◦ fσ2

◦ · · · ◦ fσk
(x) = ĺım

k→∞
fσ1

◦ fσ2
◦ · · · ◦ fσk

(

m∑

p=0

λpap)

= ĺım
k→∞

m∑

p=0

λpfσ1
◦ fσ2

◦ · · · ◦ fσk
(ap)

=
m∑

p=0

λpπ(σ) = π(σ).
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El teorema B sigue fácilmente del teorema 4.5 y el teorema A.

Demostración del teorema B. Sea A := π(ΩN) y sea dim(aff(A)) =

k ≤ m. Es fácil ver del diagrama conmutativo (3.4) que f(A) ⊆ A para cada

f ∈ F , de donde f(aff(A)) ⊆ aff(A). Dado que aff(A) es isomorfo af́ın a

R
k, el teorema A puede aplicarse a el SIF F|aff(A) := (aff(A); f1, f2, · · · , fN)

para concluir que, dado que éste es fibrado por puntos, F|aff(A) es también

hiperbólico.
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