UNIVERSIDAD CENTROCCIDENTAL
“LISANDRO ALVARADO”

Decanato de Ciencias y Tecnologia

Departamento de Matematicas.

Una mejora del método de Nesterov

Trabajo Especial de Grado presentado por
Br. Hibelmar Pastora Mendoza Riera.

Como requisito final
para obtener el titulo de Licenciado

en Ciencias Matematicas

Area de Conocimiento: Matematica aplicada.

Tutor: Dr. Javier Hernidndez Benitez.

Barquisimeto - Venezuela
1 de julio de 2010



A Dios que es mi fortaleza y

a mi padre, este logro también es tuyo papd



Agradecimientos

Quiero dar las gracias por este logro primeramente a Dios quien me guia en

cada paso que doy.

A mi padre José Mendoza quien ha sido el pilar fundamental en este logro, por
su companfa, abnegacion, sus gestos, porque ha sabido compartir esta felicidad

conmigo, te quiero papa.

A mi madre Nancy de Mendoza por sus atenciones, sus consejos, sus cuidados,

son tantas las cosas que debo agradecerte mama.

A mi novio Danilo Lopez por compartir todos estos anos conmigo, por cada
alegria, tristeza, consejo, porque has sido tu quien ha vivido cada momento dificil
en la carrera, por llenarme de valor y por tantos desvelos estudiando. Te amo mi

amor.

A mi tia Mariela Riera porque ha sido para mi una hermana, por su carino,
sus atenciones, su ayuda, sus cuidados, porque eres para mi un ejemplo de lucha,

sacrificio y dedicacién, te admiro.



A mi tia Rafaela Mendoza por estar siempre pendiente de mi, llena de risas y
ocurrencias haciendo que los momentos tristes se conviertan en alegres. Gracias

por todo tia.

A mi tio Edilio Mendoza, porque se que desde donde estas compartes conmigo

este momento. Siempre te llevaré en mis recuerdos.

Al Dr. Javier Hernédndez por todos los conocimientos brindados, por su disposi-
cion y apoyo e inculcar en mi la motivacion por la optimizacion y la programacion
ademaés de ayudarme en el desarrollo de mi trabajo especial de grado. Mil gracias

profe.

A mi hermano Augusto Mendoza por su compania.

A mis amigos, Yesika Valera, Katherina Bastida y Jesus Freitez por su com-

panerismo.

A todos, Gracias.



Resumen

Se hara una disertacion del algoritmo propuesto por Gonzaga y Karas [3] el cual
consiste en una modificacion del algoritmo de primer orden para programacion
convexa, propuesto por Nesterov [8]. El Algoritmo resultante mantiene la comple-
jidad obtenida por Nesterov sin necesidad de conocer la constante de Lipschitz

para el gradiente de la funcién objetivo.
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Introduccion

El trabajo de Gonzaga y Karas [3] muestra un algoritmo que ofrece una solu-

cion optima al problema de programaciéon no lineal

min  f(z) (1)

donde f: R®™ — R es convexa y continuamente diferenciable, con constante de
Lipschitz L > 0 para el gradiente de f(-) y con parametro de convexidad p > 0.

Los algoritmos descritos en el mismo usan el pardmetro de convexidad p pero sin
la suposicién de que sea positivo. Se supone que el problema tiene una solucion
6ptima y no se supone que la constante de Lipschitz L es conocida aunque su
conocimiento puede ser muy util, de hecho no es necesario que L < 0o, a menos
que se requiera para el anélisis de complejidad. Por lo tanto se puede usar, por

ejemplo, en problemas donde participen barreras logaritmicas.

El método mas conocido para resolver el problema (1) es el algoritmo de ma-
ximo descenso ideado por Cauchy en el siglo X1X. Este construye una sucesion
(2%) dada por 2%t = 2F — v, <7 f(2¥). El tamaiio de paso v, debe producir un gran
decrecimiento de f(-). Existen varios métodos de bisqueda lineal en la literatura
(ver, por ejemplo [1], [11]). Si se conoce L entonces el tamano de paso v = 1/L

asegura la convergencia global del algoritmo.

En la segunda mitad del siglo pasado hubo mucha actividad en el desarrollo
de algoritmos Cuasi - Newton, con la construccion iterativa de matrices que de
cierto modo fueran una buena aproximacion de la matriz hessiana 72 f(z"*) con
el fin de lograr una convergencia superlineal. Todos estos métodos calculan tnica-

mente primeras derivadas, asi que cada iteracion esta basada en la acumulacion

v



Introduccién v

de informaciéon de primer orden de las previas iteraciones. El objetivo principal

de estos métodos es obtener altas velocidades de convergencia asintotica.

El ultimo cuarto del siglo XX fue testigo de la llegada de la teoria de la
complejidad computacional que envuelve la optimizacion convexa continua. La
programacion lineal y cuadratica se revolucioné con la llegada de los métodos de
punto interior, y por primera vez los métodos para la optimizacion diferencial los

cuales eran eficientes en la practica.

Los resultados de complejidad para la programacion no lineal son limitados
para problemas convexos, pero son impresionantes (ver [6], [10]): ningiin método
para resolver el problema (1) basado en la acumulacion de informacion de primer
orden puede lograr una iteracion con cota de complejidad por debajo de O(1/+/€)

donde € > 0 es la precision absoluta del valor de la funcién objetivo final.

El método de maximo descenso no puede lograr una mejor complejidad que

O(1/e). Estos resultados y muchos mas son explicados en el libro de Yurii Nesterov
8].

El trabajo de Gonzaga y Karas se basa en el ingenioso estudio de maximo
descenso de Nesterov, primero publicado en 1983 [7|. El demuestra que con un
incremento en el esfuerzo de calculo por iteracion, la complejidad del método
de maximo descenso se reduce hasta el valor 6ptimo O(\/%) El método tiene la
habilidad de resultados de complejidad. La teoria sigui6 latente por muchos anos

y hasta ahora llamando la atencion de la comunidad de optimizacién continua.

Gonzaga y Karas hacen una mejora del método de Nesterov el cual se basa en
gran medida en el conocimiento de la constante de Lipschitz L y logra la comple-
jidad optima con un posible menor tiempo computacional por iteracion: sélo un
célculo del gradiente y no hay evaluaciones de la funcion (sin contar las utilizadas
en la busqueda lineal). Se tratara esta economia en las evaluaciones de la funcion
para una busqueda lineal inexacta extra eliminando la necesidad de conocer L
o p 'y probando la eficiencia en cada iteracion, manteniendo al mismo tiempo la

complejidad 6ptima en el ntimero de iteraciones.
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Capitulo

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos aspectos necesarios para el desarrollo de

los capitulos siguientes.

La norma || - || utilizada en este trabajo es la conocida norma euclidea, definida

como,

donde x = (xq, 29, ..., z,) 7.

Recordemos que en R™ tenemos una propiedad muy importante conocida como
la desigualdad de Cauchy Schwarz la cual nos dice que para todo =,y € R" se
cumple

y'x < [yl

Definicién 1.1. Una funciéon f : R” — R es lipshitziana en R" si existe una

constante L > 0 tal que para todo x,y € R"™ se cumple,

1F () = F)ll < Lllz =yl

L se llama constante de Lipschitz.



CAPITULO 1. Preliminares 2

Definicion 1.2. Sea C' un conjunto convexo no vacio en R"”. Una funcion
f: C — R es convexa en C cuando para todo z,2’ € C'y todo « € [0,1] se
cumple que,

flaz+ (1= a)2’) < af(x) + (1 - a)f(2).

Diremos que f(-) es estrictamente convexa en C' cuando la desigualdad anterior

se cumple de manera estricta siempre que x # x’.

Definicion 1.3. Sea C' un conjunto convexo no vacio en R™. Diremos que una
funcion f : ¢ — R es fuertemente convexa en C' si existe ¢ > 0 tal que para

todo z,2" € C'y todo « € [0, 1] se cumple la desigualdad,
1
flaz + (1 - a)a) <af(z) + (1= a)f(2) = sea(l —a)fle —2'|]%,
c es llamado el parametro de convexidad fuerte.

Proposicion 1.1. (ver [4]) Una funcion f(-) es fuertemente convexa en C' con

pardmetro de convezidad c si y solo si la funcion f(-) — c|| - ||* es conveza en C.

Teorema 1.1. Sea f(-) una funcion diferenciable en un conjunto abierto Q@ C R"

y sea C' un conjunto convezro en 2. Entonces

(1) f(-) es convexa en C si y solo si
f(x) > f(z0) + 7 f(x0)" (x — o)
para todo x,xy € C.

(17) f(-) es estrictamente convexa en C' si y solo si la desigualdad anterior se

sostiene de forma estricta siempre que x # xo;

(1it) f(-) es fuertemente convexa en C' con pardametro de convexidad fuerte ¢ si y

solo si para todo xg,x € C,

Fla) > (o) + v (o) (@ — 7o) + gellz — ol

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 3

Prueba:
(1) y (ii) ver: [4], paginas 183 y 184.

Probemos (i)
Aplicando la desigualdad dada en (i) a la funcion diferenciable f(-) — ic||-||? para

x, 9 € C arbitrarios, tenemos,
1 1
£(a) = sellel > (o) = sellzoll + (v (x0) — o) (& = o)
Realizando operaciones y usando la proposiciéon 1.1 obtenemos lo deseado.
[ |

Teorema 1.2. (Taylor de orden 0) (ver [11]) Sea f : R™ — R una funcidn

continuamente diferenciable y x € R™ entonces para todo y € R",

F(y) = f(2) + Eoly) = f() + / T+ — )Ty — 2)d,

Teorema 1.3. (Valor intermedio) (ver [9]) Si g(-) es un a funcion a valo-
res reales continua en un intervalo I, entonces g(-) tiene la propiedad del valor
intermedio en I: siempre que a,b € I, a < b y z este entre f(a) y f(b) (es de-
cir, f(a) < z < f(b) o f(b) < z < f(a)), existe al menos un x € (a,b) tal que

flx) =z

Definicion 1.4. El epigrafo de una funcion f : R® — R es el conjunto de puntos

situados en o sobre su grafico, es decir,

epif = {(z,p) v € R, p € R, f(z) < p}

Definicion 1.5. Un punto = es combinaciéon lineal convexa de n puntos si se

cumple que:
n
r = Z )\Z'ZIZ'i,
i=1

con \; >0y > " N =1

Con el motivo de estudiar la convergencia en el algoritmo de Nesterov se

introduce la siguiente definicion.

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 4

Definicion 1.6. Un par de sucesiones (¢x(+))ely v (Ak)igs Ak > 0 se llama una

sucesion estimada de la funcion f(-) si
)\k — 0
y para cada z € R" y todo k > 0 tenemos,

br(z) < (1= M) f(x) + Ardpo().

El siguiente lema muestra el objetivo de esta definicion.

Lema 1.1. (ver [8]) Sea (¢x()) y (Ar) una sucesion estimada de la funcion f(-).

Si para alguna sucesion (%) tenemos que,

f(z*) < ¢ = min ¢y ()

zeR?

entonces
F@®) = f* < Mlo(z) = f7) — 0.
La forma de una sucesion estimada la ofrece el siguiente lema.

Lema 1.2. (ver [8]) Supongamos que:

1. f(-) es una funcion convexa con pardmetro de converidad > 0 y continua-

mente diferenciable con constante de Lipschitz L > 0 para el gradiente.
2. ¢o(+) es una funcion arbitraria de R".
3. (y*) es una sucesion arbitraria en R"
4. (ag):ap € (0,1), >0, o = o0.

5 Xl =1.

Entonces el par de sucesiones (¢r(-)), (Ar) definidas recursivamente por:
Ak = (1 — o) A,

Gria () = (1 — @) u(a) + an (F01) + W (@ = o) + Slle = y1?)

es una sucesion estimada.

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 5

Definiciéon 1.7. (Orden de complejidad)

Dada dos sucesiones de escalares (n*) y (v¥), escribiremos que

si existe una constante C' > 0 tal que
nk < Co¥

para todo k suficientemente grande y

si existe una constante C7 > 0 tal que
ny > Croy
para todo k suficientemente grande.

Definicion 1.8. Dada una funcién f: R” — R, diremos que:

= z* es un minimizador local de f(-) si existe una vecindad N de z* en R™ tal

que
f@") < flx)

para todo z € N

= 2% es un minimizador global de f(-) si

f(@") < f(x)
para todo x € R". En este caso f(z*) es llamado el valor minimo de f(-).
Teorema 1.4. (ver [11])

Sea f: R" — R. Cuando f(-) es conveza, cada minimizador local x* de f(-)
es un minimizador global de f(-). Si adicionalmente f(-) es diferenciable entonces

cada punto estacionario x* es un minimizador global de f(-).

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 6

Definicion 1.9. Una funcién f: R™ — R se dice que es cuadréatica si

1
flz) = §xTA:U +b'r +c,

donde A € M,,(R) es simétrica, b € R" y ¢ € R.

Las expresiones del gradiente y del hessiano son:
Vf(x)=Az+b (1.1)

V() = A (1.2)
Si A=ual, cona € R e I, la matriz identidad de orden n, entonces diremos que

f(+) es cuadratica simple.

Cabe destacar que la combinacion lineal de funciones cuadraticas simples es

una funcién cuadratica simple.

Definicién 1.10. Una matriz A € M,,(R) simétrica es:

Definida positiva si 27 Az > 0 para todo vector z € R" no nulo.

Definida negativa si 27 Az < 0 para todo vector € R™ no nulo.

Semidefinida positiva si 27 Az > 0 para todo vector z € R™.

Semidefinida negativa si 27 Ax < 0 para todo vector x € R".

Proposicion 1.2. (ver [11]) Sean C C R"™ convexo, f : C — R una funcién

dos veces continuamente diferenciable sobre C'.

(a) Siparatodox € C 72 f(x) es definida positiva, entonces f(-) es estrictamente

convexa.
(b) Sipara todo x € C 7 f(x) es semidefinida positiva, entonces f(-) es convera.

(c) Si para todo x € C y%f(x) es definida negativa, entonces f(-) es estricta-

mente concava.

(d) Siparatodox € C <7*f(x) es semidefinida negativa, entonces f(-) es concava.

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 7

Afirmacién 1.1. Toda funcion f(-) cuadratica simple estrictamente convexa se

puede expresar de la forma

con a > 0, z* el minimizador de f(-) y f* el valor minimo de f(-).

En efecto, por la definicion 1.9 se tiene que existen a > 0,b € R" y ¢ € R tales
que

1
z) = —zlale + bz +c,
flo) =5

desarrollando esta expresion, se obtiene,

1
flz) = éxTaIa: +b" +c
1 2 2
= —q (a:Tx + 20T+ —c)
2 a a

1 2 1 1 2
= —al2zTz+ 0"z 4+ —=b"b— =b"b+ =¢
2 a a? a? a

1 1\" 1 1 2
= —al|lx+=b v+ -b)— =blb+ Zc
2 a a a? a
1 1\
T — (——b)
a

1

2

- — B2+ .
2a

Como f(-) es estrictamente convexa su minimizador es tnico y para calcularlo

2

basta con hallar el punto donde el vector gradiente se anule.
Por (1.1), tenemos que,
vVf(x)=alz+b.

Asi que 7 f(z) =0 siy solo si ax + b= 0.
Por lo tanto el minimizador de f(-) es 2* = —1b y su valor miimo viene dado

como sigue
1 1 1
* *:_bQ__b2 :__b2 )
fr=1@") = o b = Il + e = — o [IblI" + ¢

En consecuencia .
f@)= "+ salle =P

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 8

Teorema 1.5. (Danskin) (ver [2]) Sea Z C R™ wun conjunto compacto y sea
¢ R"x Z — R continua y tal que ¢(-,z) : R" — R es conveza para cada
z € 4.

(a) La funcion f: R™ — R dada por

f(x) = mix ¢(z, 2)

zeZ

es convexa y tiene derivada direccional dada por

fayy) = méx ¢'(z,zy),
z€Z(x)

donde ¢'(x,z;y) es la derivada direccional de la funcion ¢(-, z) para cada x

en la direccion y, Z(x) es el conjunto dado por
Z(x) ={7: ¢(z,7) = mdx (z, 2)}.
ze€

En particular, si Z(x) consiste de un unico punto z tal que ¢(-, zZ) es diferen-
ciable en x, entonces f es diferenciable en x y 7 f(x) = V.¢(x, 2), donde

Vzd(x, Z) es el vector con coordenadas

0¢(z, 2)
(91‘2- '

1=1,...,n.

(b) Si¢(-,2) es diferenciable para todo z € Z y ~J.¢(x,-) es continua en Z para

cada x, entonces

Of(x) = conv{y.p(x,2) : z € Z(x)}

para todo v € R™.

En particular, si ¢ es lineal en x para todo z € Z, es decir,
o(z,2) =ax+b,,
para todo z € Z, entonces

Of(z) = convi{a, : z € Z(x)}.

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 9

Observacion 1.1. Sabemos que si una funcion f(-) es convexa, entonces — f(-)
es concava en consecuencia el minimizador de f(-) es el maximizador de —f(-),
por lo tanto el teorema 1.5 se puede enunciar de manera analoga para funciones

concavas.

Definicion 1.11. Sea f: R™ — R una funcién diferenciable. Se llama direcciéon

de descenso para f(-) en z a todo vector d € R™ tal que d’ vy f(z) < 0.

Un ejemplo de direccion de descenso para f(-) en z es — 57 f(x), que es la

llamada direccién de méximo descenso o direcciéon de Cauchy.

Las estrategias para la resolucion del problema (1) se pueden clasificar en dos
tipos; Busqueda lineal y Regiones de confianza. El tipo de algoritmo que se pre-
sentard forma parte de la primera, la cual consiste en la construccion iterativa de
puntos 2 partiendo de un punto inicial 2°. Los siguientes iterados vienen dados

k+1

por x = 2% + s5,d*, donde s;, es el tamano de paso y d* es la direccién de

busqueda.

El tamano de paso s > 0 debe ser tal que halla una disminucion del valor de

_l’_

la funcion f(-) en el punto 2**! respecto al punto z*.

Existen también dos formas para hallar el tamano de paso; la primera consiste
en resolver el problema unidimensional

min ¢(s) = f(z* + sd"). (1.3)

s>0

En la literatura, existen varios algoritmos que resuelven el problema (1.3); New-
ton, Seccion Dorada, Biseccion, entre otros (ver, por ejemplo [1], [5],). Este tipo
de busqueda puede ser muy costoso, y algunas veces ineficiente, es por ello que
usualmente se emplean métodos de “biisqueda imprecisa”’ o inexacta, que consis-
ten en garantizar cierto decrecimiento de la funcion objetivo f(-), esto se mide

con la siguiente desigualdad

fla® +sd) < f(a") + s v f(2")"d", (1.4)

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 10

para alguna constante ¢; € (0,1). En otras palabras, la reducciéon en f(-) debera
ser proporcional a la longitud de paso s, v a la derivada direccional <7 f(z*)Td".
La desigualdad (1.4) es llamada la condicién de Armijo. En [11] recomiendan
c1 = 1074,

La condicion de suficiente decrecimiento de la funcion objetivo f(-) no asegura
que el algoritmo tenga un rasonable progreso, para excluir los pasos cortos no

aceptables se introduce una segunda condicién, llamada la condicién de curva-

tura, donde se requiere que s, satisfaga la siguiente desigualdad:
VIt 4 sd")Td" > e (")

para alguna constante ¢ € (¢, 1), donde ¢; es la constante de (1.4).

La condicién de Armijo y la condicién de curvatura son llamadas en conjunto

las condiciones de Wolfe, ver figura 1.1

f (s)=f(xK + sak)

tamafios de pasos aceptables

Figura 1.1: Condiciones de Wolfe.

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 1. Preliminares 11

Definicion 1.12. Diremos que s, cumple con la condicién de Armijo con para-
metro 0 si f(z* + spd*) < f(2%), y que cumple con la condicién de curvatura con
parametro 0 si 7 f (2% + spd®)Td* > 0.

Mas atn diremos que s; cumple con las condiciones de Wolfe con parametro

0 si cumple con ambas condiciones expresadas anteriormente, ver figura 1.2.

f (s)=f(xK + sd¥)

£(0)

RNif(xk

tamafios de pasos aceptables

Figura 1.2: Condiciones de Wolfe con parametro 0

Al igual que las condiciones de Wolfe, las condiciones de Goldstein también
aseguran que la longitud de paso s; logre un suficiente decrecimiento de la funcion

f() y al mismo tiempo previene que s, sea muy pequena, estas son las siguientes:
F@") + 1 =c)s v f(2)'d" < f(a* +sd") < f2") +es v (@)Y, (15)

con 0 <c< % La segunda desigualdad es la condiciéon de suficiente decrecimien-
to (1.4), mientras que la primera desigualdad se introduce para evitar que los

tamanos de pasos sean muy pequenos, ver figura 1.3.

Hibelmar Mendoza
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f (s)=f(xK + sd¥)

scRif(xk) Tdk

tamafios de pasos aceptables

Figura 1.3: Condiciones de Goldstein

Hibelmar Mendoza



Capitulo

Algoritmo de Nesterov y variante

En este capitulo se presentaran dos métodos de primer orden para programa-
cion convexa, a saber el método de Nesterov y el de Gonzaga y Karas (variante
del método de Nesterov) mostrados en [3| los cuales ofrecen una solucion optima

para el problema de programacion no lineal

s.a. xe€R" (2.0.1)

donde f: R®™ — R es convexa y continuamente diferenciable, con constante de

Lipschitz L > 0 para el gradiente de f(-) y con parametro de convexidad p > 0.

Por la definiciéon 1.1 y el teorema 1.1 tenemos que para todo z,y € R",

1£) = F < Ll — | (202
£(2) 2 f() + 1) =) + gulle — ol (203
Afirmacién 2.0.1. ;< L.
En efecto, por (2.0.3) tenemos que para x,y € R con = # y,
F@) > f0) + 7 7w) @ — ) + gulle I,

13



CAPITULO 2. Algoritmo de Nesterov y variante 14

1
F) 2 f@) + @) (y = 2) + plly — I,
Sumando las dos desigualdades anteriores,
plile =)l < = f@)" (@ —y) = v f(2)" (y - 2).

Utilizando (2.0.2) y la desigualdad de Cauchy Schwarz, tenemos que,

plle=y)lI* < vf@) (@ -y) - f) (= -y
| (V@) =) (@ —y) |

(7 f(z) =<7 f W)z =yl
< Lz -yl

IN

En consecuencia obtenemos que,

El método de Nesterov usa las propiedades locales de f(-) (las direcciones de ma-
ximo descenso) y las propiedades globales de las funciones convexas para generar
una sucesion de funcionales acotados superiormente impuestos sobre el epigrafo

de f(+). Los funcionales tienen la forma:
Or(x) = df + Bl — o,

donde ¢} € R, 7, > 0y v* € R". Estas funciones son estrictamente convexas
con minimo ¢} para v*. Al inicio v° = 2% y 79 > 0 son dados. El método calcula

k¥ una sucesion de parametros positivos A, — 0 y una

una sucesion de puntos x
sucesion de funciones ¢ (-). La construccion es de tal forma que para cada itera-
cion ¢ > f(x*), para asi tener la hipotesis del lema 1.1. En el presente trabajo
se requiere que ¢; = f(z*). Por lo tanto cada solucion 6ptima z* satisface que
f(x*) < ¢f < ¢p(2¥) y asf podemos pensar en ¢(-) como una cota superior,

impuesta para el epigrafo de f(-). Esto se muestra en la Figura 2.1.
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Las constantes de segundo orden se definen como v, — = Ae(70 — p) v la
sucesion (\g) se define por recursion como:
Ao =1,
Mer1 = (1 — ag) Mg
con ay € (0,1) y > ope = o0.

Asi cuando k crece las funciones ¢(+) se convierten en planas como se demues-

tra en la figura 2.1.

')

Figura 2.1: Mecéanica del Algoritmo de Nesterov

Nesterov muestra como definir estas funciones de modo que

@) < on(-) < Aido() + (1= M) F(4),

es decir, que el par de sucesiones (¢x(+)) y (Ax) sea una sucesion estimada de f(+).

Una examinacion inmediata de la solucién 6ptima muestra que

J(@F) < d(a®) < Mepo(@%) + (1 — M) f(2*) = f(2*) + Mldo(a™) — f(27)),
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observando que f(z*) — f(2*) cuando A, — 0 (este resultado se muestra en el
lema 1.1). El método de Nesterov asegura que A, = O(1/k?), es decir un error de
e > 0 es guardado en O(1/+/€) iteraciones (ver [8]).

La eficiencia practica de este método depende de la cantidad de veces que
en cada iteracion se examinen las propiedades locales de f(-) alrededor de cada
iterado z* cuando )j, disminuya. Por supuesto la complejidad en el peor de los
casos no se puede mejorar pero la velocidad se puede mejorar en los problemas

practicos, este es el objetivo de este trabajo.

A continuacién se presenta un algoritmo prototipo que incluye la eleccion de
dos parametros (ay y 0;) en cada iteracion: diferentes elecciones de estos para-
metros dan diferentes algoritmos. Hay varias formas de elegir estos parametros.
Nesterov tiene una regla fija para la eleccion de estos, basada en la constante de
Lipschitz L. En el método propuesto por Gonzaga y Karas [3] solo la eleccion de
0, es necesaria mientras que oy, estia determinada por la soluciéon de una ecuaciéon
de segundo grado.

Se asume que el parametro de convexidad p es dado (posiblemente nulo).

Algoritmo 2.0.1. (Algoritmo prototipo)
Datos: 2° € R", v° = 2° ~9 > u (70 = L si L is conocida)

k=0
Repetir
dF = ok — ok

Elegir 6;, € [0, 1].

y* = 2% + O, dk.

Si 7 f(y*) = 0, entonces pare, tomar y* como una solucién optima.
Paso de méaximo descenso: zFt1 = % — v 7 f(y¥).

Elegir oy, € (0, 1].

Vi1 = (1 — o)y + agpe.

VR = (1 = )t + an(py® — 7 f(y"))).

k=k+1.

Se puede usar cualquier procedimiento de busqueda lineal en el paso de maximo

descenso.
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Un resultado importante para funciones continuamente diferenciables con gradien-

te Lipschitz se muestra a continuacion.

Teorema 2.0.1. Sea f : R" — R wuna funcion continuamente diferenciable
con constante de Lipschitz L > 0 para el gradiente de f(-), entonces para todo

x,y € R"™ se cumple la siguiente desigualdad
T L 2
fy) = f2) = vf(@) (y = 2) < Sllz —yll

Prueba:
como f(-) es continuamente diferenciable, por el teorema de Taylor de orden 0,

tenemos que, para todo 7,y € R™ se cumple lo siguiente:
1) = 1@+ [ (@St 7l = )y - (204
Sumando v restando 7 £(2)T(y — z) en (2.0.4), tenemos que,
f) = f@)+ (@) (y — )+ /Ol(vf(x +7(y — ) — v f(@) (y — x)d,.
Por la desigualdad de Cauchy Schwarz v (2.0.2) obtenemos que,
) = 1) =9I 0 -0) = [ (@8t iy -0 - 0@ - 0,

A(vﬂx+7@—x%—vﬂwfw—wMT

S‘A|W#@+T@—x%—vﬂ@f@—wﬂm
slAnvf@+T@—x»—vﬂmwy—m¢

1
< [ Loty -a) sy - old,
0

1
— [ rLlle - ulPa,
0

L 2
= Zlly -2l
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Si L se conoce entonces la longitud de paso (o tamano de paso) v = 1/L asegura
que,

FOP) = &Y > |7 fF(65))?/2L.

k+1 2 = y* en el resultado anterior tenemos que,

v £,

En efecto, sustituyendo y = x

FE = S + 19 TP < 57

Por lo tanto,
1
P = 1 > Sl TP
completando la prueba.

Es necesario que la busqueda lineal utilizada sea tan buena como ésta, cada vez
que se conozca L. Por supuesto una buena biisqueda lineal se haria, pero esto no

es factible en la préctica.

Una busqueda de Goldstein con una buena elecciéon en el pardmetro es usual-
mente una buena eleccién, e incluso si L no se conoce éste asegura una disminucion
de, al menos ||/ f(y*)|?/4L, la cual por demés aceptable para el andlisis de com-

plejidad.

En efecto, por la primera desigualdad de Goldstein dada en (1.5) tenemos que,

FW) = fE) <@ =opl v fNI*

Aplicando el teorema 2.0.1 con x = y* y y = 2F*! obtenemos que,

S D B2 7 LU I I

L
> v v O =Sl FIP

= v (10519 6

Por lo tanto,
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De la segunda desigualdad de Goldstein dada en (1.5) tenemos que,
F) = @) = el 7 fN)IP.
Combinando esta desigualdad con la previa, concluimos que
FWh) — 1) 2 28 7 FIP

De acé se puede observar que tomando ¢ > \/ig se obtiene lo deseado.

Por lo tanto supongamos que en todas las iteraciones

£ = FE 2 9 S (205

2.1. Elecciéon de los parametros

Para elegir los parametros (ay y ) en el método propuesto por Nesterov se
requiere del conocimiento de la constante de Lipschitz L > 0 para el gradiente
de f(-). En vista de que la mayoria de veces se hace dificil calcular tal constante,
Gonzaga y Karas (ver [3]) proponen una forma diferente para la eleccion de éstos
sin utilizarla. La eleccion de los a4 y los 6, marcan la diferencia entre los dos

algoritmos.

2.1.1. Algoritmo de Nesterov:

Eleccion de 6, calcular oy como la soluciéon positiva de la ecuacion

2La* — (1 — a)y — ap = 0. (2.1.1)
Calcular
Yk
0, = ———ay. 2.1.2
g Vi +anp N ( )

Nota 2.1.1. La justificaciéon de esta eleccion se muestra en el lema 3.0.1.
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2.1.2. Algoritmo propuesto por Gonzaga y Karas

Eleccion de 6;: Calcular 6, € [0,1] tal que f(zF + 0,d¥) < f(2*) y 0, = 1
o f/(z* + 6pd*, d*) > 0. (Se trata de una condicién de Armijo con parametro 0 y

una condiciéon de curvatura con parametro 0.)

Eleccion de ay: Calcular oy, € [0, 1] como la mayor raiz de la ecuacion
Aod® + Ba+C =0 (2.1.3)

= % (GlIF = 1P+ DT o)
= Q4 51V I+ (- W)~ 1))

= (u= ) (f") = f(@h) = w(f ") - f(=") - Q,
= (@) = f(=").

Q W = O

Esta ecuacion siempre tiene una raiz real y su raiz mas grande esté en el intervalo

[0, 1]. Esto se muestra en el lema 3.0.2

Eleccién original de ay: tomar oy, = a o modificar la eleccion de «y.: calcu-
lando oy, como la raiz mas grande de (2.1.3). El método de Nesterov elige o, = ay

y 0 como en (2.1.2).

Ventajas del Algoritmo de Nesterov:

» Utiliza s6lo un calculo del gradiente.
= No realiza calculos de la funcién por iteracion.

= Tiene complejidad 6ptima.

Desventajas del algoritmo de Nesterov:
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= No explora la eficiencia local de los pasos de Cauchy, basandose en el co-
nocimiento de la constante de Lipschitz L para calcular ay. Como veremos,
la velocidad del algoritmo depende de cémo 7, es reducida, lo que implica
que en cada iteracion el valor de «; debe ser tan grande como la teoria lo

permita.

= La sucesion de los valores de la funcion (f(2*)) no es monétona decreciente,

aunque converge a f(z*) con complejidad 6ptima.

El método propuesto por Gonzaga y Karas [3] no depende del conocimiento de la
constante de Lipschitz L y calcula a4 de manera que en “cierto sentido” es el més

grande posible.

Ventajas del algoritmo de Gonzaga y Karas:

= No depende del conocimiento de L o incluso de la existencia de L, sino hacer
uso de ella siempre que esté disponible. Por supuesto, los resultados de la

complejidad solo tienen sentido cuando existe L (aunque sea desconocida).
» La sucesion (f(2¥)) disminuye hacia f(z*) con complejidad éptima.

= Si L es conocida, la adicional bisqueda lineal puede ser reducida limitando

el namero de calculos de la funcién a un nimero pre-determinado.

2.2. Combinacion lineal de funciones cuadraticas

simples

El algoritmo se basa en la construcciéon de una sucesion de funciones cua-
draticas simples ¢y (-). En esta seccién nos concentraremos en el estudio de las

combinaciones lineales de dos funciones las cuales definiremos a continuacién
o Y 2
o@) = ¢ + 2o — ol

2) = o+ 9" (x =)+ Slle =y,
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donde ¢*, ly, 1, v € R, g,y,v € R™. En el presente trabajo asumimos que v > p >
0. Ambas funciones son cuadraticas simples, por lo tanto tienen hessiano escalar,
es decir /2¢(x) = vI y V2(z) = pul, pero I(-) puede ser lineal ya que p puede

Ser cero.

De (1.1) tenemos,
Vi(r) = plz+g — py (2.2.1)

para todo = € R".

Si > 0 entonces la funcion [(-) tiene un tnico minimizador (ya que [(-) seria
estrictamente convexa), éste se obtiene calculando el punto que anula el gradiente,

el cual esta dado por (2.2.1) como & =y — l%g.

Evaluando la expresion que define a [(-) en &, obtenemos,

() = z(y—%g)

1 1
= lo—=llgl* + 5=llglI”
u” | 2MII I
1
= Iy— —1|g|*
o= 51l
En consecuencia,

1
i l(z) = 1y — —||g]|>
min l(z) = lo 2MHgll

Por la Afirmacién 1.1,
I(z) = I(2) —i—%Hx—:i’||2, (2.2.2)

donde & es el minimizador de I(-).

Estudiaremos las combinaciones convexas de estas dos funciones, definiendo

paraac € Ryz e R"

¢i(a,2) = (1 = a)p(z) + al(x), (2.2.3)
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¢ (a) = mIGI]Ian ¢d4(a,z) € RU{—o0}, (2.2.4)
Y4 (@) = (1 — a)y + ap. (2.2.5)

Sabemos que para cada a € R la funciéon ¢, (a,-) es también cuadratica simple,

mas aun
Vioi(a,z) = (1—a) v ¢(r) +a v’ i(z)
= (I1—ayyl+apl
= ()l

Si 4 (a) > 0 entonces para cada z € R™ la matriz \72¢, (a, =) es definida positiva,

por lo tanto ¢ () es finito.

Si 74 () < 0 entonces para cada z € R™ la matriz \/%¢, (a, z) es definida

negativa, por lo tanto ¢* (a) = —o0.

La siguiente afirmacién muestra para que valores de a se obtienen los casos

anteriores.
Afirmacién 2.2.1. Si v > p > 0, se tiene que,

{a e R:vy(a) >0} = (—00, Omax), (2.2.6)

CON Qppax = Wj—“

En efecto, sea a € R tal que v, («) > 0, de la definicién de v, («) se obtiene
que (1 —a)y+ ap > 0, luego v — a(y — ) > 0, en consecuencia o < ﬁ Por lo
tanto o € (—00, max)-

Analogamente se prueba que dado a € (—00, Apax), 7+ () > 0, obteniendo
(2.2.6).

De la afirmaciéon 2.2.1 podemos observar que,

{a e R:vi(a) <0} = (oumax, +00).
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Ahora estudiemos el caso cuando o = aypsx.

Si evaluamos la expresion (2.2.5) en o = sy, tenemos que,

s = (- () ()

= Ry, (2.2.7)

A LS S

Desarrollando la expresion que define a ¢, (o, z) en (2.2.3), tenemos que,

oilann) = < —a)ola >+az<>
—a) (¢" + glle = vl?) +a (lo+ 9" (@ =)+ Slle — )
= (1 a)%x%—u—am 4 (1—a) (o + Joll?) +

7
+ataTe + alg — ,uy)T:E + « (lo + EHyH2 — gTy>

I
Q

2
= %%(Oé)x% + (alg = py) — (1 = a)yv) 'z +
+(1—a) (¢ + 2lel?) +a (o + Slvl* - g"y) (2:238)

En consecuencia,

O+ (i) = (Cmax(g = 1) = (1= ) 70)" 2 + (1= aumae) (¢ + S10ll*) +

+aumas (fo+ Sllyll* = 9"y) (2.2.9)

es una funcion lineal.

En general, ¢% (oumax) = —00, pero puede suceder que ¢ (umax, ) sea cons-

tante y por lo tanto ¢ (oumax) > —00.

En el siguiente lema estudiaremos esta situacion.

Lema 2.2.1. Consideremos las funciones cuadrdticas simples ¢(-) y l(-) definidas
anteriormente con 7y > u y supongamos que l(-) no es constante. Si definimos
ﬁ entonces ¢* (amax) es finito solo si p > 0 y los minimizadores de ¢(-)
y I(-) coinciden. En este caso ¢ (-) es lineal en (—00, Qumax)-

Omgx =
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Prueba:
De (2.2.9) tenemos que ¢, (max, =) es lineal.
Supongamos que ¢’ (amax) es finito, entonces sustituyendo o = aumax en (2.2.3)

tenemos que,

Ot (Omax, ©) = (1 — Omax)0(x) + amaxl () (2.2.10)

es constante.

Supongamos por reduccion al absurdo que p = 0, entonces

CVmé)<:L:]--

v—0
Por lo tanto,
O (Omax, ) = ().
De acé tenemos que [(-) es constante, contradiciendo la hipotesis, en consecuencia

> 0.
Por (2.2.2) podemos escribir (2.2.3) como sigue

6+(a,2) = (1 =) (" + Zlle —vl?) +a (@) + Sllo - 2]

donde v y & son los minimizadores de ¢(-) y () respectivamente.

Evaluando la expresion anterior en a = 4., tenemos que,
_ * i 2 A K 112
O (i) = (1= amax) (6" + Sllw = 0l1*) + aman (13) + Slo = 31)°)

Diferenciando la expresion anterior respecto a x, tenemos que para cada x € R",

~

(1 — amax)y(x — v) + amaxp(x — &) = 0.

Evaluando la expresion anterior para x = v, obtenemos que,

A

Omaxpt(v — ) = 0.

Como sy, it > 0 concluimos que v = 7.

Ahora bien v es el minimizador de ¢(-) y I(-). Asi que para cualquier a €
(_OO: améx)

& (a) = (1 —a)o" + al(v),
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es una funcion lineal, completando la prueba.

Lema 2.2.2. Para cada o € (—00, amgx) la funcion © — ¢4 (o, x) es una funcion

cuadrdtica simple dada por

6e(02) = 630) + T s o (), 2:2.11)
61(0) =t 5ol 4+ - @) (0 = oot =2 (Gl ol

+g(v— y))) (2.2.12)

() = — (1= )y -+ ol — g)) (2.2.13)

En particular si > 0 entonces

1
¢y (1) =1lo = ZHQHQ- (2.2.14)

Prueba:
Sabemos que para cada a € (—00, sy ), O+ (@, ) es cuadrética simple.
Por (1.1) y (2.2.8), tenemos que,

Voo, x) = v (a)r + alg — py) — (1 — a)yv.
Por lo tanto, 7 ¢, (o, ) = 0 siy solo si vy (a)z +alg —py) — (1 —a)yv =00 lo

que es lo mismo si y solo si z = m((l — a)yv + aluy — g)).

Asi que para cada o € (—00, imax), U4 () = m (1 —a)yv+alpy —g)) es

el inico minimizador de ¢ (v, ) ya que ¢, («, ) es estrictamente convexa.
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Evaluando (2.2.3) en v, («), obtenemos,

1
V()

(1= a)yo+ aluy — g)) — v )+

srtaen(@) = (a-ayo+]

+a (lo +g" (%ta) (I=a)yw+aluy —g)) - y) +

+g m((l—a)vwa(uy—g))—y )
(1 — e A= @)yt alpy — g) — i (e)o ]
v (L=a)yv+a(uy —g) — v ()y
sl o” () )
o ’(1—a)7v+a(uy—g)—7+(a)y ’
2 V()
= (=)o + I uty =) — ol + ol +
+%@9T((1—&)7(v—y)—ag)+
Qap 2
+2,y+(a)2\|(1—04)7(v—y) — agl|”. (2.2.15)
Tenemos que,
Iy —v) —gl> = (u(y—v)—g)" (uly —v) — g)
= 1Plly —vl]* = 209" (v —y) + [lg]* (2.2.16)

Por otro lado,

I(1—a)y(v—y)—agl* = ((1—a)y(v—1y)—ag)" (1 —a)y(v—1y) —ag)
= 1—a)*¥lv—yll’ —2(1 — @)ayg" (v —y) +
+a?||g*. (2.2.17)
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Sustituyendo (2.2.16) y (2.2.17) en (2.2.15) y aplicando operaciones, tenemos,

¢+(047U+(04)) =
B 2
= (1 — o)+ YT P 4 ougT (0 — ) + gl?) + ol +

274 (a)?

o p Qpl 2 2 2
+%(a)g (1 =a)y(v—y) —ag) + 2%(002((1 —a) v —yl* -
—2(1 — a)avg" (v —y) + ?[|gl]*)

oy L@t e (L—a)etyp g

A-apye? o (A=a)ay o0 o
274 ()? loll"+ oo + Y+ (a gl =) V()

)
(L—a)ay’p, 1o (-’ g o’p
271 (@)? | | Yo(@)? ! =)+ 271 (@)?

C (-t 4 L dayp A-aJoy 70y
= -+ 271 () V() 7 v=y)

Sumando y restando [y en la expresion anterior, tenemos,

lgll* +

lgl?

2

274 (a)

ly — v||* + + alp.

062

bulasua(@) = to- 5 slal 4 (- a) (o o+

:Z&) (g\ly —ol* +¢" (v - y)))

De la afirmacion 1.1 se tiene (2.2.11).

Finalmente (2.2.14) se obtiene de (2.2.12) con o« = 1y v4(a) = p > 0,

completando la prueba.

Ahora usaremos el teorema 1.5 (Danskin) para probar que ¢ (-) es concava.
Lema 2.2.3. La funcion a € R — ¢% (o) es concava en R y diferenciable en

<_OO7 améx)

Prueba:

Sabemos que ¢* (@) = —00 para & > Qmax, Pero @' (max) puede ser infinito 6
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finito, por tal razén se nos presentan los siguientes casos:

Caso 1: ¢ (amax) > —00.
Por el lema 2.2.1 ¢%(-) es lineal en (—00, amax), por lo tanto diferenciable en
(—00, umax) ¥ cOncava en (—o0, max), por el comentario hecho al inicio, se con-

cluye que ¢% (-) es concava en R, completando la prueba.

Caso 2: ¢ (amax) = —00.
Sea [, ] C (=00, msx) un intervalo arbitrario. Por el lema 2.2.2, para cada
a € [og, ], ¢4(a,-) tiene un tnico minimizador vy («). Por la continuidad de
vy (), v4 (o, ae]) es un conjunto compacto, por lo tanto cerrado y acotado, es

decir, existe V = v, ([ay, as]) tal que

#(0) = min 6. (. 7).

Por lo tanto se cumplen las hipotesis del teorema 1.5:

» ¢, (-,x) es concava (mas aun lineal) para cada x € V.

= ¢, («,-) tiene un unico minimizador en el conjunto compacto V' para cada

a € o, ag).

Concluimos por dicho teorema que ¢ () es concava y diferenciable en [aq, a).

Como [ay, ] es arbitrario, se demuestra la concavidad y diferenciabilidad en
* _ * 2

(—00, Amax). Como ¢* () = —00 para o > amax entonces ¢ (-) es concava en R,

completando la prueba.

Ahora podemos estudiar la ecuacion

¢y(a) =P

para un determinado P € R. Estamos interesados en el caso en que ¢* > irllg I[(x)
:L‘E n

y I(+) no sea constante.
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Lema 2.2.4. Supongamos que ¢* > in]g [(x). Dada una constante P > ﬁg I[(x)

zeR™ reR"
entonces 6 ¢ (o) < P para todo o € [0,1] 0 ¢% (o) = P tiene una o dos raices
reales y la mayor raiz pertenece al intervalo [0, 1].

Las raices se calculan resolviendo la ecuacion de sequndo grado

A’ + Ba+C =0 (2.2.18)

con

Q = v (gHv —yl*+ 9" (v — y)) :

1

A = Q+ 5”9\’2 + (1= 7)(¢" = o),

B = (p=7)(P—=9¢") =7l —¢") - Q,

C = (P -9
Prueba:

Si ¢% (o) < P para todo a € [0, 1] entonces no hay soluciones para ¢* (a) = P.
Ahora supongamos que ¢% (o) > P para algtin « € [0,1]. Como ¢7 () es concava,
y continua en [0,1) existe ¢* (@) = m{éx} ot ().

a€c|0,1
Si suponemos por reduccion al absurdo que

¢3(1) = ¢ (@)

entonces
¢ (1) > ¢%.(0). (2.2.19)
Por hipoétesis, tenemos,
G1(0) = ¢ > inf U(x) = 91(1). (2.2.20)

De (2.2.19) y (2.2.20), tenemos que,

¢3(0) = ¢% (1)

Como ¢ (-) es concava en [0, 1], tenemos que ¢* (-) es constante en [0, 1]. Contra-
diciendo (2.2.12). Por lo tanto

@3 (1) < ¢i(a),

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 2. Algoritmo de Nesterov y variante 31

y en consecuencia se tiene que a € [0,1).

Ya que ¢% (1) < ¢ (a), P > Iieann l(z) = ¢7(1) y ¢% (a) > P para algin o € [0, 1],
por el teorema del valor intermedio, existe al menos un o’ € [@,1) C [0, 1] tal que
¢* (a) = P (el cual debe ser tinico ya que ¢7 (-) es concava y disminuye de & a 1
en [a, +00)).

Sustituyendo ¢ (o) = P en (2.2.12), tenemos que,

2

o lal - a) (00—t 2 (R =P g - )) ).

Multiplicando en ambos lados de la ecuacion anterior por 7, («) (ver, 2.2.5) y

P = lo—

efectuando operaciones, obtenemos,

0 = 1 (@P+ lglPa” 71 (@)6 + 74 (@)¢"a — 7 (0)loar —
= (3ol = ol + g0 =) ) v (Gl ol + 7 (0= ) )

0 = YP(— )+ pPat flglPo? ~16"(1 — 0) — péra+96°(1 —a)a+
+pg*a? —lo(1 — a)a — ploa® — (%u\ly —of* + g (v - y)) a+
(Gl = ol + 47 (0 = ) )o?

0 = AP —~Pa+pPa+ %HgHQaQ — 79" + ¢ — ppta +yota —yptad +
+ugta® — vl + yloa® — ploga® — (%tu —of*+ g (v - y)) a+
+y (%tu — o> +g" (v~ y)) o

0 = (v (guly = ol + 470 =) + 3lalP + (1= )@ 1)) 0?4
+ ((u NP =) —v(lo—¢") —v (%tu —of* +g" (v — y))) a+
+y(P = ¢%),

la cual es la ecuacion de segundo grado definida en (2.2.18) cuya mayor raiz debe

ser o/, completando la prueba.
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Capitulo

Analisis de los Algoritmos

Presentados los dos métodos (Nesterov y Variante) se procedera a realizar
un estudio de estos, especificamente en los pardmetros ay y 05 con el objetivo de
probar la buena definicion del algoritmo propuesto por Gonzaga y Karas (variante)

y analizar el orden de complejidad del mismo (ver, [3]).

Los algoritmos propuestos por Nesterov y Gonzaga y Karas generan una su-
cesion de puntos (z)32, v una sucesion de funciones (¢x(+))52,. Cada iteracion

construye ¢x.1(+) de tal forma que
D1 (+) < (1 — o) u(-) + o f ().

ok (+) es una funcion cuadratica simple con hessiano v, y

Va1 = (1 — ag) e + agp.

Por lo tanto 7, converge a u con la misma velocidad que ¢y (x*) converge a f(z*),

donde z* es una soluciéon 6ptima.

Los dos objetivos principales de este trabajo son:

= Demostrar que el algoritmo esté bien definido, es decir, que podemos calcular

ay, tal que f(z"*1) = min Pr1 (O, ) = P (o)

32
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» Demostrar que oy es grande, es decir, ay, = Q(/7k+1) lo cual asegura com-

plejidad 6ptima.

La geometria de una iteracion del algoritmo propuesto por Gonzaga y Karas
se muestra en la figura 3.1: la figura de la izquierda muestra los puntos presentes
en una iteracion de un problema de dimension 2. La figura de la derecha muestra

las funciones que participan en una iteracion de un problema de dimension 1.

yk Xk+1 Vk+l

Figura 3.1: Una iteracion del algoritmo propuesto por Gonzaga y Karas.

Ahora se describen las variables y funciones asociadas a cada iteracion k =

0,1,... del algoritmo de Gonzaga y Karas.

2 0% € R™ con 2° dado y v° = 0.

oy € [O, 1).

» 7 € Ry, : constantes de segundo orden. vy > p es dado y debemos tomar

Yo = L cuando L esta disponible.

y* € R™: Un punto en el segmento que une z* y v*,

y* = 2" 4+ 0, (vF — 2F).
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Es apartir de y* que un paso de maximo descenso se calcula en cada iteracion

para obtener zF!. En este trabajo discutiremos con detalle el calculo de 6.
= ¢ (+): funcion definida para € R™ por
* Tk
Ox(2) = ¢+ 5 llw = [ (3.0.1)

con ¢ = f(x°). Por construccion ¢(-) es una funcién cuadrética simple
que asume el minimo valor ¢} para v*. Estas son funciones discutidas al
inicio del capitulo, cuya construcciéon y propiedades se describen a partir de
ahora. Nesterov construye estas funciones con el fin de que ¢} > f(z*). En

este trabajo se desea que ¢ = f(z") para todas las iteraciones.

» 2P = yF — <y f(yF): siguiente iteracion, calculada mediante una bisqueda
lineal. Como comentamos anteriormente, una buena biisqueda lineal asegura
que,

P < 7 — 121 7 SR (302)

Construccion de las funciones ¢, (-). Para describir la construccion de las
funciones ¢y (+). Iniciaremos de 2%, v*, ¢ (+), V&, los cuales son dados, por lo tanto
y* también es dado (su calculo serd la tarea de este trabajo). Por otro lado supon-

*1 se ha calculado y que (3.0.2) se cumple. Una vez que y* y z**+!

gamos que T
son dados, debemos calcular ay.
La funcion ¢y41(-, ) se obtiene mediante la combinacion convexa de ¢x(+) y una

aproximacion cuadratica inferior de f(-) alrededor de y*:
Orr1(a, ) = dpyr(r) = (1 — @) gp(x) + adg(x), donde (3.0.3)

i
(@) = f") + V) (@ = y) + Slle = o*1% (3.0.4)
Observemos que ¢g41(+) es una combinacion lineal de dos funciones cuadraticas

simples cuya construccion proviene del lema 1.2.

Supongamos que en todas las iteraciones [(-) no es constante, de lo contrario,

tenemos que,

px +7f (") — py* = vi(z) =0
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para todo x € R" en particular para x = y*, esto es 7 f(y*) = 0, por lo tanto y*
serd una solucion 6ptima del problema (2.0.1).

Sea
Orq (@) = min{@p (o, z) : 2 € R"}

para a € (—00, (max)-

La eleccion de o debe ser tal que ¢f, () = f(2*™): tenemos que demostrar

en qué condiciones esto es factible.

Obtenemos directamente del lema 2.2.2 con y = y*, v = 0%, v = 3, 74 (a) =

Vet lo = f(WF), 9 = Vf(y") lo siguiente:

a) _ (1 — Oé)Vkvk + O‘(:uyk — Vf<yk))’ (305)

k+1(
Vk+1

()

@) = S0P = 5 JGAIP+ 0 -a) (62— 1)+

O (B P ) 309
Ve+1

Tomando y* = 2% + 0xd* con d* = v* —2* y 6, € [0, 1] esto puede ser escrito como

Oé2

2V

Ora(a) = f(y) — 17 £GP + (1= a)¢(er, i) (3.0.7)

con

C(a,0,) = 6 — F(z* + 0pd) + 2% <ﬁ||a:’f FOpd® — P2
Vi1 \ 2

+ 7 f(2F + 0,d") (v — 2* — de’“))

o k k Ak B N2y k)12
e e G A A

+ (1= 0 f' (=" + de’“)). (3.0.8)
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Lema 3.0.1. Supongamos que f(z*) < ¢f, y* = 2% + 0pd* con d* = % — 2% y

k+1 es obtenida mediante un paso de Cauchy

0y € 10,1]. Supongamos ademds que x
de y*, satisfaciendo (3.0.2), donde la constante de Lipschitz L es posiblemente

infinita entonces

a?
Gri(a) > fa™) + <ﬁ - mﬂ) 17 FWOI?+ (1= a)¢(a,6). (3.0.9)
Ademds
Cla, B;) > (—9 o a‘g’; o= ek)) F(ak + 0k, db). (3.0.10)
Prueba:

De (3.0.7) y la hipotesis, tenemos que,

1 2
(@) = F@ ) + =l v FMI° - ﬁl! v FOIP A+ (1= )¢l b))

o

=10+ (5 - 5o ) 19 S0P+ (1= al(a )

De (3.0.8), la hipotesis y el hecho de que p > 0, obtenemos,

Qg
(I —a)n+ap

Clo, 0p) > f(2F) — f(z* + 0,d") + (1 — 0, f (2 + 0rdr, d¥).

Por la convexidad de f(-) y el hecho que p > 0, se cumple,
F@b) = f@* + 0d") > =0, f (2" + 0", d).

Por lo tanto,

Cla,0r) > —Opf (2% +0,d", d¥) + = aog’; " aﬂ(1 — O) (2" + 0,d*, d)
« /
— (—Qk + (1 — Hk) (1 — a/);]]z n a/,u) f (Q;k + dek7 dk)’

completando la prueba.
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Ahora estamos listos para demostrar los dos objetivos principales anteriormen-
te mencionados.
Comenzaremos por describir la eleccion de Nesterov.
Eleccion de Nesterov. Cuando la constante de Lipschitz L se conoce, las elec-

ciones de Nesterov son:

» ay se calcula de manera que el término central en (3.0.9) sea nulo. Por lo

tanto ayy es la solucion positiva de la ecuacion de segundo grado

2La” — (1 —a)y —ap =0 (3.0.11)

» Oy es tal que el lado derecho de (3.0.10) sea nulo:

Yk
Oy = ———« 3.0.12
N Y +anp N ( )

Nota 3.0.1. : Si L es desconocida, pero existe, ay y 6 estan bien definidas (pero

desconocidas), de lo contrario tomamos ay = 0, Oy = 0.

El Método de Nesterov toma oy = ay y 0, = 0y, obteniendo directamente de
(3.0.9) y el hecho de que ((an,0y) > 0 que

Grer > f(2™) y ay = ,/7521. (3.0.13)

El lema siguiente utiliza la definicion de ap (posiblemente nula si L es desco-

nocida) para demostrar en qué condiciones se puede calcular o > ay tal que

¢pq (o) = f(a*T1). Usaremos directamente el lema 2.2.4.

Por construccion, tenemos que,
$rs1(0) = ¢} > f(a")
Gia(l) = ff (@) < f(a") < fa*), (3.0.14)
rxeR™
Comencemos por eliminar un caso trivial: debido a (3.0.14), si ¢5, (1) = f(z*)
entonces zF*! es una solucién 6ptima y podemos terminar el algoritmo.

Supongamos que ¢;_ (1) < f(zF).
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Lema 3.0.2. Consideremos una iteracion k del algoritmo 2.0.1. Supongamos que
¢r 1 (1) < f(a") y que y* = a¥+0,d" se selecciona de manera que (an,b;) > 0,
entonces existe un valor oy, € [an, 1] que resuelve la ecuacion ¢, (ay) = f(a*)

en (3.0.6).

Prueba:
Como [y (+) es una aproximacion cuadratica inferior de f(+) y ¢; = f(2*), tenemos

que,

o = f(a*) > 1(2%) > Wnf [ (2).

zeR?

Aplicando el lema 3.0.1 con a = ay y utilizando la hipotesis, obtenemos que,

Sria (o) = fa™).

Tomando P = f(z**!) obtenemos por el lema 2.2.4 que la ecuacion ¢}, (a) =
f(2F*1) tiene una o dos raices reales y la raiz mas grande o’ esta en el intervalo

[0, 1]. Notemos que o > ay ya que ' es la raiz mas grande de la funcion concava

¢Z+1(') — P

Concluimos de este lema que la igualdad ¢j_,(ay) = f(2*™!) se logra siempre
que ((ay,0;) > 0.

Teorema 3.0.1. El algoritmo 2.0.1 con ambas elecciones (Nesterov y la de Gon-

zaga y Karas [3]) de Oy, estd bien definido y genera sucesiones (x*) y (¢}) tales

que para todo k = 0,1,..., ¢t = f(z¥). Ademds de esto, los pardmetros cu, y Y,
satisfacen

Yo — 1= A0 — 1) y e T (3.0.15)
Prueba:
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(1) Comencemos por demostrar que las dos versiones del algoritmo estan bién
definidas:
Debemos suponer que ¢j.,(1) < f(z**!) ya que de lo contrario el algorit-

k+1

mo terminaria con "' como solucion 6ptima del problema (2.0.1) como

comentamos anteriormente.

Nesterov: inmediata. Tomando 6, = 6 obtenemos por la definicion de oy,
On vy (3.0.10) que ((an,0x) > 0, luego por el lema 3.0.2 tenemos que existe
ok € [an, 1) tal que ¢f, (ar) = f(z").

Método propuesto por Gonzaga y Karas [3]: supongamos que ¢} = f(zF).
Como p > 0, f(z%) — f(a¥ + 0,d*) > 0y /(2% + 0xd*, d*) > 0 tenemos de
(3.0.8) que,

Ak
(1 — )y + ap

v

f@*) = f(@* + 6,d") +
> 0

C(a, 0y (1 —0p) f (2" + 0,d*, d¥)

para cada o € [0,1) en particular para o = ay. Por el lema 3.0.2 existe
oy, € lan, 1) tal que ¢f_ (o) = f(z").

(77) En ambos casos obtenemos que ((ag, ;) > 0. Por lo tanto de (3.0.9),

1 o?

FH) = il 2 £ + (37 = 52 ) 19 AP

(i 2)
— _ <0
AL 274

y despejando oy, tenemos que,

De aca,

Vk+1
> .
W =A\"2L

(7i1) Sabemos que Ao = 1 asi que

Yo — K= )\0(70 - M);
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por lo tanto podemos usar induccién.
Por la definicion de la sucesion (Ag) (la cual esta definida por recursion) y

la hipotesis inductiva, tenemos que,

Yerr — = (I —ag)y +agp — p
1 — o) (v — )
1—Oék>\k(’}/0— )

( )
(1 — )y — (1 —ag)p
( )
( )

= Xir1(70 — 1),

completando la prueba.
[

Concluimos de este teorema que el algoritmo de Nesterov, el cual usa los valores
0, = Oy vy ar = ay puede recalcular oy usando (3.0.6) y preservar al mismo

tiempo 0, = Oy.

Nota 3.0.2. Incluso con un calculo del mejor valor de oy, la sucesion (f(z*))

generada por el método de Nesterov no es necesariamente decreciente.

Nota 3.0.3. En el caso de u = 0, las expresiones son simplificadas, pues ay es la

solucion positiva de 2La? = (1 — ag)y v la expresion (3.0.10) se reduce a

(o, 0p) > (— fa(l — gk)) f(@* + 0pd", d")
(—Qk(l — Ck) + Oé(l — Gk)

11—«

) f(a* + 0,d", d¥)

a—0
— Toff'(xk + Opd®, d").

Ademés de la definicion de #y, tenemos que Oy = ay.

3.1. Mas informaciéon de la elecciéon de 0,.

La eleccion de 6, propuesta por Gonzaga y Karas [3| depende de una busqueda

lineal en la direccion de d*. El esfuerzo necesario para esta busqueda depende en
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gran medida de las dificultades para calcular los valores comparativos de la fun-
cion y los gradientes. Si un célculo del gradiente requiere mucho mas tiempo que
una evaluacion de la funcion entonces la bisqueda lineal puede ser muy buena.
De lo contrario el esfuerzo en la busqueda lineal debe reducirse. En esta seccién
se muestran algunos resultados que muestran cémo podemos simplificar esta bis-

queda.

El alcance es discutir la cantidad de calculos necesarios en esta busqueda lineal
y demostrar que cuando L y p se conocen la biisqueda lineal se puede hacer en

un tiempo polinomial.

Concluimos del analisis anterior que lo que debemos demostrar es que
C(an,br) > 0 para una eleccion dada de y* = 2% 4+ 0,d" en la iteracion k. El
siguiente lema resume las condiciones que aseguran esta propiedad las cuales daran

lugar a nuevos algoritmos.

Lema 3.1.1. Sea 3% = 2F + 0,d* la eleccion dada por el algoritmo 2.0.1 en la
iteracion k y sea Oy la eleccion de Nesterov (3.0.12). Supongamos que una de las

siguientes condiciones se cumplen:

(1) f(y") < fla) y f'(y",d*) > 0;
(1) f(y*) < f(z*) y O > On;

(i) f'(z*,d*) = =5]|d"]]* y 6 = 0.
Entonces ((an,0r) >0 (y ar > ay puede calcularse utilizando (3.0.6) ).

Prueba:

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 3. Analisis de los Algoritmos 42

(1) Se demostro en el teorema 3.0.1.

Sustituyendo 6y, = Oy + A6 en (3.0.10) con vy = (1 —an)yk + an i, tenemos

que,

OéN’Yk(l —On) — A — ANk
IN TN

Por otro lado, obtenemos,

CYN%(l —6y) = —OnyN + anye(l — HN).

TN TN

Oy +

Desarrollemos 1 — 6 usando la definicion de 6y (3.0.12),

Vk an
Vi + QN[
Ve T QAN — VEON
Ve T anp
(1 —an)w +ayp

Ve + anp
TN

Vi + anp’
Sustituyendo esta expresion en la anterior, obtenemos que,
ANV

YN

1—0y = 1—

Oy +

Por lo tanto

C(aNu‘gk) Z — (1 +

ONVE
YN

) AOf (2% 4 0,.d", d¥). (3.1.1)

(i1) Supongamos que f(y*) < f(2*) y b > O.

Aca vamos a estudiar dos casos:

Caso 1: f'(y*,d*) <0
Como Af = 0, — Oy > 0 se tiene de (3.1.1) que ((an,0;) > 0.

Caso2: f'(y*,d*) >0
De (i) se obtiene que ((an, 0;) > 0.
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(ii7) Supongamos que f'(y*, d*) >0y 0, < Ox.
Como Af = 0, — 0y < 0, obtenemos de (3.1.1) que ((ay, ;) > 0.

(v) Supongamos que f'(z*,d*) > —£||d*||* y 6), = 0.

Tomando o = ay en (3.0.8), tenemos que,

0 _ * k edk ANk Hl_e 2dk2
Claws ) = 6 = J* +04a) g S (50— B +
+(1 — Gk)f'(xk + 6,.d", dk)>
Por lo supuesto,
0,) = o — By B Nk a5 112+
ANTVk 10k gk
+ x",d
(1—an)w+ OéNMf ( )
S F(2F) — (g +H ANV d* 12—
> [ = FR) + Gy ]
_ ANVE HdkHQ

(1 —an)y+anp

SEECIE S

Asi que todo lo que tenemos que hacer es especificar en el algoritmo 2.0.1 la
eleccion de 0 y oy como sigue:
Elijamos 0} € [0, 1] satisfaciendo una de las condiciones en el lema 3.1.1.
Calcular oy, tal que ¢j (o) = f(2*) usando (3.0.6).

Debemos discutir el calculo de 6, el cual requiere una busqueda lineal. Por su-
puesto, si L es dada podemos utilizar 0, = 6y y asegurar la complejidad 6ptima,

sin embargo los valores grandes de «j pueden ser obtenidos.

Se quiere obtener 6 (y luego ay) tal que ((ay,0x) sea tan grande como sea

posible. Dado que el calculo de «ay depende de un paso de maximo descenso de
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y* = 2* +0,d"* no se puede maximizar ((-,-). Pero los valores positivos de ((a, ;)
seran obtenidos si 0y es tal que f(z*) — f(xF + 0,d*) v f'(x* + 0,.d*) son los mas

grandes posibles (por supuesto, estos son objetivos en conflicto).

Ahora se definen (pero no se calculan) dos puntos:

0" € argmin{ f(2* +0d*) : 0 > 0} (3.1.2)
0" = max{0 € [0,1] : f(z* +0d*) < f(z")}. (3.1.3)

Veamos dos casos importantes:

= Si f/(z*,d*) > 0 (lo que significa que d* no es direccion de descenso) entonces

se debe elegir ), = 0: un paso de Cauchy apartir de z* sigue.

» Si f(aF +d*) < f(2*) entonces se puede elegir §, = 1: un paso de Cauchy

apartir de v* sigue.

Si ninguna de estas dos situaciones especiales ocurre entonces 0 < 6" < 6" < 1.
Cualquier punto 6, € [¢',6"] cumple que ((a,0;) > 0 para cada « € [0,1] y
y* = 2% + 0,d" satisface la condicion (i) del lema 3.1.1. Se puede calcular un
punto en este intervalo usando el algoritmo reduccion del intervalo descrito en el

apéndice B

No se tiene estimaciones de complejidad para un procedimiento de busqueda
lineal tal como éste si L y p no estan disponibles. Cuando estas constantes son
conocidas es posible reducir el nimero de iteraciones en la busqueda lineal para
mantener la complejidad de Nesterov. Discutiremos brevemente la eleccion de 6

en tres posibles situaciones, de acuerdo a nuestro conocimiento de las constantes.

Caso 1: No se tiene conocimiento de L o pu. Se comienza la iteracion
chequeando los casos especiales anteriores: si f(z* +d*) < f(2*) entonces se elige
05, = 1: se seguira entonces un paso de Cauchy apartir de v*. Para el otro caso se

debe elegir 6, siempre que f'(z*,d*) > 0. Esto se puede hacer como sigue:
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Se calcula f(z* 4 0d*) para un valor pequeiio > 0.
Si f(zF +0d*) > f(z*) se calcula 57 f(2*) y luego f'(z*,d*) = <7 f(2*F)Td.
Sino f'(z*,d*) < 0.
Si f/(z*,d*) > 0 se toma ), = 0.
Si no, se hace una busqueda lineal como en el Apéndice B, iniciando con los puntos
0,0y 1.

Por supuesto no se puede especificar el significado de "pequetio 8", pero esto
es por lo general facil en las aplicaciones practicas. Una suposicion “intelectual-
mente satisfactoria” es la siguiente: sea L una cota superior para la (desconocida)
constante de Lipschitz. Calculemos ay y 6 = 6y por (3.0.11) y (3.0.12) respecti-

vamente.

Caso 2: L es dado. En este caso se inicia la busqueda con 0y calculada como
en (3.0.12). La busqueda lineal puede ser ajustada para mantener el nimero de
calculos de la funcién dentro de una cota dada, resultando en un paso satisfactorio

una de las tres primeras condiciones en el lema 3.1.1. Hay dos casos a considerar,
dependiendo del signo de f(z%) — f(z* + OndF).

» f(2® +0ndF) < f(2%): la condicion (ii) del lema 3.1.1 se satisface.
Se puede usar un método de reduccion del intervalo (ver Apéndice B) o
simplemente tomar pasos para hacer crecer a 6. Un método trivial es el

siguiente, usando una constante 5 > 1:

0, =0Oy.
Mientras que 36, < 1y f(a* + 360;) < f(2*) tomar
0, = B0y.

En cualquier método, el niimero de calculos de la funcién puede ser limita-
do por una constante dada, adoptando 6, la longitud de paso méas grande

calculada la cual cumpla la condiciéon de descenso.

» f(2® + Ond¥) > f(2F): se cumple la condicion (iii) del lema 3.1.1 para

Oy vy se tiene la intencion de reducir el valor de ;. Para una busqueda de

Hibelmar Mendoza



CAPITULO 3. Analisis de los Algoritmos 46

reduccion del intervalo entre 0 y 6y se necesita un punto intermedio v tal que
f(xF +vdk) < f(a*) si este existe. Se Propone el siguiente procedimiento:
Calcular f(z* + vd®) para v < Oy.

Si f(zF 4+ vdF) > f(2F), tomar ), = v.

Si no calcular 6 por un método de reduccion del intervalo (ver Apéndice
B), comenzando con los puntos 0, v y fy. El algoritmo puede interrumpirse

en cualquier momento asignando 0, = B.

Caso 3: L y  son dados. Este es un caso especial del caso 2, con una intere-
sante propiedad: un punto que cumple la condicién (i) en el lema 3.1.1 se puede
calcular en un tiempo polinomial sin la necesidad de calcular 57 f(z*), usando el

siguiente lema.

Lema 3.1.2. Considere 0' € argmin{f(z* + 0d*) : 6 > 0} y 0" > ' tal que

f(a* 4+ 0"d") = f(a*) si este existe. Definir § = L.

Si f(a* + 0d*) < f(a*) - g—;”d’““2 entonces 0' >0 y 0" — 0" >0, de lo contrario
f(a,db) = =5 d*)%.

Prueba:

Supongamos que,
P+ ) < f(a 46 < Fb) - )
Como ' € argmin{f(z* + 0d*) : 6 > 0}, entonces
fla® +0d" d") =g f(a® +0d")Td* = 0.
Por el teorema 2.0.1, para # € R, tenemos que,
fa® 4 0d") < f(a"+0'd") + g!l(xk +0d" — o —0'd")|?

L
= fh+0d) + 0 -0)|d""

Usando (x),
L 2
FGk 400 < FGR) o6 PN — L
gk oz 22N P
= f(@")+L(O-¢) 1L 5 (3.1.4)
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Evaluando (3.1.4) en 6 = 0, tenemos que,

)

2

f(@®) < f(2¥) + <L9’2 — g)

Efectuando operaciones, obtenemos,

2

Lel? o /’L_ > O
4L —
o equivalentemente que
2
ey
412
Por la definicién de 6 y el hecho de que @', 0 > 0 se tiene que, § > 6, probando la

primera desigualdad.

Por otra parte de la hipotesis f(z* + 6”d") = f(2¥), en consecuencia para
0=0", L") — 1 >0
Por la definicion de 0 y el hecho que 8” —¢’,0 > 0, tenemos, #” —§’ > 6, probando

la segunda desigualdad.

Supongamos ahora que f(x* + 0d*) > f(a*) — ngkHz.

Por el teorema 2.0.1, tenemos,
_ _ L _
f@*4+0d") < f®) + v f@) (2" 4 0d" — 2F) + §H:ck + 0d* — 2"
.
= )+ a0+ S

Suponiendo por reduccion al absurdo que f'(z%,d¥) < —4||d¥||* y utilizando la

definicién de 6, obtenemos,
_ _ L -
flak+6d%) < fa*) = LaId"|? + % d |
2 2
_ By H k2 By kg2
= ) - e+ e

k HQ k2
= S - E ),
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contradiciendo la hipétesis y completando la prueba.

En este caso, podemos usar una buisqueda dorada de la siguiente manera:

Si f(a* + 0d*) > f(a*) — g—;”dkHQ tomar ¢, = 0 y pare (la condicion (iv) en el
lema 3.1.1 se cumple). Si f(zF + d*) < f(2*) tomar 0, = 1 y pare (la condicién
(77) en el lema 3.1.1 se cumple).

(Ahora sabemos que 0" < 0" — &= < 1).

Usemos una busqueda de reduccion del intervalo (ver Apéndice B) en el intervalo
0, 1].

Si usamos una busqueda de la seccion dorada (ver Apéndice A) entonces pa-
ra cada iteracion j antes de encontrarnos con la condiciéon de parada, tenemos
A <0 <0 < By lalongitud del intervalo satisface que B — A < (37 con
B = (v/5—1)/2 ~ 0,62. Usando el Lema anterior, un punto B € [#,0"] sera
encontrado cuando 37 < a7

Por lo tanto el nimero de iteraciones de la biisqueda estara acotado por

- log(3f)
jma$ logﬁ .

Esto proporciona una cota en el esfuerzo computacional por iteracion de O(log(47))

evaluaciones de la funcion.

3.2. Parametro de convexidad adaptativo u

En las pruebas computacionales se puede observar que el uso de una constante
de convexidad fuerte es muy efectivo en la reduccién del numero de iteraciones.
Pero muy pocas veces tal constante es asequible. En esta secciéon fijaremos un
algoritmo que utiliza una sucesion decreciente de estimaciones para el valor de la
constante p. Supongamos que un pardmetro de convexidad fuerte p* es dado y el
método generara una sucesion p — p* comenzando con gy € [, ).

Todavia se necesita una hipotesis adicional: que el conjunto nivel asociado con
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2% sea acotado. Ya que f(-) es convexa, esto es equivalente a la hipotesis de que

el conjunto 6ptimo sea acotado. Empezaremos por especificar como el algoritmo
puede ser aplicado y los comentarios los haremos después.
Las iteraciones del algoritmo son las mismas que en el algoritmo 2.0.1, usando el
parametro py > p*. El pardmetro es reducido (se hace esto sustituyendo py =
mazx{p*, 56} ) en dos situaciones:

» Cuando v — p* < B(ur — p*) donde > 1 es fijo (se usa f = 1,02)

significando que 7, esta demasiado cerca de .

= Cuando es imposible satisfacer la condicion ¢7% () = f(z**1) para o € [0, 1].
Por el Lema 2.2.4 esto solo puede ocurrir cuando P = f(zF*1) < mll'Rn I(z).
zeR™

_ ISR a g

Por (2.2.14) este minimo viene dado como ¢, (1) = f(y*) o™

[t no puede ser mayor que

i lvsehr
2 () — F)

Si g > [ se reduce .
Notacion: denotemos ¢p11(x) = dpr1(ar, ) ¥ ¢y = &fpq(an).

Algoritmo 3.2.1. Algoritmo con parametro de convexidad adaptivo.
Datos: 2° € R", v° = 2% v > 0, 8> 1, u* = p, po € [0*,70)-

(Sugerimos j1g = max{y*, {55}, = 1,02, 7o = L si L es conocida)

k= 0.

Repetir

d* =k — 2k,

Elegir 6, € [0,1] como en el Algoritmo 2.0.1.

y* = 2 + Opdr.

Si 7 f(y*) = 0 entonces pare con y* como una solucién 6ptima.

e

Paso de méaximo descenso: ¥t = 4% — v 7 f(y*). Si L es conocida, v >

Siye — p* < B(pr — p*) entonces gy, = max{p”, f&}.
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7 f*)I?
2(f(y*)—f(ak+1))
Si > [i entonces py, = max{p*

Calcular i =
2

1100

Calcular oy como la raiz mas grande de (2.1.3) con u = fi.

Tomar pig+1 =
Vi1 = (1 — o)y + appir
R = (1 — ap)net® + a(my® — v f(yF)))

Ye+1

kE=Fk~+1.

Ahora mostraremos la optimalidad del algoritmo, usando una hipotesis adi-

cional.

Hipotesis. Dado 2° € R”, supongamos que el conjunto nivel asociado con z°

es acotado, es decir,

D = sup{llz —y| : f(z) < f("), f(y) < f(2")} < 0.

. 2
Definimos @) = %.

Lema 3.2.1. Considere vy > p*. Sea x* una solucion optima del problema (2.0.1)

entonces para toda iteracion del Algoritmo 3.2.1,

< Yo+ L

or(z”) — f(z7) < S M*Q(% — ). (3:2.1)

Prueba:
Primero probaremos (3.2.1) para k = 0. Por definicién de ¢q(+), el lema 2.0.1, la

definicién de D y @), tenemos que,

do(@*) — f(&*) = f(a°) = (@) + L|fz* — 20|

2
< T g0
< L;’YODQ
= (L+7%)Q
= j{)tlﬂ@(w—u")
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Por lo tanto podemos usar induccion.
Por (2.0.3), (2.2.3) y el hecho que py > p*, tenemos,

dra(@) = (1= an)on@) +an (F61) + VI @ =) + 5l =11
(1 — aw)on(@) + awf(z)
(1 — ar)dr(z) + (f(at) + @Hx — kaQ) :

IN

IN

Evaluando la desigualdad anterior en x* y usando la definicion de D y @,

IN

asle”) = ) < (1= an)(oulae’) — Fa) + au (BT o = o2

< (1= o) (dnla®) = f(27) + Qe — p17)

Usando la hipotesis inductiva, la definicion de 441 v la hipotesis, tenemos que,

Sria(z) — f(z7) < (1_0%)%?_’“*@('%_,“)‘i‘o‘kQ(Nk_/vL)
+ L .
< 10 ~Q((1 — aw)y + appie — 1)
Yo —
Y+ L .
= QY — 1Y),
Yo — H

completando la prueba.

Ahora probaremos un lema técnico, imitando un resultado muy similar en [8].

Lema 3.2.2. Consideremos una sucesion positiva (\). Supongamos que existe
M > 0 tal que M\yq1 < (1 — M/ Aiy1) i, entonces para todo k > 0,

4 1

M < JERE
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Prueba:

Denotemos a; = ——. Ya que {)\;} es una sucesién decreciente, tenemos
Ak ’ ’

s —ap = YV
V AkAk41

Ak — Akt

VA1 (VA + V/ Art)

Ak — Akt

N/ Mot + AV NNt/ Ak
Ak — Ak

A/ M1 + /A d e vV AR

Ak — Akt1

AV Akl T A/ Akg1

Ak — Akt1

22X/ Ner1

Usando la hipotesis,

Gt —an > Ae — (L= M/ Apg1) M
20/ M1

M /N1 M

20 v/ Net1

M

= 5
Por un proceso recursivo, tenemos,

> a0+ MEk - MFE

ap > ag+ — > —.
PO 2
_ 1 :
Como ay = ors concluimos que,
4 1
Mg

completando la prueba.
[ ]

Ahora podemos estudiar la velocidad con que (v, — p*) tiende a cero para calcular
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la velocidad de convergencia del algoritmo.

Lema 3.2.3. Consideremos vy > p, entonces para todo k > 0,

.. 8L 1

Prueba:

Por la definicion de i1,

Vi1 — 15 = (L — o) (v — 1°) + o (pne — p1*).

Por el algoritmo 3.2.1, tenemos que (y; — u*) > B(ux — p*). Por lo tanto,

Vi1 — < (1_0414:)(’%_#)'}_?(71@_#)

(1= 5 ) e
= O ) (Ve — 1 )-
B
Vh+1 Vht1 — M
> > -
W=\ =NV T o
en consecuencia

Vi1 — 1" < ( \/’7k+1 — ) Vi —

Por el teorema 3.0.1,

Aplicando el lema 3.2.2 con A\, = v — u*, para k = 0,1,2..., M =

efectuando operaciones, tenemos que para todo k > 0

o BPL 1

completando la prueba.

El siguiente teorema analiza la cota de complejidad del algoritmo 3.2.1.
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Teorema 3.2.1. Consideremos vy > p* > 0, entonces el algoritmo 3.2.1 genera

una sucesion (x¥) tal que, para todo k > 0,

83*QL(L + 7o)
(B—1)%(y0 — p*)k>

fh) = fa*) <
Prueba:

Por la definicion de ¢x(+) y el hecho que ¢} = f(z*),

f(a®) < du()

para todo todo z € R", en particular para z*. Usando esto, el lema 3.2.1 y por lo

tanto el lema 3.2.3, tenemos que para cada k > 0,

< L+

@) = fat) < 20 Gy — ) « SEQLLF %)

o p (B =100 — 1)k

completando la prueba.

Este teorema asegura que un error de ¢ > 0 para el valor final de la funcion

objetivo se obtendra en O(\/LE) iteraciones.
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Apéndice

Metodo de la seccion dorada

Definicién A.0.1. Una funcion estrictamente unimodal sobre un intervalo [0, s]
se define como una funcién que tiene un tnico minimo global a* en [0, s] y si ay,
ay son dos puntos en [0, s] tales que ap < ap < o* 0 @ < a; < «y, entonces

g(ar) > g(as) > g(a*®) o g(a*) < g(ag) < g(az), respectivamente, ver figura A.1.

Un ejemplo de una funcion estrictamente unimodal en [0, s] es una funcion

estrictamente convexa en [0, s].

Supongamos que g(«) es estrictamente unimodal en el intervalo [0, s]. El mé-
todo de la seccion dorada minimiza g(-) sobre [0, s] determinando en la iteracion
k un intervalo [ay, ai] que contenga o* (el cual es el minimizador de ¢(-)). Estos

intervalos son obtenidos usando el numero

el cual satisface que 7 = (1 — 7)? y esta vinculado con la sucesiéon numérica de
Fibonacci.

Inicialmente se toma

[, ] = 10, s].
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<9(@)

Figura A.1: Funcién unimodal

Dado [ag, o] se determina [ag1, agi1] tal que o € [agi1, Qpy1] como sigue. Se

calcula

bk = O./k—f—T(dk—Oék)

v g(bx), g(by). Entonces:

1. Si g(by) < g(by,) se toma

Qg1 = Q, Qg1 = by, 51 g(ag) < g(b)

g1 = Q, Qpt1 = 6k S? g(Oék> > g(bk)
2. Si g(bx) > g(bx) se toma

Qi1 = by, Qpy1 = Q, St 9(b) > g(ou)

gy = by, Qg1 = Oy S1 g(by) <

Hibelmar Mendoza



CAPITULO A. Método de la seccién dorada 58

3. Si g(bx) = g(by.) se toma

gy = by, Qg1 = by

Basandose en la definicion de funcién estrictamente unimodal se puede demostrar
(ver, figura A.2) que los intervalos [y, 4] contiene a* y que sus longitudes con-
vergen a cero. En la practica, el calculo es terminado cuando (ay — ay) llega a

ser menor que una tolerancia prestablecida. Un importante hecho, que se apoya

to@)

Figura A.2: Método de la seccion dorada

en la eleccion de el numero particular 7 es que si [agy1, Qgr1] = o, by], entonces

[_)k—i-l = bk y si [Oék+1, O_ék+1] = [bk, O_ék}, entonces bk+1 = l_)k

En otras palabras, un punto de prueba by o by, que no sea usado como el punto
final del siguiente intervalo serd un punto de prueba para la siguiente iteracion.

Esto se puede verificar usando la propiedad
T=(1-71)2%

Por lo tanto en cualquiera de las dos situaciones anteriores, los valores by 1, g(bgt1)
0 bgr1, g(bgs1) son disponibles y necesariamente no son recalculados para la si-

guiente iteracion, necesitando una tnica evaluacion de la funcion en lugar de dos.
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Busqueda de reduccion del
intervalo

Sea g : [0,1] — R una funcién diferenciable convexa. Supongamos que
g(0) =0, ¢'(0) < 0y ¢(1) > 0. Vamos a estudiar el problema de encontrar
0 € [0,1] tal que g(d) <0y ¢'(0) > 0.

Esto puede ser visto como un problema de buisqueda lineal con una condicion
de Armijo con parametro 0 y una condicién de curvatura con parametro 0, para

el cual hay algoritmos (véase, por ejemplo [11]).

En el presente caso, en el que la funcién es convexa, se puede usar un simple
algoritmo de reduccion de intervalo dado en[3], el cual esta basado en el siguiente
paso:

Suponga que tres puntos 0 < A < v < B < 1 son dados satisfaciendo que
g(A) > g(v) < g(B). Notemos que como consecuencia de la convexidad de g(+),
el intervalo [A,B] contiene un minimizador de g y ¢’(B) > 0. El problema puede

ser resuelto por el siguiente algoritmo de reducciéon del intervalo:

Algoritmo B.1. Algoritmo de Reduccion de intervalo.
Dado ¢(B) > 0.
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Elegir € € [0,1], £ # v.
Tomar u = min{v, £}, v = max{r, {}.

Si g(u) < g(v) tomar B = v, v = u, si no tomar A = u, v = v.

El valor inicial de v y los valores de £ en cada iteracion pueden ser tales que u

y v definan una seccién dorada para el intervalo [A, B] y entonces la longitud del

(vV5-1)
2

ademaés elegir £ como el minimizador de la funcién cuadratica a través de g(A),

intervalo sera reducida por un factor de ~ 0,62 en cada iteracion. Se puede

g(v), g(B). En este caso debemos evitar que £ = u, donde £ debe ser perturbado.
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= Para la aplicacion del método propuesto por Gonzaga y Karas [3] no se
requiere del conocimiento de la constante de Lipschitz L para el gradiente
de f(-) lo que proporciona una ventaja respecto al método propuesto por

Nesterov [8] ya que dicha constante es dificil de calcular la mayorfa de veces.

= El método propuesto por Gonzaga y Karas genera més costo computacio-
nal por iteracion respecto al método de Nesterov puesto que requiere de
una bisqueda lineal inexacta en la direccion de d* para calcular 6y, lo cual

necesita evaluaciones adicionales de la funcién objetivo.

» La sucesion (f(2%)) es mondtona decreciente para los iterados x* dados por
el método propuesto por Gonzaga y Karas debido a la eleccion de 6y y los

pasos de Cauchy en cambio en el método de Nesterov no se asegura.

= Para ambos métodos se utiliza las propiedades locales de los pasos de Cauchy
y se aprovecha al mismo tiempo las propiedades globales de las funciones

convexas.

= Con el objetivo de obtener una de las hipotesis del lema 3.1.1 se generan
diferentes algoritmos para la eleccion del parametro 6y, los cuales dependen
del conocimiento de las constantes L y p. En consecuencia existen otras
formas diferentes de las propuestas por Nesterov y Gonzaga y Karas para

la eleccion de 0.

= En el algoritmo dado por Nesterov se puede recalcular «; usando la pro-

puesta por Gonzaga y Karas y manteniendo al mismo tiempo la eleccion de
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0, propuesta por el mismo, lo cual asegura la complejidad éptima.

= La mejora de Gonzaga y Karas mantiene el orden de complejidad O(k%)

obtenido por Nesterov.
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