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Resumen

A través de este trabajo se estudié la aplicacion de operaciones de intersec-
cion y diferencia para medidas que permiten comparar conjuntos difusos, tales
como medidas de satisfaccion (satisfiability), semejanza (resemblance), inclusion
(inclusion), y desemejanza (dissimirarity). Para ello se revisaron aspectos funda-
mentales sobre conjuntos difusos y sus operaciones, se estudiaron varias medidas
de comparacion entre conjuntos difusos, asi como la forma en que se han utilizado
las operaciones de interseccion y diferencia en la construccion de medidas de com-
paracion entre conjuntos difusos. Asi mismo, se mostro la utilidad del desarrollo

teodrico a través su aplicacion en problemas practicos.

Palabras claves: conjuntos difusos, operaciones con conjuntos difusos, medi-

das de comparacion, logica difusa.
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Introduccion

La comparacion de descripciones de objetos es una operacién usual en muchos
dominios: psicologia, analogia, ciencias fisicas, procesamiento de imagenes, agru-
pamiento (clustering), razonamiento deductivo, razonamiento basado en casos.
Esta comparacion es realizada frecuentemente a través de una medida destinada
a determinar hasta qué punto las descripciones tienen puntos comunes o difieren
uno de otro. Las medidas de comparacion tienen varias formas [8], [9], [22], [5],
dependiendo del proposito de su utilizacion. En este trabajo se estudiaran varias
clases de medidas de comparacion, tales como medidas de satisfaccion (satisfiabil-
ity), semejanza (resemblance) e inclusion (inclusion), que pueden ser consideradas
como medidas de similitud (similarty), y medidas de desemejanza (dissimirarity).
Por ejemplo es posible usar medidas de similitud en razonamiento deductivo para
evaluar hasta qué punto una observacion satisface una regla dada o en razon-
amiento basado en casos para medir la semejanza entre las caracteristicas de un
caso conocido y uno nuevo [4]. La satisfaccion corresponde a una situacion en la
que se considera una clase u objeto de referencia y se ha de decidir si un nuevo
objeto es compatible con éste o satisface la referencia. Esta situacion es tipica
en razonamiento basado en prototipos, donde las referencias son prototipos y un
nuevo objeto debe ser relacionado con uno de ellos. La inclusiéon también concierne

a una situacion con un objeto de referencia y mide si los puntos comunes a A y
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B son importantes con respecto a A. Esta puede ser usada en sistemas de manejo
de bases de datos para decidir si una clase esta incluida en otra. La semejanza es
usada para una comparacion entre la descripciéon de dos objetos del mismo nivel
de generalidad, para decidir si ellos tienen muchas caracteristicas en comun. Esta
situacion ocurre en forma natural en un sistema de razonamiento basado en casos.
Ademas es la base de la logica de similitud (similarity logic). La desemejanza entre
objetos evaliia hasta qué punto son diferentes. Esta cantidad puede ser util cuan-
do, en el paso de recuperacion (retrieval) de un sistema de razonamiento basado
en casos, ningun caso es suficientemente similar al nuevo caso. Es entonces intere-
sante ser capaz de establecer una comparacién con respecto a diferencias entre
descripciones, y escoger el caso menos diferente con respecto al nuevo.

La comparacion de objetos con descripciones imperfectas, afectadas con impre-
cisiones e inexactitudes puede ser tratada utilizando conjuntos difusos. Conjuntos
nitidos que representen las descripciones exactas y ciertas de objetos pueden ser
considerados como casos particulares de conjuntos difusos.

Se propone estudiar la aplicacion de operaciones de interseccion y diferencia
para las medidas que permitan comparar conjuntos difusos, basado en investiga-
ciones tales como las presentadas por Bouchon-Meunier, Rifqi y otros [4], [15], [7].
Asi mismo, se mostraré la utilidad del desarrollo teérico a través de su aplicaciéon

en problemas practicos.

Br.Darwin J. Sequera P.
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1.1. Conceptos basicos

En su articulo seminal, Lotfi Zadeh en 1965 [21] propuso una clase de objetos
con un continuo de grados de pertenencia, que denominé conjuntos difusos fuzzy
sets. A partir de este concepto se han generado importantes investigaciones y
desarrollos en diferentes areas del saber tales como ciencias matematicas, inge-
nierfa, ciencias sociales y econémicas, medicina, etc. El proposito inicial de Zadeh
en introducir los conjuntos difusos era proveer de una herramienta para ayudar
al modelado de sistemas complejos, especialmente, pero no restringido a aquellos
que involucraban agentes humanos. Para los conjuntos difusos, establecié nociones
de operaciones tales como union, intersecciéon, complemento, suma algebraica y

diferencia absoluta.

= En el caso de la interseccion: La idea intuitiva de interseccion heredera de los
conjuntos clasicos expresa que el conjunto intersecciéon de dos conjuntos A y
B, se define como los elementos que estan en el conjunto A y en el conjunto
B; de esta manera la intersecciéon entre conjuntos se puede entender como
el una operacion tipo AND entre los mismos. De manera matematica lo

anterior se puede expresar asi: C' = AN B para todo € U entonces;

ans (@) = min{jia(e), s ()}
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» En el caso de la diferencia absoluta de A y B se denota por |[A — B| y se

define como:

pa-p)(x) = |pa(z) — pp(@)], VeeX

En 1971, Zadeh [22]| define la nocion de similitud (similarity) como la gen-
eralizacion de la nocion de equivalencia. Los conjuntos difusos estéan relacionados
con las mediciones de similitudes y disimilitudes entre objetos por su capacidad
de representar informacion subjetiva resultante de la complejidad del mundo real.
Tversky [20] present6é una definicion formal de medidas de similitud como una
combinacion lineal de las medidas de sus caracteristicas comunes y distintivas.

Las relaciones entre conjuntos difusos puede ser estudiada en términos de
operaciones adecuadas, y han sido presentadas por diversos autores, entre ellos
Dubois y Prade [9], Bouchon-Meunier [6], Klir y Yuan [14], Zimmermann [23].

En 1996, Bouchon-Meunier, Rifqi y Bothorel [4] propusieron una definicion
general de medidas de comparacion que involucran descripciones difusas de car-
acteristicas, con la intencidon de enfocar la flexibilidad del concepto de similitud
en el marco de conjuntos difusos, y extender la definicién original de Zadeh sobre
similitud.

En el 2000, Rifqi, Berger y Bouchon-Meunier [5] presentaron un método para
escoger medidas de comparacion entre dos objetos, basado en el poder de dis-
criminaciéon de una medida. De esta forma, las medidas pueden ser comparadas
entre ellas segiin su comportamiento. El analisis de los comportamientos de las
medidas de comparacion es facil debido a una interpretacion geométrica. Esta in-
terpretacion geométrica es obvia si las variables que intervienen en la familia de

medidas estan normalizadas.

1.1.1. Concepto de conjuntos difusos

Consideremos un conjunto X de elemento genérico x, dicho conjunto constituye
el universo a tomar.
Un Conjunto difuso A de X es formado por el par (A,u4(z)), donde x es una

variable de Ay u4 es una funcion cuya imagen pertenece al intervalo cerrado [0,1].

Br.Darwin J. Sequera P.
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La funcién py4 recibe el nombre de funcion de intensidad de pertenencia y el valor
pa(z) representa el grado de pertenencia de x al subconjunto A. Cuando g4 ()
toma el valor de 1 se tiene una pertenencia absoluta de z en A, mientras que si
14 toma el valor de 0 se tiene la no pertenencia absoluta de z en A. Un valor de
(4 cercano a 1 significa que el grado de pertenencia de x en A es alto, y si 4 es

cercano a ( significa que el grado de pertenencia es bajo.

Ejemplo

Consideremos tres conjuntos difusos que representen los conceptos de edad:
joven, de mediana edad, y viejo. Una expresion razonable de estos conceptos me-
diante funciones de pertenencia trapezoidal Ay, As y A3 esta mostrada en la figura

1.1. Estas funciones estan definida sobre el intervalo [0,80] como sigue:

1 cuando z < 20
Ai(z) =4 (35 —2)/15 cuando 20 < z < 35
\ 0 cuando z > 35
(0 Siz <20V > 60
(x —20)/15 cuando 20 < z < 35
As(z) =
(60 — x) cuando 45 < z < 60
[ 1 cuando 35 < x <45
( 0 cuando z < 45
Az(x) = (z—45)/15 cuando 45 < z < 60
\ 1 cuando z > 60

Br.Darwin J. Sequera P.
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Alx)

Joven: 4 Mediana edad: 4, Viejo A

Figura 1.1: funciones de pertenencia de edades.

La variable  de un conjunto difuso puede ser continua o discreta.

s Para el caso continuo:

1 Siz>a
A=A{z/pa(z)} ={ %* Si0<z<a (L.1)
0 <0

s Para el caso discreto:
B={0/-3+02/—-2+0,25/—-1+0,2/0+0,8/1+0,5/2+0/3}

Se puede representar el conjunto difuso B de la siguiente manera:

Br.Darwin J. Sequera P.
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x| pp(z)
-3 0
-2 0.2
-1 0.25
0 0.2
1 0.8
2 0.5
3 0

Expresado graficamente, tenemos:

Figura 1.2: representacion grafica del conjunto difuso B.

Br.Darwin J. Sequera P.
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1.1.2. Operaciones con Conjuntos Difusos

A continuacion se presentan las diferentes operaciones con conjuntos difusos.

Definicion 1.1.1. Consideremos los conjuntos difusos A y B. La interseccion de
estos dos conjuntos es un conjunto difuso C, denotado por C' = AN B. La funcién

de pertenencia de este nuevo conjunto difuso C' esta dada por:

pe(x) = min(pa(z), pp(x)) parax € X

Ejemplo
consideremos los conjuntos difusos siguientes:
A={0-5/-340-5/—-240/—-14+0-4/0+0/14+0/2+0-5/3}
B={0-3/-34+0-3/—-2+0-3/—-14+0/04+0-7/14+0-2/240/3}
Luego, aplicando la definiciéon 1.1.1, tenemos que:

pe(—=3) = min{pua(—3), up(—3)} = min{0-5,0-3} =0-3

pe(—=2) = min{pa(—2), pp(—2)} = min{0-5,0-3} =0-3
uc( 1) = min{pua(—1), up(—1)} = min{0,0-3} =0
1o (0) = min{pa(0), pp(0)} = min{0 - 4,0} = 0
po(1) = min{pa(1), ps(1)} = min{0,0-7} = 0
e(2) = mindjia(2), ws(2)} = min{0,0-2} = 0

1o(3) = min{jia(3), up(3)} = min{0 5,0} = 0
Entonces, la interseccion del conjunto difuso C' viene dado por:
C=AnB={0-3/-3+4+0-3/—-240/—-14+0/0+0/1+0/240/3}

Br.Darwin J. Sequera P.
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Figura 1.3: Representacion grafica de la intersecciéon de los conjuntos difusos A
vy B

Definiciéon 1.1.2. Consideremos los conjuntos difusos A y B. La unién de estos
dos conjuntos es un conjunto difuso D, denotado por D = AU B. La funcién de

pertenencia de este nuevo conjunto difuso D esta dada por:

pup(x) = max(pa(x), pp(x)) paraxz e X

Ejemplo

consideremos los conjuntos difusos siguientes:
A={0-5/-3+4+0-5/—-240/—-1+0-4/0+0/14+0/2+0-5/3}
B={0-3/-340-3/—-2+0-3/—-14+0/04+0-7/14+0-2/240/3}
Luego, aplicando la definiciéon 1.1.2, tenemos que:

pup(—3) = max{pua(—3), up(—3)} = maz{0-5,0-3} =0-5

pup(—2) = max{pua(—2), pp(—2)} = maz{0-5,0-3} =0-5

Br.Darwin J. Sequera P.
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pup(—1) = max{pa(—1), pp(—1)} = maz{0,0-3} =0-3
} =maz{0-4,0} =0-4
} =max{0,0-7} =0-7
} =max{0,0-2} =0-2
pp(3) = mafv{MA( ):15(3)} = maz{0-5,0} =0-5
Entonces, la unién del conjunto difuso D viene dado por:

D=AUB={0-5/—3+0-5/—2+0-3/—1+0-4/0+0-7/140-2/2+0-5/3}

=

O
CRCECH)
I

3
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&

=

=

S

—~
\_/C\_//‘\
T T =
oy}
N
\_/:v

Figura 1.4: Representacion grafica de la union de los conjuntos difusos A y B

Definiciéon 1.1.3. Consideremos el conjunto difuso A, su complemento, denotado

por A¢ es también un conjunto difuso, caracterizado por la funciéon de pertenencia:

pac(x) =1 — pa(x) parazx e X

Ejemplo

consideremos los conjuntos difusos siguientes:

Br.Darwin J. Sequera P.
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A={0-5/-3+0-5/—-240/—-140-4/0+0/1+0/2+0-5/3}
Luego, aplicando la definicién 1.1.3, tenemos que:
pac(—=3) =1—pa(-3)=1-0-5=0-5

pac(—=2) =1—pa(-2)=1-0-5=0-5
pac(=1) =1—pa(-1)=1-0=
pac(0) =1—px(0)=1-0-4=0-6
pac(l) =1—pa(l)=1-0=

pac(2) =1—pa(2)=1-0=1

pac(3) =1—pa(3)=1-0-5=0-5

Entonces, el complemento del conjunto difuso A¢ viene dado por:
A°={0-5/-34+0-5/—-2+1/—-140-6/0+1/1+1/24+0-5/3}

Figura 1.5: Representacion grafica del complemento del conjunto difuso A

Br.Darwin J. Sequera P.



Preliminares 10

Definicion 1.1.4. Consideremos los conjuntos difusos A y B. La diferencia de A
respecto B es también un conjunto difuso dado por: A — B = AN B¢, usando la
funcién de pertenencia se tiene que:

pa—p =min(pa(x),l — pup(x)) parax € X

Ejemplo

consideremos los conjuntos difusos siguientes:
A={0-5/-34+0-5/—-240/—-140-4/0+0/1+0/2+0-5/3}
B={0-3/-3+0:-3/-2+0-3/—-14+0/0+0-7/1+0-2/240/3}
Luego, aplicando la definiciéon 1.1.4, tenemos que:

pa—p(—3) =min{pa(=3),1 — pp(—=3)} = min{0-5,0-7} =0-5

—2) = mm{,uA( 2),1—pup(—2)} =min{0-5,0-7} =0-5
(~1),1 = pp(~1)} = min{0,0- 7} = 0

) = min{pa(0),1 — pp(0)} =min{0-4,1} =0-4

) = mm{/m( );1 = pp(1)} = min{0,0-3} =0

) 2),1— up(2)} = min{0,0-8} = 0

a_5(3) = min{jia(3),1 - us(3)} = min{0-5,1} = 0-5

Entonces, la diferencia del conjunto difuso A — B viene dado por:
A-B={0-5/-3+0-5/—-240/—-140-4/04+0/1+0/24+0-5/3}

Br.Darwin J. Sequera P.
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Figura 1.6: Representacion grafica de la diferencia del conjunto difuso A respecto
al conjunto difuso B

Definiciéon 1.1.5. Consideremos los conjuntos difuso A y B, la suma disyuntiva

de estos conjuntos es también un conjunto difuso dado por:

A+ B=(ANB°U (BN A

Ejemplo

consideremos los conjuntos difusos siguientes:
A={0-5/-3+0-5/—-2+0/—-1+0-4/0+0/14+0/2+0-5/3}
B={0-3/-3+0:-3/-2+40-3/—-14+0/0+0-7/1+0-2/240/3}
Luego, aplicando la definicién 1.1.5, tenemos que:
Ac={0-5/-3+0-5/—-241/—-140-6/0+1/1+1/2+0-5/3}
B*={0-7/-3+4+0-7/-240-7/—-1+1/0+0-3/1+0-8/2+1/3}
Ahora bien,

ANB ={0-5/-3+4+0-5/—24+0/—-14+0-4/0+0/14+0/2+0-5/3}
BnA“={0-3/-3+0-3/—-2+0-3/—-1+0/0+0-7/14+0-2/2+40/3}

Entonces;
A+ B=(ANB°)U (BN A"
={0-5/-340-5/—-2+40-3/—-140-4/04+0-7/14+0-2/2+0-5/3}

Br.Darwin J. Sequera P.
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Figura 1.7: Representacion grafica de la suma disyuntiva del conjunto difuso A
v B

1.1.3. Alfa Cortadura

Dado « € [0,1]. Una a- Cortadura de un conjunto difuso A es un conjunto
nitido A constituido por los puntos del conjunto de discurso X, que tienen un
grado de pertenencia mayor o igual a «.

Hay dos clases de cortadura importantes:
. A2 = (o € X/pa(x) > a}

w A7 ={x € X/ua(z) > a}

La primera es llamada a- cortadura fuerte y la segunda es llamada simple-

mente - cortadura.

Ejemplo de a- cortadura fuerte:

Consideremos el siguiente conjunto difuso:
A={0-1/21;0-2/29;0-3/x3;0-4/24}

A este conjunto difuso anterior, asociamos las 4 a- cortadura definidas por las

funciones caracteristicas y usaremos la siguiente representacion:

Br.Darwin J. Sequera P.
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A2 = 11 /a1 ao; 1 23,1 24}

AZ02 = {0/2151 /293 1/ 2571 /w4 }

AZ03 = (0/y; 0/ 1 f3; 1 /)

AZ04 {0/21;0/29;0/25;1/24}

Ahora convertiremos cada una de las a- cortadura en un conjunto difuso es-

pecial definido para cada z en X = {xy, zs, 3,24} como sigue:
Aso(r) = 0. A=

1.1.4. Principio de Extension

El principio de extensiéon nos da un mecanismo basico para extender las expre-
siones matematicas de conjuntos exactos al dominio difuso. Este principio general-
iza la idea de un mapeo punto a punto de una funcién en los conjuntos tradicionales
y = f(x) a un mapeo entre conjuntos difusos.

Si f es una funcion Y = f(X) y A es un conjunto difuso sobre X definido

CO1mo:

A= A{paley)/wy, pa(e) /s, . palen) [T} (1.2)

Entonces el principio de extension indica que la imagen del conjunto A bajo

la funcion f(.) es el conjunto difuso B:

B = f(A) = {usW)/v1, b5 (Y2) /v, - 1B (Yn) /yi } (1.3)
en la cual y; = f(;) y up(y) = maxpa(x)
Ejemplo:

Sean X = {z1, 19,3, T4, 25,26}, Y = {1, Y2, Y3, Y1, y5} y la funcion f definida
ast: f(l’l) = Y2, f(%) = Vs, f(iUz) = Vs, f(x4) = Ys, f(%) = f($6)y4, donde se

observa:

y la aplicacion f~!:

Br.Darwin J. Sequera P.
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Figura 1.8: Diagrama sagital de la funciéon f

fHye} = {21} FHua} = {5, 26}
fHys} = {x2} f st = {ws, 24}

considerando el siguiente conjunto difuso A en X:

B={0-2/x1;0-7/x9;0-3/x3;1/24;0-4/25;0-8/x6}

Luego,
1p(y2) = T{ﬂéif{o 2} =0-2 1p(ys) = T{ﬂé?{o TF=0-7
x1 €2
pp(ys) = max {0-4;0-8} =0-8 pup(ys) = max {0-3;1} =1
{zs5,26} {z3,24}

Br.Darwin J. Sequera P.
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1.1.5. Normas y Conormas Triangulares
Normas tridngulares 6 t-Normas

Para representar la interseccion de dos conjuntos difusos, buscamos funciones
del tipo T': [0, 1]z[0, 1] — [0, 1], que nos permitan obtener la funcién de pertenen-

cia del conjunto interseccion de la siguiente forma:

(@) = T(up(@), pg(x)) Vo € X (14)

Si queremos que la interseccién sea conmutativa, asociativa, que tenga por
elemento neutro el conjunto X y sea monétona creciente, se debe verificar:
Desde el punto de vista de las funciones de pertenencia se deben cumplir las

siguientes propiedades:

s Conmutativa.

tpno(z) = ponp(z). Por tanto,

T(up(2), (@) = T(ug(x), up()), Vo € X
con lo que T ha de ser conmutativa.

» Asociativa.

1(Pr@)nR(T) = fipn(@nr) (7). Entonces,

T(T(pp(x), po(@)), pr(x)) = T(up(x), T(uo(x), nr(z)) V€ X,
con lo que T" ha de ser asociativo.

= Elemento Neutro del conjunto X.

ppnx (x) = pp(z) por lo que,
T(pp(z), px(z)) = T(up(x),1) = pp(r), Vo € X,
siendo el 1 el elemento neutro de 7T'.

= Monotonia creciente.

Si pp(x) < pg(z), Vo € X y pr(x) < us(z), Yo € X. Entonces,
prar(T) < pigns(z), Vo € X.

Br.Darwin J. Sequera P.
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De esta forma, T'(up(z), pr(x)) < T(ug(x), ps(z)) por lo tanto; T ha de ser

creclente.

Por tanto buscamos las funciones 7' : [0, 1]z[0,1] — [0,1] que cumplan las

siguientes propiedades:

(a) Conmutativa.

T(x,y) = T(y,x), Va,y € [0,1]
(b) Asociativa.

T(T(x,y),z) =T(z,T(y, 2)) Va,y,z € [0,1]
(c) Elemento Neutro.

T(x,1) =a Vz € [0,1]
(d) Monotonia Creciente.

Si z <y entonces,T(x, z) < T(y, z) Vx,y,z € [0, 1]

A estas funciones se les denomina normas triangulares o t-normas. Las mas

conocidas son:

s Minimo:

T(x,y) = Min(z,y), que es la mayor de las t-normas.

Br.Darwin J. Sequera P.
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Figura 1.9: Representacion grafica del Minimo

= Producto:

Prod(z,y) = z.y

w

Figura 1.10: Representacion grafica del Poducto

Br.Darwin J. Sequera P.
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= Operacion de Lukasiewicz:

Figura 1.11: Representacion grafica del Operacion Lukasiewicz

= Producto drastico:
x Siy=1
Z(x,y) =1 y Six=1
0 En otro caso.

que es discontinua y es la menor de todas las t-normas.

0a

06

0,4

D2

' 77“1-.__‘_‘_
W ' M= == )

Figura 1.12: Representacion grafica del Producto drastico
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Estas t-normas se relacionan por medio de las desigualdades siguientes:
Z(x,y) < W(x,y) < Prod(z,y) < Min(z,y) Y,y € [0,1]

Conormas Triangulares 6 t-Conormas

Con la operacién de la t-conorma se trata de representar la uniéon de dos con-

juntos difusos. En este caso, necesitamos buscar una funcién del tipo

S :10,1)x[0,1] — [0, 1]

tales que nos permitan obtener la funciéon de pertenencia del conjunto unién de

forma que:

upua() = S(up(@), polw)) Vo € X (1.5)

Desde el punto de vista de las funciones de pertenencia se deben cumplir las

siguientes propiedades:
= Conmutativa.

ppug(x) = poup(x). Por tanto,

S(up(x), po(r)) = S(ue(x), pp(r)) Vi e X

con lo que S ha de ser conmutativa.

» Asociativa.

M(PUQ)uR(ZU) = HUPU(QUR) (z) entonces,

S(S(up(x), po(x)), nr(z)) = S(up(x), S((x), pr(x))) Vo€ X,

con lo que S ha de ser asociativo.

Br.Darwin J. Sequera P.
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» Elemento Neutro del conjunto 0.

() = ()
por lo que,
S(up(@), po(w) = S(up(x),0) = pplx) Ve € X,
siendo el 0 el elemento neutro de S.
= Monoétona creciente.

Sipp(x) < pg(x), Ve € Xy pr(r) < ps(z), Vo € X. Entonces,

trur(?) < pgus(z) Vo € X.

De esta forma, S(pup(x), pr(z)) < S(po(x), ps(z)).

Por lo tanto; S ha de ser creciente.

Para definir de forma correcta la unién, a la funcion S : [0, 1]z[0, 1] — [0, 1]

debe cumplir las siguientes propiedades:

(a) Conmutativa.

S(z,y) =S(y,x) Vax,y € [0,1]
(b) Asociativa.

S(S(x,y),z) = S(z,S(y,2)) Vax,y,z€0,1]
(c) Elemento Neutro.

S(x,0) =2 Vxe]|0,1]

(d) Monotonia Creciente.

Si x <y entonces,S(z,2) < S(y,z) Va,y,z € [0,1]

Br.Darwin J. Sequera P.
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Se denota con el nombre de funciones Conormas triangulares o t-conormas

aquellas funciones que verifican las propiedades anteriores. Las mas conocidas

SOo1:

s Maximo:

S(z,y) = Maz(x,y), que es la menor de las t-conormas.

o
s
CE

oA o

S

R

S ey

SRR A b Ay

G e
L b b

AW

1 o8

P 04753
Figura 1.13: Representacion grafica del Maximo
= Suma-Producto:

sum — Prod(z,y) =z +y —z.y

R T

¥
A A0 0 0 LW N
AR RS
FEEREEREERERED

02 na4
s o6 08

Figura 1.14: Representacion grafica del Suma producto
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= Operacion dual de Lukasiewicz:

W*(z,y) = Min(L, x + y)

D2 o
D4 08 og

Figura 1.15: Representacion grafica del Operacion dual de Lukasiewicz

= Suma drastica:
x Siy=0
Z*(x,y) =< y Six=0
1 En otro caso.

que es discontinua y es la mayor de todas las t-conormas.

' 08 0803 0.2 :

o
¥

Figura 1.16: Representacion grafica del Suma drastica
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1.1.6. Medidas Difusas

Definicién 1.1.6. Una medida difusa M es una aplicacion que lleva elementos
de F(©2) — R tal que, para cada Ay B en F(f):

AM1 : M(0) =0
AM2 : Si B C A, entonces M(B) < M(A)

Si los valores de M son restringidos entre [0,1], M es una medida difusa intro-

ducida por M. Sugeno [19].

Ejemplo:
M, (A) = /QfA(ZL“)dZU (1.6)
My(4) = sup fa(z) (1.7)
M3(A) = 3(A) =X.cafa(x) Si Qes finita (1.8)
My(A) = |Sup(A) Si |.| denotada una metrica sobre Q@ (1.9)
M5(A) = Xfa(x)" Si Qes finita y r es un entero (1.10)

Una medida difusa nos permite evaluar el peso de la parte del universo comin
de Ay B si consideramos M (AN B) , por ejemplo. La identificacion de los ele-
mentos del universo que pertenecen en A y no en B, o a la inversa, es alcanzada

mediante una operacion de diferencia llamada:

Definicion 1.1.7. Una operacion en F'(Q2) es llamada una diferencia y denotada

por - , si satisface para cada Ay B en F(Q):
D1 : Si AC B, entonces A— B=9
D2:A-BCA-(ANB)

D3 : B — A es monoétona con respeto a B: B C B’ implica B— AC B — A

Br.Darwin J. Sequera P.
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Ejemplo:

fa—5(x) = max(0, fa(z) — f5(x)) (1.11)

facanle) = { Ja St/ =0 (112

0 SlfB>0

Br.Darwin J. Sequera P.



Medidas de comparacion entre conjuntos
difusos

Se consideraran objetos con descripciones imperfectas, afectadas con impre-
cisiones e inexactitudes. Se usara el marco de conjuntos difusos para representar
tales descripciones. Conjuntos nitido o cantoriano que representan las descrip-
ciones exactas y ciertas de objetos serdn considerados como los casos particulares
de conjuntos difusos.

Para cualquier conjunto €2 de elementos, sea F'(£2) el conjunto de subconjuntos
difusos de €,f, la funcion de pertenencia de cualquier descripcion A en F'()
y sup(A) = {z € Q/f.(x) # 0} su apoyo. La comparacion de dos conjuntos
difusos A y B definidos sobre un universo dado toma en cuenta los elementos del
universo que pertenecen, al menos en parte, a cada uno de ellos. Dependiendo de
la situacion, se refiere considerar los elementos que pertenecen a A y no a B, a B
y no a A, o a ambos. Se toma también en consideracion el grado de pertenencia
de estos elementos para A y B y, finalmente, el peso de la parte del universo
comun para A y B o relevante a sélo uno de ellos. Usamos la definicion clasica de

Interseccion:

fanp = min(fa, fp)

para describir los elementos que pertenecen A y B. Se supone que se han dado

medios para evaluar el peso de los elementos del universo caracterizado por un

25
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conjunto difuso a través de una medida difusa.

2.1. M-Medidas de comparacion

La forma mas simple de medida de comparacion entre A y B tiene en cuenta
ANB,B—-A A—-B.

Definicion 2.1.1. Una medida de comparacion sobre {2 es una aplicacion que
llevan elementos de S : F()zF(Q2) — [0, 1] tal que

S(A,B) = Gs(ANB,B— A, A— B)

para dar una aplicacion Gg : F(Q)zF(Q)xF(Q2) — [0, 1].

Segiin las propiedades de Gg , obtenemos varias medidas de la proximidad de
dos conjuntos difusos. dado que el orden sobre F'(£2) inducido por la inclusion de
conjuntos difusos no es total, una medida de similitud es insuficiente para com-
parar cualquier par de conjuntos difusos A y B. Ademés, puede ser util comparar
dos conjuntos difusos A y B mas globalmente que solamente mediante este orden.

Por ello, se introduce una medida menos restrictiva de similitud.

Definicion 2.1.2. Una M-medida de comparacion sobre €2 es una aplicacion que
lleva elementos de S : F(Q)zF(2) — [0, 1] tal que

S(A, B) = Fs(M(AN B), M(B — A), M(A— B))

para dar una aplicacion Fg : RTzRT 2Rt — [0,1] y una medida difusa M en
Q.

Se puede ver la diferencia entre una medida de comparacién y una M- medida
de comparacion por el ejemplo dado en la figura 2.1 , donde: AN B =ANC'y
A—B=A—C, M{(AND) = M1(ANB) = M;(ANC),M;(A—1D) = M;(A—1B)
pero AND#ANByA—1D#A—B.
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S(Talla)

F3

PELUEHG WEDIANC LARGO WY LARGO

o] A B [

Talla

Figura 2.1: Diferencia entre una medida de comparaciéon y una M- medida de
comparacion

2.2. Similitudes de conjuntos difusos

Para dos subconjuntos difusos A y B de €2, puede que se quiera ver la semejanza

entre ellos o sus diferencias. Primero, se enfocara el primer caso.

Definicién 2.2.1. Una M- medida de similitud en €2 es una M- medida de com-

paracion en S que satisface:
Seau=MANB),v=M(B—-A)yw=M(A—- B)

AF1 : Fg(u,v,w) es no decreciente en u, no creciente en v y en w.

Esta definicién es justificada por la proposiciéon siguiente que corresponde a
exigencias naturales para una cantidad que evalia hasta qué punto A y B son

similares.
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Proposicion 2.2.1. Una M- medida de similitud S satisface las siguientes

propiedades:

P1 : M-Monotonicidad: Si M(ANB)> M(ANB') y M(B—A) < M(B'—A)
y M(A— B) < M(A— B'), entonces S(A,B) > S(A, B')

P2 : Monotonicidad: Si ANBD ANB ' yB—ACB —AyA—-BCA-B,
entonces S(A, B) > S(A, B')

Demostracion. Probaremos para [P1]: por la definicion (2.3.1) en la parte de

[AF1], tenemos que:
S(A, B) = Fs(u,v,w) (2.1)

Luego, por hipotesis tenemos que:
M(ANB)>M(ANDB"), M(B—A)<M(B' —A), M(A—B) < M(A-B)
Entonces;
S(A,B) > Fs(M(ANB"),M(B'"—A), M(A—B')) =S(A, B
Por tanto; S(A, B) > S(A, B')

Ahora bien, probaremos [P2]: por la definicion (2.3.1) en la parte de [AF1],
tenemos que:

S(A, B) > Fs(u,v,w) (2.2)

Luego por hipotesis, tenemos que:
ANBDANB,B—-ACB —A A-BCA-D

Entonces;
S(A,B) > Fs(ANB',B'— AJA— B)
Por tanto; S(A, B) > S(A, B) O

Las propiedades siguientes son también las consecuencias directas de axioma
AF'1, los mencionamos porque ellos expresan la influencia de los tres elementos
M(ANB), M(A— B) y M(B — A) de un modo mas claro que el que puede

visualizarse por ejemplo en la figura 2.1.
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Proposicion 2.2.2. Una M- medida de similitud S satisface las siguientes

propiedades adicionales:

P3 : Informacion M- elemental izquierda interna: Si M(AN B) = M(AN B')
y M(A— B) = M(A—DB'), entonces M(B — A) < M(B"— A) implica que
S(A,B) > S(A,B').

P4 : Informacion M- elemental derecha interna: St M(ANB) = M(ANB') y
M(B — A) = M(B'— A), entonces M(A — B) < M(A — B') implica que
S(A,B) > S(A,B').

P5 : Informacion M- elemental derecha externa: St M(A — B) = M(A — B')
yM(B—A)=M(B" —A), entonces M(AN B) > M(AN B’) implica que
S(A,B) > S(A,B).

Estas tres propiedades pueden ser interpretadas de la siguiente forma:

= Para una cantidad dada de informacién comun a las descripciones Ay By
una cantidad dada de informacion contenida a A y no a B, mientras menor

sea la informacién contenida a B y no a A, méas se pareceran A y B.

= Para una cantidad dada de informacién contenida a A y no a B y una
cantidad dada de informaciéon contenida a B y no a A, mientras menor sea

la informaciéon comin a las descripciones A y B, més se pareceran A y B.

Las medidas de similitud son todavia muy generales y se pueden identificar tres
clases importantes de tales medidas. En las dos primeras, A es considerado como
una referencia y B es comparado con A. Asi, estas medidas no son simétricas.
En la tercera, A y B tienen la misma clase de estatus y ninguno de ellos es una

referencia. Asi, esta medida es simétrica.

2.3. Medidas de satisfaccion

Las primeras familia medidas de similitud a considerar evalia la satisfaccion de
una descripcion de referencia A de F'(Q2) segin una nueva descripcion B definida

como un subconjunto difuso de 2.
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Definicién 2.3.1. Una M- medida de satisfaccién en €2 es una M- medida de

similitud S tal que:

AF2 : F5(0,v,w) =0 para cualquier valor de v y w
AF3 : Fs(u,v,w) es independiente de w

AF4 : Fs(u,0,.) =1 para cualquier valor de u #0

Las propiedades dadas en la proposicion (2.2.1) son todavia validas para una
M- medida satisfaccion que también satisfacen las propiedades adicionales que
tienen en cuenta su especificidad. La mayor parte de ellos son las versiones ampli-

adas de las propiedades requeridas por A. Tversky [20]de su nocién de semejanza.

Proposicion 2.3.1. Basado el orden de las descripciones deducidas de la in-
clusion de conjuntos difusos, las siguientes se mantienen propiedades para una

M- medida de satisfaccion:
P6 : Exclusividad: Si AN B = () entonces S(A, B) = S(B,A) = 0.
P7 : Contencion: Si B C A, B # (), entonces S(A, B) = 1.

P8 : Independencia: SSIANB=CND, AnB' =C'ND',B-—A=B"—A"y
D—C=D"—C" entonces S(A,B) > S(A', B') si y solo si
S(C,D) > S(C', D).

P9 : Independencia relativa: St ANB = AND, ANB'=BND', B—A=B—-A
yD—A=D"— A, entonces S(A,B) > S(A, B’) si y solo si
S(A,D) > S(A, D).

Demostracion. Probaremos para [P6].
Sea AN B = (), probaremos que S(A, B) = S(B, A) = 0. En efecto; por definicion
(2.3.1) en la parte [AF2| tenemos que;

Fs(ANB,B— A, A— B)=Fs(0,B— A, A— B)
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yaque ANB =10

Luego, como B — A y A — B son independientes, entonces que
Fs(ANB,B—AA—B)=Fs(0,B—A,A—B)=0
Ahora bien, por definiciéon (2.1.1) tenemos que;

Fs(ANB,B— A, A— B)=S(A,B)=0

Anélogamente, tenemos que;
Fs(BNAA—B,B—A)=Fs(0,A—B,B— A)

yaque BNA=1(

Luego, como A — B y B — A son independientes, entonces que
Fs(BNAJA—B,B—A)=Fs(0,A—B,B—A)=0
Ahora bien ,aplicando la definiciéon (2.1.1) tenemos que;
Fs(BNAJA—B,B—A)=S(B,A) =0
Por tanto; S(A, B) = S(B,A) =0

Probaremos para |[P7].
Sea B C A, B # (), queremos probar que S(A, B) = 1. En efecto;
por definicion (2.3.1) en la parte [AF4], tenemos que;

Fs(ANB,0,A— B) =1

Luego; aplicando la definicion (2.2.1) tenemos que,

Fs(ANB,0,A—B) = S(A,B) =1
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Por tanto; S(A, B) =1

Probaremos para [P8|.

Sea S(A, B) > S(A', B')

si y solo si
Fs(M(ANB),M(B — A)) > Fs(M(A'nB'), M(B' — A")

si y solo si
Fs(M(CND),M(B" —A")) > Fs(M(C'nD"), M(B"— A"))

por hipotesis ANB=CNDyB—-A=B —A
Luego, si y solo si

M(CnNnD)>MCND)

Ahora bien, como M(D — C) = M (D' —C")
de ahi, debido a [AF1], obtenemos que;

S(C,D) > S(C', D)

Probaremos para [P9].

S(A,B) > S(A,B)
si y solo si

Fs(M(AN B), M(B — A)) > Fs(M(AN B'), M(B' — A))

Br.Darwin J. Sequera P.



Medidas de Comparacion entre conjuntos difusos 33

si y solo si
Fs(M(AND),M(B' — A)) > Fs(M(BND'"), M(B' — A))

por hipotesis ANB=ANDyB—-—A=B —A

Luego, si y solo si
M(AND)>M(BnND)

Ahora bien, como M (D — A) = M(D' — A)
de ahi, debido a [AF1], obtenemos que;

S(A, D) > S(A, D)
0

La propiedad de independencia puede ser interpretada asi: es equivalente com-
parar la semejanza de un primer par (A, B) a la semejanza de un segundo par
(A’, B') con la misma diferencia, o comparar la semejanza de cualquier otro primer
par (C, D) a la semejanza de cualquier otro segundo (C”, D'), también con la mis-
ma diferencia, en cuanto la informaciéon comin al primer par es conservada, la
informaciéon comun al segundo par es conservada.

La independencia relativa es un caso particular de la independencia, en el caso
donde C, A’, C' son reemplazados por A. Esto quiere decir que, para un objeto
dado de referencia A, es equivalente comparar la semejanza de cualquier objeto
B con éste a la semejanza de cualquier objeto B’ que tiene la misma diferencia
con A, para una informacion dada comin Ay B, Ay B'.

Notamos que el modelo dado por A. Tversky [20] como

S(A,B) = f(ANB,B— A, A— B)

puede ser considerado como un M-medida de satisfaccion S, con tal de que la

f(u,v,w) sea independiente de w y, otra vez, creciente en u y descreciente en v.
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Las propiedades de independencia e independencia relativa de S son compatibles

con la independencia definida por A. Tversky.

Proposicion 2.3.2. Una M- medida de satisfaccion S tiene las siqguientes

propiedades:
P10 : Ejemplaridad: Si M(B — A) > M(A — B), entonces S(A, B) < S(A, B).

P11 : Informacion M- elemental interna: St M(AN B) = M(AN B'), entonces
M(B — A) > M(B'— A) implica que S(A, B) > S(A, B').

P12 : Informacion M- elemental externa: Si M(B — A) = M (B’ — A), entonces
M(ANB) > M(ANB') implica que S(A, B) > S(A, B).

P13 : Solubilidad: Para algin A, B, B’ tal que
M(ANB)>M(ANB') yM(B—-A) < M(B —A),
existe un par (P,Q) tales que
MPNQ)=MANB), M(Q—P)=M(B —A) yS(A B)>S(P,Q) >
S(A, B')
si Fs(u,v,.) es estrictamente creciente en u y estrictamente descreciente en

V.

Demostracion. Probaremos para [P10]
Supongamos que M (B — A) > M(A — B) entonces;

S(A,B) = Fs(M(BNA),M(B— A))
< Fs(M(AN B), M(A— B))ya que M(BNA) > M(AN B)
S(B, A)

Por tanto; S(A, B) < S(B, A)

Probaremos para [P13]
Supongamos que M(ANB) > M(ANB')y M(B—A) < M(B'— A). Si existe P
y @ tal que,
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(a) M(PNQ)=M(ANB)
(b) M(Q—P)=M(B — A)
Entonces tenemos que;

S(PQ) = Fs(M(PNQ),M@Q—P))

S(P,Q) < Fs(M(ANB),M(B - A))
— S(A,B)

S(P,Q) > Fs(M(ANB),M(B — A))
= S(A,B)

Se demostrara ahora que alli existe un par (P, Q) de este tipo. En efecto;
Podemos considerar P = A y () con una funcién de pertenencia fo(z) = fp(x)

para todo z tal que fg(z) < fa(x)y fo(2') > fr(2’) para todo 2’ tal que

fo(x) = fa(z)

Conseguimos que; M(Q N P) = M(AN B) y escogemos un @ tal que;

M@—-P) = M(@Q-4)
— M(B - A)

debido a la parte [D3| de la definicion (1.1.7). O

La propiedad de solubilidad quiere decir que, si B se parece mas a A que a

B’, existen dos objetos P y @, con la misma informacién comin que A y B, con
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la misma diferencia que B’ y A, que proporcionan una medida de semejanza en
el intervalo |S(A, B'), S(A4, B)|.

Esta altima propiedad es, otra vez, una propiedad que puede ser vinculada a
la nocién de solubilidad introducida por A. Tversky.

Por lo general, las M- medidas de satisfaccion no son simétricas, lo cual quiere

decir que, para la mayor parte de los subconjuntos difusos A y B,

S(A, B) # S(B, A)

porque A es tomado como una referencia y, ademés, S depende de B — A y no de
A— B.

Ejemplos:

Una M- medidas de satisfaccion son las siguientes:

» S(A,B) = 1 — supy =0 fe(z) = 1 — My(B —3 A) por conjuntos difusos

normalizado, con M, y la diferencia definida por —s.

» S(A,B) =infymin(l— fg(z)+ fa(x),1) =1 — My(B —1 A) para conjuntos
difusos normalizados, con M, y la diferencia definida por —;.

= S(A,B) = M(ANB)/M(B) = M(AN B)/(M(AN B) + M(B — A)) con la

medida de informacion M; o Mz y la diferencia definida por —;.

2.4. Medidas de inclusion

La segunda familia de medidas de similitud a considerar toma en cuenta la
nocion de inclusion. Muchas aplicaciones necesitan el empleo de medidas de in-
clusion, que consideran un objeto de referencia A y mira a las caracteristicas de

B que son comunes a A.

Definicién 2.4.1. Una M- medida de inclusiéon S sobre € es un M- medida de

similitud tal que:
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AF2 : F5(0,v,w) =0 independiente de lo que pueda ser v y w.
AF5 : S es reflexiva
AF6 : Fs(u,v,w) es independiente de wv.

Proposicion 2.4.1. Una M- medida de inclusion satisface las siguientes

propiedades:
P6 : Exclusividad

P14 : Inclusion de conjunto: Si M es tal que: M (A) = M(ANB)+M(A—B) para
algin A y B, entonces alguna M- medidas de inclusion es mondtona con
respecto a M(AN B) y, como una consecuencia, es mondtona con respecto

a B para un A fijo:

o Si M(ANB) < M(ANB') entonces S(A, B) < S(A, B’)
e Si BC B entonces S(A,B) < S(A, B')

Demostracion. Probaremos para [P14].

Demostraremos una primera parte. Queremos probar que:
M(A, B) < M(A, B') entonces, S(A, B) < S(A, B'). En efecto;
supongamos que M(A) = M(ANB)+M(A—B) = M(ANB')+ M(A— B’) para
cada B'. Luego, si M(ANB) < M(ANDB’'), tenemos que, M(A—B) > M(A—B').
Entonces, aplicando la definicion [AF1] obtenemos que: S(A, B) < S(A, B')

Demostraremos la segunda parte. Queremos probar que:
Si B C B’ entonces, S(A, B) < S(A, B'). En efecto;
Si B C B, tenemos que, M(ANB) < M(ANB')y M(A—B) > M(A—- B').
Luego, aplicando la definicion [AF1] obtenemos que: S(A, B) < S(A, B'). O

Las propiedades de la informacion M- elemental interior y exterior analogo

para P11 y P12 estén satisfechos por M- medida de inclusion.
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Ejemplos:
Una M- medidas de inclusion son los siguientes:
AN B M3(AN B) ‘ _
s S(A,B) = _ | e i 1/
A 5) |Al M3(ANB) + M3(A — B) con la medida ditusa M3

y la diferencia definida por —;.

» S(A,B) =infymin(l— fa(x)+ fp(x),1) = 1—My(A—1 B) para conjuntos

difusos normalizados.

El grado clasico de inclusion (inclusion de Zadeh):

S(A, B) = ﬁzxmin(l, 1~ fa(@) + folz) = 1— ﬁMg(A B (23)

es una M- medida de comparacién que satisface todos los requerimientos de

un M- medida de inclusion, excepto el hecho de que: S(A, B) # 0 para A y B tal
que ANB = 0.

2.5. Medidas de semejanza

La ultima familia de medidas de similitud a considerar toma en cuenta dos
objetos y mira las caracteristicas que ellos tienen en comun, sin tomar en cuenta

a uno de ellos como una referencia.

Definicion 2.5.1. Una M-medida de semejanza sobre () es una M- medida de

similitud S que satisface las propiedades:
AF : Reflexividad: S(A4,A) =1
AFT7 : Simetria: S(A, B) = S(B, A)

M- Medidas de semejanza S que satisfacen una propiedad adicional de T- tran-
sitividad, para una ¢t-norma 7',.S(A, B) > T(S(A,C),S(C,B)) VYA,B,C € F(Q)

son conocidas como relaciones indistinguishabilidad.
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La propiedad de simetria de M- medidas de semejanza implica que F'(u, v, w)
es simétrica en v y w: F(u,v,w) = F(u,w,v) . En el caso particular donde todas
las descripciones son tales que: M(A— B) = M (B — A) , cualquier M- medida de
satisfaccion S es una medida de semejanza ya que es reflexiva. Ademas, S se hace
simétrica debido a esta condiciéon especial. Este es por ejemplo el caso si consid-
eramos descripciones definidas como clases de una particion difusa comtinmente
usada en el control difuso con las formas de funciones de pertenencia simétricas,
idénticas para todas las clases localizadas a intervalos regulares como se indica en

la figura 2.2.

S

054

Figura 2.2: Particiéon difusa en un control difuso
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Ejemplos:

Una M- medidas de semejanza son los siguientes:

» S(A,B)=M(ANB)/M(AUB) para M tal que:

M(AUB)=M(ANB)+ M(A—-B)+ M(B - A)

por ejemplo M; o M;s y con la diferencia definida por —;.

1 1
= S(A,B)=1- @Ex’fA(x) — fe(x)[=1- @(MS(A — B) + Ms(B — A))

con la medida difusa Mj y la diferencia —.

2.6. Medidas de desemejanza

Muchas medidas de comparacion de conjuntos difusos en la literatura estan
basadas en una clase de distancia entre sus funciones de pertenencia [6], [16], [20],
[22]. A continuacion se dan los requerimientos necesarios para su introducciéon en

el marco de trabajo general.

Definicion 2.6.1. Una M-medida de desemejanza S sobre {2 es una M- medida

de comparacion que satisface los siguientes requerimientos:
AF8 : Minimalidad: S(A, A) =0
AF9 : Fs(u,v,w) es independiente de u y creciente en v y w.

Claramente, una distancia es una medida de desemejanza que es simétrica y

satisface la desigualdad tridngular.

Ejemplos:

Una M- medidas de desemejanza son los siguientes:
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1
» S(A,B)=|A—1 B| = @(Efo_B(a:) +X,.fp-a(z)) donde A —; B define
el subconjunto difuso de elementos que aproximadamente pertenecen a A
y no B o a la inversa, es una M-medida de desemejanza con la medida de

informacion M3 y la diferencia —;.

= La distancia geométrica generalizada normalizada:
1
S(A,B) = (@(ZmﬁA — f|")Y" para r > 1, con la medida difusa Ms y la

diferencia —;.

» S(A, B) =do(A, B) = sup|fa(z)+ fe(z)| [6] con la medida difusa M; y la

diferencia —;.
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Poder de discriminacion de medidas de
similitud

Similitud es un concepto ampliamente utilizado, con usos en varios campos,
tales como el reconocimiento de patrones, razonamiento basado en casos, proce-
samiento de imégenes, razonamiento aproximado, aprendizaje automatico, recu-
peraciéon de informacion, por ejemplo. Existen muchas definiciones de similitud
o semejanza y de disimilitud o de distancia. En este trabajo se ha concentrado

la atencion en medidas de similitud propuestas por Bouchon-Meunier y colabo-
radores [15].

3.1. Medidas de similitud

Una M-medida de la similitud en € es una aplicacion: S : Q x Q — [0, 1],

definida como:

S(A, B) = Fs(M(AN B), M(B — A), M(A— B)) (3.1)

para una aplicacion dada Fg : R — [0,1], tal que Fs(u,v,w) es no decre-
ciente en u, y no creciente en v y w.

Obviamente, esta nociéon de M-medida de similitud es muy general y corre-
sponde a asignaciones con comportamientos muy diferentes. Con el fin de ayudar

a elegir uno de ellos en la solucién de un problema particular, consideramos las
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siguientes propiedades adicionales que pueden ser satisfechas por M-medidas de

similitud.

» Reflexividad (S(A, A) = 1 para cualquier A)lo que significa que
Fs(u,0,0) = 1 para cualquier u # 0.

» Fzclusividad (S(A, B) = 0 para cualquier A y B tal que AN B = &) lo que

significa que Fs(0,v,w) = 0 para cualquier v y w diferente de 0.

» Simetria (S(A, B) = S(B, A) para cualquier A y B), lo que significa que

Fs(u,v,w) = Fs(u,w,v) para cualquier u, v, w.
Entonces se distinguen las siguientes medidas de similitud de particular interés:

» Una M-medida de satisfaccion es una medida de similitud exclusiva y re-

flexivo independiente del tercer componente:

S(A, B) = Fs(M(AN B), M(B — A))

para una funcion Fg : R — [0,1] tal que Fs(u,v) = Fs(u,v,.). Como
consecuencia, una medida satisfaccion satisface la propiedad de contencion
(st BC A, B # {),entonces S(A, B) = 1).

= Una M-medida de semejanza es una medida simétrica y reflexiva:

3.2. Medidas de satisfaccion

Una medida de satisfaccion corresponde a una situacion en la que se considera
un objeto de referencia o una clase y se tiene que decidir si un nuevo objeto es
compatible con él o ella, o lo satisface. Por ejemplo, medida de satisfaccion, son

apropiadas para sistemas de base de reglas.
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Definicién 3.2.1. Una M-medida de satisfaccion sobre €2 es una medida
S(A,B) = Fs(X,Y,Z) donde X = M(ANB),Y = M(B—-A),Z=M(A-B)
tal que

=[5 es creciente con respecto a X, decreciente con respecto a Y e independi-
ente de Z.

Sea Fg(X,Y) = Fs(X,Y, Z). Entonces;
» Fg(X,0) =1 para todo X

» F5(0,Y) =0 paratodo Y #0

Con esta definicién, la satisfaccion puede ser diferente en dos pares de con-
juntos difusos distintos s6lo debido a la escala. Es deseable que una medida de
satisfaccion dependa solo de los pesos relativos de X e Y y no de la escala del
sistema. Para obtener una medida objetiva, Rifqui y colaboradores [15] han prop-

uesto de normalizar la medida de satisfaccion.

_ X . ., .
" T = e la interseccion reducida.

.y = ﬁ el rasgo distintivo reducido.

En la figura (3.1) se muestran las diferencias de comportamiento entre las dos
definiciones de medidas de satisfaccion. Como 2% +y? = 1, el dominio de definicién
de la medida de satisfaccion es un cuarto de circulo. Puede ser descrito por un
argumento tnico ¢, con ¢ = arctan?.

Se denotara la medida de satisfaccion como S(A, B) = n(¢).

Las condiciones de la definiciéon 3.2.1 hacen que:

= 7 sea decreciente con respecto a ¢.
= 1(3) =0

» (0)=1
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Esta nueva forma de una medida de satisfaccion, expresada por una variable
Unica, tiene la ventaja de no ser dependiente del tamano del sistema. Ademaés,
esta normalizacion hace la definiciéon de una medida de satisfaccion mas simple

dado que el argumento es un segmento [0, | y no un cuarto de plano.

A B

X =400 X’ =40
Y =300 Y’ =30

S(A, B) £ S(A”, BY)

Normalization

V

x=x"=0.8
y=y =0.6

S(A, B)=S(A’, B")

Figura 3.1: El efecto de la normalizaciéon sobre medidas de satisfaccion
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3.3. Medidas de semejanza

Una medida de semejanza es usada para una comparacion entre la descrip-
cion de dos objetos, del mismo nivel de generalidad, para decidir si ellos tienen
muchas caracteristicas comunes. Las medidas de semejanza son apropiadas por el
razonamiento basado en casos o el aprendizaje basado en casos. En métodos de
agrupacion, las distancias pueden ser substituidas por una medida de semejanza.

Ejemplo

Denotemos Z = M(A — B). Nos enfoquemos en satisfacer las medidas de
semejanza en la caracteristica de exclusividad.

Siguiendo el procedimiento de normalizacion, se define:

X
VX24Y24+ 22

_ Y
. y - X24y2+22°

- Z
VX24Y2+272

=

7z =

Para (X,Y, Z) # (0,0,0).
En forma similar al caso de las medidas de satisfaccion, esto asegura que una

medida exclusiva de semejanza no sea dependiente de la escala del problema.

El dominio de estudio ahora se ha restringido a una parte de la esfera unitaria
dado que desde entonces, 22 4 y? + 2% = 1.

Geométricamente, la esfera simplemente es obtenida por una rotaciéon del cir-
culo de satisfaccion alrededor del eje x (ver figura 3.2). La representacion vectorial

sigue siendo valida.
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Plane y =0
B-A=0

Figura 3.2: Nueva representacion de una medida exclusiva de semejanza
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Aplicacion a problemas practicos

Un ntmero importante de métodos de clasificaciéon se basan en las compara-
ciones de los objetos: el método de los k-vecinos mas cercanos (k-NN), aprendizaje
basado en casos [20],[21],entre otros. Es en parte gracias a la facil explotacion de
los resultados obtenidos por estos métodos basados en la similitud que tienen tanto
éxito. De hecho, la comprension de los resultados es a menudo un obstaculo im-
portante que todos los métodos no satisfacen. Por ejemplo, la facil interpretacion
de los resultados en las aplicaciones médicas es esencial.

El ejemplo 1 presentado a continuacion se centra en el problema de la eleccion

de una medida de comparacion.

Ejemplo 1:

La medida utilizada para comparar objetos es a menudo una distancia. Pero,
cada vez méas, una similitud o una medida de disimilitud es elegida. No es facil
elegir una medida adecuada. La elecciéon esta relacionada con el problema de la

caracterizacion de las propiedades pertinentes para una tarea de clasificacion.

En este ejemplo se utiliza la formalizacion y el marco introducido en [5] para
hacer frente a las medidas de comparacion en un problema de clasificacion dificil:
la clasificacion de microcalcificaciones en imagenes de mamografias [22]. Ademaés,

se pone a prueba un método de clasificacion basado en prototipos difusos en [23].
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Construccion de un prototipo difuso

Antes de que el paso de la clasificacion, los objetos se han de comparar con el
fin de construir un prototipo para cada clase.

Segun [24], todos los objetos no representan del mismo modo la categoria a la
que pertenecen. Ellos se extienden a lo largo de una escala de tipicidad. La nociéon
de prototipo esta asociado a la nocion de tipicidad.

Clasificaciéon

Descripcion del proceso de clasificacion

Un nuevo objeto del que no conocemos que clase se clasifica gracias a una
comparacion con el prototipo de cada clase. De hecho, un prototipo puede ser
considerado como una regla que describe una clase. Por ejemplo, el prototipo de
la clase redonda"puede ser: si la superficie = alrededor de 15 pixeles, y compacidad
= entre 5 y 6 y entonces clase = redondo.

El proceso de clasificacion se basa en la pregunta: ; El nuevo objeto satisface un
prototipo?. Esta pregunta implica el uso de una medida que es maxima cuando el
objeto esta incluido en el prototipo y se puede considerar como un caso particular
del prototipo, y minimo cuando no hay rasgos comunes compartidos por los dos
objetos.

Medidas para el proceso de clasificacion

Una medida de satisfaccion corresponde a una situacion en la que se considera
un objeto o una clase de referencia y tenemos que decidir si un nuevo objeto es

compatible con él o cumple la referencia.

Definicién 4.0.1. Una M- medida de satisfacciéon sobre €2 es una M- medida de

comparacion S tal que Fg(u,v,w) es:

Independiente de w

= no decreciente en u y no creciente en v

exclusivo: Fg(0,v,+) = 0 independiente de lo que sean v, u y w

maximal: Fg(u,0,-) = 1 indenpendiente de lo que sea u # 0
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Relaciones de analogia [26] tales como:

S(A, B) = infumin(1l — fi(x) + fa(x),1) (4.1)

y semejanza borrosa [27] tales como:

S(A,B) =1 — supy,@)=o0fa(2) (4.2)
son M-medidas particulares de satisfaccion.
Resultados
Se probaron varias medidas de semejanza, desemejanza y satisfaccion en las
bases de datos de prueba y ha ocurrido que las medidas siguientes proporcionan

los mejores prototipos con respecto a la tasa de clasificacion:

= Medida de Semejanza:
S(A, B) = (%) * arctan(2 x M(AN B) x sup(AN B)/M(AU B))

s

siendo M la superficie (M(A) = [ fa(z)dz).
» Medida de satisfaccion: S(A, B) = M(ANB)/M(B) siendo M la superficie.

= Medida de desemejanza:
S(A,B) = [A* Bl = §(3 ./ pusp, fa-B@) + 22, 155, fr-a(2))
donde A x B describe el conjunto difuso de elementos que pertenecen a A
aproximadamente y no a B o a la inversa, con la sigma-cuenta como la

medida de conjunto difuso.

La prueba esta ampliamente explicada en [22], y ha confirmado que este marco

es eficiente.

Ejemplo 2:

Este ejemplo trata con descripciones (méas o menos aproximadas) de automoviles
usados para la venta en un garaje. Los atributos diferentes involucrados son la
edad del auto, el precio de compra, el consumo de gas y la velocidad del auto. Los

datos disponibles pueden ser representados en la tabla [4-1].
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Tabla 4-1
Vehiculo | Edad  del | Precio de | Consumo Velocidad
auto compra de gas
i Nuevo Caro Econdémico Mas bien
rapido
V5 Menos de 3 | Alrededor de | Mas bien | 180-200
anos 45000 econoémico
Vs Reciente Entre 50000 | Cuantioso Rapido
y 60000
Vi Alrededor de | Menos de | 89 180
5 anos 20000
Vs 5-10 Alrededor de | Cuantioso Maés bien
10000 rapido
Ve Viejo Barato Econémico No muy
rapido
Vz Nuevo 32000-40000 | Muy Entre 140 y
econdémi- 160
co

Cada fila en la tabla corresponde a una lista de pares (( valor (difuso)) (nom-

bre de atributo)); por ejemplo la primera fila corresponde al dato

Vi:((Edad nuevo) (precio caro) (consumo econémico) (més bien velocidad réapi-

da)).

Un dominio estd conectado a cada atributo; este dominio es el conjunto de

todos los valores que pueden ser tomados por el atributo. Aqui por ejemplo el

dominio conectado al atributo edad del auto es el intervalo [0,20]. Todos los

dominios considerados en este ejemplo son la escala continua.
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Se asumira que las funciones de pertenencia de los valores difusos son trape-

zoidales.

Una funcién trapezoidal sera representada por un 4 - tupla (a, b, ¢, d) de los

parametros, tal como se muestra en la figura 4.1.

ey ¢4

r

Figura 4.1: Representacion de una funciéon de membresia trapezoidal.

En la tabla 4-2 se dan a las funciones de pertenencia de los valores difusos cor-
respondientes a los téminos linguisticos para el atributo edad del auto: Nuevo
(N), Reciente (R), Menos de 3 (E), Alrededor (H) y Viejo (V), al cual se le ha
asignado un dominio [0. 20|, usando la codificacion indicada. Asi mismo, dichas

funciones de pertenencia muestran en la figura 4.2.

Término linguistico | Funcién de pertenencia
representada como una 4
- tupla (a, b, c, d)

Nuevo (N) (
Reciente (R) ( )
Menos de 3 (E) (0033)

( )
(

Alrededor de 5 (H)
Viejo (V)
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Tabla 4-2. Funciones de pertenencia correspondientes a los téminos linguis-

ticos para el atributo edad del auto, representadas como 4 - tuplas.

Menos
Huewo de

S, Arededor

de 5 Viejo

b

f ! l
“Ti)e
\
\
 d
|
1
y | : | ' >
5 3 4 5 § 7 8 10 15 20

Edad del auto

Figura 4.2: Grafica de Funciones de pertenencia correspondientes a los téminos
linguisticos para el atributo edad del auto.

Podemos por ejemplo determinar las medidas de satisfaccion, inclusion, seme-

janza, y desemejanza entre varios de estos términos linguisticos.

(a) Determinar la medida de inclusion (Nuevo, viejo).
Inclusion (N,V) = Fs(M(N OV), M(V — N), M(N — V).
Por la definiciéon de la operacion de interseccion de conjuntos, tenemos que
NNV =0.
Por lo que;
Inclusion (N, V) = Fg(M(0), M(V — N), M(N —V))
De acuerdo al axioma AM1, definicion 1.1.6. tenemos que AM1 : M(0) = 0,
entonces: M(NNV)) =0
Inclusion (N, V) = Fg(0, M(V — N), M(N = V)).
Luego, por el axioma AF2 de la definicion 2.4.1., AF2 :Fg(0,v,w) = 0,
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(b)

tenenos que
Inclusion (N, V) = 0.

Asumiendo que la medida especifica seleccionada de semejanza es

M(ANB)
S(A,B) = MAUB)

con M(AN B)= area (ANB)y M(AUB) = area (AU B).

Luego, encontraremos el valor de la medida: semejanza(R, E). En efecto;

semejanza(R, E) = %Eﬁﬂg
semejanza(R, E) = %'

De la figura 4.2 puede observarse que
area(RN E) = area(R) = 2
area(RU E) = area(FE) = 3.

Por lo tanto, bajo las premisas seleccionadas tenemos que:

2
-3

semejanza(E) = 0,666.

semejanza(R, E)

Asumiendo las mismas premisas que en el caso anterior, encontrar el valor

de la medida: semejanza (E, N).En efecto;

M(ENN) _ area(ENN)
M(EUN)  area(EUN)"

De la figura 4.2 puede observarse que:
area(ENN) =area(N) = 1,5
area(E U N) = area(E) = 3.

Por lo tanto, bajo las premisas seleccionadas tenemos que:

semejanza(E, N) =

semejanza(E,N) = 22 = 0,5.

Encontrar el valor de la medida: satisfaccion (E, N).En efecto;

satisfaccion (E,N) = Fs(M(ENN),M(N — E), M(E — N)).

Ahora bien, por la definicion 1.1.7, D1: Si A esta contenida en B, entonces
A—B=0porloque N —FE=0.

Por otra parte, de acuerdo a definicion 1.1.6 del axioma AM1, tenemos que:
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M(() = 0, entonces, M(N — E) = 0, por lo cual tenemos:

satisfaccion (E, N) = Fs(M(ENN),0, M(E — N)).

Como, segun el axioma AF4 de la definicion 2.3.1, AF4 : Fg(u,0,.) = 1,
para cualquier valor de u # 0.

Se concluye que
satisfaccion (E, N) = 1.

Asumiendo que la medida especifica seleccionada de desemejanza es
desemejanza(A, B) = (ﬁ)(area(/l N B') + area(BN A’)), encontrar:
En efecto;

(ﬁ)(area(E N R') 4+ area(R N E')),entonces

(&)(1+0) = 0,05.

desemejanza

desemejanza

Y

(E,R).
desemejanza(E, R)
(E, R)
Asumiendo las mismas premisas que en el caso anterior, encontrar el valor
de la medida: desemejanza (H, V). En efecto;
desemejanza(H,V) = (%l)(area(H NV’)+area(V N H')), entonces
1

desemejanza(H,V) = (5;)(1 +8,5) = 0,475.

De la misma manera que hemos procedido a comparar funciones de pertenencia

correspondientes a los téminos linguisticos para el atributo edad del auto, puede

hacerse con las funciones funciones de pertenencia correspondientes a los téminos

linguisticos de los otros atributos.
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Conclusiones

A través del presente trabajo se realizdé un estudio sobre la aplicacién de op-
eraciones de interseccion y diferencia en medidas de comparacion entre conjuntos
difusos.

Para ello se revisaron aspectos fundamentales sobre conjuntos difusos y sus
operaciones, se estudiaron varias medidas de comparaciéon entre conjuntos difu-
sos, asi como la forma en que se han utilizado las operaciones de interseccion y
diferencia en la construcciéon de medidas de comparacion entre conjuntos difusos.
Finalmente se mostr6 la utilidad de la aplicacion de operaciones de interseccion
y diferencia en medidas de comparacién entre conjuntos difusos en problemas
practicos.

A partir del presente trabajo pueden realizarse otros estudios para extender o
aplicar el tema tratado. Por ejemplo, pueden usarse las propiedades de semejanza
junto con la desemejanza para obtener medidas de comparacion valoradas por
intervalos. Asi mismo, las medidas estudiadas se pueden utilizar en la recuperaciéon
de base de datos, el razonamiento anal6gico, el razonamiento basado en casos o

en el procesamiento de imagenes.
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