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INTRODUCCION

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias comienza con los trabajos de
Newton, y el tmico objetivo que habia era el aspecto cuantitativo, es decir la resolucién
numérica. Luego con los trabajos de Lagrange y Cauchy se empieza a fundamentar, de
manera sélida, la teoria cualitativa, cuyo desarrollo se ve definitivamente gracias a los

excelentes matematicos: Poincaré y Liapunov.

La obra de Poincaré es muy extensa, pero entre ellas destaca el libro "Les Methodes
nouvelles de la mecanique celeste”. Por otro lado A. M Liapunov, creador de la teoria de la
estabilidad y acotamiento, presenta su famosa Tesis Doctoral, en 1892; traducida al francés
en 1907 "Problema general de la stabilite du mouvemente” y al inglés: "Stabillity of Motion",
Academic. New York, 1966. Para establecer Teoremas de Estabilidad, Liapunov introduce
un método llamado método directo o segundo método, el cual es muy util en la teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias, en particular en el acotamiento de

soluciones; concepto que es muy parecido a la estabilidad.

Hay varios tipos de acotamiento, entre los cuales se encuentran el equi-acotamiento
y el acotamiento hacia el final de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, parte
central de este trabajo.

Varios matematicos han realizado importantes aportes en estos temas, como T.
Yoshizawa [ 8 ],[ 9 ],[ 10 ). En los tltimos afios Hara y Yoneyama [ 5 ], han realizado
importantes estudios sobre acotamientos de soluciones.



El desarrollo de éste trabajo, se hard en tres capitulos. En el primero, se dan
algunas definiciones esenciales, asi como también algunos Teoremas que dan condiciones
suficientes para el acotamiento de soluciones que servirdn como base y referencia en los

proximos capitulos.

El segundo capitulo, sirve para el establecimiento general del problema, en donde
se demuestra que los teoremas de acotamiento hacia el final y equi-acotamiento de
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser demostrados sin hacer uso de

la propiedad de radialmente no acotada de una funcién Liapunov.

Ademas se investigar4 la relacién entre la propiedad de radialmente no acotada de
una funcién Liapunov V y el acotamiento hacia el final de soluciones, sin hacer uso de que la
derivada total de V sea definida negativa Esto es influenciado por Haddock [ 3 ], quien
establece que la estabilidad Asintética puede ser probada sin hacer uso de que V sea

definida positiva

También se estudia el acotamiento hacia el final de soluciones usando funciones

escalares que satisfacen condiciones muy especiales.

Por altimo, en el Capitulo III, se dan unas aplicaciones de todo lo desarrollado
anteriormente usando el criterio de Routh - Hurwitz para establecer condiciones necesarias
y suficientes para que las soluciones de una ecuacién diferencial de cuarto orden y sus

derivadas sean equi-acotadas y acotadas hacia el final.



CAPITULO 1



FUNCIONES DE LIAPUNOV Y ACOTAMIENTO
DE SOLUCIONES

Consideremos el sistema de ecnaciones diferenciales:

x' =1{t, x) ('=d/dt) (1)

donde fes una funcién continua de IxR"enRO(f: Ix R? — R") e I =[0, +). Se denotara
por x(t; ty, x5) = x(t) 6 x(t t,, X5) = x 2 una solucién de (1) con x(ty; t,, X5) = X,
Ademads, se tomard a D como un abierto en R, |x| la norma euclidiana de x. Para abreviar,

gse escribira C y CCP la familia de las Funciones Contfnuas, y continuas crecientes y

positivas, respectivamente.

1.1. Funciones de Liapunov

Definiciéon 1.1.1 Una funcién V : I x D — I satisface localmente una condicién de

Lipschitz con respecto ax, si ¥V K ¢ R?, K compacto existe L{K) > 0 tal que
NVt -V, 9] SLE) |k -y parax,y € K

Definiciéon 1.1.2 Sea V: I x D — I una fiuncién escalar que es localmente lipschitziana
Definimos la funcién V', relativa al sistema (I), por:

V' (t,x) = Lim sup % [V(t +h, x + bf(t, x)) - V(t, x)]
h—)°+

Definicion 1.1.3 Una funcién continua escalar V : I x R" — I que es localmente

lipschitziana y satisface V' (t, x) <0 es llamada una fimcién Liapunov para el sistema (I)



Ejemplos 1.1.4

: x'=y
a) Sea el sistema ’
y= -x -y

Definimos la fincién V por V(t, x) = x> + y°. Entonces V es continua, localmente
Lipschitzianaen x y V'(t, x) = 2xx' + 2yy' = -2y° < 0. AsfV es una fincién Liapunov

para el sistema dado

b) Consideremos la ecuacién escalar:

gi x| <1

x' = .
si x| > 1

M| e

Entonces V(t, x) = %% o5 un funcién Liapunov para dicha ecuacién.

Definicién 1.1.5 Una funcién es de clase H(a € H), si aesuna fincién de [ en I y ella

es continua, estrictamente creciente y cero en el origen.

Definicién 1.1.6 Una funcién V : I x D — [ es definida positiva si V(t, 0) =0 y
Vi, x)>0, si xz0. (681 V(t,0)=0 y existeaec H tal queV(t,x)za(JlxlD )

Definicién 1.1.7 Una funcién V : I x D — I es radialmente no acotada, si
Lim V(t,x)=w
kl- o

Siendo esto uniformemente ¥V t € I (6 si existe una funcién a de clase H tal que

anxIDSV(Lx) v(t,x) € IxDy ‘L_l,n; a(r) = )



Ejemplos 1.1.8

a- Tomemos X = (x;, X;) yseaV:IxR® 5 1 dadapor V(t,x) = (1 + t)(x? + x?).
Definimos a{r) = r° por lo tanto a(”xl) = xf + x4, Luego a(”xl) < Vit. x)
y a de clase H As{ V es radialmente no acotada

b.- Paralafincién V: Ix R® 5 1 dada como V(t, x) = (1 + cod t) x; + 2xZ, donde
x = (xq, X, ), definimos a(r) = r’ y se tiene a("xl) = x? + x2 < V(t, x) y a de clase H.

Luego V es radialmente no acotada



1.2. Definiciones de Acotamientos

Definicién 1.2.1 Las soluciones de (1) son Acotadas, si existe B > 0 tal que:
x(t; ty, xo)| < B parat >t

donde B puede depender de cada solucién.

Definicién 1.2.2 Las soluciones de ( I ) son Equi-Acotadas, si paratodo ¢ >0 y
t, € I existe B(t,, @ ) =B >0 tal que:

Bol <@ y t=ty = |x(t;ty, x0)] < B

Definicién 1.2.3 Las soluciones de (I) son uniformemente acotadas, si B de la

definicién anterior es independiente de t ;.

Definicién 1.2.4 Las soluciones de ( I ) son Acotadas hacia el final o finalmente
acotadas siexisten B>0 y T=>0tal que;
Ix(t; to, x5)| < B, paratxt, + T,
donde B es independiente de la solucién particular, mientras que T puede depender de cada
solucién.

Para sistemas lineales el acotamiento de soluciones implica el equi-acotamiento y
si las soluciones son acotadas hacia el final entonces ellas son equi-acotadas. Para sistemas
periddicos, si las soluciones son equi-acotadas entonces son uniformemente acotadas. La
demostracién de este resultado puede verse en| 10 ).

Para sistemas auténomos las soluciones no son necesariamente equi-acotadas

aunque todas las soluciones sean acotadas, como lo muestra el siguiente ejemplo.



Consideremos el sistema:

x'=0
y = -2
z' =yx2

y la solucién del sistema en (0, x, v, , Z,)-

Si x,=0,lasoluciénes:x=0;y=y,, 2=z,

Six, = 0,lasoluciénes: x=x,;, y =1y cos,“x Pt - ~2_ sen x| t
(4] (¢] 0 0 Jl—x_o—| [
z =y, mgen 1/"‘0[3 t + z, cos;,”xo[J t

Asf toda solucién es acotada sin embargo |y| tiene un valor muy grande si |x,| es

suficientemente pequefio. Luego las soluciones no son Equi-acotadas.

Otros ejemplos que muestra la diferencia de estos conceptos pueden verseen|[ 8 ]



1.3. Teoremas de Acotamiento

Teorema 1.3.1 Supongamos que existe una fiuncién localmente Lipschitziana
V:IxR" — I que es radialmente no acotaday V'(t, x) < 0. Entonces las soluciones de (1)
son acotadas.

Demostracién. Como V es radialmente no acotada existe a < H tal que:
V(t,x)Za("xlD y }_i’qia(r)=oo
Asidado t, el y x, € R", exister >0 tal que a(r) > V(t;, x,). Ademss, si
t>2t, y x(t) =x(t; t,, x,) entonces a (" X |D < V(t,x) y como V es una fincién

Liapunov se tiene que V'(t, x) < 0. Por lo tanto
j; Vit x)dt < 0 = V(t, x) < V(t,, x,)

= V{t, x) < a(r)
= a("x ID < a(r)

= " b "< r. Asf las soluciones de ( I) son acotadas.

Teorema 1.3.2 [7, teorema EB] Supongamos que existe una fiuncién Liapunov
V : Ix D —I que es radialmente no acotada Entonces las soluciones de ( I ) son equi-

acotadas.

Demostracidn. Sea x(t ; X,,t,) una solucién de (I). Como V es continua en (t, x)
existe K(t,, @) =K (K depende de t, y @), tal que si [[x,|| < entonces V(t,, x,) <K (ver
figura 1) Como V es radialmente no acotada, existe a € H tal que a (“ X ID < Vit,x) y

Lim afr) = . Luego, escogemos B = B(t,, ) suficientemente grande tal que

{—> ®

a(B)> K.



Supongamos  que | x(t; t,. x,)f|= B para algun t, >,

v=x(t, t;. x,). Porser Vuna funcisn Liapunov V'(t. x) < 0

Ast [TV xdi s 0 = Vit ¥) - V({t,. x.) < 0

—_—

= V(. v) < V{t,, x.)

= V(t,,v) < K

Luego a /J} v ”\ = Ky porlo tanto a(B) <

B(t,. a). Por lo tanto las soluciones de (I) son

qui-acotadas.
a(y)

) 1) V{ 7, A7)

| - |

! a(h)
} 70, )
V(72 4) (x(7 # & ).t )
Q
(% ,.4)
to "

f'}r G

K. lo cual contradice la escogencia de



A continuacién se demostrard uno de los resultados cldsicos sobre acotamiento final en

la Teoria de Liapunov [10].

Teorema 1.3.3 Supongamos que existe una funcién Liapunov V : IxR" — RP que
satisface las siguientes condiciones:

i) V es radialmente no acotada
i) V'(t, x) <- c(]x |) donde c es un fimcién continua y positiva

iii) f es acotada cuando [}x|| es acotada

Entonces las soluciones de { I) son finalmente acotadas.

Demeostracion: Por el Teorema 1.3.1, las soluciones de ( I ) son acotadas. Asi
IM> 0, tal que fx(t;t,, x,)| < M parat > t,
Supongamos que alguna solucién no es acotada hacia el final entonces existe

B > 0 y una sucesién divergente {t }para el cual [x(t; to, xg)| = B, t; € I. Como

<P

f{t, x) es acotada para |x|| acotada, existe p > 0 tal que % Ix(t; to. Xo)|

v |

Asf en los intervalos t, - B s t, + B e tiene que |x (t; to, xo)| =
2p 2p

Podemos asumir que estos intervalos son disjuntos y t, - 7o > t,, tomando si es
P

necesario una subsusesién de {t,}. Ya que V'(t, x) < -c (Jx|]) existe una constante r >0

tal que V’(t, x(t; tg, xo)) < -r  en los intervalos t, - —2}1 <t<t + ™
p P

-



V'(t, x(t; to, xo)) < 0 fuera de ellos, ya que % < "x(t; to, xo)“ < M en dichos

B B
b+ — b +—
t2p k 2p
= V(t, x(t))sV(tO, Xgo) - > J c(lx(s)l) ds < V(tg, xqg) - > J rds
1= B 1=1 B
t—— t -
2P 2
B B .
—v(to,xo)-kr[t,+—-t +—) =V(ty, %) -kr=. Pero si k 5 w
2p 2p

entonces V(t,, xg) - kr% — - . De aqui se obtiene V(t, x(t)) — -0

Lo cual contradice el hecho de que V(t, x) es Radialmente no Acotada
Luego las soluciones de (I) son acotadas hacia el final. |

Observaciéon 1.3.4 Si en el Teorema 1.3.3 suponemos que se siguen cumpliendo
ii) y iii) y la condicién 1) es reemplazada por: 3k, k < V(t, x), ¥(t, x) € IxR"
entonces V(t, x) no es necesariamente Radialmente no Acotada

En efecto, motivado por [5], consideremos la Funci6n Liapunov V(t, x) = e-x? para el

sistema

x si x| <1

1 .

— st [x| > 1

X

Entonces siempre existe k tal que k < e™ = V(t, x), pero "Ii,im V(t, x) = 0. Luego
—_

V(t, x) no es Radialmente no Acotada.

10



CAPITULO 11



CONDICIONES ESPECIALES DE ACOTAMIENTO

En este capitulo se vera que los Teoremas de acotamiento hacia el final de soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias se pueden demostrar sin hacer uso de la propiedad de

radialmente no acotada de una funcién Liapunov.

Ademss se estudiard la relacion entre el acotamiento hacia el final de las soluciones de
() vy el no acotamiento radial de una fincién Liapunov usando funciones escalares que

satisfacen condiciones muy especiales.

En primer lugar se establecen las siguientes definiciones motivadas por Hara y otros

en[ 5]
2.1. Preliminares

Definicion 2.1.1 Una fincién continua, g de I en R* | tiene integral impropia acotada, si

Fsdt <«

Definicién 2.1.2 Una fincién contfnua g de R en R* -{0} tiene integral recfproca

1
g(u)

1
8

impropia no acotada, si E

13



¢
-[A®ds +y (VL) 1
Demostracidn. Sea U(t, x) = € 0 donde y '(u) = ()
u

Entonces U'(t,x) <0y por ofro lado

Lim e.E A (9ds eV (V({_ X))

Lim U(t, x
koo (t. )

hjo o
' 'LV(%, x) du
. ds —
= Lim € L A(e)de o P
x| - =

, -ﬁl@a ,
Como E,l (t) dt es finita hagamos M = € . Ademsis al ser V radialmente no
acotada se cumple que FIIJim V(t,x) = o
S o

du
Luego &f_f)n Uft, x) = MCJ: PO = . Asi Ut, x) satisface las condiciones del

Teorema 1.3.2. Por lo tanto las soluciones de (I) son equi-acotadas. [

15



2.2. Acotamiento hacia el Final y Equi - Acotamiento de Soluciones y Funciones

Radialmente no Acotadas

Lema 2.2.1. Supongamos que existe una funcién W radialmente no acotada que
satisface W'(t, x) < pt) h(W(t, x)) V{(t,x) e IxR™ donde p es una funcién

integrablemente acotada, m € CCP y h es una funci6én que tiene integral reciproca impropia

no acotada. Entonces las soluciones de (I) estén definidas en todo R.

Demeostracién. Supongamos que existe una solucién x(t), tal que x{t) - = =i
t 5> T paraalginT>t,.
Luego W (t, x(t)) - « sit - T (por ser W radialmente no acotadsa)

Por ofro lado tenemos que:

Wi(t, %() < a(t) h (W(t, x(0) = hw'(t’ O

(W(t, x(t))

T Wt x(t)) T

du
—— < o, pero —_— =@
h{u) h(u)
lo cual es una contradiccién. Asi, las soluciones estdn definidas en [t , «). Similarmente

para (-, t.]. il

16



Teorema 2.2.2. Supongamos que existen finciones Liapunov V y W tal que:
i) V(t, x) < A(t) ®(V(t, x)) donde A y © son funciones que tienen integral impropia no
acotada e integral recfproca impropia no acotada respectivamente.
i) IKtalque K <V(t, x) V(t,x) e IxR"
Entonces existe una constante M > 0 tal que O(V(t, x(t))) <M vt el

Demostracién. Sea L = E A(t)dt. Por la continuidad de @, existe M > 0 tal

que O(u) <M para cualquier u que satisface K <u <N
Por (i) Vi(t,x) < a(t) ®(V(t, x))

V'(t, x)

= s Y
t V'(s, x) t o,
- Lomds < jto,l(s)ds

=y (V{t. x(t)) < w(V({ty., x,)) + L
(donde i es una antiderivada de @)
=Vt x(t) < v (v (V(ts, x,)) + L)
Haciendo N = ' (V(t,, x,)) + L), entonces K < V(t, x(t)) < N

Por lo tanto existe M > 0 tal que © (V(t, x(t))) <M Vtel

Hara Yoneyama, Saitoh e Hirano en[ 5 ] demuestran el siguiente Teorema.

Teorema 2.2.3 Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada inferiormente
de tipo W, tal que:
) W't x)| < u(t) h(W(t,x)) WV(t,x) eIxR® donde p es una funcién

integrablemente acotada y h es una funci6n que tiene integral recfproca impropia no acotada

17



Entonces:
a) V es radialmente no acotada

b) Las soluciones de (I) son equi-acotadas y acotadas hacia el final.

Si la condicién (i) en el Teorema anterior es debilitada como es motivadaen| 5 ], es
decir si ésta la cambiamos por W'(t, x(t)) < u(t) h (W(t, x(t))), entonces algunas de las
conclusiones del Teorema fallan. A continuacién se presentan dos teoremas relacionados

con este debilitamiento de la hipétesis.

Teorema 2.2.4. Supongamos que existe una fincién Liapunov V acotada inferiormente
de tipo W, tal que

W'(t, x) < pu(t) h(W(t, x)) ¥(t, x) € IxR" donde p es una fincién integrablemente
acotada, m € CCP y h es una funcién que tiene integral reciproca impropia no acotada.

Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas.

Demostracion. Por el Lema 2.2.1 las soluciones de (I) estdn definidas en todo R.

Supongamos que las soluciones de (I) no son equi-acotadas. Entonces

existe ¢, > 0 yt, € I yparacualquier § > 0, existe ;]| < @y y una solucién
x(t t,, x,) conT >t tal que [x(T; t, x1)| =B

Ya que Liminf c(r) > 0, existeR, > 0 y & > 0 tal que ¢(r) = 5 para toda
r>R,. SeaL= fl (t)dt. Por la continuidadde Vy W 3 n > R, tal que para cualquiera

| < @y se cumple, Vity, x) <y Wty x) < 7

© du _ . . b dr
Como -‘-0 h(a) = . Existefy, > a,, b(5,)>n tal que m(s) < L m’

para alguna constante s. (2.2-1)

18



Reemplazande B en la hipotesis por B, existe [x, | < a;, una solucién x(t) = x(t; tg, %)
y tp > to talque  [x(t))| = Bo

Asi V(t, x) <7 y W(t,, x,) <7

Entonces existen t, y t, tales que t, <t, < t, <t vy W(:tz,x(tz)) =
Wits, x(t3)) =b(F) y 7< W(t, x(1)) < b(By), te(ty,t3) (ya que W es

radialmente no acotada y es continua)

Por el Teorema 2.2.2 existe M > 0 tal que CD(V(t, x(t))) <M Vvtel

Luego,

Vits, x(t3) < V (t, x0) - [* ¢ (W(t, x(t))) dt + ML
L2
<7 - J:3 ¢ (W(t, x(t)))dt + ML <75 - &{t; -t,) + ML
2

ts W'(t, X(t)) ts
Por otro lado Jtz BW(t, () dt < Jt2 4 (t) dt. Entonces por (2.2-1) y por ser yu una

fincién integrablemente acotada, obtenemos m(s) < m (t; - t,). Si escogemos

_ 7-K+ML 7 -K+ ML

se tiene < t3 - t;. Porlotanto V (t3, x(t3)) < Ky

esto contradice la existencia de K tal que K < V(t, x) VY(t,x) € IxRD. Por lo tanto

las soluciones de (I) son equi-acotadas. |}

Teorema 2.2.5 Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada inferiormente
de tipo W tal que

Wi(t,x) < z()h(W(t, x)) V(,x) e I«R® donde 4 es una fincién
integrablemente acotada, m € CCP y h es una funcién que tiene integral reciproca impropia

no acotada. Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final.

12



Demostraddn. Yaque V'(t,x) < - ¢(W(t,x)) + A () O(V(t,x)) vy cr) 20,
entonces V'(t, x) < A (t) O(V(t, x))
Por el Teorema 2.2.3. existe M > 0 tal que O(V(_t, x(t))) <M vtel
Supongamos shora que existe (to, Xy) € IxR”, una solucién x(t) = x(t; t,, Xy) ¥ una

sucesion {tk} talque t, 5o si k 5o vy W(tk, x(t,)} > R,, donde R, es una

constante. Como Lim infc(r) > 0 existe Ry < R, tal que o(r) > %— para cualquier

I o

rz R,
]
Supongamos que W(t, x(t)) > R, Vt > ty, luego c(W(t, x(t)) = Y

Como V' (t, x) < - ¢(W(t, x)) + 4 (t) D(V(t, x))
V' (t, x) € - % + A (t) D(V(t, x))

Asf V(t, x(t) < V(tg, x,) - %— (t-t;) +ML
y Lim V(t, x(t)) = - ©, y esto contradice la existencia de una constante P tal que
t—

P<V(tx) VY (t,x) eIxR"

Asf existe una sucesién {s, } talque s, > o, si k 5w y W(sk,x(sk))k R,.
Luego existen dos subsucesiones de {t,} y {s }, digamos {t,} y {s } tal que
S <t <84y, stk o 0y W(s, x(s)) = Ry, W(t, x(t,)) = R, y

Ry <W(t, x(t)) <Ry; te[s,t]

o]
Interesa determinar que la serie Z (ty - 8 ) = o esdivergente
k=1

Supongamos que (t, -s,) >0, si k>
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Entonces por (2.2-1) se tiene

S ff A W)
Ry h(r) Sy h(W(t, x(t))

<m(t, -s) y m(t, -s)—>0 si k> o locual es una

. J'tk W' (1, x() o
Sy h(W(t, x(t))

o0
contradiccién. Porlotanto > (t - Sp) = (2.2-2)
k=1

Por el Teorema 2.2.2 ®(V(t, x(t))) < M paraalgin M > 0
Asi V(t,, x(t.)) < V(ty, x,) + ML - Z _E o(W(t, x(t))) dt

) d <
< V(t,, %) + ML - _Z-E::

En consecuencia Lim V(t_, x(t_)) = - y ésto contradice que existe una constante

no o
Ptal que P < V(t, x) v({t,x) e IxR"

Supongamos finalmente que ||x t'; to, Xo I = R, para algint' > t; + T. Por las
propiedades de b existe R, > R, tal que b(R,) > R, b{Jx]) < W(t, x), y ademas
b(r) 5 ©,8i r 5> ®
Asib(R,) =b(jx[) < W(t, x) <R,

Luego b(R,) < R,, lo cual contradice que b(R,) > R,. En conclusién las soluciones de

(I) son acotadas hacia el final. |
Observacion 2.2.6 Bajo las hipétesis de los Teoremas anteriores no se puede concluir

que V es radialmente no acotada Como es establecido mediante el siguiente ejemplo,
de[ 5]
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Consideremos 1a ecuacién escalar

2
X' = -xe'

Las soluciones de la ecuacién son finalmente acotadas, en la figura 2 se pueden

observar el comportamiento de las soluciones

N

FIG.2

Sea V(t, x) =1 - e™ vy W(t, x) = x2, entonces las condiciones de los Teorema
anteriores son satisfechas tomando c(r) =K tal que K> 0y 2x% > K, ®(u) =u? h(s) =2 ;
A =0; m(r)=r%u(t)=1.

Sin embargo V no es radialmente no acotada ya que '}iim Vit,x) =1



Teorema 2.2.7 Supongamos que eXiste una funcién Liapunov V acotada inferiormente

de tipo W tal que:
Existe m € CCP talque vt > s > 0 yu(r) € C ([s, t]), se cumple:

t ,
“s W' (7, u(r))dr| < m(t - s)

Entonces V es radialmente no acotada

Demostracién. Supongamos que V no es radialmente no acotada.
Entonces existen No > 0, r > 0 t eI talque |jx;| > r,y V(t, x,) <No.

Como liminf ¢(r) > 0, 3R, > 0 y & > 0 talque c(r) 2 § ¥r = R,. Sea

L = j: A(t)dt Por otro lado existe b continua y creciente tal que
b(”x”) <W(t,x) yb(r) > © si r > . Ademéas existe R, >R, tal que
b(R,) >R,y mls) < [b(R,) - R
Reemplazando r en la hipétesis por R, 3t € I, [xo]] > R,, V(t5, %,) < N,
Por el Teorema 2.2.2, existe M > 0 tal que ('D(V(t, x(t))) <M Vtel
Supongamos ahora que W(t, x(t)) > R, V't >t
Entonces tenemos que V'(t, x) < -5+ MA(t) Vt > t,. Luego

V(t,x) <N, - &t -t,) + ML ypor lo tanto

tL-l)rr‘}o V(t, x) = -« lo cual es una contradiccién

Asiexiste t, > t, tal que W(t,, x(t,)) = R, y W(t,x(t)) > R, V¥t e [t5,t,)
Enf{t,, t,] se tiene:

V(t, x(t,)) £ Ny = 3 (t, =t,) + ML

Por otro lado

I:‘ W' (r,u(r))dr | <m(t -t,) para toda funcién continua u en

[s, t], luego se cumple para toda solucién x(t) de (1), ya que éstas son continuas
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Asi [T W(L x(D)dt < m(t, - t)
Luego m(s) < m (t, - t5)

. N, -K+ML
St escogemos § = , entonces m

d

N, - K + ML
5

) < m(:tl - ty)

N, -K + ML
5

Asi

<t -ty => Ny -d(t, -t,) + ML < K

= V(t,, x(t,) < K, lo cual es absurdo

Luego V es radialmente no acotada. [

Teorema 2.2.8 Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada inferiormente

de tipo W tal que
Existem ¢ CCPtalque ¥t > 5> 0 vy u e C([s, t]), secumple:

’j: W' (r,u(r))drl <m(t - s)
Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final.

Demostracion. Como 0 < J;k Wiz ,u(r))dr| < mt, - s,) entonces por

k

o
(2.2-2), se tiene Z (ty - s) = o,y aplicando el Teorema 2.2.5 las soluciones de (I)
k=1

son acotadas hacia el final. f§
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Teorema 2.2.9 Supongamos que existe una funcién Liapunov que satisface las
siguientes condiciones:
1) V es radialmente no acotada
i1) Existe una finciéon W radialmente no acotada tal que
V' (t, x) < - c(W(t, x)) + A (1) ©(V(t, x))

donde ¢ es una fincién continua y no negativa en R, tal que Lim infc(r) > 0,
1w

A y @ son funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca

impropia no acotada respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas

Demostracion. Como V' (t, x) < -c(W(t, x)) + 4 () D(V(t, x))
Entonces V' (t,x) < A (1) ® (V(t,x)) (ya que c(r) >0); luego por el lema 2.1.5 las

soluciones de (I) son equi-acotadas [}

Teorema 2.2.10  Supongamos que existe una fimcién Liapunov V acotada
inferiormente de tipo W tal que:

IECt, x)f <u(t)h ("xﬂ) v (t,x) e IxR"® donde p y h son funciones
integrablemente acotada y de integral reciproca impropia no acotada, respectivamente.

Entonces V es radialmente no acotada.

Demostracidn. Supongamos que V no es radialmente no acotada. Entonces existe

No > 0, tal que para cualquierr>Oexistet e I [ix,]>r y V(t, x;) <No

Como Lim c(r) > 0, existe Ry >0 y & > 0 talque

o(r) 28 Yr=>R, Sea L= j:i (t)dt

Como W es radialmente no acotada existe una funcién creciente b, tal que

b(]}xD < W(t, x) yb(r) 5 », sir — . Por las propiedades de b, y como h es de
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integral recfproca impropia no acotada, existe R; > R, > R, tales que

b(R3) du
b(R;) > R,, b(Rz) >R; y m(s) < La ’ m

Sustituyendo r por R, existe t; ¢ 1 talquex,] > R, y V(ty, x,) < No

Por el Teorema 2.2.2, existe M > 0 tal que CD(V(t, x(t))) <M Vtel

Supongamos que [x (t)] > R, ¥t > t;. Luego b)) > b(R;) > R,.

Asi W(t, x(t)) > R, y V't, x) < - 8 + M A(t). De aquf se obtiene
V(t,x) < No - 5(t-ty) + ML lo cual implicaria que

LimV(t, x) = - y estoes una contradiccién. Por lo tanto existe t; > t, tal que
1> w

k)| =R, v k(O] >R, ¥ telt,t)

o Jx]
Como .’.:0 m < J.to u(r)dr <mt -ty)

-K +
Entonces m(s) < m(t1 - ty). Haciendo S = (No KJ ML) obtenemos:
-K +
No Kd ML<t, -t,. Deagquf No-dJ(t, -t,) + ML < K y esto implica que

V(t1 , x(t,)) < K lo cual es una contradiccién.

En conlcusién V es radialmente no acotada [

Teorema 2.2.11 Supongamos que existe una fiuncién Liapunov V acotada

inferiormente de tipo W y ademds se cumple que
If¢t, x)| <z (t)h ("x[D v (t,x) e IxR® donde p y h son funciones

integrablemente acotada y de integral recfproca impropia no acotada respectivamente.

Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final.
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Demostracidn. Por el Teorema 222, existe M > 0 tal que
o(V(t, x(t))) <M Vtel
Supongamos que existe (ty, X,) € 1« R™ unasolucién x(t)=x (t; ty, xg) y una sucesién
{t,} tal que t, > o si k > oy “ x(tk)“ > R,;. Como W es radialmente no

acotada, existe una funcién creciente b, tal que b(jx|) < W(t, x) y  b{r) 5 o,

sl T ©.

Como Lim inf{c(r)) > 0, IR, < R,,tal queb(R,) > R, y c(r) = 57 v rzR

{5 ®

Supongamos que [x (t)|>R, V't >t,, entonces W(t, x(t))> b(ux(t)lD >b(R,)>R,.

Luego c(W(t, x())) 29/4. Como V' (t, x) < -c(W(t, x)) + 4 (t) D(V(t, x))

-

setiene V' (t, x) < -% + A (t) o(V(t, x)).

Por lo tanto V(t, x(t)) < V(t,, x,) - .‘22 (t -t,) + ML y de aqui Lim V(t, x) = -o,
t— w

y esto contradice la existencia de una constante P < V(t, x).

Asi existe una sucesién {s, } talques, - o si k> oy |x(s)] <R,

Luego existen dos subsucesiones de {t, } v {s }, digamos {t,} y {s } tal que
S < b < sy s oo 8 koo y Ik(s) =R, k{t)=R, ¥
R, < [x(t)] <R, cont e [s,t.]

Como 0 < EQ du < 'rk [~ dt < m(t, - s,) entonces por (2.2-2), obtenemos
1

h(u) ‘s h{jx])

que 37 (t, - %) = o. At
k=1
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V(t,, x(t,)) < V(ty, x,) + ML - i j:c(w(_t, x(t))) dt
k=1

n

< V(to, %g) + ML - 2 > (te-se)
2 k=1
En consecuencia Lim V(t_, x(t_)) = - @ y esto es una contradiccién

nor @
Supongamos finalmente que [x(t'; to, xg)| = R, paraalgint' > t; + T. Por las

propiedades de b existe R, >R, talque b(R,) > R,, b(x[) < W(t,x)

y b(r) > o si r—> « Asib(R,) = b(”xD < W(t, x)< R,.

Luego b(R, } < R, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto las soluciones de (I) son

acotadas hacia el final. [

Teorema 2.2.12 Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada

inferiormente de tipo W y |f(t, x)| <u(t)h (Hxﬂ) ¥ (t,x) € IxR" donde n y h son

funciones integrablemente acotadas y de integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas.
Demostracion. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acotadas. [

Teorema 2.2.13 Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada

inferiormente de tipo W y que ademds se cumple
Im e CCP talqueVt>s >0 y ue C([s, tD, se tiene que

Lt f(f, u(f)) dr

Entonces V es radialmente no acotada

< m(t - 8)
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Demostracién. Supongamos que V no es radialmente no acotada Entonces existe

No>0,r>0,tel talque [, =r y V(t x,) < No.

Como Lim infe(r) > 0,3R; >0 y & > 0 tal que ¢(r)2d4 vr =2 R,. Sea

L= jo A(t) dt
Como W es radialmente no acotada, existe una funcién una funcién b continua y creciente
tal que b(”x“) <W({t,x) vy br) 5 o si 15 o

Por ofro lado existe R, >R, >R, talque b(R,) >R, v b(R,) > R,

y m(R) < ’b (R;) - RZ]. Ya que <m(t-s) parat>s y toda

U: f(r, u(r)) dr

fincién continua u, entonces también es cierto para cualquier solucién x(t) de (I). Asf
< m(t - s). Reemplazando r por R, existe t, €I, [x,] > R,

”_Lt f(z, x(¢)) dr

y V(tﬁa xO) < No

Por el Teorema 2.2.2, existe M > 0 tal que CD(V(t, x(t))) <M Vvtel
Supongamos ahora que [x(t)| > R, vt o=t
Luego W(t, x(t) z b(j(t)]) > b(R,) > Ry
Por lo tanto V'(t, x) < -8 + MA (t) vt o= tg. De donde obtenemos
V(t,x) < No-3d(t-t,) + ML

Por lo tanto Lim V(t, Xx) = -, lo cual es una contradiccién.

t— o
Asiexiste t; > t,tal que [[x(t,)] =R, y |x(t)] > R, ¥Vt e[ty t)

En [ty, t, ] se tiene: V(t,, x(t;)) < No - 5 (t, - t,) + ML

Luego m(R) < n_[: f(t, x(t))dtns m(t, - t;). Escogiendo R = No - I; + ML
-K +
se obtiene No I; ML t, - tg
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Por lo tanto V(t,, x(t,)) <K, contradiccién. En conclusién V es radialmente no acotada

Teorema 2.2.14 Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada

inferiormente de tipo W, vy ademads
3m e CCP  tal qe Vt2s20y uec(st]), se cumple que

Ut f(z, u(t)) dr

< m(t - s). Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas.

Demostracidn. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acotadas. [

Teorema 2.2.15  Supongamos que existe una funcién Liapunov V acotada

inferiormente de tipo Wy ademsds
3m e CCP tal que VYt2s20 y ued(st]), se cumple que

‘l_g f(f , u(t)) dr

final.

< m(t - ). Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el

Demostracion. Por Teorema 2.2.2, 3m > 0 tal que (D(V(t, x(t))) <M VvVtel

y ademds como 0 <Ustk f(‘t' , x(r)) dr | < m(t, - s ) entonces por (2.2-2), se tiene
k

[ o}
que Z (t, - ;) = . Asfporel Teorema 2.2.5 las soluciones de (I) son acotadas hacia
k=1

el final . |
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Teorema 2.2.16 Supongamos que existen funciones Liapunov V y W que
satisfacen:
i) W es radialmente no acotaday V'(t, x) < -c(W(t, x)) + 4 (t) ®(V(t, x)) donde ¢

es una funcién continua, no negativa en R tal que Lim infc(r) > 0 A y © son

1@
funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente.

ii) k < V(t, x(t)), donde k es una constante real y P‘Ifim V(t,x) = o para cada
S o

t fijoenlI
iii) Paratodo R>0 ytodau e C(I) tal que fu(t)] < R enI,3Ime CCP tal que

]U: f(r,u(r)dr <m(t -s) Vt=s=>0

Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final

Demostracion. Las condiciones (i) y (i1) garantizan la existencia global de las
soluciones de (I). Ver[ 1 ]
Por el Teorema 2.2.12 existen dos subsucesiones de {t,} y {s} tal que

S <ty S84, 85 >, si koo oy x(s)] =Ry [x(t)| =R, ¥

R, < Hx(t)” <R, te [sk, tk],

Por (iii) 0 < IU“‘ f(t, x(t))dtn < m(t, - s,). Luego por (2.2-2) de la serie Z (t, -s)
% £=1

es divergente y aplicando el Teorema 2.2.5 las soluciones de (I) son acotadas hacia el final.
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Observacién 2.2.17 Consideremos las signientes condiciones:
1) £ (t, x)] < u(t) h("xD V (t, x) € I«R" dondeu y h son finciones integrablemente
acotada y que tienen integral impropia reciproca no acotada respectivamente.

ii) Existe m € CCP talque YVt > s 2 0 ytoda u e C([s, tD

”_Ef(-t ,u(r)dr | <m (t -s)

ii1) Para cualquier R >0 ytoda u e C([s, tD satisfaciendo fu(t)] < R en I, existe

m e CCP tal que <m((t -s) parat > 5§ 2 0

l_rf(r ,u(r )dr

iv) Existen finciones Liapunov V y W tal que |[W' (t, x)| < u(t) h(W (t, x))

v(t, x) € I.R" donde u y h gon finciones como en (iii) y

Ut W' (7 ,u(r))dr | s m(t-s) paratoda u € C(fs,t]) y me CCP. Entonces
8

dichas condiciones, que son las que varfan en los Teoremas 2.2.8.,2.2.11.,2.2.15. y 2.2.16,
no pueden suprimirse y asegurar que las soluciones siguen siendo acotadas hacia el final,

como lo plantean en [5], mediante el siguiente ejemplo.
Consideremos la ecuacion escalar
o = {g (t)] .
g(t)
2 1

donde g(t) = Z IR

n=1

Sea V(t, x) = x° {K2 + f g’ (s)ds} /gz(t)

donde K=2+Z—1- y W(t, x) = x°
a=t 1

4
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Entonces V(t, x) > x°; V(‘I)(t,x) = - W(t, x)

g W tx) = {2g() /g Wt, x)

Sin embargo las condiciones nombradas no son satisfechas. Por otro lado tenemos:

X' = {L(tﬂ X
5 (1]

Entonces E = & dt
X g(t)

Luego las soluciones de la ecuaci6n satisfacen

xol
tty, xo) = -2 g(t
x (t; to, xo)| 2(to) g(t)

Como g(n) > 1 entonces |x(m; tg, Xg)| = lz(tOl)’ n=12...)
4R )

Luego las soluciones de la ecuacién no son acotadas hacia el final.

Observacién 2.2.18 Bajo las condiciones del Teorema 2.2.16 no se puede concluir

. . . 3
que V es radialmente no acotada Consideremos la ecuacién escalar x' = -xe* | sus

soluciones, ya hemos visto, son acotadas hacia el final.

2
X

1 e* +1 y W(t, x) = x*. Entonces las condiciones del

Sea V(t, x) =

Teorema 2.2.16 son satisfechas pero V no es radialmente no acotada ya que V({t, x) » =, si

2
Ix|| > o uniformemente. Pero para cada t fijo, tal que V(t, x) > tx+

se tiene que

V(t, x) = o, si [x|| - o
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Teorema 2.2.19 Supongamos que existe una funcién Liapunov que satisface las
siguientes condiciones
i) 3 k constante tal que k < v(t, x)
i) [f(t, x)| < u(t)h ("xﬂ) ¥ (t, x) € IxR" dondeu y h son finciones integrablemente
acotada y de integral reciproca impropia no acotada respectivamente y m € CCP

iii) V' (t, x) < -¢ (Jx]) + 4 (t) ©(V(t, x)), donde ¢ € C(I), Lim infe(r) > 0, 4 y @

son funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces V es radialmente no acotada

Demostracion. Procediendo por reduccién al absurdo aplicamos el Teorema 2.2.10,

R
Mo - K + ML] < ___du donde
d (u)

para asegurar la existencia de R, > R, tal que m(
No,K,M,L yv & son las constantes que se obtienen en la demostracién de dicho

Teorema.

-~

Supongamos ahora que [k (t)| > R, V't e I. Entonces ox|) = %—. Entonces

aplicando el Teorema 2.2.10 obtenemos Lim V{t, x) = -« y esto contradice (i). Asi

to @

por el mismo Teorema, V es radialmente no acotada. |

Teorema 2.2.20 Supongamos que existe una fincién Liapunov que satisface las
siguientes condiciones
1) 3 k constante tal que k < v{t, x)
i) |[£(t, x)| < u(t) h (”x]D Vv (t, x) € I«R"” dondeu y h son funciones integrablemente

acotada y de integral reciproca impropia no acotada regpectivamente.
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iii) V' ¢, x) < -c{|x]) + 2 (t) ©(V(t, x)) donde ¢ € C(I), Lim infe(r) > 0, 4 y @

son funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces las soluciones de (I} son acotadas hacia el final.

Demostracion. Supongamos que existen (to, Xo) € IxR", una solucién

x(t) = x(t; to, Xo) yunasucesion {t,} tal quet, > o si k> @ y[x(t)] >R,

Como Lim infc{r) > 0 existe R, <R, tal que c(r) = % Yr 2R,

Supongamos ahora que [x(t)] > R, entonces c{|x(t)]) = —52— Luego por el
Teorema 2.2.11 se obtiene que Lim V(t, x) = -o y ésto contradice (i). Aplicando de
t—3 w

nuevo el Teorema 2.2.11 las soluciones de (I) son acotadas hacia el final. [}

Teorema 2.2.21 Supongamos que existe una fincién Lispunov que satisface las
siguientes condiciones
1) 3 k constante tal que k < v{t, x)
i) Jf¢t, x)| < u@)h (Jx) ¥ (t, x) € I« R™ dondeu y h son funciones integrablemente
acotada y de integral reciproca impropia no acotada respectivamente
y m € CCP
i) V' (t, x) S-c(lxl) + A (t) ®(V(t, x)) donde c € C(I), rL_l’rg infe(r) > 0, 1 y @

son fimciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas
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Demostracdidn. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acotadas. [

Teorema 2.2.22 Supongamos que existe una funcién Liapunov V que satisface:

i) 3 k constante tal que k < V(t,x) V (t, x) e IxR"
ii)Ime CCP talque Vt>s>0 vy toda ueC([s,tD se cumple

I

L f(r,u(r))dr| < m (t-s)
ii1) V'(t, x) < -c(lxl) + 4 (1) (D(V(t, x}) donde ¢ e C(I), Lim infe(r) > 0, 4 y @

son funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces V es radialmente no acotada.

Demostracién. Supongamos que V no es radialmente no acotada. Entonces existe
No>0,r>0, teltalquefx|>r y V(t x )<No

Como Lim infc(r) > O,existen Ry >0 y & >0 talque ¢(r) >0 Vr > R,

bl L~

Por Teorema 2.2.13 existen R, > R, > R, tales que b(R;) > R,, b(R,) >R, y

)
M es una constante positiva tal que O(V(t, x(t))) <M Vtel Por (ii1)

m(N° "k ML] < Ejﬁ: £(t, x(t)) dtu <mit; ~tp) donde L= a@®d vy

V'(t, x) < c(ﬂxﬂ) + 4 (1) ®(V(t, x)). Luego por el Teorema 2.2.13 existe t, > t, tal que
k(t)] =R, vy [x(t)] > R, V¥t e [ty,t;]. De nuevo por el Teorema 2.2.13, V es

radialmente no acotada [



2.2.23 Supongamos gue existe una funcién Liapunov V que satisface:
i) 3 k constante tal que k < V(t,x) ¥ (t,x) e IxR"
ii)Ime CCP talque VYt2s>0 y toda uc C([S, t]) se cumple

< m (t -9)

‘U: f(r,u(r))de

i) V(t, x) < -c{|x]) + A (t) &(V(t, x))donde ¢ € C(T), Lim infc(r) > 0, 4 y @ son
r—

funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final.

Demostracién. Como Lim inf ¢(r) > 0, existe R, > R, tal que b{(R,) > R, ¥

o(r) > 152_ vr 2 R, Por (iii) V'(t, x) < -c(|x|) + 4 (t) ®{V(t, x)). Luego existe una

sucesion {s,} talques, - o, si ko o y ﬂx(sk)“ < R,. Asi por el Teorema

2.2.15, las soluciones de (I) son acotadas hacia el final [

Teorema 2.2.24 Supongamos que eXiste una funcién Liapunov V que satisface:

i) 3 k constante tal que k < V(t,x) ¥V (t, x) e IxR"
ii)3me CCP talque Vt2820 y toda ue C[[S,t]) se cumple

tU‘ f(r,u(r))d-rl < m(t -s)
iii) V'(t, x) s-c(uxﬂ) + A (1) (D(V{t, x)) donde ¢ € C(I), Lim infe(r) > 0, 4 y @ son
r 3w

funciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas

Demostracién. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acotadas. [
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Observacion 2.2.25 La suposicion de que Lim int'c¢{r) > 0 no puede ser suprimida

{—w
en los Teoremas 2.2.19 al 2.2.24. Como se establece mediante el siguiente ejemplo de

[ 5 ] Consideremos la ecuacion escalar

'x st x) o1
o= »

P — s1X, 1

Lx ‘

-y

v una funcion Liapunov V(t, x} = €
Entonces tomando & = 1, h = 1. m cualquier funcién creciente, continua v positiva,

¢=0,%=0y O cualquier funcion continua. positivaen Ry como

e st 201
VIt %) = ¢
e siox = 1
Entonces todas las condiciones de los Teoremas 2.2.19 al 2224 <o cumplen:

excepto limint’ ¢(r) > 0. Sin embargo las soluciones que son de la forma x(t) = € 6

T~ O

x(t) = 2t tienden a infinito, sit — w0 (excepto la solucion nula).

[
e



CAPITULO I11



APLICACIONES

3.1 Criterio de Routh - Hurwitz

En este capitulo se aplicard lo desarrollado anteriormente usando las condiciones de

Routh Hurwitz. En primer lugar recordemos algo sobre estas condiciones.

Seap(s)=a,s" + as” ' + ... + a_ s unpolinomio con coeficientes reales de grado n.
Miller y Michel [ 6 ], definen a p(s) como estable si todos los ceros tienen parte real
negativa y lo llaman polinomio Hurwitz. Ademads se tiene la siguiente condicién necesaria y

suficiente para que p(s) sea un polinomio Hurwitz.

Teorema 3.1.1 (4, Teorema 6.3.]

p(s) = a,s” + as""' + ... + a__ s es Hurwitz si y s6lo si
N5 2259 50 y D, =a > 0 D, =" M| o,
a9 a9 A B
2 33 A Ay -1
3 3 3 Dy -2
a a 0
0
D, =la, a, a|>0...D, = %o Y2630 5 g
4 B Bk -4
s 34, a3 : :
0 0 0 a,

40



3.2 Condiciones de Routh - Hurwitz y Soluciones acotadas hacia el final y equi-acotadas

Consideremos ahora la ecuacién de cuarto orden establecidaen{ 5 ],

" +ax™ + bx" + cx' + dx = p(t) (In
donde p es continua; a, b, ¢, d son constantes y asumimos las condiciones de Routh -
Hurwitz,

a>0,ab-c>0 (ab-c)c-a2d>0,d>0.

Ahora establecemos el siguiente Teorema [ 5, Teorema 4.1)

Teorema 3.2.1 Supongamos que las condiciones de Routh - Hurwitz se cumplen.
Entonces las soluciones x(t) de (II) y sus derivadas x'(t), x"(t), x™(t) son equi-Acotadas y

acotadas hacia el final si y s6lo si.

t

sup et Jesp(s) dd < + o
tzo 0

Ahora motivado por [ S ], consideramos la ecuacién diferencial de cuarto orden
X"+ ax™ + bx" + cx' + dx = q(t, x, X', x", x'"") ()
donde q es continuay a, b, ¢, d son constantes como en (I}, y demostremos el siguiente

Teorema
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Teorema 3.2.2 Supongamos que !as condiciones de Routh-Hurwitz se cumplen y que

existe un nfimero positivo M y una funcién continua no negativa 4 tal que

latt, x, y, z,u)] < M+ [1+ x| + |y| + 2| + uf]+ 7 (x| + |y| + |2 + Ju]
donde Jl(t)dt < o y ¥ >0 suficientemente pequefio.
[

Entonces las soluciones de (IIT) y sus derivadas x'(t), x"(t), x"'(t) son equi-acotadas y
acotadas hacia el final .

Demostracidon. La ecuacién (1) es equivalente al sistema

X
y'= z (IV)
Z!

u' = -au - bz -cy -dx + q{t, x, y, z, u)

Consideremos una fimcién Liapunov V definida por

V=B (iarbyron) +(at o) [ stz s (b - o]

ac

be - ad [(bc - ad\)u+czz+cdy]2

+a(ou + acz + ady) +

+(a+c) (cz+acy+adx)2 + c[az + a’y + (ab - c)x]

+a[(bc - ad)z + ¢’y + cdx]z + k (ad + c) (z2 + y? +zz)

kac
bec - ad

2
+ (cz+dy) : donde k= (ab - ¢)c - a%d.
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Ahora (ab - ¢)c - a%2d > 0
= (ab - ¢)c>aZd>0 (d>0)

=>c¢>0(yaqueab-c>0)

Ademdsab-c>0=>ab>c>0=>b>0
También: (ab - c)c - a%2d > 0

= abc - ¢ - a%d> 0

= abec - a?d>¢2>0

=bc-ad>0 (yaquea=0)

Asi V(x,y,zu) =0.

Por otro lado
IN > 0: V' < -2kac (x2 +yr 4+ 22+ uz) + Nq(t, x, v, z, u)| (|x| + ly| + |7 +[u|)
= V' < -2Zkac (xz +y? + 28+ uz)
FN[M+ A0+ x|+ ly] + 2l +u)
tr (| + Iyl + [z +RD](x| + Iyl + |2l +u]
= V' < -2kac (x? +y? + 22 +0?)
FNM (] + ly] + [2] +]u)
FNAW( + x|+ ly] + [z (] + [y| + |2 +u]
wr (i + b+ ] )

(NM)?
kac
+NA (O + [x] + fy] + [z +u(x] + y| + 2] +[u]

= V' < -2kac (xz +y2 + 2 +u2)+

2
tr (Xl + Iyl + [z +u]



Como ¥ es suficientemente pequefio, se pueden escoger k, a, ¢ tal que liii >y >0

Luego

)+ (NM)’
kac
+NAW( (x| + vl + 2] +u)(x] + ] + f2] +]u])

=> V' < -21(211(:()c2+y2+zz+u2

2
, (NM)
4 kac
: 2
= V' -2kac (xz +y2 + 722+ UZ)+ Z(N—M)
* 4 kac

* oA O+ ]+ ]+ ] )

NM
:>V':§-—l§c— x2+y2+zz+u2-2(———]
2 kac

+l(t){% +3(x? + g2+ 2+ uz)}
Sea
, NM Y
W(x,y,z,u) = (x2 +y? 4+ 22+ uz) - 2(—};—) )
ac

NM V2
Luego }W'}s‘(} +2a+b+c+d)(:W+2(k——-j}+(2 + a)M
ac

Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.2.3, las soluciones de (III) y sus derivadas

x'(t), x"(t) y x"'(t) son equi-acotadas y acotadas hacia el final. [
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