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INTRODUCCION 

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias comienza con los trabajos de 

Newton, y el Unico objetivo que babia era el aspecto cuantitativo, es decir la resolución 

numérica. Luego con los trabajos de Lagrange y Cauchy se empieza a fimdamentar, de 

manera sólida, la teorla cualitativa, cuyo desarrollo se ve definitivamente gracias a los 

excelentes matemá.ticos: Poincaré y Liapunov. 

La obra de Poincaré es muy extensa, pero entre ellas destaca el libro "Les Methodes 

nouvelles de la mecanique celeste". Por otro lado A. M Liapunov, creador de la teorla de la 

estabilidad y acotamiento, presenta su famosa Tesis Doctoral, en 1892; traducida al francés 

en 1907 "Problema general de la stabilite du mouvem.ente" y al ingles: "Stabillity ofMotion", 

Academic. New York, 1966. Para establecer Teoremas de Estabilidad, Liapunov introduce 

un método llamado método directo o segundo método, el cual es muy útil en la teoria 

cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias, en particular en el acotamiento de 

soluciones; concepto que es muy parecido a la estabilidad. 

Hay varios tipos de acotamiento, entre los cuales se encuentran el equi-acotamiento 

y el acotamiento hacia el final de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, parte 

central de este trabajo. 

V arios matemáticos han realizado importantes aportes en estos temas, como T. 

Yoshizawa [ 8 ], [ 9 ], [ 10 ]. En los últimos afios Hara y Yoneyama [ 5 ], han realizado 

importantes estudios sobre acotamientos de soluciones. 



El desarrollo de éste trabajo, se hará en tres capitulas. En el primero, se dan 

algunas definiciones esenciales, así como también algunos Teoremas que dan condiciones 

suficientes para el acotamiento de soluciones que servirán como base y referencia en los 

próximos capitulas. 

El segundo capitulo, sirve para el establecimiento general del problema, en donde 

se demuestra que los teoremas de acotamiento hacia el final y equi-acotamiento de 

soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser demostrados sin hacer uso de 

la propiedad de radialmente no acotada de una función Liapunov. 

Además se investigará. la relación entre la propiedad de radialmente no acotada de 

una función Liapunov V y el acotamiento hacia el final de soluciones, sin hacer uso de que la 

derivada total de V sea definida negativa Esto es influenciado por Haddock [ 3 ], quien 

establece que la estabilidad Asintótica puede ser probada sin hacer uso de que V sea 

definida positiva 

También se estudia el acotamiento hacia el final de soluciones usando funciones 

escalares que satisfacen condiciones muy especiales. 

Por último, en el Capitulo m, se dan unas aplicaciones de todo lo desarrollado 

anteriormente usando el criterio de Routh - Hmwitz para establecer condiciones necesarias 

y suficientes para que las soluciones de una ecuación diferencial de cuarto orden y sus 

derivadas sean equi-acotadas y acotadas hacia el final. 
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CAPITULO 1 



FUNCIONES DE LIAPUNOV Y ACOTAMIENTO 

DE SOLUCIONES 

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales: 

x' = ftt, x) ( '= d/dt) ( 1) 

donde fes una.fimción continua de 1 x Rn en Rn (f: 1 x Rn -t Rn) e 1 = [0, +co). Se denotará 

por x(t; t0 , x0 ) = x(t) 6 x(t; t0 , x0 ) = x a una. solución de ( 1 ) con x(t0 ; t0 , x0 ) = x0 . 

Además, se tomará. a D como un abierto en Rn, llxllla norma euclidiana de x. Para abreviar, 

se escribirá C y CCP la familia de las Funciones Continuas, y continuas crecientes y 

positivas, respectivamente. 

1.1. Funciones de Liapunov 

Definición 1.1.1 Una fimción V : 1 x D -t 1 satisface localmente una condición de 

Lipschitz con respecto a x, si ~ K e Rn, K compacto existe L(K) > O tal que 

ijV(t, x)- V(t, Y)ii ~ L(K) l!x • Yi~ parax, y E K 

Defmición 1.1.2 Sea V: I x D -t 1 unafimción escalar que es localmente lipschitziana 

Definimos la fimción V', relativa al sistema (I), por: 

V' ( t, X) = Lim sup .!_ [V ( t + h, x + hf ( t, X)) - V ( t, x)] 
hO+ h 

Defmición 1.1.3 Una función continua escalar V : I x Rn -t 1 que es localmente 

lipschitziana y satisface V' (t, x) ~ O es llamada una fimción Liapunov para el sistema (I) 
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Ejemplos 1.1.4 

a) Sea el sistema {
x'= y 

y'= -x -y 

Defmimos la fi.mción V por V(t, x) = x2 + y 2
. Entonces V es continua, localmente 

Lipschitziana en x y V'(t, x) = 2xx' + 2yy' = - 2y2 ~ O. Ast V es una fimción Liapunov 

para el sistema dado 

b) Consideremos la ecuación escalar: 

x' ~ ü SI 1 X 1 ~ 1 

1 X 1 > 1 SI 

Entonces V(t, x) = e-xl es un fi.mción Liapunov para dicha ecuación. 

Definición 1.1.5 Una fi.mción es de clase H(a E H), si a es una :fimción de I en I y ella 

es continua, estrictamente creciente y cero en el origen. 

Definición 1.1.6 Una :fimción V : I x D --+ 1 es definida positiva si V(t, O) = O y 

V(t, x) >O, si x :;t: O. (ó si V(t, O)= O y existe a E H tal que V(t, x) 2 a (JI x ID ) 

Definición 1.1. 7 Una fi.mción V : I x D --+ I es radialmente no acotada, si 

Lim V(t, x) = <X) 

~~-t ID 

Siendo esto uniformemente V t E I ( ó si existe tma. fimción a de clase H tal que 

aQI x ID ~ V(t, x) V(t, x) E 1 x D y 
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Ejemplos 1.1.8 

a- Tomemos x = (x 1, x 2) y sea V: 1 x R 2 -+ 1 dada por V(t, x) = (1 + t)(x~ + x; ). 

Definimos a(r) = r2 por lo tanto aQix~ = x? + x;. Lueao aOix~ s V(t x) 

y a de clase H. Así V es radialmente no acotada 

b.- Para la fimción V : 1 x R 2 -+ 1 dada como V(t, x) = (1 + cmf t) x~ + 2x;, donde 

x = (x 1, xz), definimos a(r) = r 2 y se tiene a(llxl) = x~ + x; s V(t, x) y a de clase H. 

Luego V es radialmente no acotada 
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1.2. Definiciones de Acotamientos 

Definición 1.2.1 Las soluciones de ( I) son Acotadas, si existe B >O tal que: 

ljx(t; t0 , x0 )11 < B para t ~ t 0 

donde B puede depender de cada solución. 

Definición 1.2.2 Las soluciones de ( I ) son Equi-Acotadas, si para todo a > O y 

t0 E I existe B(t0 , a ) = B > O tal que: 

l!xoll ~ a Y t ~ to => ijx(t; to, xo)ll < B 

Defmición 1.2.3 LaB soluciones de (I) son uniformemente acotadas, si B de la 

definición anterior es independiente de t0 . 

Definición 1.2.4 Las soluciones de ( I ) son Acotadas hada el fmal o finalmente 

acotadas si existen B > O y T > O tal que; 

ijx(t; t0 , x0 )11 < B, para t ~ t0 + T, 

donde B es independiente de la solución particular, mientraB que T puede depender de cada 

solución. 

Para sistemas lineales el acotamiento de soluciones implica el equi-acotamiento y 

si las soluciones son acotadas hacia el final entonces ellas son equi-acotadas. Para sistemas 

periódicos, si las soluciones son equi-acotadas entonces son uniformemente acotadas. La 

demostración de este resultado puede verse en [ 1 O ]. 

Para sistemas autónomos las soluciones no son necesariamente equi-acotadas 

aunque todaB lBB soluciones sean acotadaB, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

S 



Consideremos el sistema: 

{

x' =O 

y' = - zlxl 

z' = yx2 

y la solución del sistema en (0, x0 , Yo, z0 ). 

Si x
0 

=O, la solución es: x =O; y= y0 ; z = z0 . 

Si x0 +: O, la solución es: x = x0 ; y = Yo co~ t - ~ senJixi t 

z = Yo ~sen ~lxol t + z0 cosvfx:f t 

Así toda solución es acotada sin embargo IYI tiene un valor muy grande st IXo 1 es 

suficientemente pequefto. Luego las soluciones no son Equi-acotadas. 

Otros ejemplos que muestra la diferencia de estos conceptos pueden verse en [ 8 ] 
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1.3. Teoremas de Acotamiento 

Teorema 1.3.1 Supongamos que existe una fimción localmente Lipschitziana 

V : I x R n -t I que es radialmente no acotada y V'(t, x) s O. Entonces lru~ soluciones de ( I ) 

son acotadas. 

Demostración. Como V es ra.dialmente no acotada existe a E H tal que: 

V(t, x) ~a (11 x ID y Lim a(r) = ~ 
r-+ a> 

Así dado t0 E I y X 0 E R n, existe r > O tal que a(r) > V ( t0 , x0 ). Además, si 

t ~ t0 y x(t) = x(t ; t 0 , x0 ) entonces a (11 x ID s V(t, x) y como V es una fimción 

Liapunov se tiene que V'(t, x) s O. Por lo tanto 

J~ V'{t, x)dt s O => V{t, x) s V(t0 , x0 ) 

=> V(t, x) < a(r) 

=> a(ll x ID < a(r) 

=> 11 x 11 < r. Ast lru~ soluciones de ( I ) son acota.dru~. 1 

Teorema 1.3.2 [7, teorema EB] Supongamos que existe una fimción Liapunov 

V : I x D -ti que es ra.dialmente no acotada Entonces lru~ soluciones de ( I ) son equi­

acota.dru~. 

Demostración. Sea x(t; x0,t0 ) una solución de ( I ). Como V es continua en (t, x) 

existe K(t0 , a.) =K (K depende de t0 y a.), tal que si l~oll s a. entonces V(t0 , x0 ) s K (ver 

figura 1) Como V es ra.dialmente no acotada, existe a E H tal que a (11 x ID s V(t, x) y 

Lim a(r) = ~- Luego, escogemos B = B(t0 , a.) suficientemente grande tal que 
r-+ oo 

a(B) > K. 
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para alp:un 

y::::: x(t) ~ 10 , Xc). Por ser V una función LiapunoY V'( t. x) sO 

Así: j'~ V'(t, x)dt ~ O :::: V(t
1

, y) - V(tü, Xc) s O 
t, 

=: V(t¡, y) s \'(t
0

, x:) 

=:· V ( t: , y) ~ K 

t, > t ~ \ sea 

Luego a Qj y IP :::. K y por lo tanto a(B) s K lo cual contradice la escogc>ncia de 

B( t 0 • a). Por lo tanto las soluciones de (I) son equi-acotadas. 

a(~) 

... 

FI G. 1 
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A continuación se demostrará uno de los resultados clásicos sobre acotamiento fmal en 

la Teoría de Liapunov [10]. 

Teorema 1.3.3 Supongamos que existe una fimción Liapunov V : I x Rn ----t Rn que 

satisface las siguientes condiciones: 

i) V es radialmente no acotada 

ii) V'(t, x) s- c(lx 1) donde e es un fimción continua y positiva 

iii) fes acotada cuando 1~11 es acotada 

Entonces las soluciones de ( I ) son finalmente acotadas. 

Demostl'ación: Por el Teorema 1.3.1, las soluciones de ( I ) son acotadas. Asf 

3M> O, tal que llx(t; t0 , x 0 )11 < M 

Supongamos que alguna solución no es acotada hacia el fmal entonces existe 

B > O y una sucesión divergente {Ít<.}para el cual j~(tk; t 0 , x 0 )11 ¿ B, t 0 E I . Como 

ftt, x) es acotada para 1~11 acotada, existe p >O tal que 11! lx(t; to, xo)ljll < P 

Asf en los intervalos tk - ~ s t s tk + ~ se tiene que ~~ (t; to, xo)ll 2: B
2 2p 2p 

B 
Podemos asmnir que estos intervalos son disjuntos y t 1 - -. > t0 , tomando si es 

2p 

necesario una subsusesión de {tk}. Ya que V'(t, x) s -e (lxiD existe una constante r >O 

tal que V'(t, x(t; t 0 , x0 )) s -r en los intervalos y 
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V'( t, x( t; t 0 , x0 )) s: O 
B 

fuera de ellos, ya que - s; ~~( t; t 0 , x0 )ll < M en dichos 
2 

t 

intervalos. Así v(t, x(t)) - v(to, Xo) s; - I c(lx(s)P ds 
t. 

B 
t +­

k 1 2P 

=> v(t, x(t)) s: v(t 0 , x 0 ) - L J c(lx(s)l) ds s: V(t0 , x 0) 

i=l B 
t --

1 2P 

entonces V(t 0 , x 0 ) - kr B--+ -<1). De aquí se obtiene v(t, x(t))--+ -<1) 

p 

Lo cual contradice el hecho de que V(t, x) es Radialmente no Acotada 

Luego las soluciones de (1) son acotadas hacia el final. 1 

k 

-L: 
i=l 

B 
t+-

1 2p 

J rds 
B 

t --
1 2p 

Observación 1.3.4 Si en el Teorema 1.3.3 suponemos que se siguen cumpliendo 

ii) y iii) y la condición i) es reemplazada por: 3k, k s; v( t, x), V(t, x) E 1 x R n 

entonces V(t, x) no es necesariamente Radialmente no Acotada. 

En efecto, motivado por [5], consideremos la Función Liaptu1ov V(t, x) = e-x2 para el 

sistema 

l 

Entonces siempre existe k tal que k s; e·x = V(t, x), pero Lim V(t, x) = O. Luego 
~1-tc:o 

V(t, x) no es Radialmente no Acotada. 
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CAPITULO 11 



CONDICIONES ESPECIALES DE ACOTAMIENTO 

En este capítulo se verá que los Teoremas de acotamiento hacia el final de soluciones 

de ecuaciones diferenciales ordinarias se pueden demostrar sin hacer uso de la propiedad de 

radialmente no acotada de una función Liapl.Ulov. 

Además se estudiará. la relación entre el acotamiento hacia el final de las soluciones de 

(I) y el no acotamiento radial de una función Liapunov usando funciones escalares que 

satisfacen condiciones muy especiales. 

En primer lugar se establecen las siguientes definiciones motivadas por Hara y otros 

en [ 5] 

2.1. Pretiminares 

Defmición 2.1.1 Una función continua, g de I en R +, tiene integral impropia acotada, si 

r g (t) dt < co 

Defmición 2.1.2 Una función continua g de R en R + - {O} tiene integral recíproca 

impropia no acotada, si r -1
- du = co 

g(u) 

13 



t 
- J A. (s) ds + 1.Jf (V(t, x)) 

DemostJ-ación. Sea U(t, x) = e o donde lf/ '(u) 

Entonces U'(t, x) 5: O y por otro lado 

Lim U(t, x) 
~~-+al 

-r ¡ (~ds 
= Lim e .h e~~' (V(t. x)) 

lxl--+ al 

= 

¡t rv (t, x) 

Lim e- .1J A. (s)ds e Jo 
lxll ~ <>!) 

1 

ll>(u) 

_¡t l (~ds 
Como r A, ( t) dt es finita hagamos M = e .lo . Además al ser V radialmente no 

acotadasecmnpleque Lim V(t, x) = <X:l 
"'1--+ al 

Luego ~{!:!. U(t, x) ~ Mer ~% ~ «>. Así U(~ x) satísiBce las condiciones del 

Teorema 1.3.2. Por lo tanto las soluciones de (I) son equi-acotadas. 1 
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2.2. Acotamiento hacia el .Final y Equi - Acotamiento de Soluciones y Funciones 

Radialmente no Acotadas 

Lema 2.2.1. Supongamos que existe tma fi.mción W radialmente no acotada que 

satisface W'(t, x) ~ M(t) h(W(t, x)) V(t, x) E 1 x R n donde M es tma fi.mción 

integrablemente acotada, m E CCP y h es tma fi.mción que tiene integral reciproca impropia 

no acotada Entonces las soluciones de (1) están definidas en todo R. 

DemoSl.racidn. Supongamos que existe una solución x(t), tal que x(t) ---t GO st 

t ---t T- para algún T > t0 . 

Luego W ( t, x(t)) ---t GO si t ---t T- (por ser W radialmente no acotada) 

Por otro lado tenemos que: 

W' ( 1, x( 1)) S Jl(l) h (W( 1, x(l)}) =o> ('( l, x(l )\ s )l (1) 
h W(t, x(t) 

=> fT W'(t, x(t)) dt fT dt 
.l:J h(W(t, x(t))) ~ .l:J ,u(t) < GO 

=> r ~ < GO" pero r du = GO 
h(u) ' h(u) 

lo cual es una contradicción. Así, las soluciones están definidas en (t
0

, GO ). Similarmente 

para (-GO, tJ. 1 
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Teorema 2.2.2. Supongamos que existen fimciones Liapunov V y W tal que: 

i) V'(t, x) s A. (t) a:{V(t, x)) donde Á y <D son fimciones que tienen integral impropia no 

acotada e integral reciproca impropia no acotada respectivamente. 

ii)3KtalqueKsV(t,x) V(t, x) E lxRn 

Entonces existe una constante M > O tal que <D( V ( t, x ( t))) s M V t E 1 

Demostración. Sea L = r A. (t) dt. Por la continuidad de <D, existe M > O tal 

que <D(u) s M para cualquier u que satisface K sus N 

Por (i) V'(t, x) ~ J.(t) <D(v(t, x)) 

=> V'(t, x) \ s A. (t) 
<D(V(t, x)J 

=> Jt V'(s, x) ds s; Jt A. (s) ds 
to <D(V(s, x)) to 

=> ~ (v(t, x(t))) s ~(v(t0 , x0 )) + L 

(donde V-' es tma antiderivada de <D) 

=> v(t, x(t)) s: ~ ·1 (~(v(t0 , x0 )) + L) 

HaciendoN= v.r·1(v.r(V(t0 , x0 )) + L),entoncesK~V(t, x(t))~ N 

PorlotantoexisteM>Otalque<D(V(t,x(t))) s M Vt E 1 

Hara Yoneyama, Saitoh e Hirano en [ 5 ] demuestran el siguiente Teorema 

Teorema 2.2.3 Supongamos que existe tma fimción Liapunov V acotada inferiormente 

de tipo W, tal que: 

í) jW'(t, x)j s; 11 (t) h(W(t, x)) V(t, x) E 1 x R n donde 1-1 es tma fimción 

integrablemente acotada y h es una fimción que tiene integral recíproca impropia no acotada 
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Entonces: 

a) V es radialmente no acotada 

b) Las soluciones de (I) son equi-acotadas y acotad!lil hacia el final. 

Si la condición (i) en el Teorema anterior es debilitada como es motivada en [ 5 ], es 

decir si ésta la cambiamos por W'(t, x(t)) ~ ,u(t) h (W(t, x(t))), entonces algunas de las 

conclusiones del Teorema fallan. A continuación se presentan dos teoremas relacionados 

con este debilitamiento de la hipótesis. 

Teorema 2.2.4. Supongamos que existe una función Liapunov V acotada inferiormente 

de tipo W, tal que 

W'(t, x) ~ f-L(t) h(W(t, x)) V(t, x) E I x R n donde 1-L es una función integrablemente 

acotada, m E CCP y h es una función que tiene integral reciproca impropia no acotada. 

Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas. 

Demostración. Por el Lema 2.2.llas soluciones de (I) están defmidas en todo R. 

Supongamos que las soluciones de (I) no son equi-acotadas. Entonces 

existe a 0 > O y t 0 E I y para cualquier j3 > O, existe 1~ 1 11 < a 0 y una solución 

x( t; t0 , x1 ) con T 2 t0 , tal que ~~ (T; t 0 , x 1 ) 11 2 ~-

Ya que Lim inf c(r) > O, existe R1 > O y J > O tal que c(r) 2 J para toda 
I -tal 

r 2: R1• Sea L = r .Á. ( t )dt. Por la continuidad de V y W 3 r¡ > R 1 tal que para cualquiera 

1~ 1 11 < a 0 se cumple, v( t0 , x1) < r¡ y w( t0 , x¡) < r¡ 

Como l eO du 
o h(u) = d)_ 

< J~(Bo) dr 
Existe j30 > a 0 , b (/30 ) > r¡ tal que m ( s) ,, h ( r) , 

para alguna constante s. (2.2-1) 
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Reemplazando P en lahipotesis por jJü existe llx0 1 < a0 , tma solución x(t) = x(t~ t0 , x0 ) 

y t 1 > t 0 tal que l~(tdll ::::: Po 

Así V(t0 , x0 ) < fl y W(t0 , X
0

) < fl 

Entonces existen t2 y t 3 tales que t 0 < t 2 < t3 ~ t1 y W(t 2 , x(t 2 )) = r¡, 

W(t 3, x(t3 )) = b (/30 ) y r¡ < w(t, x(t)) < b (/30 ), t E (t 2 , t3 ) (ya que W es 

radialmente no acotada y es continua) 

Por el Teorema 2.2.2 existe M> O tal que ~(v(t, x(t))) s M lit El 

Luego, 

l
t~ 

Por otro lado .) 
t2 

W'( t, x(t)) lt3 
( ( )) dt S: ,u (t) dt. Entonces por (2.2-1) y por ser J.l una 

h,W t, x(t) t2 

fi.mción integrablemente acotada, obtenemos m(s) < m (t 3 - t 2 ). Si escogemos 

1J - K + ML . 1J - K + ML ( ( )) S = se hene < t 3 - t 2 . Por lo tanto V t 3 , x t 3 < K y 
8 8 

esto contradice la existencia de K tal que K s V(t, x) 'V(t, x) E I x R 0 . Por lo tanto 

las soluciones de (I) son equi-a.cotadas. 1 

Teorema 2.2.5 Supongamos que existe una fimción Liapunov V acotada inferiormente 

de tipo W tal que 

W'(t,x) s ,u (t) h(W(t, x)) 'V(t, x) E lx Rn donde ,u es una fimción 

integrablemente acotada, m E CCP y h es una fimción que tiene integral recíproca impropia 

no acotada Entonces las soluciones de (1) son acotadas hacia el final. 
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Demostradón. Ya que V'(t, x) s - c(W(t, x)) + A (t) <D(V(t, x)) y c(r) ~O, 

entonces V'(t, x) s A (t) <D(V(t, x)) 

Pore1Teorema2.2.3. existeM>Otalque ~V(t, x(t))) s M '7t E I 

Supongamos ahora que existe ( t 0 , x 0 ) E I x R n, una solución x(t) = x(t; t 0 , x 0 ) y una 

sucesión {tk} tal que tk ~ r:l) si k ~ r:l) y W(tk, x(t¡J) > R 1, donde R 1 es una 

constante. Como Lim inf c(r) > O existe Ro < R1 tal que c(r) z §_ para cualquier 
r-too 2 

J 
Supongamos que W(t, x(t)) > R0 V t 2 t0 , luego c(W(t, x(t)) 2 -

2 

Como V' (t, x) s - c(W(t, x)) + A (t) <D(V(t, x)) 

V' (t, x) s - §_ + l (t) <D(V(t, x)) 
2 

J 
Asi V(t,x(t))sV(t 0 , x0)-- (t- t0 ) +ML 

2 

y Lim V(t, x(t)) = - r:l), y esto contradice la existencia de una constante P tal que 
t-t 00 

P s V(t, x) 'r:J (t, x) E IxRn 

Así existe una sucesión { s.:} tal que sic -t ct:l, st k ~ ct:l; y W ( s.,, x( s.:)) < R0 • 

Luego existen dos subsucesiones de { t le} y { ~}, digamos { t le} y { s.,} tal que 

sk < tk < sk+l• si k ~ ct:l y W(~. x(s.:)) = R0 , W(tk, x(t 1J) = R1 y 

R0 sW(t, x(t)) s R1 ; tE [S.:, t~c] 

aQ 

Interesa determinar que la serie ¿ (tk - sk) = r:l) es divergente 
k = 1 

Supongamos que ( t1c - s.:) ~ O, si k ~ ct:l 
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Entonces por (2.2-1) se tiene 

~ ~ rk W' (t, x(t)) dt 
h(r) S~: h(W(t, x(t)) 

Pero ftic W' (t, x(t)) dt :S: m(t - s ) y m(tk - f\) 4 O st k 4 ct) lo cual es una 
Jsk h(W(t, x(t)) k k 

contradicción. Por lo tanto L (tk - Sk) = ct) 

k= 1 

(2.2-2) 

PorelTeorema2.2.2 ~V(t, x(t))) ::s: M paraalgúnM>O 

n 

Así V(tn, x(tn)) s V(t0, x0) + ML- L rk c(W(t, x(t)))dt 
k= 1 '"'k 

Enconsecuencia Lim V(tn, x(tn)) = -ct) y ésto contradice que existe una constante 
n~ m 

P tal que P S: V(t, x) 'li(t, x) E 1 x R n 

Supongamos finalmente que ~~ (t'; t 0 , xo)l = R 2 para algún t' > t0 + T. Por las 

propiedades de b existe R2 > R1 tal que b(R2 ) > R1, b(l~l) ~ W(t, x), y además 

b(r) 4 m, si r 4 m 

Así b(R 2 ) = b(llxi~ :S: W(t, x) < R1 

Luego b(R 2 ) < R1, lo cual contradice que b( R2 ) > R1 . En conclusión las soluciones de 

(1) son acotadas hacia el final. 1 

Observación 2.2.6 Bajo las hipótesis de los Teoremas anteriores no se puede concluir 

que V es radialmente no acotada. Como es establecido mediante el siguiente ejemplo, 

de [ 5 ]. 
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Consideremos la ecuación escalar 
2 

x' = -xe' 

Las soluciones de la ecuación son finalmente acotadas, en la figura 2 se pueden 

observar el comportamiento de las soluciones 

FIG.2 

Sea V(t, x) = 1 - e-x~ y W(t, x) = x2, entonces las condiciones de los Teorema 

anteriores son satisfechas tomando c(r) =K tal que K> O y 2x2 2 K, CD(u) = u2 h(s) = s2 ~ 

A.(t) =O; m(r) = r2; u(t) = L 

SinembargoVnoesradialmentenoacotadayaque Lim V(t, x) = 1 
txl-+<» 
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Teorema 2.2. 7 Supongamos que existe una fimción Liapunov V acotada inferiormente 

de tipo W tal que: 

Existe m E CCP tal que·~ t 2 s 2 O y u( r) E C ([s, tD, se cumple: 

1 J: W' ( r, u(r )) dr 1 s m (t - s) 

Entonces V es radialmente no acotada 

Demostración. Supongamos que V no es radialmente no acotada 

Entonces existen No > O, r > O t E 1 tal que llxtll > r, y V(t, x1 ) sNo. 

Como lim inf c(r) > O, 3 R 1 > O y S > O tal que c(r) 2 S \:;/ r 2 R 1• Sea 
r ~oo 

L = L"" A ( t) dt Por otro lado existe b continua y creciente tal que 

b(lpc¡~ s W{t, x) y b{r) -t oo st r -t oo. Además existe R 2 > R 1 tal que 

b (R2 ) > R 1 y m(s) < ib(R2 ) - R 1! 

ReemplazandorenlahipótesisporR2 3tc E I, llxoll > R 2 , V(t0 , x0 ) < N 0 

Por el Teorema 2.2.2, existe M> O tal que <D(V(t, x{t))) s M V t E I 

Supongamos ahora que W(t, x(t)) > R 1 V t 2 t 0 

Entonces tenemos que V'(t, x) s -S+ M A (t) V t 2 t 0 • Luego 

V(t,x) s N 0 - S(t -t 0 ) + ML yporlotanto 

Lim V(t, x) = -oo lo cual es una contradicción 
t ----1- 00 

Así existe t1 > t0 tal que W(tt> x(t 1 )) = R 1 y W(t, x(t)) > R1 '~i t E [t0 , t¡) 

En [t0 , t1] se tiene: 

V(t 1 x(t1 )) s N 0 - 8 (t 1 - t 0 ) + ML 

Por otro lado 1 r W' ( r, u( r )) dr 1 s m (t1 - t0 ) para toda fimción continua u en 

[s, t], luego se cumple para toda solución x(t) de ( I ), ya que éstas son continuas 
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Asf 1: W' (t, x(t))dt s m(t1 - t0 ) 

Luego m(s) < m {t1 - t0 ) 

. N - K + ML (N - K{"+ ML) St escogemos s = 0 J , entonces m 0 

0 

< m( t1 - t 0 ) 

Así N o - K + ML <'. t t N ~(t t ) ML K ¡·o=> o" 0 ¡"o+ < 
J 

=> V(t1 , x(t1 ) < K, lo cual es absurdo 

Luego V es radialmente no acotada. 1 

Teorema 2.2.8 Supongamos que existe una función Liapunov V acotada inferiormente 

de tipo W tal que 

Existe m E CCP tal que 't;;/ t ¿ s ¿ O y u E C ([ s, t ]), se cumple: 

1 J: W' (r, u(r)) drl s m (t- s) 

Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final. 

Demostración. Como O < 11: W'( r , u( r )) dr 1 s m( tk - sk) entonces por 

a) 

(2.2-2), se tiene 2: ( tk - ~) = co, y aplicando el Teorema 2.2.5 las soluciones de (1) 
k = 1 

son acotadas hacía el final. 1 
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Teorema 2.2.9 Supongamos que existe una función Liapunov que satisface las 

siguientes condiciones: 

i) V es radialmente no acotada 

ii) Existe una función W radialmente no acotada tal que 

V' (t, x) ~ - c(W(t, x)) + A (t) <D(V(t, x)) 

donde e es t.ma función continua y no negativa en R, tal que Lim infc(r) > O, 
f -t (X) 

A y <D son :funciones que tienen integral impropia acotada e integral recíproca 

impropia no acotada respectivamente. Entonces las soluciones de (1) son equi-acotadas 

Demostraci.dn. Como V' (t, x) s -c(W{t, x)) + A (t) <D(V(t, x)) 

Entonces V' (t, x) s A (t) <D (V(t, x)) (ya que c(r) 2: O); luego por el lema 2.1.5 las 

soluciones de (I) son equi-acotadas.l 

Teorema 2.2.10 Supongamos que existe una función Liapunov V acotada 

inferiormente de tipo W tal que: 

l!f(t, x)ll s /-1 (t) h (llx!D \:1 (t, x) E I x R n donde J.l y h son :funciones 

integrablemente acotada y de integral recíproca impropia no acotada, respectivamente. 

Entonces V es radialmente no acotada 

Demostraci.dn. Supongamos que V no es radialmente no acotada Entonces existe 

No > O, tal que para cualquier r > O existe t E I llx1 1 > r y V(t, x1) S: No 

Como Lim c(r) > O, existe R 1 > O y J > O tal que 
f --t (1) 

c(r) 2: J \:1 r 2: R1 . Sea L = Jol (t)dt 

Como W es radialmente no acotada existe una :función creciente b, tal que 

b(llxD s W(t, x) y b(r) -t e(), si r -t e(). Por las propiedades de b, y como h es de 
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integral recíproca 
. . 
tmpropta no acotada, existe tales que 

( s:(RJ) du 
b R 2 ) > R 1 y m(s) < ~ 

~ h(u) 

Sustituyendo r por R2 existe t0 E I tal que llx0 1 > R 2 y V (t 0 , x0 ) ~ No 

Por el Teorema 2.2.2, existe M> O tal que <I>( v( t, x(t))) s M V t E 1 

Supongamos que l!x (t)ll > R2 Vt ~ t0 . Luego b(llx(t)ll) > b(R 2 ) > R1. 

Así W(t, x(t)) > R1 y V'(t, x) s - o + M A.(t). De aquí se obtiene 

V(t,x) s No- J(t- t 0 ) + MLlocualimplicaríaque 

Lim V ( t, x) = - oo y esto es tm.a contradicción. Por lo tanto existe t 1 > t 0 tal que 
t~ CD 

Como l.~ 11 x'll ¿ lt¡ " (""" )d"" / m (t t ) 
-;~""'to,.-" ":::o. ¡-o 

Entonces m(s) < m(t1 - t0 ). S = (No- K~+ ML) Haciendo 
0 

obtenemos: 

No- K+ ML 
-----< t1 - t0 . De aquí No- 8 (t 1 - t0 ) + ML < K y esto implica que 

8 

V( t1, x(t 1 )) < K lo cual es tm.a contradicción. 

En conlcusión V es radialmente no acotada. 1 

Teorema 2.2.11 Supongamos que existe tm.a fimción LiapWlov V acotada 

inferiormente de tipo W y además se cumple que 

jlf(t, x)jj s f.i (t) h (jjxjl) V (t, x) E I x R n donde Jl y h son fimciones 

integrablemente acotada y de integral reciproca impropia no acotada respectivamente. 

Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final. 
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Dnnostraci ón.. Por el Teorema 2.2.2, existe M > O tal que 

<D(V(t, x(t))) s M V t E I 

Supongamos que existe (t 0 , x0 ) E I x Rn tmasolución x(t) = x (t; t 0 , x 0) y tma sucesión 

{t 1J tal que ti:: ~ a:;~ si k ~ a:;~ y 11 x( t 1JII > R 1 . Como W es radialmente no 

acotada, existe tma fimción creciente b, tal que b(l~ll) s W(t, x) y b(r) ~ a:;~, 

si r ~ a:l. 

Como Lim inf(c(r)) > O, 3 R1 < R 2 , tal que b(R2 ) > R1 y c(r) 2: ~ V r 2: R 1 
r-too 2 

Supongamos que l!x (t)!i>R2 Vt 2:t0 , entonces W(t, x(t))2:b(l!x(t)!D>b(R2)>R1. 

Luego c(W(t, x(t))) 2: ~- Como V' (t, x) s -c(W(t, x)) +A (t) <D(V(t, x)) 

se tiene V' (t, x) s -S + A (t) <D(V(t, x)). 
2 

Por lo tanto V(t, x(t)) s V(t0 , x0 ) - §_ (t - t0 ) + ML y de aqui Lim V(t, x) = 
2 t-too 

- a:)' 

y esto contradice la existencia de tma constante P s V(t, x). 

Asi existe tma sucesión { ~} tal que ~ ~ a:;~ si k ~ a:;~ y J~ ( ~ )1 < R2 

Luego existen dos subsucesiones de {t 1j y {si::}, digamos {t.J y { sk} tal que 

J:2 du [le lrr'l ( ) Como O < 
1 

- s vp'¡ dt s m tic - sic 
h(u) Sic h\IXIIJ 

entonces por (2.2-2), obtenemos 

ID 

que L.: ( t 1:: - ~ ) = a:l. Así, 
le= 1 

27 



V(tn, x(tn)) s V(t0 , x0 ) + ML- ± f'c(W(t, x(t))) dt 
k= 1 9k 

En consecuencia Lim V ( t n, x ( t n)) = - ct) y esto es una contradicción 
n-too 

Supongamos finalmente que Jjx(t'; t 0 , x 0 )1i = R 2 para algún t' > t 0 + T. Por las 

propiedades de b existe R2 > R 1 tal que b(R 2 ) > R 1 , b(I~JD s W(t, x) 

y b(r) ~ ct) si r ~ ct), Así b(R2 ) = b(llxD s W(t, x) < R 1 . 

Luego b( R2 ) < R 1 lo cual es una contradicción. Por lo tanto las soluciones de (I) son 

acotadas hacia el final. 1 

Teorema 2.2.12 Supongamos que existe una función Liapunov V acotada 

inferiormente de tipo W y j~(t, x)ll :S: Ji (t) h (llxJD \:f (t, x) E I x R n donde M y h son 

funciones integrablemente acotadas y de integral reciproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas. 

Demostración. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acotadas. 1 

Teorema 2.2.13 Supongamos que existe una función Liapunov V acotada 

inferionnente de tipo W y que además se cumple 

3m E CCP tal que \:j t 2: S 2: o y u E c([s, tD, se tiene que 

111 r(~, u(~))d~ll s m(t- s) 

Entonces V es radialmente no acotada 
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Demostración. Supongamos que V no es radialmente no acotada Entonces existe 

No>O,r>O, tE I talque jjx1 jj > r y V(t, x1) ~No. 

Como Lim infc(r) > O, ::J R 1 > O y J > O tal que c(r) 2: J 'v r 2: R 1 . Sea 
r -too 

Como W es radialmente no acotada, existe una fimción una fimción b continua y creciente 

tal que b(J~II) s W (t, x) y b(r) ---+ CX) si r ---+ CX). 

Por otro lado existe R3 > R 2 > R 1 tal que b( R3 ) > R 2 y b( R 2 ) > R 1 

fimción continua u, entonces también es cierto para cualquier solución x(t) de (I). Así 

~~st f(-r, x(-r )) d-ril s m(t- s). Reemplazando r por R2 existe t0 E I, l!x 0 jj > R 2 

y V(t0 , Xo) <No 

Por el Teorema 2.2.2, existe M> O tal que <D(v(t, x(t))) s M V t E I 

Supongamos ahora que jjx ( t )jj > R 2 V t 2: t0 . 

Luego w(t, x(t)) 2: b(J~(t)IO > b(R2) > R¡ 

Por lo tanto V'(t, x) ~ - J + MA (t) v t 2: t 0 . De donde obtenemos 

V(t, x) s No - o (t - t0 ) + ML 

Por lo tanto Lim V (t, x) = - CX), lo cual es una contradicción. 
l-t CD 

Así existe t1 > t0 tal que l!x(t1 )11 = R 2 y l!x(t)ll > R 2 V t E [t 0 , t 1 ) 

En (t 0 , t 1 ] setiene: V(t1, x(t1)) ~No- J(t1 - t0 ) + ML 

1

1 rt¡ 11 ) . No - K + ML Luego m(R) < ~to f(t, x(t))dt ~ m(t1 - t0 . Escogtendo R= J 

No- K+ ML 
se obtiene < t1 - t 0 

J 
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Por lo tanto V( t1 , x(t1 )) <K, contradicción. En conclusión V es radialmente no acotada. 

1 

Teorema 2.2.14 Supongamos que existe una función Liapunov V acotada 

inferiormente de tipo W, y además 

.3m E eeP tal que v t 2 s 2 o y u E e([ s, t D, se cumple que 

~~: f( -r, u( -r )) d-r 11 :::;; m(t - s). Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas. 

Demostración. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acota.das. 1 

Teorema 2.2.15 Supongamos que existe una función Liapunov V acotada 

inferiormente de tipo W y además 

.3 m E eep tal que V t 2 s 2 0 y u E e([ s, t ]) , se cumple que 

~~ f( -r , u( -r )) d-r 11 s m(t - s). Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el 

final 

Demostración. Por Teorema 2.2.2, .3m > O tal que cD(V(t, x(t))) s M V t E I 

y además como O<¡~;: f( -r , x( -r )) d-r 11 s m(tk - sk) entonces por (2.2-2), se tiene 

C() 

que ¿ (tk - Bk) = C(). Asf por el Teorema 2.2.5 las soluciones de (I) son acotadas hacia 
k=1 

el final. 1 

30 



Teorema 2.2.16 Supongamos que existen fimciones Liapunov V y W que 

satisfacen: 

i)Wesradialmentenoacotaday V'(t,x) ~ -c(W(t,x)) +.A(t)<D(V(t,x)) dondec 

es una función continua, no negativa en R tal que Lim infc(r) > O A. y <D son 
t 4 <XI 

fimciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada 

respectivamente. 

ii) k~ V(t, x(t)), donde k es una constante real y Lim V(t, x) = co para cada 
~~ 4 <XI 

t fijo en I 

iii) Para todo R >O y toda u E C(I) tal que l~(t)ll < R en I, 3m E CCP tal que 

~~: f( r, u{ r )dr 11 s m{t - s) V t ~ s ~ O 

Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final 

Demost.l'ación. Las condiciones (i) y (ii) garantizan la existencia global de las 

soluciones de (I). Ver [ 1 ] 

Por el Teorema 2. 2.12 existen dos subsucesiones de { t k} y { ~} tal que 

sk < tk ~ sk+ 1, sk --t co, s1 k --t co y llx(~)ll R1 y jjx(t~c)ll = R 2 y 

R 1 s !lx( t JI! ~ R 2 t E [ 8r;, tk ). 

es divergente y aplicando el Teorema 2.2.5 las soluciones de (I) son acotadas hacia el final. 

1 
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Observación 2.2.17 Consideremos las siguientes condiciones: 

i) //f(t, x)ll s u(t) h(llxV V (t, x) E I x R n donde u y h son funciones integrablemente 

acotada y que tienen integral impropia reciproca no acotada respectivamente. 

ii) Existe m E CCP tal que V t ¿ S ¿ o y toda u E c([s, tD 

~~: f( r , u( -r ) d-r 11 s m (t - s) 

iii) Para cualquier R > O y toda u E e([ s, tD satisfaciendo !lu(t)!l < R en I, existe 

m E CCP tal que ~~: f( -r , u( -r ) d-r 11 s m (t - s) para t 2 s 2 O 

iv) Existen funciones Liaptmov V y W tal que /W' (t, x)j s u(t) h(W (t, x)) 

V ( t' X) E I • R n donde u y h son funciones como en (iii) y 

jJ: W' ( -r , u( -r )) d-r 1 s m(t - s) para toda u E e([ s, t D y m E CCP. Entonces 

dichas condiciones, que son las que varían en los Teoremas 2.2.8., 2.2.11., 2.2.15. y 2.2.16, 

no pueden suprimirse y asegurar que las soluciones siguen siendo acotadas hacia el final, 

como lo plantean en (5], mediante el siguiente ejemplo. 

Consideremos la ecuación escalar 

donde g(t) 

x' = [g'(t)] x, 
g(t) 

en 1 

I;1 1 + n 4 
( t - n )2 

Sea V(t, x) = x2 
{ K2 + r g 2 (s)ds} f g 2 (t) 

00 1 
donde K = 2 + L 4 y W(t, x) = x2 

n-1 n 
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Entonces V(t, x) 2 x2
; v¡ll(t,x) = - W(t, x) 

y W' (t, x) = {2 g'(t) / g(t)} W(t, x) 

Sin embargo las condiciones nombradas no son satisfechas. Por otro lado tenemos: 

x' = [g'(t) lj x 
g (t) 

Entonces dx = g'(t) dt 
X g(t) 

Luego las soluciones de la ecuación satisfacen 

lx (t; t 0 , x0 )l = M g(t) 
g(to) 

Como g(n) > 1 entonces lx(n; t0 , x 0 )1 2M, (n = 1, 2, ... ) 
g(to) 

Luego las soluciones de la ecuación no son acotadas hacia el t1nal. 

Observación 2.2.18 Bajo las condiciones del Teorema 2.2.16 no se puede concluir 

que V es radialmente no acotada Consideremos la ecuación escalar x' = 
1 

- xex , sus 

soluciones, ya hemos visto, son acotadas hacia el t1nal. 

x 2 
2 

Sea V(t, x) = -- - e·x + 1 y W(t, x) = x2
. Entonces las condiciones del 

t + 1 

Teorema 2.2.16 son satisfechas pero V no es radialmente no acotada ya que V(t, x) --ft co, si 

llxll --+ co uniformemente. Pero para cada t ftjo, tal que V(t, x) > 
t +1 

se tiene que 

V(t, x) --+ co, si llxll-+ co 
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Teorema 2.2.19 Supongamos que existe una función Liapunov que satisface las 

siguientes condiciones 

i) 3 k constante tal que k S: v(t, x) 

ii) l~(t, x)ii ~ u(t) h (llxiD V (t, x) E 1 x Rn donde u y h son fimciones integrablemente 

acotada y de integral recíproca impropia no acotada respectivamente y m E CCP 

iii) V' (t, x) S: -e (I~Ú +A (t) <D(V(t, x)), donde e E C(l), Lim infc(r) > O, A y <D 
r -t CD 

son funciones que tienen integral impropia acotada e integral recíproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces V es radialmente no acotada 

Demostración. Procediendo por reducción al absurdo aplicamos el Teorema 2.2.10, 

R 

para asegurar la existencia de R2 > R1 tal que m ( NO - K + ML) < 1~ donde a h(u) 
2 

No, K, M, L y a son las constantes que se obtienen en la demostración de dicho 

Teorema 

Supongamos ahora que ~~ (t )lj > R 1 V t E l. Entonces e(!~ ID ¿ g 
2 

Entonces 

aplicando el Teorema 2.2.10 obtenemos Lim V(t, x) = - <X:J y esto contradice (i). Asi 
t-t CX) 

por el mismo Teorema, V es radialmente no acotada 1 

Teorema 2.2.20 Supongamos que existe una función Liapunov que satisface las 

siguientes condiciones 

i) 3 k constante tal que k s v(t, x) 

ii) llf(t, x)ll S: u(t) h (llxiD V (t, x) E 1 x Rn donde u y h son funciones integrablemente 

acotada y de integral recíproca impropia no acotada respectivamente. 
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iii) V' (t, x) s -c(lxl) +A (t) <D(V(t, x)) donde e E C(I), Lim infc(r) > O, A y <I> 
f --+ a> 

son .fimciones que tienen integral impropia acotada e integral recíproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces las soluciones de (l) son acotadas hacia el final. 

Demostrad. ón. Supongamos que existen ( t 0 , x0 ) E I x R n, una solución 

x(t) = x(t; t 0 , x0 ) y una sucesión {t 1.} tal que tlc -+ C(l si k -+ cQ y llx(tk)ll > R2 . 

5 
Como Lim infc(r) > O existe R1 <R2 tal que c(r) ~ V r ~ R 1. 

2 

Supongamos ahora que 1\x(t)ll > R 1 entonces c(ljx(t)ID ~ ~ Luego por el 

Teorema 2.2.11 se obtiene que Lim V(t, x) = - cQ y ésto contradice (i). Aplicando de 
t--+ CD 

nuevo el Teorema 2. 2.11 las soluciones de (I) son acotadas hacia el fmal. 1 

Teorema 2.2.21 Supongamos que existe una .fimción Liapunov que satisface las 

siguientes condiciones 

i) 3 k constante tal que k s v(t, x) 

ii) 1\f(t, x)ll s u(t) h (llxiD V (t, x) E I x Rn donde u y h son .fimciones integrablemente 

acotada y de integral recíproca 
. . 
tmpropta no acotada respectivamente 

y m E CCP 

iii) V' (t, x) s -c(lxl) +A (t) <I>(V(t, x)) donde e E C(I), Lim infc(r) > O, A y <I> 
r --+ oo 

son fimciones que tienen integral impropia acotada e integral recíproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas 
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Demostración. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equi-acotadas. 1 

Teorema 2.2.22 Supongamos que existe una función Liapunov V que satisface: 

i) 3 k constante tal que k s V(t, x) V (t, x) E I x R n 

ii) 3m E CCP tal que V t ~ s ~O y toda u E e([ s, t ]) se cumple 

II.C f ( ~ , u ( ~ ) ) d ~ 11 s m ( t - s) 

iii) V'(t, x) s -c(lxl) +A (t) a>(v(t, x)) donde e E C(I), Lim infc(r) > O, A y a> 
r _,. en 

son funciones que tienen integral impropia acotada e integral recíproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces V es radialmente no acotada 

Demostración. Supongamos que V no es radialmente no acotada Entonces existe 

No> O, r >O, t E 1 tal que !!x1 ll > r y V(t, x1 ) s No 

Como Lim infc(r) > O, existen R1 >O y 5 >O tal que c(r) ~ 5 Vr ~ R 1 r _,. en 

Por Teorema 2.2.13 existen R3 > R2 > R 1 tales que b(R3 ) > R 2 , b(R2 ) > R1 y 

( N o - k + ML'J IJt¡ ( ) 11 m 
5 

< l 
10 

f t, x(t) dt s m(t 1 - t0 ) donde L = ft A ( t) dt y 
Jto 

M es una constante positiva tal que a>(v(t, x(t))) s M Vt E l. Por (iii) 

V'(t, x) s c(lxl) +A (t) a>(V(t, x)). Luego por el Teorema 2.2.13 existe t 1 > t0 tal que 

j~(t 1 )1 = R 2 y !lx(t)l > R 2 Vt E [t0 , t1 ). De nuevo por el Teorema 2.2.13, V es 

radialmente no acotada 1 
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i) 3 k constante tal que k s V(t, x) \1 (t, x) E I x R n 

ii) 3 m E CCP tal que \1 t 2 s 2 O y toda u E c([s, t ]) se cumple 

~~: f ( t" , U ( t" ) ) d t" 1 S m ( t - S) 

iii) V'(t, x) s -c(!!x!D + ;t (t) <I{v(t, x))donde e E C(I), Lim infc(r) > O, ;t y <D son 
r~ao 

fi.mciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son acotadas hacia el final. 

Demostración. Como Lim inf c(r) > O, existe R2 > R1 tal que b(R2 ) > R1 y 

. ) 5 c(r 2 -
2 

Vr 2: R1. Por (iii) V'(t, x) s -c(lxiD + ;t (t) <D(V(t, x)). Luego existe una 

sucesión { sk} tal que sk ---t ~, si k ---t ~; y ~~( ~ )j! < R 2 . Así por el Teorema 

2. 2.15, las soluciones de (I) son acotadas hacia el final 1 

Teorema 2.2.24 Supongamos que existe una fimción Liapunov V que satisface: 

i) 3 k constante tal que k s V(t, x) \1 (t, x) E I x R n 

ii) 3 rn E CCP tal que V t 2 s 2 O y toda. u E c([s, t]) se cumple 

~~: f ( t" , U ( t" ) ) d t" 1 S m ( t - S) 

iii) V'(t, x) s -c(l!xll) + ;t (t) <D(v(t, x)) donde e E C(I), Lim infc(r) > O, ;t y <D son 
r~ao 

fi.mciones que tienen integral impropia acotada e integral reciproca impropia no acotada 

respectivamente. Entonces las soluciones de (I) son equi-acotadas 

Demostración. Por el Teorema 2.2.9 las soluciones de (I) son equí-acotadas. 1 
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Observación 2.2.25 La suposición de que Lim infc(r) :> O no puede ser suprirmda 
r-->c.o 

c-n los Teoremas 2.2.19 al 2.2.24. Como se establece mediante d siguienk eJt-mplo de> 

[ 5 ]. Consideremos la ecuación c>scalar 

X SI 'Xi _ 1 

x' 1 
:;¡ 

1 ' 
¡x¡ 1 

X 

y tilla fimción Liapunov V (L X) e·~ 

Entoncc>s tomando :J = L h = L m cualquier fimción crecie.nte, continua y positiva 

e = O, "A = O y <D cualquier fimción continua positiva en R y como 

-2x~e·:·: Sl ~X; ..:. 

V'(L x) 

' -2e 'SI X• 

Entonces todas las condicion~'s de los Teoremas 2.2. t 9 al 2.2.24 st' c1m1plcn: 

exct-pto lim inf c(r) " O. Sm embm·,¡w lllii soluciones que :;on de la fonna x(t) = et o 
: --- 0) 

x ( t) "= v'2 t tienden a in.tinito, si t ~ ·,o (excepto la solución nula). 
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CAPITULO 111 



APLICACIONES 

3.1 Criterio de Routh - Hurwitz 

En este capitulo se aplicará lo desarrollado anteriormente usando las condiciones de 

Routh Hurwitz. En primer lugar recordemos algo sobre estas condiciones. 

Sea p(s) = ao~ + ~ sn. 1 + . . . + an. 1 S lDl polinomio con coeficientes reales de grado n. 

Miller y Michel [ 6 ], definen a p(s) como estable si todos los ceros tienen parte real 

negativa y lo llaman polinomio Hwwitz. Además se tiene la siguiente condición necesaria y 

suficiente para que p(s) sea tm polinomio Hwwitz. 

Teorema 3.1.1 [4, Teorema 6.3.] 

p(s) = aosn + ~sn .¡ + ... + an_¡S es Hmwitz si y sólo si 

~>O; 
ao 

a,. 
D3 = a3 

a5 

az 3n > o... > o 

8o o 
~ a¡ >O ... Die = 

a4 ~ 

y D1 = a1 > O; 

a¡ R:3 ~ ~k.¡ 

8o ~ a4 ~k -2 

o ~ R:3 ~k-3 

o 8o ~ a2k- 4 

o o o a k 
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3.2 Condiciones de Routh- Hurwitz y Soluciones acotadas hacia el final y equi-acotadas 

Consideremos ahora la ecuación de cuarto orden establecida en [ 5 ], 

x"" + ax"' + bx" + ex' + dx = p(t) (II) 

donde p es continua; a, b, e, d son constantes y asumimos las condiciones de Routh -

Hurwítz, 

a> O, ab-e> O (ah- c)c- a2d >O, d >O. 

Ahora establecemos el siguiente Teorema[ 5, Teorema4.1] 

Teorema 3.2.1 Supongamos que las condiciones de Routh - Hurwitz se cumplen. 

Entonces las soluciones x(t) de (II) y sus derivadas x'(t), x"(t), x"'(t) son equi-Acotadas y 

acotadas hacia el final si y sólo si. 

sup e-t J e'pC•J dj < + "' 
t;~:O 0 l 

Ahora motivado por [ 5 ], consideramos la ecuación diferencial de cuarto orden 

x"" + ax"' + bx'' +ex'+ dx = q(t, x, x', x'', x'") (ill) 

donde q es continua y a, b, e, d son constantes como en (II), y demostremos el siguiente 

Teorema 
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T ...... _.., -t"" ~!mnnn-."'""' '""'"' ! ..... """dt·c;Oll"'"' ri.,. "Doutlh·H"""l.tz "e cumpl"'n v que ..L ""a ".ll.l.c& rJ.-.. . ... h.•t'Vl~a.t.UVD "fUV lc:&D \.tVll 1 'vt3 U'-" ~~ LU VY 01 V ) 

existe un número positivo M y lUla función continua no negativa .A tal que 

¡q(t, X, y, z, u)! S M + A.(t) [1 + lxl + IYI + lzl + lul]+ r (lxl + IYI + lzl + luD 

Cl) 

donde J .A( t )dt < ~ y r > o suficientemente pequeflo. 
o 

Entonces las soluciones de (ill) y sus derivadas x'(t), x"(t), x"'(t) son equi-acotadas y 

acotadas hacia el final . 

Demostración. La ecuación (ID) es equivalente al sistema 

x' =y 

y'= z 

z' =u 

u' = - an - bz - cy - dx + q ( t, x, y, z, u) 

Consideremos una función Liaptmov V definida por 

V = k: (u+ az +by+ ex l + (a + e) [ au + a2 z + ( ab - e )y J 
+ a( cu + acz + ady f + ac [C be - ad )u + e 

2 
z + edyT 

be - ad 

+(a+ e) (cz+acy+adxY + c(az + a 2y +(ah- c)x] 

+ a((bc- ad)z + c2y + cdxr +k (ad +e) (z2 + y 2 + z2
) 

kac ( )2 + cz + dy ; donde k= (ah- c)c- a2d 
be - ad 
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Ahora (ab- e)e- a2d >O 

=> ( ab - e )e > a 2 d > O ( d > O) 

=> e > O (ya que ab - e > O) 

Además ab - e > O => ab > e > O => b > O 

También: (ab- e)e - a2d >O 

=> abe - e2 - a2d > O 

=>be - ad > O (ya que a> O) 

Así V(x, y, z, u) ¿O. 

Por otro lado 

3N > O: V' s -2kac (x2 + y 2 + z2 + u2
) + N jq(t, x, y, z, u)j (Jxl + jyj + lzl +jul) 

+N [M + l (t)(l + JxJ + JyJ + JzJ +JuJ) 

+ r (Jx 1 + JyJ + Jzl + Jul) ](Jxl + JyJ + Jzl + Jul) 

+NM(JxJ + JyJ + JzJ +JuD 
+NA. (t)(l + JxJ + JyJ + JzJ +JuJ)(JxJ + JyJ + JzJ +JuJ) 

+ r (lxl + IYI + Jzl + Jul)
2 

(NM? 
=>V' S: -2kac (x2 + y2 + z2 + u2)+ -­

kac 

+NA. (t)(l + JxJ + JyJ + JzJ +JuJ)(JxJ + JyJ + jzJ +juJ) 

+ r (Jxl + Jyj + Jzl + Jul)2 

43 



ka e 
Como r es suficientemente pequei'io, se pueden escoger k, a, e tal que - > r > O. 

4 

Luego 

rNM)2 
=> V' s -2ka.c (x2 + y2 + z2 + u2

) + -~ -­
kac 

+NA (t)(l + JxJ + JyJ + lzl + JuJ) (lxJ + Jy\ + izl +In!) 

(NM? 
+--

4ka.c 

+ ~A (t)(l + ~~ + IYI + lzl +~D 
kac 

~ V' -;; -k~ {x' + y
2 

+ z
2 

+ u
2 

- 2(:)'} 

Sea 

w(x, y, z, u) (x' + y2 + z2 + u2
) - 2(:)' 

Luego IW'I -;; (2 + 2a + b +e+ d{ W + 2(:)'] + (2 + a)M 
Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.2.3, las soluciones de (ill) y sus derivadas 

x'(t), x"(t) y x'"(t) son equi-a.cotadas y acotadas hacia el final. 1 
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