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Resumen

En el presente trabajo de investigacion se plantea la inquietud de realizar el andlisis
de la teoria matematica de la comunicacion bajo la Optica de otras medidas de
Incertidumbre las cuales fueron escogidas de acuerdo a los elementos exigidos en la
mencionada teoria, estudiando ventajas y desventajas que ofrece cada medida

escogida.

Una vez analizada las medidas de Incertidumbre escogidas, se concluye que la
medida de Shannon parece ser la Unica medida que puede ser utilizada en la teoria

matematica de la comunicacion.

Palabras claves: Comunicacion, incertidumbre, informacién, codificacién.
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RESUMEN
En el presente trabajo de investigacion se plantea la inquietud de realizar el andlisis
de la teoria matematica de la comunicacion bajo la Optica de otras medidas de
Incertidumbre las cuales fueron escogidas de acuerdo a los elementos exigidos en la
mencionada teoria, estudiando ventajas y desventajas que ofrece cada medida

escogida.
Una vez analizada las medidas de Incertidumbre escogidas, se concluye que la

medida de Shannon parece ser la Unica medida que puede ser utilizada en la teoria

matematica de la comunicacion.

Palabras claves: Comunicacion, incertidumbre, informacion, codificacion.



Introduccion

El proceso de la comunicacion es una teoria que ha sido estudiada desde hace bastante
tiempo. Sin embargo es en 1.948 cuando Claude Shannon, en su trabajo “A
mathematical theory of communication”, plantea el problema fundamental de la
comunicacion dado por la reproduccion exacta o aproximada de un mensaje emitido

en un punto por un emisor y recibido en otro punto por un receptor.

Es asi como nace una nueva rama de la Matematica Aplicada llamada Teoria de la
Informacion y la codificacion. Dicha rama se ha desarrollado en estos Gltimos afios y
pretendemos seguir haciéndolo sobre todo cuando hoy hablamos de una estructura

difusa de la informacion, Capodieci [5]

En el estudio de la Teoria Matematica de la Comunicacion se ha utilizado desde sus



inicios como medida de informacion la entropia de Shannon
H(€) = - > plx;)logp(x;)
i=1

definiendo a traves de ella la cantidad de informacion de Shannon, especificandola
tanto en el caso discreto como el continuo. Entendiéndose que la Transmision de
Mensajes consiste en hacer llegar cierta informacion contenida en los mensajes desde
la fuente al receptor, cuyo objetivo esta centrado en el estudio de la circulacién de la
informacion en los elementos directamente relacionados a través del canal; el

Codificador y el Traductor.

Las Medidas de Incertidumbre han tenido un desarrollo importante desde 1.948, afio
de nacimiento de la Teoria de la Informacion. Iniciandose sus estudios en el contexto
de la teoria de la comunicacién primero en forma implicita por Hartley, Nyquist
después en forma explicita, separada y en dos contextos diferentes, por Wiener y

Shannon. [1], [11] y [14].

Es importante destacar que hasta el comienzo de los afios '50 el concepto de la
probabilidad ha sido practicamente el Unico instrumento usado para medir y manejar
la incertidumbre. A partir de este periodo se ha puesto de manifiesto que existen
situaciones que no pueden describirse, 0 no pueden describirse por completo,

unicamente a través de la probabilidad.



La teoria axiomatica propuesta por Forte y Kampé de Fériet, [7] y [8] intenta medir la
Informacion y  la Incertidumbre sin utilizar o sin utilizar Unicamente las
probabilidades. El enfoque proporcionado le da relevancia al "efecto sorpresa”

relacionado con los acontecimientos.

Capodieci 1.986y 1999 ([41],[5])y Vasquez 2.003 [ 15] han trabajado sobre la
construccion y clasificacion de medidas de incertidumbre, en dichos trabajos se han
analizado una cantidad de medidas de incertidumbre verificando en algunos casos las

propiedades que satisfacen dichas medidas.

Sin embargo hasta ahora solo se ha visto o se ha dado un intento de volver a la teoria
de la comunicaciéon utilizando alguna otra de las medidas estudiadas, analizando la
posibilidad de que alguna otra medida de mejores resultados en la comunicacion.

Dicho trabajo lo esta realizando Capodieci en la actualidad.

En esta tesis consideraremos el trabajo presentado por Khinchin en su libro
“Mathematical Foundations of Information Theory* en el cual hace un analisis
completo de la Teoria Matematica de la Comunicacion de Shannon. En dicho trabajo

Khinchin incorporé a la teoria de Shannon las ideas de Mc. Millan y Feinstein.



Planteamiento del problema.

Tomando como referencia el trabajo realizado hasta ahora por Capodieci en lo que
respecta al andlisis de la teoria Matematica de la Comunicacion bajo la Optica de otras
medidas de Incertidumbre, las cuales seran escogidas de acuerdo a los elementos
exigidos en la mencionada teoria y sabiendo que uno de los elementos fundamentales
en que se basa la entropia de Shannon es la probabilidad, ¢qué pasaria si utilizamos
una medida que no dependa de la probabilidad?, ;se podria hablar de una teoria

matematica de la comunicacion con otra medida de Incertidumbre?.

Con base en estas interrogantes en este trabajo nos planteamos los objetivos

siguientes:



Objetivo General

Estudiar la teoria matematica de la comunicacion utilizando una medida de

Incertidumbre distinta a la de Shannon.

Objetivos Especificos

1. Estudiar la posibilidad de utilizar otra medida de Incertidumbre distinta a la de
Shannon en la teoria matematica de la comunicacion.

2. Verificar si la medida a utilizar debe depender de las probabilidades.

3. Analizar que sucede si se utiliza una medida que no depende de las

probabilidades.



Capitulo I:

Antecedentes

La Transmision de Mensajes consiste en hacer llegar cierta informacion contenida en
los mensajes desde la fuente al receptor, el esquema estudiado se presenta a

continuacion.

Codificador Codificador del
FUENTE | de la Fuente Canal
Ao,
[ ° U] CANAL
[A,vx B]
Traductor Traductor §

| RECEPTOR Ii del Receptor del Canal

En dicho esquema se incluyen los elementos esenciales en la transmision de
mensajes, el Codificador y el Traductor; cuyo objetivo esta centrado en el estudio de

la circulacion de la informacion a través del canal .



Para iniciar el trabajo que pretendemos desarrollar se introducen algunas definiciones

indispensables para entender la teoria que se estudiara.

Definicion 1.1.
Se entiende por “alfabeto” A, a un conjunto de simbolos, los cuales son Ilamados

digitos.

En el desarrollo de este trabajo se vera que tanto la fuente como el canal tienen su
alfabeto, que en algunos casos pueden coincidir. Denotaremos por Ay el alfabeto de la

fuente y por A el alfabeto de entrada del canal.

Definicion 1.2.
Sea Q un espacio, .7 = {Ej c Q}, jel contable 7 #J, una coleccion .7 de
subconjuntos de Q2 se denomina “Campo de Borel” si y solo si se cumple:

i. Ee 7=E‘e 7

. Eje 71<j<o = (U Ej)e 7
=

Definicion 1.3.
Sean ty, tp, ..., ty € Z* tal que t; < t, < ... < t, y tomemos n simbolos o digitos del

alfabeto A, oy, ap,..., oy, los cuales no necesariamente son distintos. Entonces, se



conoce como “cilindro de rango n” o “conjunto cilindro” al conjunto:

Gi= (xeAll x =0 ie{l2..n}},

donde A' = {X=(...X1, X0, X 1,..)] Xi€ A, para algun ieZ}.

Definicion 1.4.
Dado el alfabeto A y la interseccion de todos los campos de Borel, Fa , la cual
contiene todos los cilindros del alfabeto A, se denomina “Extensién de Borel” a la

interseccion Fa.

Se considera una secuencia infinita de digitos x = (...,X.1, Xo ,X 1,...), Xi€A, a esta
secuencia, se denomina “evento elemental” y al “conjunto de todos los eventos

elementales” se representa por A, cuyos digitos son del alfabeto A.

A continuacién se identifican los elementos esenciales en la transmision de mensajes

como son fuente y canal.

Dados Ay el alfabeto de la fuente y p la medida de probabilidad definida para todo
SeF,, con p(AN=1. Denotaremos la “Fuente” por[Ao,1] y el “canal” por [ A vy, B],
donde, A es el alfabeto de entrada al canal, B es el alfabeto de salida del canal, y vy
(S) es la probabilidad de que “y sea recibido cuando un x dado es transmitido” donde

yeS (esta probabilidad sera dada por algin xe A y algin SeFg). En su trabajo



basico, Shannon considera solamente fuentes con el caracter de cadena de Markov

estacionaria.

Definicion 1.5.
Sea una secuencia X = (...,X.1, Xo ,X 1,...), Xj€A, denotamos por Tx la aplicacion
(secuencia), T: A' >A!, definida mediante:

Tx=(..., X1, X0, X1, X"2,...) donde X’y = X k41, (-00< K < +00)

El operador T se denomina “Shift” o “cambio” en una unidad de tiempo.

Es importante destacar que el conjunto A' es invariante bajo el operador T, ya que

TA'=A'

Definicion 1.6.

[A,u] es una “fuente estacionaria” si u(Ts) = (S) para algin conjunto SeFa.

De aqui en adelante, todas las fuentes seran asumidas estacionarias.

Definicion 1.7.

[A,u] es una “fuente ergddica”, si la probabilidad u(S) de cada conjunto invariante

SeFp es001.



Definicion 1.8.

[ A, vy, B], es un “canal estacionario” si vty (T S) = v«(S) para todo x € A'y SeFe.

Definicion 1.9.

[ A, v, B], se denomina “canal sin anticipacion” si vy (y, = b) es igual para todos los
mensajes X transmitidos, para los cuales las sefiales ...,X,.1, X, son idénticas, donde la
probabilidad de que y, coincida con un digito b € B, vx (yn = b), no depende de todos
los digitos del mensaje transmitido X = ...,X.1, Xo, X1 ... Y la distribucion de los y;, es
independiente de las sefiales transmitidas después de X, es decir, es independiente de

Xk para k > n.

Definicion 1.10.

[ A, v, B], se denomina “canal con memoria finita” si vx (y, = b) es igual para todos
los mensajes x transmitidos, para los cuales Xp-m...,Xn-1, Xn SON idénticos, donde la
probabilidad de que y, coincida con un digito b € B, vx (yn = b), depende de un
numero finito de digitos del mensaje transmitido X = ..., X.1, Xo, X1 ... digamos Xp.1,
Xn-2...,Xn-m-

El nimero m, méas pequefio para el cual se cumple lo anterior se denomina la
“memoria del canal”. En particular la distribucion de y, para un canal sin memoria

(m=0) depende solo de Xp.

10



Definicion 1.11.

La “capacidad de un canal” se define como la maxima cantidad de informacién que
puede circular por él. Se entiende que el maximo esta extendido a todas las posibles

distribuciones de probabilidad sobre el alfabeto de entrada.

11



Capitulo I1:

Teoria de Shannon

En este capitulo analizaremos el estudio realizado por Khinchin en su libro
“Mathematical Foundations of Information Theory* en el cual hace un analisis
completo de la Teoria Matematica de la Comunicacion de Shannon. De acuerdo a las
necesidades generadas por el propdsito del trabajo que se esta realizando se
incorporaran los elementos necesarios para aclarar a los lectores el desarrollo del

contenido.

La prueba dada esta basada en las ideas de Shannon, McMillan, y Feinstein.

12



Se trabaja con un canal con ruido. Esto significa que no podemos determinar la
secuencia de simbolos enviados a la entrada del canal de la secuencia recibida en la
salida del canal a causa del ruido, puede suceder que dos secuencias diferentes en la

entrada del canal den origen a la misma secuencia de salida.

La situaciéon es mejorada considerablemente si conocemos dos grupos de secuencias
de n-términos, B; y By, en la salida del canal tal que
1. B;y B, no contienen ninguna secuencia en comun, y
2. Existe una gran probabilidad de que, la primera de las secuencias enviada es
transformada en una de las secuencias del grupo B; y la segunda en una de
las secuencias del grupo B,. En este caso, al recibir una secuencia del grupo
B: en la salida del canal, casi podemos asegurar que el mensaje fue el
primero de las dos posibles secuencias, mientras que si una secuencia del
grupo B, es recibida en la salida, entonces es casi cierto que la segunda
secuencia era el mensaje. Bajo las circunstancias que hemos descrito, estas

dos secuencias transmitidas son distinguibles.

Asi mismo grupos de tres, cuatro y mas secuencias distinguibles (hasta ahora no
tocamos sobre la pregunta de existencia de tales grupos) pueden ser determinadas en

la entrada del canal de la misma forma.

Supongamos que pudimos encontrar un grupo constituido de un nimero grande k de
tales secuencias distinguibles de n-términos en la entrada del canal. Si pudiéramos
limitarnos a enviar solamente secuencias que pertenecen a este grupo, entonces de la
secuencia recibida en la salida del canal, podriamos determinar casi sin error la

secuencia transmitida.

13



¢Podemos hacer esto?, a fin de hacerlo asi, es necesario que el nimero L de
secuencias de n-terminos distintos en la salida de la fuente dada, la cual es requerida
para transmitir a través del canal, no debe exceder k; ya que bajo esta y solo esta
condicion sera posible codificar todo el grupo de L secuencias, el cual tendria que
ser transmitido dentro de nuestro grupo “distinguible” de k secuencias en la entrada
del canal. Asi, la desigualdad L< k sirve como un criterio de la posibilidad de
transmision casi sin error, y nuestro esfuerzo debe dirigirse hacia el hecho de hacer L

tan pequefio como sea posible y k tan grande como sea posible.

La primera meta se logra al usar el teorema de Mcmillan (pag. 20). Al dejar de lado el
grupo de “baja probabilidad”, con probabilidad total tan pequefia como se desee, y
restringiéndonos a transmitir  secuencias del grupo de “alta probabilidad”. La
reduccion del nimero de esas secuencias es tal que lo hacemos aproximarse a 2",

donde H, es la entropia de la fuente dada.

El segundo problema se resuelve usando el lema fundamental de Feinstein (lema 2.1,
pag. 23), el cual acepta la existencia de grupos distinguibles para los cuales el nimero
de términos es k> 2" © - ¢) donde C es la capacidad ergédica del canal, y ¢ es un
numero positivo tan pequefio como desee. Si Ho, < C, entonces vemos de inmediato
que es L< k para una seleccidon conveniente de los grupos distinguibles, y nuestro

problema se resuelve.

14



Esta es la idea central de la prueba. Todo el resto es meramente técnico, aunque en
esta técnica algunas veces estan inmersas dificultades que requieren gran ingenio para

resolverlas.

En todas las formulaciones de los teoremas de Shannon que existen en la literatura,
estos teoremas estan acompariados por la proposicion reciproca: “Si Ho, > C, entonces
codificar con el efecto requerido es imposible”. Todos los autores consideran esta

declaracion como casi obvia y asignan a su prueba solo algunas lineas.

En la version de la prueba, que aqui se presenta, no se ve la posibilidad de probar esta
proposicion reciproca. El problema aqui es la definicion de C, una definicion que
usualmente se da sin importancia. Se dice que la capacidad C de un canal dado es el
limite mas pequefio de la tasa de transmision sobre la salida del canal de todas las
fuentes posibles, el cual coincide con el alfabeto de entrada del canal. Aqui las
palabras “todas las fuentes posibles” deben ser reemplazadas por las palabras “todas
las fuentes ergodicas posibles” en consecuencia la capacidad que se define se llama
“ergodica”. Sin estos cambios, las pruebas tanto de Mc Millan como Feinstein se
quiebran en su punto central. Pero si se entiende que C es la capacidad ergddica del
canal dado entonces la proposicién reciproca mencionada arriba no es solamente

obvia, sino que aparentemente requiere nuevas ideas esenciales para su prueba. Esta

15



dificultad puede ser superada utilizando limitaciones conocidas en sistemas de
codigos admisibles.

Para iniciar el trabajo consideremos A, y A los alfabetos de la fuente y de entrada al
canal, respectivamente. Estos alfabetos en casi todos los estudios son considerados
idénticos, sin embargo en el desarrollo de este trabajo, salvo se indique lo contrario,
se trabajara el caso donde los alfabetos A, y A son diferentes, es decir, el caso general
para lo cual se supone que la salida de la fuente estacionaria [Ao,l] esta siendo

transmitida por medio del canal estacionario [A, vy B].

Antes de transmitir, es necesario transformar (codificar) la secuencia de digitos del
alfabeto A, emitidos por la fuente, en una secuencia de digitos del alfabeto A.
Usualmente se supone que un mensaje emitido por la fuente [Ao,u] esta en la forma de
una secuencia

(2.1) 0=...,041 0, 04,...,

donde todos los 6; son digitos del alfabeto A, Luego transformamos (codificamos)
cada 0 en alguna secuencia X,

(2.2) X =, X1, Xo, X1, «ney

donde todos los x; son digitos del alfabeto A. La regla de esta transformacion

constituye el codigo usado.

FUENTE Codificador de la Fuente Codificador del Canal
A

emite Ao codifica
| [AO:H] 0=".., 040, 61’.“'—X=...,X_1,X0,X1,...

16




Asi, desde el punto de vista matematico, un codigo es simplemente una funcion

X:AL— A tal que 6 — x(0), es decir, x =x(0),

|
donde Ao y Al es el conjunto de todas las secuencias cuyos digitos estan en el
alfabeto A, y A, respectivamente, es decir, el conjunto de todos los eventos
elementales del espacio dado, cuyos digitos estdn en el alfabeto A, y A,

respectivamente.

Es claro que formalmente cada cddigo puede ser considerado como un tipo de canal
con alfabeto de entrada A, y alfabeto de salida A. Tales canales se conocen como
canales sin ruido, es decir, a una secuencia 6 en la entrada del canal corresponde una
Unica secuencia X = x(0) en la salida. A ese canal se denota por [Ao,pe, A], donde la
forma de la funcién pg(M) (M € A") es

1 si Xgege M

pe('\"):{o si x(0)¢ M

es decir, en los canales sin ruido se cumple que V0e AL, 31X/ X =X(6).
No todos los codigos tienen valor practico. Veamos el siguiente ejemplo: En general
podemos conocer la secuencia completa 0, es decir, el mensaje infinito completo de

la fuente [Ao,|1] para determinar algin digito xx del texto codificado. En la practica,

nunca podremos determinar tal digito. En consecuencia, los codigos importantes para

17



la aplicacion, son aquellos tal que, basta conocer alguna secuencia finita de digitos
OkeA, para determinar cada digito xxeA (y también cada secuencia finita de tales

digitos).

En particular, en la teoria de la informacion “el cddigo secuencial”, usado
predominantemente, consiste de lo siguiente: Las secuencias (2.1) y (2.2) estan
divididas en secuencias finitas de cualquier longitud que son numeradas de izquierda
a derecha, tal como los digitos de esa secuencia. Se establece una regla la cual
determina de forma Unica, la k-ésima subsecuencia de la secuencia x en términos de

la k-ésima subsecuencia de la secuencia 0.

Retomando el problema de transmision de la salida de la fuente [Ao,1] a través del
canal [A,vyB], codificamos cada mensaje 6 de la fuente [Ao,4] en algin mensaje
especifico x, compuesto de digitos del alfabeto A. Luego pasamos este x a traves del

canal [A,vxB]y obtenemos algiin mensaje y € B' en su salida.

El resultado de relacionar el cddigo seleccionado al canal [A,vx,B], puede ser

considerado como un nuevo canal [Ag, Ae, B]. Determinar la funcion de probabilidad

Lo(Q) (Q € Fp) es facil. En efecto como el codigo transforma el mensaje 6 A(') en

el mensaje x(6)eA', la probabilidad %o(Q) de obtener y e Q para un 6 dado es la

18



probabilidad de obtener y € Q si el mensaje x = x(0) entra en el canal [A,vxB], es
decir,

Lo (Q) = vx(e)(Q),

en consecuencia el canal [Aq, 1o,B] se puede escribir como [Ao, vx), B].

El proceso que se esta examinando consiste en relacionar la fuente [Ao,1] a ese nuevo
canal [Ao, 1g,B]; aqui el alfabeto de la fuente coincide con el alfabeto de entrada del

canal, asi que tenemos una situacién con la cual estamos familiarizados.

En particular al relacionar la fuente al canal dado, la fuente “compuesta” [C,®] con
C= A X B, donde la distribucién de probabilidad o es tal que para SieFa , SoeFg se
tiene que

(23) 0 E1XS) = [ Lo(S)dn(0) = | vie) (SA(O).

2.1. Primer Teorema de Shannon

Dado lo complicado de la demostracion se procede a hacer un proceso inductivo
donde se van dando explicaciones en la medida que avanzamos, estableciendo
definiciones, proposiciones, lemas, notaciones y otros elementos necesarios para
lograr la demostracion de este Teorema, el cual serd enunciado al final en la

pagina 29.
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Supongamos que se tiene una fuente ergddica [Ao,1] y un canal estacionario, sin
anticipacion [A, vx, B] con memoria finita m. Sea H, la entropia de la fuente

[Ao,1], v sea C la capacidad ergddica del canal [A, vy, B]. Se asume que H, < C,

, . 1 . L4
y Se escoge un namero positivo A< > (C - Ho). Entonces, se selecciona un codigo

particular que transforma la salida de la fuente [Ao, 1] en el alfabeto A del canal

dado.

Primero que todo, notemos que la fuente [A,, M], siendo ergodica, tiene la
propiedad E (Teorema de Mc. Millan), la cual indica que para un n
suficientemente grande, la secuencia o de digitos del alfabeto A, puede ser
dividida en dos grupos, un grupo de *alta probabilidad”, para el cual cada

secuencia o cumple

log u(a)
n

+H, > -4

0 equivalentemente
u(a) > 2'n(H0+)‘)
y un grupo de “baja probabilidad”, cuya probabilidad total es tan pequefia como se

desee.

Proposicion 2.1.

log u(e)

+H, > —Aes equivalente a p(a) > 2 "(Ho*?),
n
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Demostracion:

En efecto,

M+H > M>_l
n n

_Ho

< logu(a) > —n(4+H.)

Py “(a)>2'n(Ho+7»).

Proposicion 2.2.
El ndmero de secuencias en el grupo de “alta probabilidad” es menor que

2n(H0+}\.)< 2n(C'7\,).

Demostracion:
Supongamos que r es el nimero de secuencias en el grupo de alta probabilidad.

Luego,

r r
1> ZMI >Z 2—n(H0+k) — r2—n(H0+7») - r< 2n(H0+ﬂ)
i=1 i=1

Por otra parte,

=  21<(C- Ho)

= A+A<(C- Ho)
=  AtHp<C-A
= n(Hy+A) < n(C-1) (n>0)

— 2n(Ho+/I) < 2n(C—A)
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asi tenemos r < 2o < on(C-2),

A efectos de facilitar la comprension de la demostracion, en lo que sigue

utilizaremos las notaciones siguientes:

Notacion

secuencias del grupo de alta probabilidad 0,02, .

sy

conjunto de todas las secuencias en el grupo de baja| o,

probabilidad

elementos de los conjuntos A' X =...,X1, Xo, X1, ...
elementos de los conjuntos B' Y=...,¥1 Yo Y1, --.
la secuencia (cilindro) X.m,..., X1, Xo X1, ..., Xpa de| U

longitud n+m, n fijo, donde todos los x; toman un valor

definido, digitos del alfabeto A

m+n

numero de secuencias distintas u a
numero de digitos del alfabeto A A
secuencia (cilindro) Yo Y1, ..., Y1 de longitud n, donde| y

todos los y; toman un valor definido (digito del alfabeto B)

- - - n
ndmero de secuencias distintas V b

numero de digitos del alfabeto B B
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Ademas como la memoria del canal es m, entonces la probabilidad, v (V), de
recibir ye en la salida del canal cuando x es transmitido, es la misma para todo
X perteneciente a la misma secuencia u. Asi esta probabilidad depende solo de las

secuencias u 'y 'V escogidas y es natural denotarla por v (V).

Similarmente, si V es la union de varias secuencias 'V, podemos denotar por v (V)

la probabilidad del evento y €V cuando algun x € u es transmitido.

Definicion 2.1.

Sea A alguna constante (0 < A <% ). Llamaremos a {1} (1< i < N) un “grupo
distinguible” de u -secuencias si existe un grupo {Vi} (1< i< N) de conjuntos
Vic B', donde cada V; es un conjunto de varias secuencias V tal que :

I. Viy Vk no tienen secuencias comunes para i=k y

ii. v, (V)>1-1 (ISi<N).

Lema 2.1. (Lema Fundamental de Feinstein)
Si un canal dado es estacionario, sin anticipacion y con memoria finita m,

entonces para A>0, suficientemente pequefio y n suficientemente grande, existe un
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grupo distinguible {u} (1 <i < N) de u—secuencias, con N > 2"C-*) miembros,

donde C es la capacidad ergddica del canal.

Como el canal [A,vxB] cumple las hipotesis del lema fundamental de Feinstein,

tenemos que para n suficientemente grande existe un grupo distinguible {u i}
(1<i<N) de secuencias u de longitud n + m (consistiendo de digitos del alfabeto

A), con N > 2™C-*) miembros. Siendo N mas grande que el nimero de
secuencias o en el grupo de alta probabilidad considerado, podemos asociar a
cada secuencia aj una secuencia u; tal que a diferente  le corresponde una o
diferente. Haciendo esto, una secuencia mas pequefia del grupo distinguible no ha
sido usada, luego asociamos a esta Ultima secuencia con todas las secuencias o,
del grupo de baja probabilidad. Después de hacer esto, a cada secuencia o, de n-

términos de digitos del alfabeto A, corresponde una secuencia especifica u de

longitud n + m del alfabeto A, la cual pertenece al grupo distinguible {u;}.

Ahora dividimos la secuencia 0 de simbolos del alfabeto A,, la cual ha sido
codificada, en subsecuencias de longitud n, y la secuencia x, en la cual 6 es
codificada, en subsecuencias de longitud n + m. Enumeramos ambos conjuntos de
subsecuencias de izquierda a derecha, como es usual. La k-ésima subsecuencia en

el mensaje 6 serd una de las secuencias o entonces seleccionamos como la k-
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ésima subsecuencia en el mensaje X, la secuencia ; de nuestro grupo distinguible
el cual corresponde a esa secuencia o.. Haciendo esto para todo k (-0 < k < +o0),
es claro que se determina, en forma unica, x = x(6) en términos del 6 dado. En
este sentido, se establece un codigo especifico, que se mantendra en lo que sigue.
Obviamente, este codigo es un ejemplo del “codigo secuencial” discutido en la

seccioén anterior.

Si se relaciona el cddigo seleccionado, al canal [A,vx,B] obtenemos, como vimos

anteriormente, un nuevo canal [Ao, Lo, B], donde Ao(Q) = vxe)(Q) para QeFsg.

Siendo la fuente [Ao,1] la que alimenta este nuevo canal, llegamos, de acuerdo a
lo planteado, a la fuente “compuesta” [C,w], donde C = A, X By o(S; X S5)

(donde SieF, , S; € Fg) esta dada por la formula (2.3). Denotaremos las

diferentes secuencias de longitud n, consistiendo de digitos del alfabeto B, por R
(k=1,2,...). Entonces por la definicion de la distribucién o, nosotros tenemos para

algink>1ei €{0,1,...,N}

© (X B) = [ AoBIIHO) = [, vy (BIdu(®) -

Pero decir que 0 € a; es equivalente a decir que x(0) € u, cOMO v4(Bx) asume el

mismo valor para todo x € u i, se designa por v (B«), entonces tenemos que
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vi@(Bk) = v, (B) para todo 0 € ai. Asi, encontramos

(24) o (i xB) =ploy v, (B)-

Es importante destacar que uo es la secuencia del grupo distinguible {u i} en la

cual todo “el grupo de baja probabilidad” es codificado.

A fin de evitar alguna mala interpretacion, recordaremos, el significado del
evento a;jxPk, cuya probabilidad esta dada por (2.4); o; X Bk denota el evento que:
1). La secuencia de n-terminos transmitida por la fuente [Ao,u] coincide con a;
(si i>0) o pertenece al grupo de baja probabilidad (si i=0), y
2). despues de la trasmision a través del canal [Aq,Lg,f], la secuencia de n-
términos transmitida por la fuente [Ao,u] da una secuencia de n+m-términos

de digitos del alfabeto B, donde los ultimos n digitos son la secuencia Bx.

Sea i el valor de i (0< i < N) para el cual la probabilidad w(ai, Bk) = ® (i x Bk)
tiene su valor méas grande (si hay varios de tales valores de i, entonces tomaremos
a alguno de ellos como ix). Como la probabilidad condicional de la secuencia a;

para una secuencia P es igual a

(‘)(ai’Bk)

OD(AE)’Bk )
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donde el denominador es independiente de i, entonces también podemos decir

quea; es la secuencia oj, mas probable para una secuencia dada fx.

Sea el conjunto

ZZw(ai,Bk)= P.

K i#jy
se puede considerar ¢ como la probabilidad de que la secuencia o; en la entrada
del canal [Ao, Mo, B] no sea la mas probable para una secuencia dada Bk en la salida

del canal.

La secuencia u, en la cual codificamos todas las secuencias o; forma un grupo
distinguible, eso implica la existencia de un grupo {Bi} (1 <i < n) (donde cada B;
es la unién de varias secuencias P tal que

1) vi,(B)>1-1,y

2) Biy Bjno tienen secuencias en comdn para i].

Pero sumando (2.4) sobre todo pBxc Bi, encontramos

o (0xB; )= plot; vy, (Bi) > (L-2 )mlor;) (0<i<N).

Por lo tanto, la probabilidad condicional de obtener una secuencia Rxc B, en la
salida del canal [Ao, Ay, [}], dado que tenemos una secuencia o; en la entrada del

canal, es:
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%, (Bi) = wﬁ“&_Bi) >1-2 (0<i<N).

Asi vemos que dos sistemas completos de eventos o (0 <1< N)y By (k=1,2,...)

satisfacen todas las premisas del lema siguiente:

Lema 2.2.
Si para cada € (0< &€ <I), un conjunto A; de eventos By puede ser asociado con
cada Aj (1 <i<N) tal que
1) paig)=0  (i#) y
2) po(A)>1-¢ 0<i<N;
entonces P <e.

Demostracion:

Sean:
PZl_ép(Aik Bv); 1-P=ép(Aik Bx),

A, el conjunto de eventos By, si existe, que no estan en algunos de los conjuntos
Ai (1 <1 < n); entonces, el rango de sumatoria en la Ultima suma puede ser

expandido a Ao, Ag,..., Ay Y por lo tanto,

1-P=3 ¥ p(A, B)+ X P(A, By >y P(A;, Bx)

k =1B €4 Byedo k=1B Byeai
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De acuerdo a la definicion del subindice ik, el lado derecho de esta desigualdad
puede solamente disminuir si reemplazamos el subindice iy, en cada término de la

suma por algun subindice de 1 a n. Asi, en particular

1-P> Y Yp(AB)=LPAA) = SPAIP, (A)> (- X p(A) =1-¢
i=1 i=1 ' i=1

i=1 ByeA;

por lo tanto, P <¢

En consecuencia, usando este lema para Aj = Bj, Bk = Bk, Ai= o Y& =24

encontramos que es @ < A.

Este importante resultado se puede enunciar como sigue:

Teorema 2.1: (Primer Teorema de Shannon)

Sean:

a) un canal estacionario, sin anticipacion [A,v«,B] con capacidad ergddica C y

memoria finita m,
b) una fuente ergodica [Ao,1t] con entropia Ho<C 'y
c) &>0.

Entonces, para n suficientemente grande, la salida de la fuente [Ao,u] puede ser
codificada en el alfabeto A de tal forma que cada secuencia o; de n digitos del
alfabeto A, es transformada en una secuencia u; de (n + m) digitos del alfabeto A,

tal que si la secuencia u; es trasmitida a través del canal dado, se puede
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determinar la secuencia transmitida a; con probabilidad, de la secuencia recibida

en el canal de salida, mayor que 1—«.

La definicion de la secuencia aj, ocasiona la seleccion de la secuencia mas
probable como oj, dado los Ultimos n digitos mas recibidos en el canal de salida.
El primer teorema de Shannon es a menudo formulado con menos exactitud
diciendo que para H, < C es siempre posible encontrar un cédigo tal que la
secuencia transmitida puede suponerse como la secuencia recibida con un error

que no excede un numero ¢ arbitrariamente pequefio.

2.2.Segundo Teorema de Shannon.

Al igual que en el Primer Teorema, se procede a hacer un proceso inductivo
donde se van dando explicaciones en la medida que avanzamos, estableciendo
definiciones, proposiciones, lemas, notaciones y otros elementos necesarios para

lograr la demostracion de este Teorema.

En esta sesion se utilizara la fuente [Ao,u], el canal [A,v«,B] y el codigo de la
seccién 2.1, asi como toda la notacion introducida alli. Por supuesto se
considerara un nuevo problema pertinente a todo este proceso, a saber, la
evaluacion de su razon de trasmision, es decir, la cantidad de informacién

promedio dada por un digito en el canal de salida. Para esto, se examinara
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primero el espacio de probabilidad finita o; Bk (0< i1 <N, k=1, 2, ...), con la

distribucion o(a; ,Bk), considerada en 2.1.

Recordemos que a;j es uno de los n-términos de la secuencia del grupo de alta
probabilidad en la salida de la fuente dada para i>1, que o, es el conjunto del
grupo de baja probabilidad de cada secuencia y que Pk €s un n-término de la
secuencia de digitos del alfabeto B (en el canal de salida). Se denota por @ la

cantidad

P =ZZw(ai,Bk)

K iy

donde ik es el valor del subindice i para el cual la probabilidad w(o; ,x) es la més

grande, y se prueba que 9 <A.

Definicion 2.2. [A]

Una funcion real W es una funcion concava diferenciable (f.c.d) en el intervalo

(a,b), si esta definida y es dos veces diferenciable en (a,b) y ademéds ¥"(X)<0

VX e (a,b).

Si W es concava diferenciable en (a,b) entonces — ¥, se dice que es convexa

diferenciable .
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Lema 2.3. (Desigualdad de Jensen) [ A ]

Si ¥ es una funcion concava diferenciable en (a,b), entonces VX, € (a,b)

K=12..,n vy Vv(q,,q9,,..q,) €, (n=23,..), se cumple la desigualdad:

(2.5) \P(quXK)Z zn_:qK‘P(XK)'

Si ¢ =-¥, entonces es convexa diferenciable. Luego se cumple,

(26) (3 drXk) = 3 qee(Xk)
K=1 K=

=1

Lema 2.4.
Sean Ay B dos espacios, n y m el nimero de eventos elementales A; y By de los
espacio A y B respectivamente. Para n >1 se cumple que
Hg(A) <Plog (n-1) =P log P — (1-P) log (1 — P).
Demostracion:

Sea f(x) =x log x , entonces:
Ha(A) = -Zp(BILP,, (A)log(p,, (A))
= _Zk: p(Bk)Zf(ka (A.))

=H;+H,

donde

Hi= —;msk)f[ka (A
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He=-Xp(B) Xf g, (A

[EIM

tomando A, = p(B,) X = ka (Aik) y aplicando la desigualdad (2.6) en H; ,por
ser f convexa, se deduce que:
H, = —;ka(xk) < —f(zk:kkxk) = —f[;p(Bk) ka (A.k)}
- —f(; p(BkAik)j = ~f(1-P)=~(L-P)log(L-P)

es decir,

27) Hi <-(1-P)log(l-P).

Por otra parte, y usando la desigualdad (2.6)

- Zk:p(Bk)f [1— Ps, (Aik)]S —f(g D(Bk)[l— Ps, (Aik)D

= _f(l_zk:p(BkAik)) =—f(P)=-PlogP
asi tenemos que:

28) -Y p(Bk)f[l— ka(A‘_k)}s-PlogP
como

1- P, (Ai) = Z ka(Ai)

iy

entonces para algun k fijo, (1< k < m)

f|.1 - ka (Alk)J - Z ka (Aj)log Z ka (A)
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I#I I¢I

)
= (n- 1)2 [” PN (A)J

)
=(n- 1)2 log(—2 11 2P, (AD+log0 =D X, (A)

ZpB (A)
= (n—Df| == +log(n-1) 2> p, (A)
es decir,
2p;, (A)

+log(n-1)>.p, (A),

iy

2.9) f[l— ka(Ak)} —(n- 1)f{'¢'kn

n-1
como Zﬁzl Y P (A) >0 (L<i <n,i#i), porladesigualdad (2.6),
=1 " k

tenemos:

2P, (A)
(210) f e

etlp., )]

luego, sustituyendo (2.10 ) en la desigualdad (2.9 ), obtenemaos,

n-1

|¢|k

1)  fli-p, (A]< Zflpg (A)J+log0-D X p, (A)

multiplicando a ambos lados de la desigualdad (2.11 ) por p(B,)y sumando sobre

m n m n
k de 1 hastam, y sabiendo que P =" > p(A;,B,) = > > P(B)Ps, (A)
k=li=1 k=1i=1
i#ik i?tik

tenemos
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SPBL- P, (A< Z(BI XA, (AN} Zp(Bologn - Xp,, (A)

iiik Iiik

<Y p(B)Y 1| P, (A)|+Plogn-1) =H, + Plog(n-1)

iy

asi tenemos

@12)  Xp(BJFL-Ppg, (A,)]<-H; +Plogn-1)

de (2.8) y (2.12 ), obtenemos,

- PlogP - H, + Plog(n - 1)>0

finalmente, usando (2.7 ) se concluye que
H,<-(1-P)log(1-P)—-PlogP-H,+Plog(n-1)

de donde,

Hg(A)=H,+H, <Plog(n-1)-PlogP - (1-P)log(1-P).

Siguiendo con el desarrollo de la teoria, a este punto podemos aplicar el lema 2.4,
que acabamos de demostrar, donde los espacios {ai} y {Bx} juegan el rol del
espacio A y B de este lema, y el nimero N+1 juega el rol del nimero n. Si Hg(a)
es la entropia condicional del espacio {aj} dado Bk, promediado sobre todo P,
entonces tenemos:

Hp(a) < Plog N -9 log & — (1- 9) log (1 - 9)
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Aqui, el nimero N es el nUmero de secuencias en el grupo de alta probabilidad;
como vimos en la proposicion 2.2, N < 2"¢"<2"® de donde log N < nC.
Tomando en cuenta que <A y,—?log - (1- 9) log (1 - 9) < 1 para algun @
(0< 9<1), tenemos:

Hg(a) <A n C+1.

En particular, como A puede ser escogido arbitrariamente pequefia cuando n es
suficientemente grande, tenemos que cuando n — oo:

Hp(a) = O(n).

Aqui,

Hp(a) = H(Ba) — H(B)

N
= _Zk:zm(f’k’ai)|09(®(Bk’ai))+zk:ﬂ([3k)|09(n(ﬁk))
i—0
N
= —;Zpﬁk (o (B ) log(p, (Oti)ﬂ(Bk))+Zk:n(l3k)|09(n(ﬁk))
i=0
=~ Y (BIP, (0:)008(P, () +logn(B) + X n(py)og(n(p)
i—0

N N
=—>nBx)2 Py, (o) log( P, (0:)) =2 nBx)2 Py, (o) logn(By)
k i—0 k i—0
+ Zk:n(Bk) log(n(B))
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N N
= —Zkln(Bk)% Py, (ai)|09(pﬁk () —Zk]n(Bk) |0971(Bk)z_0: Py, (o)
+Zk:ﬂ(ﬁk)|09(ﬂ(5k))

N
= —;n(BK)Z P,, (ei)log(p, (@) _;H(Bk) logn(By)
i~0
+;n(ﬁk)|09(ﬂ(l3k))

N
=—> B P, (o) |09(p5k ().
k i=0

Asi,
Hy(a)=-Enb 3 1, (@)
donde

f(x)=xlogx; () =o (A y pplo)= 2&'1%) i COE“OEESK)
1Pk

En todo lo anterior ay, distinto de o para i>0, no denota una secuencia individual
sino todo el grupo de baja probabilidad de secuencia de n-términos formados
arriba por digitos del alfabeto A. Ahora dividimos éste grupo en secuencias

separadas.

y en lugar del espacio (o) (0 <i <N ) consideramos el espacio (ci,c’j) (1 <i<N,

1 < j < q) de todas las secuencias de n-términos consistiendo de digitos del
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alfabeto Ao, con probabilidad adecuada (o), p(a’j). Dejamos el espacio (Bk) para
mas adelante. Sea Hg(a,0”) la entropia condicional del espacio (ai,0’;) para un By

dado; promediado sobre Bk, encontramos

(2.13) Hy (o, a')= _%n(ﬁk %gf [P;zk (o )]+ éf [ka (“j )]}
S nBOS P @) EnBIEP, (@) SnBIL R, (o))
k i=0 k k =1

= HB(a)+Zk:n(Bk)f[pﬁk (Oﬂo)JJr R,

donde

(2.14) R =—%n(Bk)§lf[psk (OH)]

Notemos que

donde

O’(O‘j"Bk)z J‘_Ike(Bk)dH(e)-

Como Le (Bi) tiene el mismo valor 2., (Bk) para todo Bea;’c a,, entonces

A 7“% (Bk)“(ajl)
Pp, (0‘1' )_W
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esta dada Unicamente por los datos de nuestro problema.

El segundo término en el lado derecho de (2.13) es negativo, en efecto

f|P, (a)|=P;, (a,)In|P, (a,)|<0yaque 0< p, <1=In|p, (a,)]<0.
De alli que X7(B8,) f [pﬁ (aO)J< 0, entonces
k k

(2.15) Hp(o,a”) < Hp(ar) + R,

y como ya tenemos calculado Hg(a), falta solamente calcular la cantidad R

definida por la suma (2.14).

Lema 2.5.

Sean A y B dos espacios finitos compuestos de eventos elementales A; y By

respectivamente, con probabilidades p(A;) (1 <i <n), p(A;) > 0 ; ip(Ai): 1y
i=1

p(Bk) (L <k<m), p(Bx) >0; ip(Bk): 1 entonces
k=1

(2.16) gp(Ai);*pAi (B)logp, (B)> ;"D(Bk)log p(BK).
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donde > *denota la suma sobre ciertos valores del subindice k (no
K

necesariamente todos, pero si los mismos valores en ambos lados de la

desigualdad).

Lema 2.6.
Para tres espacios finitos A, B y C se cumple

(217)  Has (C) <Hs (C).

Usando el Lema 2.5 encontramos que

(2.18) R < —iu(aj')log u(o;').
i

Aqui, por definicibn del grupo de baja probabilidad, tenemos que
q
Zu(aj') =u(a,) <A. Facilmente se ve que el valor mas grande de la suma

=

(2.18), bajo la condicion suplementaria.
q 1
Z “(O('j ) =g,
=1

se obtiene para p(a;') =¢e/q (1<j<q)yese[logqg+ log (1/¢)].

En efecto:

Zq:u(ocj') log(u(a;')) = —¢ Iog(ﬁj =—¢(loge—logq) =¢(logq +loge-1)
j=1
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=¢[logqg+ log (1/€)],
por lo tanto, en nuestro caso

R < A[log q + log (1/A)].

Como g es el nimero de secuencias en el grupo de baja probabilidad y es menor
n . . A .

que a’, el numero de todas las secuencias de n términos, (a es el nimero de

digitos en el alfabeto A,), por lo tanto

R<Anloga+Alog (1/A) <Ainloga+1

Vemos que R = O(n) cuando n — o, y como Hg(a) = O(n), como probamos

anteriormente, se sigue de (2.8) que:

(2.19) Hg(o,a’) = O(n) (n > )

Ahora cambiamos nuestra notacion un poco. El espacio a(ou, oy, ...) serd el
conjunto de todos las secuencias de n-términos de digitos del alfabeto A,, sea del
grupo de alta o baja probabilidad, asi que el nimero de todos los o es a", donde
“a” es el numero de digitos en el alfabeto A,. Como antes el espacio B(B1, B2, -..)
denota el conjunto de todas las secuencias de n-términos de digitos del alfabeto B.

El producto (o,3) de esos dos espacios tiene la distribucion

oo, By )= | Lo(Bi )dn(0) =i, (B u(a;),

Qi

y las distribuciones de los espacios a y B estan dadas por la funcién p(oy) y

41



n(ﬁk)zw(Ao',Bk)zgu«xi)xai B),

respectivamente. La entropia condicional del espacio o dado Bk, promediado
sobre By, la cual denotamos por Hg(o) es obviamente la cantidad Hg(a,a’) que
acabamos de calcular. Por lo tanto, por (2.19) tenemos:

(2.20) Hg(c) = O(n) (n = ).

El proceso de transmision de informacion que consideramos es el siguiente. La
salida de la fuente [Ao,u] es dividida en secuencias de longitud n, y cada
secuencia o; es trasmitida a través del canal [Ao,A0,B], dando como salida una
secuencia de (n + m) digitos del alfabeto A. Los ultimos n-digitos de esa
secuencia forman la secuencia Bk “recibida”. La salida de nuestro proceso de
transmision consiste de tal secuencia. Nuestro problema es calcular la razén de la
transmision. Para hacer esto, consideremos una secuencia de longitud s = nt + r de
la salida de la fuente [A,, u], donde t es algun entero positivo y 0 < r < n,
Denotamos a tal secuencia por X y el conjunto (espacio) de todas esas secuencias
(para un s dado) por {X}. Sea la secuencia de s-términos Y (de digitos del
alfabeto B) recibida en el canal de salida, cuando la secuencia X es trasmitida a
través del canal [A,, Lo, B], ¥ {Y} el conjunto (espacio) de tales secuencias Y.
Denotamos por Hy(X) la entropia condicional del espacio {X}, promediado sobre

Y.
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Cada secuencia X de longitud s = nt + r puede ser descompuesta en t secuencias

2 ..,a9 de longitud n y una secuencia “restante” o de

consecutivas a®, o
longitud r < n. Claramente podemos considerar el espacio {X} como el producto
de los (t +1) espacios {a¥} (1 <j <. t) y{a'}, donde cada uno de los primeros t
espacios tiene la estructura del espacio que se considero arriba. Es obvio que en

general los (t + 1) espacios seran mutuamente dependiente. De la propiedad

basica de la entropia de un espacio producto, tenemos:
t _
Huo (%)< 2 Hy, 0]+ Hy, (),
j=1
donde Y, es alguna secuencia fijada Y. Asi, promediando sobre Y,, encontramos:

221)  H(X)< iHY[a(D]+ Hy (o).
j=1

Se descompuso la secuencia X en t secuencias o y la secuencia residual o,
luego se puede descomponer de forma equivalente la secuencia Y en t secuencias
BY (1 <j <t) de longitud n y una secuencia residual B~ de longitud r < n.
Entonces el espacio {Y?} sera el producto de los (t+1) espacios {pP} (1 <j<t)y
{B"}. La secuencia B“) (1< j £ t) es la secuencia, en el canal de salida,
correspondiente a la secuencia o, en su entrada. Asi, el espacio producto
{9,893 (1 <j <t) tiene la distribucién w(ay,Bk) considerada arriba, y el espacio

{p: 9} tiene la distribucion n(By).
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Sea BY (1 <j <1t) el conjunto de todas las secuencias B (1< 1< t) y B~ que
conforman Y, con la excepcién de p?. Entonces con el objeto de fijar una
secuencia especifica Y, podemos fijar p¥ y BY. En otras palabras, podemos
considerar {Y} como el producto de los espacios {9} y BY. (Aqui j es alguno de

los numeros 1,2,..., t). Asi, por el Lema 2.6, encontramos para algun j (1<j<t).

(2.22) Hy [Ot(j)]: HB“)B“) [Ol(j)]s HB(D [a(j)]: Hg (o)

Por otro lado, el espacio {o.'} obviamente contiene a" eventos, donde a es el
numero de digitos en el alfabeto A,. Pero por una de las propiedades
fundamentales de la entropia, la entropia de un espacio finito no excede al
logaritmo del numero de eventos en el espacio. Asi, para alguna secuencia Y,
escogida

Hy, (a*)<rlog (a) <nlog (a)

y, en consecuencia, el promedio de la entropia condicional Hy(a.") satisface

(2.23) Hy(a") < nlog(a).

Entonces por (2.22) y (2.23), la desigualdad (2.21) da

Hv(X) <t Hp(a) + n log(a),
de la cual sigue por (2.20), que para un A>0 arbitrariamente pequefio, para n
suficientemente grande, y paraalgint> 1

Hy(X) <Atn + nlog(a) < As + nlog(a).
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Se ha caracterizado la cantidad Hy(X), “entropia residual” de la secuencia X
transmitida a través del canal, como la cantidad de informacion que permanece en
la secuencia después de la transmision, es decir, la informacion perdida durante la

transmision.

Como la cantidad de informacion contenida en la secuencia X antes de la

transmision es sH,, la cantidad de informacion transmitida es sH, — Hy(X).

Pero transmitir cada secuencia o, de longitud n, requiere el pasar n + m
simbolos a través del canal, y otros tantos como simbolos sean necesarios para
transmitir la secuencia o . Por lo tanto el nimero total de simbolos que pasan a
través del canal durante la transmision de la secuencia X es (t +1)(n + m). Asi, un

simbolo en el canal de salida lleva el promedio de cantidad de informacién

H - nlog a
sHO-HY(X)>sHO—/Is-nloga>sHO-/Is-nIoga= o~ T

(t+1)(n+m) n(t+ 1)+ M) B (s+m(+™) (1+g)(1+%)'

Si seleccionamos n y t lo suficientemente grande tal que m/n<e y n/s<l/t<g,
entonces el lado derecho de la desigualdad anterior sera mas grande que

H, —A-¢log(a) <H

5 o — 24 para ¢ suficientemente pequefio.
(1+ e)
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Este importante resultado significa que con el codigo seleccionado cada digito
recibido, en la salida del canal, aporta en promedio una cantidad de informacién,
tan cercana como se desea, promedio este que depende del rendimiento de la
salida de la fuente. En otras palabras, la transmision de informacion ocurre a una
razon arbitrariamente cercana a aquella con que es emitida la informacion de
acuerdo al rendimiento de la fuente. Por supuesto, todo esto bajo la condicion

que Ho< C, y para cddigos de secuencias suficientemente grandes.

En esta relacion, notamos que si n puede ser tomada tambien grande, entonces el
valor practico del método del cédigo descrito es nulo, ya que se deberia esperar
demasiado para decodificar (descifrar) el texto recibido en la salida del canal. Asi,
desde el punto de vista practico, podria ser considerado interesante investigar la
relacion entre n y A. Feinstein obtuvo un resultado interesante en ese sentido, pero
no hablaremos de ello aqui. Desde el punto de vista practico, podriamos notar que
en ambos métodos, el de Feinstein y el de Shannon, la construccion de un cédigo
con la caracteristica requerida no esta dada; la existencia de tal cddigo se prueba,

pero no ofrece indicacion de como encontrarlo actualmente.

El resultado que hemos obtenido es el segundo teorema de Shannon, enunciado

como sigue:
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Teorema 2.2. (Segundo teorema de Shannon)
Bajo la condicion del Teorema 2.1 existe un cddigo tal que la razon de

transmision es tan cercano a H, como se desea.
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Capitulo 3

Medidas de Informacion y de

Incertidumbre

En este capitulo presentaremos definiciones y teoremas concernientes a la teoria de
la “Informacion y de la Incertidumbre”. Es una seccion introductoria a dicha teoria
cuyo contenido es necesario para poder desarrollar y establecer en el capitulo
siguiente el fundamento de este trabajo. Por esta razdn la teoria se presenta de manera
esencial, esto es sin demostrar los teoremas y sin mayores detalles en las definiciones

y en resultados ya establecidos.
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3.1. Definiciones y Observaciones Generales

Definicion 3.1.

Una "Estructura de Informacion” es una terna | = (Q, S, K) donde:
- Q es el conjunto de los eventos elementales.
- Ses una subalgebra de P (Q2) (algebra de los eventos observables).

- K es una subfamilia de K, clase de las colecciones finitas de algebras m-

independientes. 1 [ 10])

Definicion 3.2. (B. Forte - J. Kampé de Fériet [8])

Una "Medida de Informacion” (de evento) sobre una estructura | es una

aplicacion
S>> RY tal que:
(3.1) Q) =0, @)=+
(3.2) AcB = J(A) > J(B)
=1 _ n n
(3.3) {A’ '= ”} KA eA =3 N A =2 (Aji)-
i=1 i=1
1 Gea Al ....,A"™ una coleccion de subalgebras de S diremos que estas algebras son

. n
m-independientes si para cada A € AlLl= L.mAj # & se cumple ﬂAj = . Si
| 1 i=1 i

las algebras son generadas por las particiones ©,...,n", diremos también que las particiones

son m -independientes ( (7l,...,n") € K).
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La expresion (3.3) se puede generalizar sustituyendo la ley aditiva por la ley *

quedando

(3.3) {Ai’ P= Lo m} cK/Aj eA =

Propiedades Elementales

(34 J(ANB) >sup[J(A),J(B)]
(3.5 JAUB) <inf [J(A),J(B)]
Definicion 3.3.

A laestructural = (Q, S, K, J) se le denomina "Espacio de Informacion” (de

eventos).

Definicion 3.4.

Una “familia de experiencias” es una familia de particiones finitas A={As,...,An}
de conjuntos de S, subalgebra P (Q2), de cuyos elementos componentes A; son

también elementos de S.

Definicion 3.5.

n
Al conjunto #t = |JA; se le denomina * soporte de la experiencia ” . Si £ = Q
i=1
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decimos que la experiencia es “ completa ”; en caso contrario, “incompleta ”.

Observacion 3.1.
En la familia de experiencias & tomaremos en consideracion:
a. La relacion de orden “<”, refinamiento de particiones. Definida por:

(3.6) 1.A<B@[ﬂ:@yVAiEA,HBjEB/AiCBj] \

2.A<B o [A={A}B={B}yAc B

Decimos entonces que A es “mas fina” que B. En el caso 1 (experiencias con el
mismo soporte) se habla de refinamiento propio, en el caso 2 (experiencias
impropias) de refinamiento impropio.

b. Las operaciones “A”, producto de particiones y “v”, union de particiones
definidas por:
(370 AAB={ANnBj/A €A BjeB}

(38) AvVB={A;,..AyBy ..Bn/A €A BjeB}solosifAnd =

Observacion 3.2.
El producto “A” es asociativo, conmutativo, distributivo respecto a “v” y
monotono respecto a la relacion de orden “ <”; vale decir,

(3.9) (A<A)A (B<B)= AAB<A’ AB.
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Definicion 3.6.
Una “Estructura de Incertidumbre” es un par H = (I, £) donde:
-1=(Q, S, K, J) es un espacio de informacion segun la definicion 3.3.

- £ es una familia de experiencias.

Definicion 3.7. ( B. Forte [7])

La “Medida de Incertidumbre” contenida en una experiencia te§ sobre una
estructura H, es una aplicacion
H: &— R" con las siguientes propiedades:
(3.10)  H({#A})=J()
(3.11) Valores universales: HQ) =0, H(@ ) =+

(3.12) Monotonia: A€ §,Be {,A<B= H(A) > H(B)

(3.13) H [_2 m) = ElH (r) (Yn<m)

=1

donde m es una particion compuesta por subconjuntos del

algebra ;.

Definicion 3.8.

Un “Espacio de Incertidumbre” es una estructura 35K = (H, H) donde:
- H es una estructura de incertidumbre.

- H: &> R" es una medida de incertidumbre sobre H.
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3.2. Propiedades

Las siguientes propiedades, (3.14) - (3.18), son consecuencia inmediata de la

definicion 3.7.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

H{Q}H) =J(Q)=0

H(A)2H ({#}) =J()

H (Av B) > H (Av{:}) > H ({A 7{B}) > J(A U B)

H (Av B) > H ({A}v B) >H ({A3{%}) > J(A U B)

H (A AB)>H (Ar{B}) 2 H {AI{B})=IANB)

H (ArB) > H ({# }aB) > H ({A IA{B})=J(A A B)

H(AvV{ZY)=H(A) (siendoAv {B}=A)

H{ @) = +o0

Simetria (sigue inmediatamente de la definicion de particion). Sea p

una permutacién de {1,2,...,n} entonces se tiene

La definicion 3.7. es muy débil. La clase de las aplicaciones H que cumplen con
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las propiedades (3.14), (3.15), (3.16) contiene funciones muy diferentes
cuantitativa y cualitativamente, de alli la necesidad de estudiar otras
propiedades que definen familias de incertidumbre homogéneas entre si, es asi

como aparecen las propiedades siguientes.

Idempotencia [7]

(3.20) A AR =@ H(A)=H B)=h= H (AvB)=h

Compositividad [3]
(3.21) HAv B)=MJ[A, B, H(A),H(B)]

donde a la funcion M se le denomina ley de composicion.

Ramificacién [9]

(3.22) H (AvB) = HAV{B}H+H{#A }vB)-H ({A pv{B})
VA,Be & AnDd=0
0 equivalentemente

(3.22) H ({A1,A2As,...,An}) - H ({ALUARAs,... . An}) =

- of{{min)

Ramificacién generalizada [6]
(3.23) H (AvB) =¥ [H (AV{B}),H{A }vB),H{AF{B)]

donde a y se le denomina ley de g-localidad .
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Aditividad [7]

(3.24) (A B) eK, ArBeE = H (A A B) = HA)+H(B).

En la aditividad la ley de independencia es la clasica *=+ luego en éste caso la

incertidumbre condicional es H(B | A)=H(AAB)-H(A) 2

Aditividad fuerte [13]

(3.25) (A, B) € K, H(A A B) = H(A) + H(B| A)

Expansibilidad
La restriccionde H : &€ — R a &n c &, con &n conteniendo las particiones con n
elementos, define una funcién angn—>R+ sobre un oportuno subconjunto de

S La expansibilidad consiste en :
(3.26) Hn({Al,...,An}) = Hn+1({Al,...,Ak,Q,Akﬂ,...,An}),

vk=1,...n

Proposicion 3.1. Si una medida H cumple con la Ramificacion entonces

cumple con la Ramificacidén Generalizada.

2 H (B| A) es la incertidumbre condicional de la particion B con respecto a la particién A. Ver

definicion 3.9.
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3.3.

Demostracion.

En efecto si cumple con la Ramificacion se tiene que:

H (A v B) = HAV{B})+H{#}v B)-H ({A }v{}})

Asi basta definir W(x,y,z) =x+Yy—z. Luego

H(Av B)=P[HAV{B}),H{}v B),H{A F{B})].

Incertidumbre Condicional.
Para cualquier particion A={Ay, ..., An} la cantidad H(A) mide la incertidumbre
que se tiene sobre el resultado de una experiencia cuyos éxitos previstos son los

eventos Ay, ..., Ap, sin saber nada de lo que puede acontecer.

Por otro lado, muchas veces antes de ejecutar la experiencia ya se conoce algo
sobre los posibles éxitos y este conocimiento disminuye la incertidumbre.
Tipico es el caso donde antes de efectuar la experiencia ya se sabe que el

n
resultado serd un evento elemental perteneciente al conjunto ¥t = [(JA;j, por
i=1

supuesto sin saber a cual de los éxitos A; 0 A, ... 0 A, pertenecerd. En esta
condicion la incertidumbre sobre cual serd el éxito no serd H (A) sino otra
cantidad que indicaremos por K(A) y la llamaremos “incertidumbre

condicional” de la particion A.
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La primera definicion dada con el objeto de medir esa nueva incertidumbre, ha
sido propuesta por P. Benvenuti y B. Forte [2], quienes introdujeron la cantidad
K(A) por medio de la relacion

(3.27) K(A) = H(A) - H({A }) = H(A) - J(A).

Esta definicion, aunque es aceptable en el contexto clasico, no pone en
evidencia directamente las caracteristicas fundamentales de la informacion
condicional y por otro lado no es facilmente generalizable a espacios donde la
incertidumbre del producto de dos experiencias independientes no se conforma

con el axioma clasico H(A A B) = H(A) + H(B).

Resulta méas conveniente introducir esta nocion en forma axiomatica de manera
que, la definicion misma subraye las caracteristicas esenciales. Adecuados
teoremas de representacion permitirdn en lo sucesivo explicitar las formas de

K(A) en los distintos espacios de incertidumbre.

Definicion 3.9.

SealX =(I= (Q, S, K, J), § H) un espacio de incertidumbre. Se da el nombre

de “incertidumbre condicional” asociada a ese espacio a cada aplicacion:
K:¢{—> R"

con las siguientes propiedades:

57



1. K: & > R es una medida de incertidumbre sobre un espacio X
cuyos elementos Q, S, K, *, €, son los mismos del espacio J5X.
2. K({#1}) =0

3. K(A) = f[ H(A), J(A)].

Las propiedades 1. y 2. se pueden sustituir por la siguiente forma mas

compacta:
1’. K: & —> R’ esuna medida de incertidumbre sobre la estructura (I*,£)
donde en el espacio I* = (Q, S, K, J*), J* es la medida de informacion

trivial, J*( A) = 0 (V4 € S).

Teorema 3.1.
Si en el espacio de informacion I, la ley de independencia es la clasica (xxy =

X+y) y si ademas se pide que la funcion f sea continua y universal, entonces

(3.28) f(x,y)=c(x-y) c>0

y por consiguiente

(3.29) K(A)=c[H(A) - ()] c>0.

Otro caso de condicionamiento es aquel en el cual se mide la incertidumbre de

una experiencia m después de efectuarse una experiencia previa n’. La
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incertidumbre sobre cuél sera el éxito de 7 estara entonces condicionada por el

éxito de la experiencia n’.

Aunque no sea estrictamente vinculante, en lo que sigue supondremos que la
particion condicionante ©’ tenga soporte contenido en la particion condicionada
7. Esta hipotesis no es demasiado limitativa porque los eventos elementales que
no pertenecen a elementos de m pueden en muchos casos ser eliminados sin
modificar la parte que realmente condiciona nuestro conocimiento. En otras
palabras, si nosotros estamos interesados en la particion © podemos ignorar

todos los eventos elementales que no le pertenecen.

Poniéndonos como observadores de ambas experiencias, nos daremos cuenta
que cualquiera sea el éxito de la primera experiencia «’, éste modifica nuestros
conocimientos sobre la segunda experiencia m; por lo tanto, saber como esta
estructurada la experiencia 7’, influye sobre la evaluacion que atribuiremos a la

incertidumbre de n.

Hablaremos de incertidumbre condicional de la particion m respecto a la
particion n’, denotando esta cantidad por H(m|x’). Pues la incertidumbre
condicional seréd una aplicacion:

H:éxé— R

a la cual es natural imponer las siguientes condiciones:
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a. La restriccion de H a los pares del tipo (A,{A}) determina una aplicacion
K¢ —> R
que debe ser una medida de incertidumbre sobre (I, &).

b. La incertidumbre de A relativa a cualquiera de sus refinamientos tiene que

ser nula.

Las condiciones a. y b. se traducen en las siguientes relaciones:
a’ A<A > HA”{ADZH A [{A})
(3.30) a”  (A,B)eK = H (AAB|{A N B})=H(A|{s})* H(B|{B})

b A'<A=H(AA)=0.

Si queremos definir H(x|n”) de manera que sea coherente con el espacio de
incertidumbre (I, & H) es conveniente que la aplicacion H: £ x £ > R”
dependa de sus argumentos w y ©” s6lo a través de medidas de incertidumbres
absolutas asociadas de cualquier manera a esas particiones. En forma mas
precisa, resulta natural pensar que sea

(3.31) H(n|x’) = F [ H(nA®’) , H(%’) ].

En efecto, aunque a primera vista podria parecer natural pedir que H(mw|r’)
dependa de H(w) y H(n’) no hay que olvidar el hecho que: si se conoce la

estructura de la particion n’ y de la condicionada m, también se conoce la
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particion mAm’ Yy si ya se conoce un éxito A’; de n’, la incertidumbre que queda
es la incertidumbre sobre la particion Ay N A’j, Ay N A’j, ... Ay A’j . Por esto
el observador que pueda ver ambas particiones se da cuenta que la
incertidumbre relativa depende de la particion condicionante y de su producto

con la particion condicionada.

Por otro lado la hipotesis (3.5) es compatible con la propiedad de aditividad
fuerte de la incertidumbre de Shannon, H(AB) = H (A A B) - H(A),y
ademas tiene analogia con la definicién de probabilidad condicional, P(A|B) =

P(A NB) / p(B) = f[p(A n B), p(B)] .

Como en la hipotesis el soporte de m’ esta contenido en el soporte de m,

entonces tenemos que H (1’ At ) > H(x’).

Luego F esté definida en un subconjunto de I'; := {(X, y) / X > y}.

3.4. Compositividad. Ley de composicion
Definicion 3.10.
Sea | = (Q,S ,K ,*,J) un espacio de informacion, J es "compositiva " si para dos
eventos A, B en S, tales que AUB €S y AnB=@ tenemos:

(3.32) J(AUB)=F[J(A)J(B)]
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A la funcion F(x,y) = x T y se le denomina "ley de composicion” para la

informacion.

La forma mas general de las leyes de composicion continuas es proporcionada

por el siguiente teorema de C.H. Ling [12].

Teorema 3.2.
Sea {A; = (a;,b;) / i=1,...,1 < + o0 } una sucesion finita o numerable de intervalos
disjuntos y f; @ [a;b;] — R* una familia de funciones decrecientes
(estrictamente) con f;(b;) =0 y sea

D= £ [inf {fi(a) 1 3]

la seudoinversa de fi .Cada funcion definida haciendo

fH)+fiY)]  si(xy) e i
(3.33) F(x,y) = ,
inf(x,y) en otro caso

representa una posible ley de composicion y viceversa; cada posible ley de

composicion es de esta forma bajo una adecuada seleccion de {A;} y {f;}. Los

elementos del conjunto A = R*- U(ai,B;) se llaman F-idempotentes y cumplen

iel
con la condicion F (x,x) = x Al igual que * también F es una ley de semigrupo,

pero de tipo norma triangular (t-norma) .
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Definicion 3.11.

Una "t-norma" sobre [ab] es wuna funcion G:[a,b]2 — [a,b] que
satisface las siguientes propiedades

a. XxXGy=yGXx

b. xG(yGz)=(xGy)Gz

(3.34) C. X <Xy = le y<X, Gy

d. XxGb=x
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Capitulo 4

Otras Medidas de Incertidumbre

En este capitulo tomaremos como punto de partida las medidas de incertidumbre
analizadas por Capodieci 1.999 [5] y Vasquez 2.003 [15], de estas medidas seran
escogidas aquellas que cumpliendo con las exigencias de la Teoria Matematica de la
Comunicacion de Shannon puedan ser utilizadas para obtener una Teoria Matematica

de la Comunicacion alternativa.

Para ello, primero presentaremos un cuadro resumen de las Medidas de Incertidumbre
analizadas por Capodieci 1.999 [5] y Véasquez 2.003 [15], indicando las propiedades
gue se verifican para cada una de ellas donde la medida que encabeza la lista es la de

Shannon.
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Con el objeto de cubrir nuestro primer objetivo:

1. Estudiar la posibilidad de utilizar otra medida de Incertidumbre distinta a la de
Shannon en la teoria matematica de la comunicacion;

comenzamos por escoger, de las medidas presentadas desde el cuadro 1 al 5, aquellas

medidas que tenian el mayor nimero de propiedades comunes con la entropia de

Shannon.

Con las medidas escogidas intentamos repetir el procedimiento utilizado en el
Capitulo 2, relativo al primero y segundo teorema de Shannon. Particularmente
detectamos que los elementos mas relevantes del desarrollo de la teoria se encuentran

en las demostraciones de los lemas 2.2 'y 2.4.

El Lema 2.2 tiene hipdtesis relacionadas con las propiedades que tiene la medida de
probabilidad, por lo que llegamos a la primera conclusion: se detectd que se necesita
una distribucion de probabilidad o en su defecto una distribucién de la medida de
informacidn escogido, lo que no se logré en el ambito nitido luego se concluye que se
debia abordar el trabajo con medidas que dependieran de la probabilidad, es decir

Ilegamos al esquema desarrollado por Wiener, el cual plantea lo siguiente:

Dado un espacio de probabilidad (Q, S, p). A cada evento A € S esta asociado una

funcién J(A) (medida de informacion de A) que satisface las siguientes propiedades:

Axioma 4.1 J(A)=F[p(A)] J depende de A solo a través de p(A).
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Axioma 4.2 Si Ay B son independientes J(AnB) = J(A) + J(B)
Esto es la informacion asociada a la realizacion a la vez, de dos
eventos independientes, es la suma de las informaciones asociadas a la
realizacion de los dos eventos.
Del axioma 4.1 tenemos:
F[ p(AnB) ] =J(ANB) = J(A) + J(B)

= F[p(A)T+F[p(B)]

Axioma 4.3 Dos eventos independientes para la informacion deben ser indepen-
dientes para la probabilidad.
En base al axioma 4.2 tenemos que
F[p(A) 1+ F[p(B) ] = J(A) +I(B) = J(ANB)
=FL[p(AnB) 1=F[p(A). p(B) ]
es decir

(4.1)  F[p(A).p(B)]1=F[p(A) I+ F[p(B) ]

Axioma 4.4 La relacion (4.1) debe ser verificada para cualquier valor x = p(A), y=
p(B). Esto es debe ser

42 FXYy)=FX +F(y) vVxy 0<xy<Ll

Observacion 4.1:

Las Unicas funciones continuas que satisfacen estos axiomas son las funciones
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F(x) =c log x.

Si imponemos a las informaciones de eventos ser ademas una cantidad positiva

tendremos en definitiva

(4.3) J(A) =-clog p(A) c>0.

Con lo que verificamos lo planteado en los objetivos 2y 3
2. Verificar si la medida a utilizar debe depender de las probabilidades.
3. Analizar que sucede si se utiliza una medida que no depende de las

probabilidades.

La medida debe ser probabilistica y no se verifica el lema cuando no lo es, ya que la

teoria se basa en una distribucion de probabilidad.

En vista que los trabajos analizados, Capodieci [4] y Vasquez [15], han sido
realizados desde el punto de vista axiomatico, la medida J representa una medida de
informacidn que de acuerdo a lo visto hasta ahora, debe ser la medida de Shannon-
Wiener, especificamente J(A) = - log p(A). Luego se hace necesario la escogencia de
las medidas que siendo probabilisticas tengan el mayor nimero de propiedades

comunes a la entropia de Shannon.

Es asi como obtenemos el cuadro 6.

72



73



Al intentar reproducir la demostracion del Lema 2.4 se nos presentaron

inconvenientes que no pudimos saldar.

A continuacion presentamos algunos de los calculos hechos para determinar las
propiedades de aditividad y aditividad fuerte en las medidas escogidas en el cuadro 6.

En la demostracion trabajaremos con I = A.

ADITIVIDAD
En la demostracién de la aditividad, A y B son esquemas independientes

j;=—clogp,, c>0

Ty = P,

p,: es la probabilidad de que ocurra Ak
q,: es la probabilidad de que ocurra B,

Ay pertenece al esquema A

B, pertenece al esquema B

Probemos la aditividad para las entropias 2-6 del cuadro 6:
2- H(A) = —|og[ze‘jij
i=1
—H(AB) = log(3_ " g°'9mwy
k |

= |Og(zk:;e(:|09pkq|)
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_ Iog(zzeclogpk+clogql)
k 1

— Iog(z“zeclogpk eclogql)
koI

_ Iog(zeclogpkzeclogql)
k |

_ Iog(zeclogpk) n Iog(ZQC'OQq')
k |

=—H(A)-H B)

Por lo tanto, H(AB) = H(A)+ H(B)

Y

H(A) = [g(—clog pk)“)%‘

H(B) =[;(—clogq.)“]%’
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H(A) + H(B) = (%(—C'Og pk)aj%Jr (;(_Clog q')aj%

# H(AB). Solo se cumple si a. = 1.

- H(A) :JA+5{Zn:j?—\]X} ,o#0,k>0.
i=1

H(AB) = Jag "'5{22': Jﬁ - JXB}

=p(AB)logp(AB) +§{§$(Diq. logp,q,)” —(P(AB)log p(AB))“}
=(p(A) +p(B)) logp(AB) +

&/ 52 oap,+ logay)” ~(p(A)+p(B)) (l0g(p(A)+P(B)) |
=p(A)logp(AB) + p(B))logp(AB) +

&/ 52 oap,+ 1oga)” ~(p(A)+p(B)) (10g(p(A)+P(B)) |

Por otro lado,

H(A) = p(A) logp(A) +§[z(pi logp,)” ~(p(A) Iog(p(A))“}
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Entropia Idempotente | Compositiva | Ramificacion Ramificacion Aditividad | Aditividad | Expansibilidad
generalizada Fuerte
LU X X X X X X X
H(IT,) = | ZJe” (Shannon)
~ o J tipo J tipo
Shannon Shannon
H(1p) = ( gJa)”‘* No X X X X No No
N |
=t a=1 a=1
H(HA) =1 1og %e(ﬂl (Renyi) No X No X X X No
Rar=A
n 1-B No X No X X X No
o__ o
E::LJI BJA a=1, oa=1,
1-B B=0 B=0
No X No X X X X
n
1 Sei-pe*Ia B=0 a <0,
H(HA) = |Og i=1
l1-a 1-p B=1
No X No No X X X

H(IT,) = - log (il e—Jij
i=

Cuadro 1: Cuadro Resumen de propiedades de Medidas de Incertidumbre (1-6). Capodieci [3]




Entropl'a Idempotente | Compositiva | Ramificacion | Ramificacion | Aditividad | Aditividad | Expansibilidad
generalizada Fuerte
7 N ) VK X No No No X X X
2675Ji[3i] _ L - _
HIy == +(n-Dc| =0| s=k=1) k=1
(ie”‘ y ¢=0
i=1
s<1)
8 n X No No No X X X
¥ 2(1-t=s);
H(Ta) =(1-t)* log | =1——— | (Kapur)
x2S
i=1
(t1,t>0,5>1)

Cuadro 2: Cuadro Resumen de propiedades de Medidas de Incertidumbre (7-8). Capodieci [3]

La clase de medidas escogidas es aquella que depende de Ji = J(Aj). Estas medidas son compatibles con todas las informaciones

de evento J que tienen la propiedad de compositividad. En particular son compatibles con las informaciones de tipo inf y con las

n
de tipo M. En las medidas anteriores . >0, k >0y 0 < B < 1. A = {A;, Az, Ag, ...,An}, B = {B1,B;,B3, ....Bn}, = [JA:.
i=1

m
= B;-La propiedad de aditividad y aditividad fuerte estan probadas para la ley de independencia clasicax *y=x +y.
j=1



Entropl'a Idempotente | Compositiva | Ramificacion | Ramificacion | Aditividad | Aditividad | Expansibilidad
generalizada Fuerte
_n N X N X N N N
H(A) =17(J3;+1) -1 ° 0 0 0 0
i=1
H(TT,) = JA+K[§J?_J%} o= 0, k>0 No X X X No No No
ali=1 J
compositiva
No X X X No No No
n
_ [1(3;+1) !
H(HA) = JA+5|09 =1 compositiva
o Jat+l
0 4 -1 No X X X No X X
i=1 Jj
n k No X No X No No No
H(T,) = 3 |:_H1(Ji+1) 5
= . Li=
A A (JA+1)k compositiva
[ n j No X X X No No X
e di—elA|
HOIIA)=J,. + i=1 J
( A) A | oL J compositiva

Cuadro 3: Cuadro Resumen de propiedades de Medidas de Incertidumbre (1-6). Vasquez [8]




Entropia Idempotente | Compositiva | Ramificacion | Ramificacion | Aditividad | Aditividad | Expansibilidad
generalizada Fuerte
7 No X No X No No No
[k( > N —JX) } J
H(H ) -] e i=1 compositiva
A YA
8 H(IT) = log (n e“JiJ+(1—oc)JA,O<0LS1 No No No No X X No
i=1 J Shann.
9 - ~ No X No X No No No
n J
H(HA) = JA +log| 1-k J%—I—k%\]? compositiva
L I= -
10 H(I1p) = 3 5 + log 1+k(§le°‘3i—e°‘JAj No X No X No No No
L i=1 J J
compositiv
11 No X No No No No No
[k( > i —JK) } !
HIT )=J +e =1 -1 compositiva
A
12 ]’ n "‘ No X X X No No No
\ .H(Ji"'l) \ J
H(HA)z‘]A+] i=1 ‘-1 __
L JA+1 J compositiva




Cuadro 4: Cuadro Resumen de propiedades de Medidas de Incertidumbre (7-12). Vasquez [8]

Entropl'a Idempotente | Compositiva | Ramificacion | Ramificacion | Aditividad | Aditividad | Expansibilidad
generalizada Fuerte
(I1,) 11n1 1 No X X X No No X
HIIp)=J, + = 32— —-—
A A 3 Ja J
compositiva
(L) n o No X X X No No No
HIIA)=Jd, . adi__le a®JA
ATTTA [kge ke +1} ’ Con a=1 | Con a=1
compositiva
-] n__j; No No No No No No X
H(,)=J, +logl1-€ A+ ye !
i=1

Cuadro 5: Cuadro Resumen de propiedades de Medidas de Incertidumbre (13-15). Vasquez [8]






Entropia Idempotente | Compositiva | Ramificacion | Ramificacion | Aditiva |  Aditividad Expansibilidad
generalizada Fuerte
1. n X X X X X X X
Zpi log p; J tipo Shannon
H(HA) ==l
2. D No X No X X X X
H(HA) =—log| D@
i=1
3. N No X X X X No No
H(HA):(ZJi] oa=1 a=1
i=1
4. H kK[ o o No X X X No No No
=Ja+— = J
(HA) JA o ; J' JA compositiva
a#0k>0
5. n g -1 No X X X No X X
H(ITA) = {Z—}
i1 Ji
6. n No No No No X X No

H(T,) = |og(ze‘“i] +(1-a)l,

i=1
0<a<l

La medida 1 es la medida de Shannon.

Cuadro 6: Medidas seleccionadas.




H(B) = p(B)log p(B) +§[;(q. logq, " ~(p(B) Iog(p(B))“}
H(A) + H(B) = p(A) logp(A) + p(B) log P(B) +

5{;(9 logp) + 2 (a1oga,)" ~(p(A) log(p(A)) + (b(B) log(p(B))“ﬂ

por lo tanto,

H(A) + H(B) = H(AB). Solo se cumplesi aa=1
-1
5.- H(A) {; Jl]
-1
_ 1
_|:|z —clog pij|

- %IZ —clogpkq|:|

1
|:Z Z —c(log pk+logq|):|

_ 1 ) 1 )
H(A) + H(B) = [% —clog ka ' [IZ —cIogCIi}

por lo tanto,

H(AB) = H(A) + H(B)
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6.- H(A) = Iog(

n eaj‘j+(1—0t)J(A) , O<ac<l1

i=1

H(AB) = |og[;%e°”<‘\i8k>j +(1-a)J(AB)
= Iog[ i %e“(“i)W(Bw} L-a)(J(A)+I(B))
= log(;;e“"*”e‘““‘“] +(1-0)(J(A) + (1-0)J(B))
= Iog(;e““’*”gem“}(1—a)(J(A)+(1—a)J(B>)

- Iog( e‘“(Ai)} (1-a)(I(A) + Iog(ze‘”(Bk)j +(1-a)I(B))
i k

=H(A)+H(B)

ADITIVIDAD FUERTE

En la demostracion de la aditividad fuerte, A y B son esquemas mutuamente
dependientes.

jj=—clogp,,c>0
T =Pl 1Sk<n, 1<I<m

gwi es la probabilidad que el evento B, del esquema B ocurra, dado que el evento
Ay del esquema A ocurre, esto es:

p,: es la probabilidad de que ocurra Ag
q,: es la probabilidad de que ocurra B,

Ay pertenece al esquema A

78



B, pertenece al esquema B

La medida de incertidumbre de Shannon, es fuertemente aditiva, es decir, H(AB) =

H(A) + Ha(B). Queremos ver si las medidas escogidas cumplen esta propiedad.

i=1

2- H(A) = _|og[2”:ejij
—H(AB) = |09(;;e°'°g“k')
- |og(§;eclogpqu.)
- log(3] Xe" P
ko
= |og(zk:zll p°1%%Pk o109k )
= |og(zk: eC'ngk;ecloqu.)

= log(> e°%Px) + log(> g°'*%k)
k |

~—H(A)-H, (B)

Luego cumple la aditividad fuerte.

-1
5.- H(A) :[; Jl]

-1 -1
H(AAB)—H(A){%E 1 } [zﬂ

i1 j=1di T
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- [HA)]'-[HAAB)]
[HAAB)] ' HA)]

= F[H(A AB),H(A)].

Luego cumple la aditividad fuerte.

6- H(A) = Iog(ée‘“ij+ l-a)d,

Véasquez [15] probd que:
H(AB)=H(A)+H,(B)

De las medidas escogidas en el Cuadro 6 solo 2.- y 6.- tienen ambas propiedades
luego aparentemente son las Unicas medidas de incertidumbre a las cuales les
podemos deducir la entropia condicionada, la cual es necesaria para trabajar con el

Lema 2.4.

ENTROPIA CONDICIONAL

2-H(A) = —Iog(iej'j

Como H(AB)=H(A)+H,(B), entonces
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H,(B)=H(AB)-H(A)
=— Iog(%lze‘jki) + Iog%e‘jk
= ~(log(xxe ) - log Te )
Z—mM§$€m+%€M

clo clo
e g Pk e g Qi

=—Iog

clo
e 9 Pk

Z Z ec log py +c log qy;
k |

clo
e 9 Pk

=—log

clo
e g Pk

z ec Iog Pk

z z eclog Pk eclog ki J
k |

o°109 P zecloqul
=— Iog

6- H(A) = |og(gewij+ l-a)d,

H,(B)=H(AB)—H(A)

_ Iog(%lZe“Jk'j+(l—a)J(AB) —Iog(%e“kaJr(l—a)J(A)

Q.

> > ek
Iog{k ! 5 ]Jr(la)(J(AB)J(A))
e
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>y efaclog Pk Akl
=log| *L— |+ (1—a)(J(AB) - J(A))

3 g aclog iy
k

LEMA 24

2- H(A) = —|og[zn:e‘jij

i=1

Z z eC log py i
— k i
H,(B)=-log —Zeclogpk

k

Sea P =% X p(AB,) =X X p(A)p, (B) =X X Py

i#ik i#ik i#ik
donde ik es el valor del subindice i para el cual la probabilidad P(AiBx) asume su
valor mas grande

P, : es la probabilidad de que ocurra Ag

d, : s la probabilidad de que ocurra B; dado que ocurrid Ax (p,, (B;))

Z Z eC log pkaki )

2HA(B) | ki
Zeclog Pk
k

clo i clo i\
z ze 9 Pk ki + Ze 9 Pk iy
ki k

i:tik

3" geloo p
k
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-1

z Zeﬂog Pk ki
ki

clo i
i Z e 9 Pk kiy
1#1

k
+
Z eclog Pk z eclog Pk
k k

Si c=1 nos queda:

log py di -1
%E‘e Zelog Pk ki,
2HA(B) — k + k
Zelog Pk zelog Pk
k k

) | ; -
z eln Pka%z Ze N Pk Ykiy -
Kk k

+

| |
Zenp%\z 2enpkln2
k k

T3 ol Prci In2
ki

i#ik

In2
Z eln Pk Akiy
k
= +

In In2 In In2
Ze Pk ze Pk
k k

(P + 2P )" )

i#ik

22 (P + 2P0 )" )
H,(B) =log| —

No es posible replicar el lema 2.4 para esta medida de incertidumbre.
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6- H(A) = |og@emij+ l-a)d,

z z e—ac log py di
k

H A(B) = |Og W + (1— a)(J (AB) -J (A))
k
ze—mlog Pk Akl
2HA(B) — k|—| .2(1—06)(J(AB)—J(A))
—aclog py
%e
Sic=1

zze*a log pkay|
2HA(B) S S B P 2(1*0!)(J(AB)*J(A))

3 @100 ik

k

n m
> Ye @ log praw i g @ log pydkiy,
k=!1=! -
11y =
— - ° 2(1—a)(J(AB)—J(A))
z g™ log py
k=!
i S Alog(Pai) ™
Pk Ak
H.; € i elog(pquuk )
11
_ ¢nk + k:!n ° 2(1—a)(J(AB)—J(A))
z e log py Z e log pg
k=! k=!
nom o In(pkau)
e In2 n  In(pkaw, )™*
kﬂ:j e 2
— k — 4 K ° 2(lfa)(J(AB)fJ(A))
n o Inpg n Inp“
kzle In2 Z € In2
| k=!
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n m &
In(pyQ) M2 _a
kZ::”:Zg:e ieln(pqulk) In2
=| L 4 | e gu@a(AB)-2(A)
d In py in2 2
k:'e e|n Pk
1

M=

k

k=11=! (pqul) kz:!(pqulk) 2

_ Il + ° 2(1—a)(J(AB)—J(A))

(P Sp) ™

! k=!

M-
M=

k

Tampoco es posible replicar el lema 2.4 para esta medida de incertidumbre.

De todo el trabajo desarrollado podemos concluir que la medida de incertidumbre

de Shannon parece ser la Unica que puede ser utilizada en la Teoria Matematica

de la Informacion.
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