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RESUMEN

En este trabajo consideramos conjuntos abstractos, cuyos elementos no tienen natu-
raleza especificada, pero han de tener estructura de R-4lgebra “F” asociativa, conmutativa
y con unidad sobre R, estructura que nos permite considerar el conjunto M = |F | de todos
los homomorfismos sobre el R-dlgebra a valores en R, con este conjunto M clasificamos
las R-dlgebras “F” que al ser geométricas hacemos de |F| un espacio topolégico de Haus-
dorff, y ver asf los objetos de la R-dlgebra “F”” como funciones continuas sobre M = |F |
a valores en R.

Aunado a esto ultimo, damos dos condiciones mds para clasificar estas R-4lgebras
“F,” definiremos lo que es una R-algebra F diferenciable, la cual serd vista como la R-
algebra de funciones diferenciables sobre M, definicién que haremos una vez que F sea
una R-dlgebra completa.

Si ademas F es una R-4lgebra C*-cerrada, trataremos en nuestro contexto con el pro-
ducto tensorial de dos R-dlgebra, apuntando asi hacia el producto tensorial en el contexto
de los fibrados.

Una vez obtenidas las estructuras de algebra y variedad diferencial, aparece la defini-
cién de funciones diferenciables entre variedades diferenciables, la cual es necesaria para
dar la definicién de fibrados por paquetes, definicion la cual serd hecha considerando las
R-élgebras para luego obtener la equivalencia con la definicién geométrica de la cual

existen muchos resultados. Ver [3].
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Introduccion

En 1968 Alexander Vinogradov, dictaba un seminario de Teoria Cuéntica de Campos,
donde se encontraban estudiantes de fisica, quienes expresaban sus ideas en un lenguaje
inadecuado. Por esta razon, en 1971, Alexander Vinagradov, en un seminario de matemaéti-
cas se comienza a estudiar la estructura del célculo diferencial, buscando una analogia de
la geometria algebraica para sistemas no lineales de ecuaciones en derivadas parciales, y
al mismo tiempo comienza sistemdticamente la lectura sujeta a las ideas anteriormente

mencionadas.

Al principio los participantes del seminario y oyentes de las lecturas manejaban al-
gunos sumarios esqueméticos de tales lecturas, aportando sus propias notas. Después de
10 afos, tales notas fueron dejadas, luego aparece Jet Nestruev y escribe una serie de
libros sobre elementos del cdlculo diferencial, dando comienzo a parte de la teoria que
revisaremos para lograr el propoésito principal de este trabajo, el cual es la definicién de

fibrados diferenciables desde el punto de vista algebraico.

En lo tradicional se define la nocién de variedad diferenciable para luego definir el

algebra de funciones diferenciables sobre la variedad respectiva, procediendo de manera



inversa, es decir, a partir de una R-dlgebra F' conmutativa, definimos la variedad M = M,
como el R-espectro de esta dlgebra F', que es el conjunto de todos los homomorfismos uni-
tarios del dlgebra F en R. Conjuntos sobre el cual el dlgebra F es vista como el dlgebra

de funciones diferenciables, para lograr €sto imponemos ciertas condiciones sobre F.

Esta formulacion algebraica es basada sobre la nocion de observable, aclarando la in-
troduccion de definiciones y construccién en la rama de la fisica, como son los conceptos

de estado y dispositivos de medida en un sistema fisico.

En este trabajo utilizaremos esta nueva reformulacion algebraica de la variedad diferenciable
para definir la nocién de fibrados diferenciables en el contexto algebraico, la cual sera

hecha bajo la siguiente estructura.

En el capitulo 1 recordaremos el concepto tradicional de variedades diferenciables.
En el capitulo 2 exploramos los tipos de R-dlgebra, dando luego en el capitulo 3; una
definicion algebraica de lo que es una variedad y una funcién diferenciable. Bajo este
soporte realizamos nuestra tarea dando la definicion algebraica de fibrados diferenciables,

que en este contexto es equivalente a la definicién geomérica.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo consideramos un conjunto no vacio M y crearemos sobre el una es-

tructura diferenciable llamando asi a M una variedad diferenciable.

Definicién 1.1

Una carta (U, X) sobre el conjunto M es una biyeccién X :  — X(U)CRY donde
U C M es un subconjunto cualquiera de M y X (U) es abierto en R”. El nimero n > 0,
se denomina dimensién de la carta.

Notar que solo es necesario chequear la inyectividad.
Ejemplo 1.1
Si S es la silla de montar  z = 1 +x% — y?, entonces la proyeccién vertical:
S > (X,y,Z) — pr(-x,y7Z> = (xﬂy) € Rz'

Donde (x,y,z) € S, define una carta (U, p,) sobre S, en un entorno U C S del punto
(0,0,1).



Ejemplo 1.2

Si T2 es el espacio de configuracién del doble péndulo plano, entonces (U, S); donde

T T
U={(p,y)eT?/ —1<ov< )

y Seslafuncién §:U — S(U) c R?, dada por S(¢,¥) = (sen @,sen V), es una carta

sobre T2.

Ejemplo 1.3
Sea V un espacio vectorial real n-dimensional, entonces el par (E,V ), es una carta de

dimensién n, con E definida como sigue
E:V R

n
Z]a,'Vi — (al, ...,an).

1

A continuacion expresamos un conjunto M “el ocho” en dos formas distintas, obte-
niendo sobre este dos cartas .
Esto nos indica que sobre un conjunto pueden existir mas de dos cartas.
M = {(sin(2t),sin(t)) € R?/0 < t < 2x}.
X :M— (0,2m).
(sen(2¢),sen(t)) —t.
Claramente el par (X, M) es una carta.
M = {(sen2t,sent) € R?/ —n <t <}
Y:M— (—n,m).

(sen(2f),sen(t)) — t.

El par (Y,M) es una carta sobre M.
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Fijémenos en la siguiente funcion

t O<t<m
Yox =4 0  i=n

=21 m<t<2m

Notemos que no es continua.

Definicion 1.2
Dadas (U,X) , (V,Y),dos cartas sobre un conjunto M cualquiera diremos que son

compatibles si la funcién
YoX 1:X(UNV)—YUNV).

llamada funcion cambio de coordenadas es un difeomorfismo de subconjuntos abiertos
deR", o siUNV=0.
En este sentido la compatibilidad de funciones define una clase de equivalencia.
Ejemplo 1.4

La carta (U,S) sobre el péndulo doble T? del ejemplo 1.2 no es compatible con la

carta (U,C) la cual es definida como sigue

C:U— C(U)CR".
(@, ) — (sen @,g(vy)).
donde

g(v)=seny si y<O.

gly)=1—cosy si y>0.
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Estudiemos la funcion de cambio de coordenadas .

(Co 571 (xy)

=C(S7'(x,y))

1

= C(sen ! x,sen™ 1 y)

1

= (sen(sen ! x),g(sen” ' y))

= (x,g(sen”" y)).

donde

_1y<0.

g(sen ly)=y si sen
g(sen™'y) =1—cos(sen™'y) si sen '(y)>0.

Calculando el jacobiano correspondiente obtenemos

. 1 O
J(CoS§ )= 5
0 %
dg
Pero 3 depende de y solamente, tratemos con
y
dg
dy’

y — ot = sen~! y — 0. En este caso

Jg 1
dy 1= y?
Luego,
dg
—|y=0 =0
ay |}’*0



e y— 0 = sen ' y— 0".En este caso

Luego,

dg
5|y:0 =1

dg
dy
Asi (U,S) y (U,C) no son compatibles.

Esto nos dice que =>|,—o, no existe y por tanto C o S~! no es diferenciable en (0,0).

Definicién 1.3

Una familia A de cartas compatibles X, : U, —— R”, sobre un conjunto M donde
el nimero n > 0 es fijo y o varia sobre un conjunto de indices J, es un atlas sobre M si los
conjuntos Uy, forman un cubrimiento de M, es decir, |J Uy, = M. El nimero n es llamado
la dimension del atlas A. “

Si existe otro atlas B de manera que todas sus cartas sean compatibles con las todas las
cartas del atlas A, diremos que los atlas son compatibles y en este caso A U B es tambien

un atlas para M. Asi tenemos también una relacion de equivalencia en cuanto a la com-

patibilidad de atlas, teniendo asi que cada atlas estd contenida en un atlas maximal. Ver[3]

Ejemplo 1.5

R” posee un atlas formado por una tnica carta: (R”,id), donde id es la funcién iden-
tidad.
Ejemplo 1.6

S" posee un atlas conformado por dos cartas llamado atlas estereogrdfico, es el siguiente:

A= {(an)v (V/,TC/)}.

13



V =8§"-N.

n:V—R".

_ D1 Pn
TC(p) - <]_Pn+1 [ ]_PnJrl)'
Vi =8§"—8.

.V — R

— P p
T P) = (e o)

Ny S representan el polo norte y sur respectivamente. Es inmediato ver que la unién de
X
2 b

|x_

los dominios de estas dos cartas cubren a §”. Ahora (T’ o t~1) = ﬁ ,(mom )=
X

son difeomorfismos.
Definicion 1.4

Diremos que un atlas A sobre M satisface la condicion de numerabilidad si ésta con-
siste de una cantidad finita o numerable de cartas.

Satisface la condicion de Hausdorff si para cualquier par de puntos a,b € M existen
cartas (U,X) y (V,Y) cuyos dominios son disjuntos conteniendo estos puntos, es decir,
acU,beV,UNV =0.

Definicion 1.5

Un conjunto provisto de un atlas maximal A4y = (Ug, X ); donde
X(x . U(X — Rn,

satisfaciendo la condicién de numerabilidad y Hausdorff se denomina variedad diferenciable
n- dimensional.

En casos sencillos, las dos dltimas condiciones se no serdn chequeadas.
Observaciones 1.1

Claro estd que cualquier atlas para una variedad M estd contenida en un tnico atlas
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maximal, Luego cuando se escriba (M,A), se indicard que A es un atlas diferenciable so-
bre M.
Observaciones 1.2

Sea (M,A) una variedad diferenciabe donde A = {(Uq,Xq)}, entonces A determina
una estructura topoldgica sobre el conjunto M. De hecho la topologia esta conformada
por todos los conjuntos de la forma Xz ! (V) donde V es un subconjunto abierto bésico
de R". Sea p € Xg (V) ﬂxgl(W) mostremos que Xg (V) ﬁxgl (W) es por si mismo un

conjunto basico, sabemos que la funcioén

XaoXg' @ Xp(UaNUp) — Xa(UaNUp),

es un difeomorfismo, entonces (X oXg D (W) es un subconjunto abierto de Xq (Uy, N Up),

y asi subconjunto abierto de R”. Ahora

Xa ' (V)Nxg (W) = X5 ' (VN (Xaoxg ) (W)

Como X ' (VN (X oxg 1Y(W)) es abierto bésico, entonces X ' (V) ﬂx[;] (W) también

es un abierto basico asi tenemos definida la topologia mencionada.

Veamos a continuacion algunos ejemplos clasicos de Variedades diferenciales,

unas geométricas, otras inducidas por términos de algebra.

Ejemplo 1.6
El hiperboloide x*> +y> — z2 = 1 en R?, posee un atlas conformado por cuatro cartas,

el mostrado a continuacion, A = {(U+, pzy), (V4, pzx) }, donde

Usr = {()C,y,Z)/X: + V 1+Z2—y2,j:x > 0}
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Vi={(x,y2)/y=%V1+22—x2,£y >0}

Las funciones p,y y p,. son las proyecciones sobre los planos zy 'y zx respec-
tivamente, las cuales son inyectivas sobre conjuntos los Uy , Vi, respectivamente y tam-
bien son compatibles. Con esta estructura el hiperboloide es una variedad 2-dimensional

la cual es conexa no compacta.

Ejemplo 1.7

El espacio proyectivo RP” conformado por el conjunto de todas las lineas rectas pasan-
do por el origen 0 de R"*1,

Para cada linea recta ¢, consideremos la siguiente carta (Uy,p/); donde el conjunto Uy
consiste de todas las lineas rectas haciendo un dngulo menor de 30° con la recta £. Véase
la figura. Para definir py, seleccionemos una base en el n-plano /- que contiene al origen
0. Evidentemente perpendicular a ¢ y fijamos uno de los medios espacios R\ ¢*; para
cada ¢’ € Uy, sea p! asignando las coordenadas en ¢ de la proyeccién sobre /- del vector
unitario, puntiando en el medio-espacio elegido y determinado por ¢'.

El conjunto de cartas (U, Py) constituyen un ATLAS diferenciable, induciendo en RP"
una estructura de variedad n-dimensional compacta conexa. Para chequear condiciones de

enumerabilidad y Hausdorff, ver [8].

Ejemplo 1.8

La variedad de Grassmann, denotado como G, ;,,, €s el conjunto de todos los planos
m—dimensional en R” que pasan por del origen de R". Para construir una carta selec-
cionemos en R” un sistema cartesiano (xi,...,x,), lo que nos permite considerar el con-

junto U de todos los planos m—dimensional dados en esas coordenadas y por el sistema
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de ecuaciones
Xmti = ZTZlaijxj , i=1,...n—m.
Sea la funcién
©:U — R=m),
o(IT) = a;j € Rm(n—m),

IT denota un plano en el sistema de coordenadas ,es evidente la inyectividad de @ .
Cambiando el orden de las coordenadas del sistema cartesiano seleccionado se cubre a
G,,m- La dependencia diferenciable de las soluciones de un sistema lineal sobre el sistema
de coeficientes nos permite tratar la compatibilidad de las cartas que se consideren, de
esta manera tenemos que Gy, es una variedad m(n —m)—dimensional.

Ejemplo 1.9

Cualquier conjunto abierto N # 0 de una variedad diferenciable M de dimension n es
una variedad de la misma dimension que M. Note que si A = {(Uqy, Xo)}, es un atlas para
M, entonces A = {(Uq NN, Xq |v, )}, €s un atlas para N.

Presentamos algunos ejemplos cldsicos de variedades diferenciables relacionadas con
el algebra.
Ejemplo 1.10

Sea M(m x n,R) el conjunto formado por todas las matrices con entradas reales
de orden m x n. Veamos que este conjunto es una variedad diferenciable de dimension
m X n. En efecto, si extendemos las entradas de cada matriz en una sola fila, entonces se

puede identificar M(m x n,R) con R™ * " esto es:
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air - . . dpl
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Esta funcidn nos permite verificar lo dicho anteriormente.
Ejemplo 1.11

Consideremos el grupo lineal general formado por todas las matrices reales cuadradas
de orden n x n con determinante no nulo, el cual es denotado como GI(n,R). Este
conjunto es una variedad diferenciable de orden n? lo cual es sustentado notando que
Gl(n,R) = (det)"'(R — {0}); al ser la funcién determinante continua se tiene que este
es un subconjunto abierto de M(n x n,R). Lo que nos permite dotarle de la estructura
diferenciable del ejemplo anterior, como lo hecho en el caso general del ejemplo 1.9.
Ejemplo 1.12

Tomese en cuenta el conjunto de matrices de orden m X n de rango maximo. Sea
m < n'y denotemos como M,,,(n x n,R), al subconjunto de las matrices en M(m x n,R)
de rango m. Sea A € M,,(n x n,R), luego el rango de A es m, asi que A posee algin menor
no singular de orden m x m. Pero la funcién determinante es continua, el determinante
de este menor es no nulo en algin entorno de A en  M(m x n,R) vy por tanto en
M,,(n x n,R),esdecir A es un punto interior el cual es arbitrarioen M,,(n x n,R),
lo que hacede M, (n x n,R) un subconjunto abierto de M(m x n,R).

Como en el ejemplo anterior concluimos que M, (n x n,R) es una variedad diferenciable.
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Capitulo 2

R-Algebras y R-Puntos

2.1. R-algebras

Daremos detalles de la siguiente pregunta.

Dada una R-4lgebra F' como encontrar un conjunto (Variedad Diferenciable) M, cuya
R-algebra de funciones ( diferenciables) pueda ser identificada con F.

F ha de ser una dlgebra conmutativa, asociativa y con unidad sobre R. Todos los ho-
momorfismos de R-dlgebras o : F; — F3,los asumiremos unitarios, esto es, que envian
la unidad de Fj en la unidad de F>.

Aspiramos que los elementos de F' sean llamados “funciones”, no son realmente fun-
ciones. Estos son objetos de naturaleza abstracta no especifica. Nos encaminamos a volver
esos objetos en funciones reales sobre una variedad , y para ello debemos imponer ciertas
condiciones sobre el R-4lgebra F.

Algunas de estas condiciones son que F ha de ser geométrica condicion principal,
completa y diferenciable.

Presentamos el siguiente ejemplo ilustrando como comenzo de nuestro itinerario.
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Ejemplo 2.1.1.

Suponga que F es la R - dlgebra de todas las sucesiones infinitas de niimeros reales
{ai}={ao,a1,az,...}, tal que a; = 0, pero para una cantidad finita de estos indices a; # 0.

Las operaciones de suma, multiplicacion por elementos de R estdn definidas término
a término como sigue:
{ai} +{bi} = {ai+bi}.
Mait = {ha;}.

El producto {c;} de dos sucesiones {a;} y {b;} estd definido como sigue:

ci= Z ayby.
k+1
Consideremos la siguiente asignacion.
{ai} — Z aix'.
i>0

Es claro que esta suma es finita en vista de la naturaleza de {a;}. Esta asignacion
induce un isomorfismo entre R - dlgebras, sea tal isomorfismo @, donde @ : F — Ry, .
Rpy es la R - dlgebra de polinomios en x. Especificamente tenemos.

o({ao,ar,az,...}) = Zaixi.
>0

Asi cualquier sucesion {a;} € F puede ser vista como la funcion sobre M = R dada

por a— Y,i>o a;x'. Asi el conjunto M buscado es R y nuestra dlgebra es subconjunto del

dlgebra C*(R).

Dada una R—dlgebra F denotemos por M = |F| el conjunto de todos los homo-
morfismos de F sobre R.

Los elementos de M algunas veces serdn llamados R - puntos para la dlgebra F (los
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cuales conformaran nuestra futura variedad); el espacio dual de R - puntos o el espacio
dual de la dlgebra F lo denotaremos por | F |, donde se definira una topologia.

Por otro lado el siguiente conjunto

F={f:M—R/f(x)=x(f)},

tiene una estructura natural de R - dlgebra dada por las siguientes operaciones
(F+8)(x) = f(x) +8(x) = x(f) +x(g).

(f9)(x) = f(x)8(x) = x(f)x(g).
(AF)(x) =Af(x) = Ax(f), A ER.
Existe una funcién naturalt la cual es un homomorfismo.

7. F — F.

o —r
Sean f,g € F' 'y tomemos x € M. Luego.
(FH&)x) =x(f+8) =x(f) +x(g) = F(x) +8(x) = (F+8) ).

(f&)(x) = x(fg) = x(f)x(g) = F(x)g(»).

Por lo tanto

W(f+8)(x) = () (x) +(g) (x).
©(fg)(x) = () (x)T(8) (x).
De manera andloga se verifica que T(Af)(x) = At(f)(x), con A € R.

Esto nos asegura que T es un homomorfismo,obviamente es sobreyectivo. No siempre

inyectivo, consideremos el siguiente ejemplo justificando esto ultimo .

21



Ejemplo 2.1.2.

Supongamos que F es la R- dlgebra isomorfa (como espacio lineal) al plano
R* = {(x,y)/x,y € R}
con el producto definido por:
(x1,31)-(x2,2) = (X122, %12 +%2)1).-

El espacio dual de esta dlgebra F, M=| F | estd constituido por un tinico punto. Pro-
cedamos a mostrar esto.

Note que el elemento (1,0) es la unidad del dlgebra F. Ademds cualquier elemento

(x,y) en F tiene un inverso si x # 0 el cual denotaremos por (x,y) ™' yes (x,y) ' =(x"1, —yx72).

F es una R- dlgebra en particular es un anillo no nulo.

El tinico ideal de F diferentes de los ideales triviales es I = {(0,y)/y € R}, en efecto.

Sea J otro ideal tal que J # F, J # {0} , suponemos que J # I, Luego existe un par
(x,y) € J tal que (x,y) ¢ I. Esto nos dice que x # 0, ast (x,y).(x~', —y.x~2) = (1,0) y por
definicion de ideal (1,0) € J, lo que implica que J =F. (—«)

Esto nos dice que J C I, pero multiplicando por (xz, )2) X2 €R al par (0,y) €J, y
tomando en cuenta la definicion de ideal concluimos que )J; = 1. Por lo tanto I es tinico.

Definimos las siguientes funciones
0: Fl] — R,
[(e,y)] = x.

® es un isomorfismo.

La funcion cociente

q:F —F/I:=R,
(,) = [0, 9)] : = x.
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Es el vinico homomorfismo sobreyectivo de F sobre R. En efecto, si1l: F — R,
es otro homomorfismo no nulo, entonces  ker(Il) =1, pues ker(I1), es un ideal y si
(x,y) € ker(IT) y (x,y) & I entonces x # 0. Asi 1 = (x,y).(x~ !, —yx~2), lo que implica que
1=T(x,y) I0(x !, —yx2) = 0.TIT(x !, —yx~2).(—+)

Sea (x,y) € F, luego asi
(x,y) = (x,0)+(0,),
I(x,y) = (x,0) +T1(0,y)
= xI1(1,0) +T1(0, y)
=x-1+0=x=q¢q(x,y).
En consecuencia 11 = qy entonces que M = {q}, de esta forma

F={f:M—-R/f(q)=4q(f)=q(x,y) =x},y F = R.

Esto nos dice que F no puede ser identificada con F Yy que T no siempre es inyectiva.

Teorema 2.1.1.

T es inyectiva <= el ideal I(F) =\ ey Kerx ={0}.

Demostracion

La Demostracion se deduce de la siguiente implicaciones

fekert = 1(f)=0
— =0
— f(x)=0vxeM
s x(f)=0,YxeM

> fe€ ﬂ Kerx = I(F).
xeM

Luego, Kert={f € F/t(f) =0} = {0} < I(F) = {0} |
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Establecemos entonces la primera definicion.

Definicion 2.1.1.

Una R-dlgebra F es llamada geométrica si

I(F)= Nxe|p| Ker x = {0}.
El dlgebra F dada en el ejemplo anterior no es geométrica ya que

I(F) ={(0,y)/y e R} # {0}.
al igual que las algebras con espacio dual vacio.

Teorema 2.1.2.
Cualquier R- dlgebra geométrica F es isomorfa a la R- dlgebra F de las funciones

definidas sobre el espacio dual M = |F| de los R- puntos por la regla f(x) = x(f).

Observaciones 2.1.1.
Teniendo en cuenta el isomorfismo del teorema anterior identificaremos la R- dlgebra
F (la cual asumiremos geométrica, a menos que se indique lo contrario) con la R- dlgebra

F de funciones definidas sobre el espacio dual M = |F |.

Ejemplo 2.1.3.

El dlgebra de los polinomios en varias variables F = R[x1,x2,...,x,|, es geométrica,
en efecto.

Sabemos que M= |F| = {x: F — R/x es homomorfismo};

Veamos como son los elementos de M.

Consideremos el conjunto S de las sucesiones en R x 7" dadas de la siguiente forma.

(aiyzi) = (a1, (21, ---2n), ooy any (215 ---20)) -
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Sea @: S — F, la siguiente asignacion
¢
(a1,(21,--2n), s @ny (215 ---20)) = A12122--Zn + .- + AnZ125.-.2).

Por la forma como estd definida @, resulta ser un homomorfismo biyectivo y por tanto
un isomorfismo. En consecuencia, S = F. Luego M puede ser considerado de la siguiente

manera
M={x:F —R/(x1,....xs)(ai,2i) = a1X1X2... %0 + ... + ayX{x5...x },

es decir el conjunto de homorfismo de evaluacion, sabemos que 0 € Ker x, Vx € M.
Ahora:

(xl,...,xn)(a,-,z,-) =0<«=
A1 X1x2... X0 + .. + apx’{xy .. X = 0.

Derivando iterativamente, obtenemos que a; = 0,Yi = 1,2,...,n, en consecuencia,
(ai,z;) es la sucesion nula en R x Z".
Asi Ker x={0} para todo x € M.

Deducimos que (\yc|p| Ker x = {0} y F = R[x1,x2,...,x,] es geométrica.

Teorema 2.1.3.
Para una R- dlgebra F arbitraria, se tiene que la R- dlgebra cociente F | I(F), donde

I(F) = Npe|r| Ker(p) es geométrica y ademds se cumple que |F| = |F /I(F)|.

Demostracion:
Sea ¢ la siguiente funcién ¢ : |F/I(F)| — |F|, asignando a cada homomorfismo
b:F/I(F) — R, el homomorfismo ¢(b) =a=bopr,donde pr: F — F/I(F) es la

funcion cociente.
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Sean b y by en |F/I(F)|, tal que by # b,. Mostremos que @(b;) # @(b2).

Supongamos que @(b;)= @(by) ,entonces, (by o pr)(f) = (bao pr)(f),Vf € |F|.

Pero by # by, luego existe fo € F/I(F) , tal que, bi(fo) # b2(fo). Ya que pr es
sobreyectiva, para fy € F/I(F) existe f € F tal que pr(f) = fo.

entonces.

bi(fo) # b2(fo) = b1(pr(f)) # ba(pr(f)) = (bro pr)(f) # (bao pr)(f);

lo cual es una contradiccion.
Esto nos dice que ¢ es inyectiva.
Seaa € |F| es claro que I(F) C Ker(a).
Consideremos la aplicacion siguiente:
b:F/l — R.
1] — b([f)) = a(f).
b esta bien definida. En efecto.

Sea g € [f], luego [g] = [f]. Entonces:

Al ser pr sobreyectiva, dado [f] € F/I(F), existe f € F, tal que pr(f) = [f], por otro
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lado.

o(b)(f+g) = (bopr)(f+g)
= b([f+g])
= b([f]+s)).
Pero @(b)(f +g) = @(b)(f) + 9(b)(g) = b([f]) + b([g]) luego
b([f]1+ [8]) = b([f]) + b([g]), deducimos que b € |F /I(F)|, y ademds @(b) = a.

Luego tenemos que ¢ es sobreyectiva , concluimos que |F| = |F/I(F)].
(

Supongamos ahoraque b € |F /I(F)|,a= @(b) =bo pr. Entonces Ker(b) = Ker(a)/I(F).

En efecto
[f] € Ker(b) < b([f])=0
> b(pr(f)) =0
— a(f)=0
<= f€Ker(a)
> [fleKer(a)/I(F). “[fl=f+I1(F)”
Luego
I(F/I(F)) = ()] Ker(b)
be|F/I(F)|
= [ (Ker(a)/I(F))
a€|F|
= ([ Ker(a)/I(F))
a€|F|
— 1(F)/1(F) = {0}.
Por tanto F /I(F) es geométrica lo que finaliza la demostracion. |
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Introducimos ahora una topologia en M dada por los conjuntos abiertos basicos de
la forma f~!(V) donde V C R es abierto y f € F, puesto que F ha sido identificada con
el dlgebra de funciones defidas sobre M a valores en R esta topologia tiene sentido y es la
topologia en M mas débil para la cual todas las funciones en F son continuas.

Supongamos que x e y son dos R- puntos distintos en M = |F|. Luego existe una fun-
cién f € F para la cual se tiene que x(f) # y(f).

Al ser F geométrica entonces f(x) # f(y).

Supongamos sin pérdida de generalidad que f(x) < f(y). Entonces los conjuntos
fH (oo w)] ; fﬁl[(w,-l—oo)] son vecindades disjuntas de x e y respecti-
vamente , lo que hace de M un espacio de Hausdorff por tanto la topologia introducida en

M es de Hausdorff.

Observacion 2.1.1.

Sea una R- dlgebra Fy de funciones definidas sobre el conjunto My, es decir
Fr={f:My— R/ f esfuncion }.
Existe un homomorfismo natural de evaluacion © : My — |Fy| como sigue

0: My — |Fl.
a— (f — f(a)).

Tomemos f € Fy y supongamos que estd definida sobre |Fy| y que f(x) =0, para
cada x € O(My) C |Fy|. Entonces f es el cero de Fy,probemos esto, sea g € Fy 'y a € M,
sabemos que (g + f)(a) = g(a) + f(a).

Ahora bien, estudiaremos el término f(a) .

Sia € My, entonces 6(a) € |Fy

, sabemos que f € Fy puede ser considerado como una

28



funcion definida sobre |Fy|, osea , f puede ser vista como una funcion perteneciente Fy

donde
Fo={f:|R| —R/f(x) =x(f).f € F}.

En particular para 0(a) € |Fy| tenemos que: f(8(a)) = 6(a)(f) = f(a).
Asi (h+ f)(a) = h(a) + F(8(a)).
Pero f(x) =0 para cada x € 8(My) C |Fy|. Asi (h+ f)(a) = h(a).
Por tanto, f =0 en F.
Una R - dlgebra de este tipo Fy siempre es geométrica pues notemos lo siguiente.
0€ ﬂ Ker(x) = o € Ker(x),Vx € |F|
x€|Fol
— x(0) =0,Vx € ||

= o(x) =0,Vx € |Fy|.
Como o(x) = 0,Vx € |Fy|, entonces en particular se tiene que o(x) = 0,Vx € 6(Mp).

luego se tiene que 0 = 0. Como o es arbitraria se tiene que (¢ Ker(x) = {0}, por lo

que Fy es geométrica.

La observacion anterior justifica el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4.
Si Fy es una subdlgebra de la R- dlgebra de funciones continuas sobre el espacio

topoldgico My, entonces la funcion 0 : My — |Fy|, a — (f — f(a)), es continua.

Demostracion
Por hipétesis, Fy es una subdlgebra de la R- dlgebra de funciones continuas sobre el

espacio topoldgico My, es decir
FoCFy={f:My— R/f es continua}.
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Supongamos que U = f~!(V) es un abierto basico en |Fy|. Entonces por definicién,
U consiste de todos los homomorfismos definidos sobre Fp a valores en R que asignan a
la funcién fija f € Fy un elemento del conjunto abierto V C R.
Ahora
0~ '(U) = {aecMy/8(a)(f) = fla) € V},

el cual es abierto en M. Deducimos que 0 es continua.

Ejemplo 2.1.4.
Sea el R- dlgebra de polinomios en n variables, F = R[x1,...,x,). Todo homomorfismo

a:F — R, estd determinado por el vector (A1, ...,\,), donde \; = a(x;) debido a que

al ¥ e ) =Y s (a() o (a(x)
Ky om ik k

kla"w n

ki k
e Z cklu-kn;\'l ...knn,
ki,....kn

la funcion

k k k k
F> Z Cklmknxll"'xnn — Z Ckl...knkll---knn € R,
k

k11"'7 n k17"'7kn

es un homomorfismo el de evaluacion de la dlgebra F a R para todo (A, ..., ;) € R".

Asi podemos identificar el espacio dual |F| con R" = {(A,...,A) }.

Afirmacion

La topologia definida en |F| coincide con la topologia usual de R” demostremos esto.

Los conjuntos p~!(V) donde p es un polinomio y V C R es abierto, son abiertos en
R" = |F| = M ya que por ser p un polinomio, es una funcién continua.

Mis atin, una bola de radio r con centro (by,bs,...,b,) en R" = |F| es de la forma

f~Y(R,), donde f es la funcién siguiente.

F(X1y e Xp) =12 — i(bi —x;)%.

i=1
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Note que f es un polinomio.
x€B(rnb)CR" = ||x—b|*<r?
— 2= ||x=b|*>0
= f(x)>0.

Es decir, f(B(r,b)) C Ry C R. Luego por la topologia definida en |F| tenemos que
F~Yf(B(r,b))) es un abierto en R" = |F|.

Ejemplo 2.1.5.

Sea la R- dlgebra F = C*(U) donde U C R" es abierto. Consideremos la funcion

0:U — |F|.
s (f — f).
Demostramos que 0 es un homeomorfismo asi |C*(U)| = U.

1) O es inyectiva.

e(xl) = 9()62) — e(xl)f = G(XQ)f ,Vf eF

= flan)=/r(w) VfeF
= x(f)=x(f) VfEF
— X1 =X

Es facil ver que F es geométrica.
2) © es sobreyectiva.

Sea p en |F| un homomorfismo. Existe una funcion diferenciable f. € C*(U) cuyas
superficies de nivel son compactas. Esto es f;l (A) es compacta ,A € R, también ocurre

para .= p(f.), luego L = =1 () es compacta.
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Supongamos que p no es correspondido por un punto a € U esto es 0(a) # p.

Asi para cada a € U existe f, € F tal que 0(a)(f,) # p(fa), es decir, fu(a) # p(fa)-

Ahora bien, consideremos los siguientes conjuntos:

Us={xeU/fualx) # p(fa)}, aclL.

Notemos que U, es no vacio ya que a € U,. Ademds estos U, constituyen un cubrimiento
abierto para L'y como L es compacto podemos escoger un subcubrimiento finito Uy, , ..., Uy,
para L.

Consideremos la siguiente funcion:

m
8= Ue=pUe))*+ L lfur = pUfa))
i—

Esta funcion g es diferenciable sobre U por ser suma de funciones diferenciables sobre
U.

Ademds g no se anula sobre sobre U.Pues si a € U \ L, entonces a no pertenece al
conjunto L = £V (N),por lo que f.(a) # ), es decir, f-(a) # p(f.).

Asi podemos considerar que é cF.

Como p es un homomorfismo unitario de R- dlgebras tenemos lo siguiente

Por otra parte

p(g) = (p(fe) = p(fo))* + Y (p(fa) — P(fa))* =0
i=1
Lo cual genera un absurdo. Luego 0 es sobreyectiva.

o' |F| —U.
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es continua. En efecto

Sea W un abierto en U, existe una funcion f € C*(R") tal que f(x) > 0, Vx € W, esto
es, W= f~1(R,). Pero R, C R es abierto. Asi ‘W es un abierto en la topologia de |F| .
Asi, 87! es continua concluimos que 0 es un homeomorfismo,por lo tanto |C™(U)| = R™.

En particular |C*(R")| = R". [ |

Ejemplo 2.1.6.
Supongamos que F es la R- dlgebra constituida por todas funciones diferenciables de
periodo 1 sobre R. Entonces un punto a € R determina el homomorfismo
F—R.
fr— fla).
Pero puntos diferentes pueden originar el mismo homomorfismo. Esto ocurre si'y solo
si la distancia entre los puntos es un entero.
En verdad es por el tipo de dlgebra F que esto ocurre.
Si p: F — R, no estd determinado por un punto a en R, entonces para cualquier
a € R existe una funcion f, € F tal que p(f,) # fa(a). Consideremos un cubrimiento

abierto
Us ={x €R/p(fa) # fa(x)},x €0,1],

del intervalo 0, 1], el cual es compacto podemos escoger un subcubrimiento finito Uy, ..., U,

m

y definimos la funcion:

(f(li _p<flli))2'

agE

g:
i=1

Claramente esta funcion no se anula sobre [0,1], y por la periodicidad tampoco se
anula sobre R.

1
De aqui — es un elemento de F razonando como antes se produce una contradiccion.
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Luego cualquier homomorfismo p : F — R, estd determinado por puntos de R.

En nuestro caso |F| puede ser identificado con el espacio cociente R/Z, R/Z =2 S! .
Asi las funciones periddicas diferenciables de periodo 1 sobre R son en realidad funciones

vistas sobre el circulo S!.

2.2. La Funcion Dual

Supongamos ahora que F; y F, son dos R- dlgebras geométricasy ¢ : F; — F>, esun
homomorfismo entre estas R- dlgebras, definamos la siguiente funcién, llamada funcién
dual la cual es continua

0] : [F2] — |Fl,

donde |@|(x) = xo¢. Consideremos un abierto basicoU = f~1(V) C |Fy|, f € F,V CR"

un abierto, asi U es de la forma:
U={xe|FR|/f(x)eV}.
Por otra parte la imédgen inversa de U mediante |@| es

o7 (V) = {yelRl|/lolk) €U}
= {yelrl/f(ol() eV}

F7 es geométrica luego

f(ol(y) = flyoo)



Como ¢(f) € F» , y € |F»], entonces al ser F» geométrica y(@(f)) = (¢(f))(y). En-

tonces, f(|9[(y)) = (¢(f))(y). Esto nos permite concluir que:

o7 (U) ={ye|R| /(9(f))(y) € V}.

Es un abierto de |F>| puesto que @(f) € F», y asi |@| es continua.

Mantengamos presente las siguientes igualdades:

FU0l() = f(yoo) = (yo@)(f) = y(@(f)) = @(f) (¥)-.... % *.

Por otro lado si @1 : F{ — F> y @2 : F» — F3, son homomorfismos de R-dlgebras
geométricas, entonces @2 o @1 = [@1] o|@2| y |idr| = id g|. En efecto, sabemos que

|@1| o|@2| : |F3] — |F1|.Sea x € |F3| entonces:

(lo1| of@2)(x) = |@1](|o2](x))
= [oi](x o92)
= (xo@) o
= x0o(¢20¢1)
= [¢2 001](x).

Teniendo en cuenta que [¢~'| = |@~!|, y tomando @, = (p]_1 , se demuestra también
que ’idpl.’ = id|F,~|-

Notemos que si ¢ : F; — F>, es invertible, entonces se cumple que.

_1| —

[“ o]~

En particular ~ Si @ : Fj — F,, es un isomorfismo, entonces |¢| es un homeomor-

fismo.
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Observaciones 2.2.1.
Esta funcion dual es esencial en la definicion de lo que es una funcion diferenciable

lo que veremos en el capitulo 3.

2.3. El Algebra Restriccién

Hemos estado considerando una R- dlgebra F, y hemos construido el espacio
topoldgico M = |F| de Hausdorff, para el cual F es la subédlgebra del dlgebra de todas las
funciones continuas. Vemos que se necesita postular a F' localmente isomorfa a C*(R") es
decir hacer para M, un cubrimiento “M = J U;” de manera que F sea isomorfa localmente
aC”(R"), esto es C*(R") = F|y,, y nuestra tarea de definir una variedad en términos de
su R- dlgebra de funciones diferenciables estaria lograda. Sin embargo esto no es tan

inmediato como se puede apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1.

Sea F = C*(R) y Ry C R el conjunto de los niimeros reales positivos. Consideremos
la funcion f(x) = x~ ! definida sobre R .. Es claro que esta funcion es diferenciable sobre
R", sin embargo no es la restriccion de una funcion f € F = C*(R).

Establecemos siguiente definicion, la cual nos encamina a lograr la tarea anterior-

mente.

Definicion 2.3.1.

Supongamos que F es una R- dlgebra geométricay A C |F|, es cualquier subconjunto
del espacio dual. La restriccion Fl|a, de F al conjunto A, es el conjunto de todas
las funciones [ :A — R, tales que para cualquier a € A existe una vecindad U C A

del punto a y un elemento f € F, tales que la restriccion (en el contexto comiin) de f a U

36



coincide con la restriccion de f (vista como funcion sobre |F|) a U.

Debido a que F es una R- dlgebra, entonces F |4 hereda también esa estructura.

Ejemplo 2.3.2.

Consideremos nuevamente F = C*(R) y Ry C R. Afirmamos que la funcion f(x) = +
es un elemento de C*(R)|r., en efecto, dado cualquier niimero real a > 0, existe una
funcion o € C*(R), tal que o(x) =0, parax € (—o0, 4],  yau(x)=1,para x € [%, +o).

Sea f € F, f : R — R, dada por

f(x)=0, si x€(—o,0]

flx)="20 si x€(0,+0).

Observemos que f es diferenciable y coincide con la funcion x —s %, en el entorno
U= (23—“, %"), ya que:
o Siwe (%, a), entonces
Flw) =55 =5 =)
eSiwea %) entonces
Fw) == = 5 = f(w).
De manera andloga podemos demostrar que cualquier funcion definida sobre R

pertenece a C*(R)|g, , de esta manera obtendremos que C*(R)|r, = C”(R,).

Generalicemos un poco con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1.

Sea F = C*(U), donde U C R" es abierto y no vacio. Si V es abierto en U = |F|,

entonces Fly = C*(V).
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Demostracion
Podemos identificar U con |F| ,;sean f € C*(V), x € V existe un entorno W C V y una
funcién g € C*(R") tal que g|qy = f]|q- Por hipétesis tenemos que U C R” es abierto y
como g € C*(R") podemos considerar g|y. Sea g = g|u, naturalmente g € C*(U).
Ahora bien
WcvcU=wcU.

En consecuencia g|q = (glv)|ow = glaw = flaw» luego f € C*(U)|v, por lo que
C*(V) Cc C*(U)l|y. La otra inclusion se sigue de la definicion del algebra. [

En general cuando F es una R- dlgebra geométricay A C |F|, podemos asignar a cada
f € F surestriccién a A, obteniendo que f|4 € F|4.

Originando asi un homomorfismo llamado homomorfismo restriccion:

pa:F — Fla.
f— fla.
Teorema 2.3.2.
Supongamos que i : F| — F>, es un isomorfismo de dos R- dlgebras geométricas,

Ay C|B|,y A1 = |i|(A2). Entonces la funcion
\|IZF1 — F.
f— f(illay)-

es un isomorfismo.

Demostracion.
¢ estd bien definida,veamos esto.
Notemos que para f € Fla, , f: A1 =R,  f(|i|la,) : A2 — R.

Existe una vecindad U; C Ay, y una funcién fl € F1, de manera que ﬂU; = flu.-
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Alser A; = |i|(A2), existe una vecindad U, CA, del punto x = |i| 7! (%), tal
que [i|(Uy) = U, asi entonces 1w, = fljiw,) = (FoliD)lv, = (folil)lu,-

Al ser U, C A tenemos que (fo i), = (folillay)lu,.  *

Por otro lado foli| : |[Fy| — R, asi existe g € F, tal que T(g) = f o |i|.esto en vista de
que F; es geométrica 'y fo |i| se considera una funcién en F3, porlalinea * concluimos
que £(lilla,) € Palas.

Asi nuestra funcién
¢Q: Fi|a, — F2la,-
f— f(lil|A2),
estd bien definida y es inyectiva, pues dadas f,g € Fi|a, tal que f # g, entonces ha de ex-
istir x € Ay, de forma que f(x) # g(x), pero x = |i|(y) cony € Ay, asi f(|i[(y)) # g(|i|())-
Esto es f(|i]|4,) # g(i]4,]), lo cual implica que @(f) # ¢(g), asi ¢ resulta ser una funcién
inyectiva, pero también es sobreyectiva, lo cual se verd a continuacion.
(golil~1)a, : A1 = Rsi g € F,, tomemos f = (goli| )[4, entonces f € Fila,; en
efecto, como g € F>|4,, entonces dado x € A, existe una vecindad de x, Uy C A2, y una
funcién g € F», tal que g|y, = g|u,.
Por hipétesis tenemos que i(F}) = F>, luego existe una funcién f € F; tal que i(f) =g,
pero glu, = glu, entoncesi(f)|u, = glu,-
Si Uy C Ay, entonces Uy = |i| "1 (Uy), donde U, C A, pues A; = |i|(A2), luego
i(H)lu, = glu, =
i)l 1w = gl 1@y =
i(folil™)lg, = (golil™)lg, =
() elil Dlg, = @oli™la)lg, = “UeCA”

(A olil™lg, = flg,:
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pero i(f) € Fa, y |i| ™! : |Fi| — |F|. Esto nos permite decir que i(f) o|i| ™!, es una fun-
cion de |Fi| en R, como F; es geométrica, ha de existir una funcién L € Fj tal que
(L) = z(f) oli|~!, y la funcién z(f) oli|~!, es considerada una funcién en F;.

Asi concluimos que f = go|i|~'|a, € Fi|a,, es notorio que ¢(f) = g siendo g € F>|4,
cualquiera deducimos que @ es sobreyectiva. Siendo ¢ obviamente lineal y biyectiva es
consecuentemente un isomorfismo. |

El caso de mayor importancia es cuando A = |F|, lo que nos hace considerar el homo-
morfismo restriccion,

evidentemente p es inyectiva si F' es geométrica, cuando p sea sobreyectivo el dlgebra F’
serd llamada un dlgebra completa.

Veamos un ejemplo de un dlgebra no completa, es decir p no es sobreyectivo.

Ejemplo 2.3.3.

Supongamos que F es la subdlgebra de la dlgebra C*(R"), conformada por todas las
funciones que son menores en valor absoluto que algiin polinomio. Entonces el espacio
dual |F | es homeomorfo a R", demostremos esto.

Consideremos la funcion inyectiva.
0:R" — |F]|.
x— (fr— fx)).

Veamos que © es sobreyectiva, sea p € |F|, es decir, p: F — R, es un R punto, se

puede elegir una funcion f. € F cuyas superficies de nivel sean compactasy que f. — oo
cuando ||x|| — oo. Tomemos f(x) = ||x||> +1, al considerar A € R tenemos que f~' (L) =
S" que es compacta, 6 f~'(A) = {0}.

Por otra parte f € F puesto que [ es un polinomio . Sea A = p(f), entonces en
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particular f~'(N) = L es compacta. Asumamos que p € |F| es tal que para cualquier

a € R", 0(a) # p. Consideramos los conjuntos siguientes.

Us = {x S Rn/fa(x) # p(fa)}7

con a € L, estos U, constituyen un cubrimiento abierto para L, seleccionemos un sub-
cubrimiento finito U, ...,U,,, para L.

Consideremos la siguiente funcion

m
8= Z Ja;i — fa,
Ahora g € C*(R"), puesto que es la suma de funciones de clase C*, g #0, Vx € R",y
1
como g(x) — oo cuando ||x|| — oo, entonces e — 0, conforme ||x|| — oo, por lo
g(x
que ﬂ puede ser acotada por un polinomio.
glx
1
Pero —— es de clase C*, asi — € F, como p es un homomorfismo unitario de R-
8(x) 8(x)
dlgebras tenemos que
1 1
1=p(1)= p(g-é—,) =r(g) p(é—))-

Por otra parte

p(g) = (p(F) — p(f)+ f( () = p(fa)) =0

l:

lo cual nos produce una contradiccion. asi © es sobreyectiva.

Al igual que antes se concluye que © es un homeomorfismo.

Asi F||p| = F|c=(wn), coincide con el dlgebra C*(R"). Ahora en una vecindad de un
punto a € R"| f = 6, para toda funcion f € C*(R") y 0 una funcion diferenciable, nula
fuera de By(a) e igual a 1 en By(a), claramente 0 € F, de manera que el homomorfismo

p:F—F| F| = C*(R"), no puede ser sobreyectiva,note que la funcion €* no es acotada
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por un polinomio.

Establecemos conforme a la sobreyectividad de p la siguiente definicion.

Definicion 2.3.2.

Una R- dlgebra F geométrica es completa si el homomorfismo restriccion
p: F Fl‘F|a

es sobreyectivo. Es decir, si cualquier funcion localmente coincide con elementos de F,

entonces ésta es un elemento de F

Ejemplo 2.3.4.

Sea U C (R"), abierto consideramos
p:C*(U) — C*(U)lic=) = C*(U)|y = C*(U),

se tiene que este es sobreyectivo.

La R- dlgebra del ejemplo anterior no es completa.

2.4. Algebras Cerradas

Hasta los momentos hemos obtenido que F' = F|z|, si F es geométrica y comple-

ta.Consideremos Ahora la situacién general y sea A C |F|. Bajo ciertas hipotesis haremos

posible identificar A con  |F|4], es decir

A= |Flal-

Comencemos con el siguiente teorema
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Teorema 2.4.1.

Supongamos que F es una R- dlgebra geométricay A C |F|. Entonces la funcion

piA— |Flal.
a— (f— f(a)).

Es un homomorfismo sobre un subconjunto del espacio |F |4|.

Demostracion

Ya que todos los elementos de F se entienden como funciones sobre el espacio dual
|F|, entonces son funciones continuas, F|4 es una subdlgebra del dlgebra de funciones
continuas sobre A y asi por la teorema 1.1.3 tenemos que u es continua.

Por otro lado sean aj,a; € A con a; # ap, luego.

ay#Fay = 3If€F/ai(f)#alf),
= 3Jf €F/f(a1) # f(a2),

Esto tiene sentido por ser F' geométrica.

Bien sabemos que aj,ax € Ay f(ai) # f(a2), de esta forma

fla(ar) # fla(az) = u(ar)(fla) # plaz)(fla) = plar) # plaz),

lo que Demostracién la inyectividad de u.

Para probar que la funcion inversa u~! : u(A) — A, es continua consideremos un
abierto bdsico en A de la forma AN f~!(V), donde V C R,es abierto y f € F. Este abierto
es mapeado sobre el conjunto u(A) N (f|4)~!(V), el cual sabemos que es un subconjunto

abierto de u(A). Por tanto u~!

y u(A).

es continua y en consecuencia un homeomorfismo entre A
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Verifiquemos la siguiente igualdad

pANFHV)) =u@) N (flA) V).
Notemos lo siguiente.

x=p(a) N x=(fla )*I(V)

= x=p(a) A (fla)(x) =
= (fla)(u(a)) =

= u(a)(fla) =

= flala) =W

=  fla)=Vy, “acA”
= acf (V).

Astac ANf Y (V) yxeuAnfL(v)).
Esto nos dice que u(A) N (f]a)~ (V) C u(ANf~1(V)) , por otro lado sea x = u(z)
donde el punto z € AN f~1(V), de esta forma:
=pu(z) A z=f"'(Vo)
f(2) =
(f IA)(Z) =V
(fla)(u(z)) =
= (@) e (fla)~'(v).
Como z € AN f~1(V), tenemos que u(z) € u(A), concluimos que
u(z) € w(A)N (fla)~'(V), en consecuencia u(AN f~H(V)) C u(A) N (fla)~ (V).

Con todo lo anterior, concluimos que

R

AN (fla)" (V) =p@AnsH (V). =
Observacion 2.4.1.
ACBC |F| :>(F|B)|A:F|A-
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Podrd u(A) coincidir con |F4|, en realidad se cumple para F = C*(U ), donde U C R",

es abierto, y si A C |F| = U es también abierto, ya que por teorema 2.3.1
C°°(U)‘V =C7(V),VCU.

y por ejemplo 2.1.5

Por lo tanto u(V) = |Fly|.

En general esto no es cierto. Observemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.1.
Sea F = R[x|, los polinomios en x sobre R , A =R C |F| = R,el homomorfismo
restriccion

p: Ry — Rylr+,

,es funcion inclusion de R™ en

es un isomorfismo, ahora la funcion u: RT — ‘RM |+

R= !]R[XH = Ry |r+ | DR =A4, por lo tanto u(A) # |Fi4l, es decir, no hay identificacion.

Sea f € Ryy|g+, asi f coincide localmente con un polinomio, si p(p) # f para cada
p € Ry, existe un x, € R tal que p(p)(xp) = (x,)(p(p)) # f(xp),lo cual no puede ser,

pues f € Ry|g+ por lo tanto
dp €Ryy tal que p(p) =f.
(Qué condiciones debemos tener para asegurar la biyeccién de
uiA = |Fal@= (f = f(a)?
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Definicion 2.4.1.

Una R- dlgebra geométrica F es llamada cerrada con respecto a la composicion
diferenciable o C™- cerrada , si para cualquier coleccion finita f1, f>,..., fx € F' y para

cualquier funcion g € C*(R¥) existe un elemento f € F tal que:

fla) = g(fi(a),.... fila)) ,Va € |F|.

Note que f € F estd tinicamente determinada ya que F es geométrica.

La funcién u: A — |F|4|, es sobreyectiva, y por tanto un homeomorfismo para

algebras que son C*- cerradas donde el conjunto bésico A es de la siguiente forma
A={a€|F|/o<h(a)<PB},0,peR,heF.

Sabemos que existe g € C*(R), talque g=0en R— (o,B) y g > 0en (,P).
Ya que F es C™- cerrada, existe f € F tal que f(x) = g(h(a)), para todo punto a € |F|.
Asi f(a) > 0,esto nos dice que f|4 es un elemento invertible del dlgebra F 4.
En verdad, supongamos que b’ € |F|, es la imédgen de algtin punto b € |F 4|, mediante

la funcion
pl:|Flal  —|F].

x —xop.
esdecir b’ = |p|(b), dada feF b (f)=bop(f)=>hb(f|a)porlotantof(b’)= f|a(b).

Sib' ¢ A, entonces
f(") =g(h(b')) = 0= fla(b) =0,

lo cual contradice la invertibilidad de f]4. Por lo tanto b’ € A,deducimos que |p|(| fa|) C A.
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Consideremos f € F,b € |f4|, entonces.

(wolp)(B)(f) = ulbop)(f)

porlo tanto  uo |p| = Ii,|.

Ahora Seana € Ay f € Fy, entonces;

(Iplo)(@)(f) = Ipl(u(a)(f))

= ’p|0‘u:IA.

Deducimos que u(A) = |F|4| y asi u es sobreyectiva. Teniendo en cuenta el resultado
anterior, podemos hacer una modificacion de lo siguiente. Dada una R- dlgebra geométri-
ca como obtener una dlgebra C*-cerrada F. La manera mas directa es la siguiente.

Identificar F con su correspondiente dlgebra de funciones sobre |F|, considerar el
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conjunto F de funciones definidas sobre |F| que pueden ser representadas en la siguiente
forma

g(fi,nfi), dondel €N, fy,....f € F,g € C*(R!).

El conjunto F tiene una obvia estructura de (R)-dlgebra y F es una sub-algebra de F.
F es C*-cerrada ya que la composicién de funciones diferenciables es diferenciable, F
tambien es geométrica.

Denotemos la inclusion F C F, por ir,la cual es dada desde un dlgebra de funciones so-
bre un conjunto, en realidad ir : F — F. De una R-algebra geométrica a una C*-cerrada
F, la cual es llamada en ocasiones la C*-clausura de F' y posee la siguiente propiedad que

establecemos como una teorema.

Teorema 2.4.2.
Cualquier homomorfismo o : F — F' de una R- dlgebra geométrica F a una R-
dlgebra F' que es C*-cerrada puede ser extendido de manera vinica a un homomorfismo

o:F — F' de suC*- clausura F.

Demostracion
Asumamos que la extencién @ existe. Esto es, 0. = G oir, donde i : F — F, es la

inclusién natural. Asi tenemos que |ot| = |ip| o |Ql.
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Sea a € |F'| tenemos lo siguiente.

a(g(fi,... f1)(a)

Como F’ es geométrica, entonces a(g(f1,--,g(f1))) = g(a(f1),...,a(f;)). De esta
férmula se deduce la unicidad.

Definamos
a(g(fi,-.8(f)) = gla(f1),....a(f1)).

Veamos que esté bien definida observando lo siguiente.

g(ft,- fi) = &, fi)
= glalfi),-alfi) = &
= gla(fi), - a))d) = gla(fi)d),....a(fi)(d))
(
(



Anélogamente se tiene que

(o f1), - el f))) =& (f1,-- fi) (@)

Comparando las dos formulas anteriores y suponiendo que g(f1,..., f1) = &' (f],---» f]);

tenemos asi que O estd bien definida. [

Definicion 2.4.2.

Una R- dlgebra F geométrica y C*- cerrada junto con un homomorfismo i : F — F
es llamada la envoltura diferenciable de la R- dlgebra F, si para todo homomorfismo
o:F — F' de F en una R-dlgebra geométrica C*- cerrada F', existe un vinico homo-
morfismo & : F — F' que extiende a o (es decir, 0. = @, oi). En otras palabras,bajo la

suposicion anterior el diagrama siguiente

F/
o
F /oc

N

F

Pueda ser vinicamente completado en forma conmutativa.

Notemos que de el teorema anterior seguimos que la C”-clausura es una envoltura

diferenciable de F.

Teorema 2.4.3.
La envoltura diferenciable de cualquier R- dlgebra F es tnica, salvo isomorfismo.
Especificamente, si los pares (ix,Fy) con k = 1,2 son envolturas diferenciables de F,

existe un tinico isomorfismo j: F| — F» tal que i = joiy. En otras palabras, el siguiente
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diagrama es conmutativo

Demostracion

Notemos que para cualquier envoltura diferenciable (i, F) de F tenemos que cualquier
homomorfismo o : F — F satisfaciendo atoi = i es la identidad, o0 = id.

Efectivamnete, de acuerdo a la definicidén anterior,la “solucién’ de la “ecuacidén” ot o
i = i es unica. Pero esta ecuacion tiene una solucion inmediata, a saber, id.

De acuerdo con la definicién anterior, para (i1, F;), el homomorfismo i : F — F>
puede ser representado unicamente en la forma i = jj oiy, donde ji : F; — F> esun
homomorfismo. Similarmente, i; = j» oi», donde j, : F» — F; es un homomorfismo.

Entonces, i] = jaoip = jpo(j1oi1) = (j20j1)oi;. Esto nos indica que, jro j; = idp, .

Similarmente jj o jo = idp,, asi que ji y j2 son isomorfismos inversos uno del otro.
Seleccionesmos j = jj y asi establecemos el teorema. La unicidad de j se sigue de la

definicién 2.4.2. [ |
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Capitulo 3

Variedades y Funciones Diferenciales

3.1. Algebras Diferenciables

En este capitulo sentaremos las bases principales para dar sentido a lo expuesto en
el capitulo 4, donde se desarrollard nuestro objetivo principal, definicién algebraica de
los fibrados diferenciales, haciendo exposicion de R-dlgebras, variedades y funciones

diferenciables.

Definicion 3.1.1.
Una R-dlgebra F geométrica 'y completa es llamada diferenciable si existe un cubri-
miento finito o contable {Uy} del espacio dual |F| tal que todas las dlgebras F |y, son

isomorfas al dlgebra C*(R"), el entero n > 0 es llamado la dimension del dlgebra F.

Lema 3.1.1.

Si una R-dlgebra geométrica F es isomorfa a C*(R"), entonces es C*-cerrada.

Demostracion

Mostremos que si  i: F — ¢ es un isomorfismo de dlgebras geométricas y F es
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C*-cerrada también lo es G.
En efecto,

Sean fi,..., f, € F, luego existe una funcién f, € F tal que

V(g,a) e CT(R") x |[F|  foa) = g(fi(a),.... fu(a)),

como F es geométrica suponemos que f, = g(f1, ..., f»); aplicando i a esta funcién f, € F,

y evaluamos en a € |G|. Tenemos que:

i(fo)(a) = i(g(f1, - fn))(a) =

i(fo)(a) = g(f1, ., fu)(Jil(a))
= g(f1(lil(a)), -, fu(lil(a)))
= g([il(a)(f1), - [il(a) (fn))
= g(aoi(f1),.,aci(f))
= g(i(f1)(a), .- i(fx)(a))
= g(i(f1), -, i(fa))(a)

4

i(fo)(a) = g(i(f1), .- i(fn))(a)-

Como © es geométrica suponemos que i(f,) = g(i(f1),-.-,i(fn)). En vista de la biyec-

cién de i deducimos que ¢ es C*-cerrada. |
Teorema 3.1.1.

Las dlgebras diferenciables son C*-cerradas.

Demostracion
Sea F una R-ilgebra diferenciable, ¢/ € N,g € C*(R), fi,....fr € F, y sea {U;} un
cubrimiento como el de la definicién [3.1.1]. Ahora bien, consideremos la funcién:
h:|F| =R, h(a)=g(fi(a),...fi(a)),
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porellema3.1.1 se tiene que Vk 3hy € F |y, tal que, Va € Uy (hi)(a) =g(fi(a), ..., fi(a)),
pues F|y, = C”(R").

Asi en cada vecindad del punto a, la funcién coincide con una funcién de F, pues
hy € F|y, al ser F completa se sigue que € F. ]

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1.1.

Consideremos la siguiente dlgebra
F={feC?R)/f(x+1)=f(x), VxeR}.

Esta es un sub-dlgebra del dlgebra geométrica C*(R), y a su vez es geométrica, por
otro lado no es dificil probar que F es geométrica. Sabemos que el espacio |F| es el

circulo,luego entonces consideremos las funciones g1,g> € F, dadas como sigue:
g1(v) = sin®(TLv); g2(v) = cos*(ILv)
cubriendo al circulo |F| por los abiertos
Ui={vel|F|/gi(x) #0} i=1,2;

estableciendo biyecciones
Ui —10,1],
[x] — x€(0,1),
que corresponden al isomorfismo F |y, = C(]0,1]) = (C*(R)).
De lo anterior se concluye que F es un dlgebra diferenciable de dimension 1 cuya

variedad a determinar es el circulo S' = |F|.
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Por otro lado, observemos lo siguiente:
u; 2 0,1).
Olx] =x€(0,1).
0 es una biyeccion.
y:F|y, — C~(0,1).
f— (),
(N = £ (1),
Y es inyectiva y lineal. A continuacion se muestra que es sobreyectiva.
Dada g € C*(0,1), sea f = god:U; — R. Luego W(f) = g y ¥ es sobreyectiva,
veamos que f € F|y,.
Sea a € U; y V, C U; una vecindad del punto a, sea h = e(f), donde e(f) es una copia
diferenciable 1-periddica de f|y,. Asi hly, = f|y, con h € F.
Sea F ={fcC*(R)/f(vi+1,v) = f(vi,n), VY(vi,v2) ER?}.  Procediendo en

forma similar se tiene que es un dlgebra 2-dimensional “cilindro” |F| = 7 X R.
Ejemplo 3.1.2.
Sea el dlgebra

F={fecC™(R?)/f(x1,y1) = f(x141,—¥y1) = f(x1,y141), (x1,y1) € R*};

es usual que cada par (x,y) € R?, determine un homomorfismo sobre F. Veamos esto a
continuacion. Seleccionemos (x1,y1),(x2,¥2), (x3,y3), supongamos que los correspondi-

entes homomorfismos son iguales, esto es
O(x1,31) = 0(x2,y2) = 0(x3,y3);
entonces Vf € F, tenemos que

flxi,y1) = f(x2,y2) = f(x3,y3),
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En virtud de la definicion de F obtenemos lo siguiente:

xp=x1+1 X3 =X
(1) (2)
Y2 = =1 V3= —YV1+1
En vista de la periodicidad podemos reducirnos al conjunto [0,1] x [—1,1] = A.
De (1) (Ovyl>N(l7_yl)

De (2) (x1,—1)~(x1,0)=(x1,1)

Notemos que con esta identificacion el conjunto A es homeomorfo a la botella de
Klein.

Supongamos por absurdo que existe un homomorfismo P € |F| tal que P no es
determinado por un par en R?, asi  V(x,y) € R? existe una funcion fry € F tal que

P(fey) # f(x,y), cubriendo al conjunto compacto A por conjuntos de la forma

U(x,y) ={01,n) € Rz/fxy(xlayl) #P(fo)}:  (xy) €A,

podemos entonces elegir un subcubrimiento finito del conjunto A, digamos

U(xl Y1)2 U(xn,yn);
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y definir la funcion

Z [fx,y, fx,ylﬂ :

Dicha funcion no es cero en los puntos de A y por periodicidad no es cero sobre R?.
1 1

Asi pués — estd definida 'y — € F lo cual es notorio. Sabemos que P € |F|y P(1) = 1.
8 8

Luego,

P(1) = P(g.~) = P(g).B(1fe) = 1+

pero P(g) = Z [P(fry;) — P(fry:)]> = 0. Esto es una contradiccién con la linea *, por
P}
lo tanto todo homomorfismo P € |F| es determinado por un par (x,y). Asi concluimos

entonces que |F|=K; homeomorfo a la Botella de Klein, ya que el conjunto A lo es.

Ahora bien, utilizamos las funciones siguientes:

gl(xl,yl) = sinz(n.Xl) hl(xl,y1) = sinnz(ﬂ:yl)7

22(x1,y1) = cos?(m.x1)  ha(x1,y1) = cos?(m.y),

para crear los siguientes cuatro conjuntos

Ui ={(x1,y1) € |F|/ gi(x1,y1) #0 , hi(x1,y1) #0} i,k=1,2

donde cada Uy, es homeomorfo al cuadrado (0,1)?.

Para establecer los homeomorfismos de los Uy, al cuadrado abierto (0, 1)2 basta hac-
er un andlisis grdfico de tales conjuntos, teniendo en cuenta las cuatro funciones definidas

anteriormente: h;, gi i = 1,2.
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Sea Oy : Uy — (0, 1)2 el homeomorfismo correspondiente. Definamos

¥ Fly, —C7((0,1)%).
f=w(f),
V() xy) = (o7 (x.y)-
Ahora, si g € C*((0,1)?) entonces f = god : Uy — R es tal que W(f) = g y razonando
como el ejemplo anterior, concluimos que © es un isomorfismo, de donde se deduce que

F|y,~C™(R?) y asi F es un dlgebra diferenciable de dimensicn 2.

Ejemplo 3.1.3.
Sea F = {f € C*(R?)/f(x1,y1) = f(x1 +1=y2), V(x1,01) € R*}.
Similarmente se muestra que F es un dlgebra diferenciable de dimension 2, cuyo |F |

es llamado la banda Mobius abierta.

Definicion 3.1.2.
Suponga que F es el dlgebra de funciones diferenciables sobre la variedad M y que

NCMCIF

, si el dlgebra F|y = Fy, es un R-dlgebra diferenciable, entonces decimos
que N es una subvariedad diferenciable de la variedad diferenciable M y que Fy es el
dlgebra de funciones diferenciales sobre la subvariedad N.

La subvariedad N es llamada cerrada si el homomorfismo restriccion i : F — Fy es

sobreyectivo.

Teorema 3.1.2.
Suponemos que F es el dlgebra de funciones diferenciables sobre la variedad M y que

N C M = |F| es una subvariedad diferenciable cerrada entonces.

1. N es cerrado como subconjunto del espacio topologico M
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2. N = |Fy|
Demostracion

1. Sea a&€ M~ N un punto limite de N y U C M una vecindad del punto «a tal
que F|y = C*(R"). Este isomorfismo se puede elegir tal que los elementos de F|y

correspondan a las funciones coordenadas Vi, ...,V, € C*(R") anuldndose en a.

1
(r2+...+r2)
esta funcién puede ser extendida desde la vecindad punteada de (U . a) a una fun-

Consideremos la funcidn sobre F' \ a correspondiento a la funcion

cién diferenciable g sobre la subvariedad M \ a. Es claro que g|y = 0 pertenece al
dlgebra Fy = F|y y que no pertenece a la imagen del homomorfismo restriccién

i: F — F|y, en vista de esta contradiccién tenemos que a € N.

2. Consideremos el R-punto b : Fy — R y tomemos la composiciéon ¢ = boi: F — R,
asumamos que ¢ ¢ N generalizando el teorema 2.5, construimos una f € F tal que
fIn=0y f(c) #0,peroi(f) =0y f(c) =0, esto es una contradiccion, por lo tanto
debemos usumir que ¢ pertenece a N y asi para todo b perteneciente al dual |Fy|

se tiene que |i|(b) € N.
Lo anterior indica que |i|(|Fy|) C N, ademas
piN— |F,l.
a—(f— f(a)).
u(N) C [Fp.

YsixeN, feF entonces u(x) oi(f) = u(x)(fln) = flv(x) = f(x) = x(f)-

Por lo tanto

u(x)oi=x Vx€N,
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Luego
N = (u)(N) 0i = [il(u(N)) € li[(|FIw]) = lil(|Fv])
Entonces

[il(IF[v]) = N.
Por otro lado, sea b,a € |Fy| tal que |i|(b) = |i|(a), asiVf € F, |i|(b)(f) = |i|(a)(f),=
b(fln) =a(f|n), Vfln€F|y=a=0.

Esto finaliza la Demostracion . [ |

Ejemplo 3.1.4.

En R? consideramos el conjunto de puntos S' dados por la ecuacion r% + r% —-1=0,
veamos que el R-dlgebra F|g = C*(R?)|q1 , es isomorfa al dlgebra de periodo uno sobre
R de es forma es difeomorfo ’COO(RZ)]51| al circulo S' el dual de la segunda R-dlgebra
mencionada. Esto es |F|y| = N, veamos entonces lo propuesto.

Notemos que Fg = C*(R?\ 0), sea la funcion

w:R— S CR?
x — (cos2m.r,sin2m.r).

Ast el homomorfismo algebraico correspondiente
w|: Flg — C*(R),
lw|f(r) = f(w(r)) = f(cos2mr, sin2nr), g € R,

es inyectivo y su imagen estd contenida en C%, ;(R?), que es el conjunto de las funciones

peri
1-periodicas sobre R.

Probemos que |w| es sobreyectivo. Consideremos

i:C (R — C(R*~.{0})

+ “peri
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dada por i(f)(x1,x2) = f(arég?gz)),z =z1+z2 sir € R, entonces

wI()st (r) = i(f) (w(r))

=i(f)(cos2m.r,sem2m.r)

por lo tanto |w|(i(f))|s1 = f-

Observacion 3.1.1.

Sea N C |F| una subvariedad diferenciable cerrada, existe una forma algebraica de
encontrar el dlgebra Fy = F|y.

Sea Ay CF, AN ={f €F/f(a)=0,a € N}, evidentemente Ay es un ideal en F.

Consideremos entonces el dlgebra cociente F [ sy, existe una identificacion 0 de F|an

con F|y, para la cual la funcion cociente © : F — F|sn, es dada como el homomorfismo
p: F — Fy.
6
Flay = F|n,
[f] — fln-

Notemos lo siguiente, sean fy g dos funciones en F

fiv=¢lne (f-8In=0«[f—g=10],

De donde la funcion © estd bien definida y ademds es inyectiva, la sobreyectivida de

0 es obvia.

Ejemplo 3.1.5.

Sea S' dada por r% + r% —1 =0, entonces Ag es el ideal principal en C=(R?),
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generado por la funcion r]2 + r% —1.

Demostracion.

Sea f € Ag entonces f(x1,x2) = g(r1,r2)(r3 +7r3—1), para alguna g € C*(R?). Como
el dlgebra C“(Rz) es completa es suficiente construir g en una vecindad de S', digamos
RZ 0.

Introducimos las siguientes funciones

1—1¢
\/r%+r%

h(t,xl,XQ) = f(xl OU(t,xl,XQ),XZ OU(Z,Xl,Xz)).

Ul(t,x1,x) =1+

Asi, entonces

a_Uzl_ [ r+ri—1 _
ot ,/r%—{—r% r%+r%+\/r%+r%
h(O,xl,xz) =0, “fGASl 7.

h(17x17x2) = f(xlax2)7 .

De donde

L on
f(xl,xz):/ g(l‘,xbxz)dl

o

of of
[N 2L (nU, rU) 4+ 12l (nU, nU))
_ 2o on ory dt.(r1+r3—1)

r%—kr%—i—\/r%—f—r%

:g(rl,rz).(r%—l—r%— 1).
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3.2. Particion de la Unidad

Teorema 3.2.1.
Sea {Uy} un cubrimiento abierto localmente finito del espacio |F| = M, entonces

existen funciones fo € F tal que fo(x) =0,sixe M~\U, y Yfo(x)=1.
o

Demostracion
Si x € M entonces x € Uy para una cantidad finita ya que si x € Uy, VO, entonces
{Uq} deja de ser localmente finito.

~

Sea 173 un subcubrimiento localmente finito donde 5 . C Uy, 5 . compacto. Ver [8].
Existe entonces un subcubrimiento {Jg} tal que U . C 5 ;, U . compacto.

Bien sabemos que los Uy, son difeomorfosa R”, pues F esun dlgebra diferenciable.
Sean dg, : Uy, — R" los difeomorfismos.

Sea K C W CR", K compacto, luego existe una funcién f € C*(R") de manera que

flk=1,0< f<1,s0p(f) CW, Ver[8], donde

sop(f) = {x e R"/f(x) # 0}.

Consideremos la funcién fody : Uy, — R, luego:
1) fody |y (K)= flk=1,
2) foduly W)=flw y flx)#0 VxeW.
En vista de nuestras hipétesis y al suponer que dg ' (K) = lN/ a» concluimos que existe
una funcién fy € F tal que fa|5 =1, 0<fou<1, sop(fo)C (70, (N]a C 5& C Ug.
Lo anterior es posible para cada Uy, definamos la funciéon f: M — R, dada por
f(p)= % fa(p), la cual estd bien definida ya que los cubrimientos son localmente finitos,

note que f(p) > 1.
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Sea go(x) = &, ga(x) =0six € M\ Uy luego Y go(x) = 1. [ |
o

f

Veamos algunos resultados adicionales.

1) Para todo subconjunto abierto U C M existe una funcién f € F, tal que

f(x)>0 VxeU
fx)=0 si x¢U.

flx) =

Demostracion.

Sabemos que M posee un cubrimiento {Uy} localmente finito. Asi pues, para
x € U C M, x debe pertenecer a una cantidad finita de Uy digamos Uy, ...,Uq,,
luego, en vista de las funciones que aparecen en la particion de la unidad, definimos
f como sigue
i}fai (x) si xeU
i=

0 sio x¢U

flx) =

Note que f € F ya que F es completa. |

i1) Sean A y B dos subconjuntos de M cerrados, existe una funcién f € F, tal que

fx)=0 si x€A
f) =4 fx)=1 si x€B

0< f(x) <1 otrocaso

Demostracion

M — A es abierto en M, por (i) existe una funcién f4 € F, tal que fa|yy—a >0y
Ja
fa+ /8

fA\A = 0, andlogo para B y la funcién buscada es f =
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iii) Existe una funcién f € F con todas las curvas de nivel compactas. |
Demostracion

Sea Ay = {x € |F| : sup|f(x)| < k}. Note que
fer

1. Ay = N F~Y([—k,k]). En efect
k pan ([=k,k]). En efecto

x €A < sup|f(x)| <k
feF

o k<f(x)<k VfeF
sxe fY[—kk) VfeF

—1/1_
exenf ([—k, k).

2. Todos los puntos de Ay son puntos interiores de Ay 1, luego Ay y (Agy1)¢ son

dos cerrados disjuntos, usando ii) existe una funcién f; € F, tal que

filx)=0 si x€A;
fk(x) - fk(X) =1 si x ¢Ak+1

0 < fr <1 enotrocaso

Por otro lado, dado x € |F| existe algtin k, tal que x € A p» P = k, definimos entonces

=Y fi
k=1
la cual estd bien definida y es diferenciable, es decir, pertenece al dlgebra F, pués lo-
calmente es la suma finita de funciones diferenciables.
Sea x € |F |\ Ay; ya que todas las funciones f; son no negativas, para i > k tenemos
que f;(x) = 1, seguimos que f(x) > k— 1. * *
Por lo tanto, si x € |F|\ Ay = f(x) > k— 1, entonces para todo A € R el conjunto

F~Y(X\) es cerrado en el conjunto compacto A, donde k es el entero tal que A < k — 1,
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puessi x<€ f'A) = f(x)=A= f(x) <k—1=xCA; verlalinea  xx
Pero un conjunto cerrado en un conjunto compacto también es compacto, de manera

que f = Y fx es la funcién requerida. [
k=1

3.3. Variedad Cociente

Suponga que F es el dlgebra de funciones diferenciables sobre la variedad M. Consi-
deremos la accién de un grupo sobre esa variedad diferenciable, esto es, una familia I" de

automorfismos y: F — F tal que

DYyL,rel —yioney.

ii) ye' -y el

Con esto supongamos que F! es el sub-dlgebra de funciones invariantes por esa ac-
cion, es decir

F'={feFn(f)=f VYeF}.

Establecemos el siguiente lema.

Lema 3.3.1.

Supongamos que FT es el sub-dlgebra de funciones invariantes del grupo accion de
" sobre M = |F|.

Si FU contiene una funcion con todas las curvas de nivel compacta, entonces F' es

geométrica.
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Demostracion
Si existe h € |FT| tal que para cada x, € M, existe fyo, tal que fro(xo) # h(fs,),
entonces si g es la funcién de todas curvas de nivel compacta, al cubrir a L = g~!(A) por
conjuntos de la forma {x € M/ fy,(x) # h(fro)} X, € L, obtenemos un absurdo al igual que
en el ejemplo [2.1.2], por lo tanto VA € |F'| existe un x € M tal que 1 = ¢(x). ]
Sea N={0,/aeM},donde0,={|y|(a)/yel}, eslaorbitaparael puntoac M,
entonces los elementos en F1 se pueden observar como funciones sobre N, en verdad si

b=y|(a) €04,y f € F', entonces

f(b) = f(M(a) = v(f)(a) = f(a).

Esto nos dice que cada érbita de N determina un R-punto del dlgebra FT, asf tenemos
la siguiente funcién natural
n:N— |FT|,
00 — (f — f(a)),

la cual serd biyectiva al darse las dos siguientes condiciones:

i) Todo homomorfismo a: FI — R puede ser extendido a un homomorfismoa: F — R

(sobreyectividad).
ii) Sib ¢ 0,, entonces existe una f € F! tal que f(a) # f(b) (inyectividad).
Veamos el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.1.
El dlgebra FT de funciones T-invariantes sobre una variedad diferenciable M = |F|
es completa si las dos condiciones anteriores son dadas y la suposicion del lema anterior

es dada.
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Demostracion

Cada funcién real f : |[f'| — R, mediante la proyecciéon I1: M — N ; a — O,.
Determina la funcién ]7: M — R. Ahorasi fly, = fr\Ub, Vb € Oa, fT' € F¥', en-
tonces ﬂUb = gly,, demostremos esto suponiendo por el absurdo que existe a € |F|
tal que Vg € F, y toda vecindad U,, ﬂUu # glu,, en particular ocurre para U, tal que
U, = I(U,) “U, CTI(U,” y g € F' esto es fly, = flow,) = flu, # 8lu,» esto con-
tradice lo anterior.Por lo tanto tenemos que si f|y, = fr]Ub,Vb €0a, fIecF' en-
tonces f|y, = gly,Va € |F|,g € F.

Al ser F completa tenemos que ]76 F, pero ademds ]76 FT veamos que esto es cierto.

Primeramente probemos que O, = O}y, |(4) para alginy; € I'

Ou ={I¥l(a) /Y €T}, Opyya) = {I¥lIMl(a) /Y€ T},

si seleccionamos Y = yfl oY, paray € I probamos que
O0a C O (D)
Note que |Y| = |y]o|y1|~', y tomando Y = y; 0¥,y € T, probamos que Oy (@) C Oa
(2)

De (1) y (2) Om\(a) = 04, como f es una funcién entonces:

f(04) = f(Opa)) =

fon(a) = foIl(||(a)) =

fom(a) =(a)(foIl) = “for=feF”
fom(a)=aoy(foIl) =

fom(a) =v(feIl)(a) =

fom=vy(foIl) VyeT.
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por lo tanto ]7: fome FTL,

asi ﬂNEFrﬁfEFF. |

Definicion 3.3.1.
Asuma que N coincide con |F F\ y el dlgebra F' es diferenciable, entonces decimos
que FU es el dlgebra de funciones diferenciables sobre la variedad cociente de M por el

grupo accion de T, la notacion es F /v 6 |FY|.

Ejemplo 3.3.1.

En el ejemplo 3.1.1 tratamos con la variedad cociente de R con el grupo ciclico
discreto Z de isometrias.

En realidad Y(f)(v) = f(v+ 1), esto nos dice que F' es el conjunto de funciones

I-periddicas, pero para f € F*' ya € M, tenemos que

¥l(a)(f) = f(I¥l(@)) = Y(f)(a) = f(a)

= ¥l(a)/pr =a/pr.

Esto nos dice que si f(a) = f(b) Yf € FY, entonces |y|(a)|pr = [Y|(b)/pr.

Sib=a=Yf€eF, f(b)=f(a).
Ahora (@) (f) =Y(/)(@) = ¥()(b) = A B)().

Estoes |A|(a) =|M|(D) VYA €T, loque implica que 0, = 0p.

Ahora sib ¢ 0, = b # |y|(a) VyeT, entonces existe foF tal que fo(b) # Y(fo)(a)
en particular para Y = iy se tiene que b # a.

Biensib ¢ 0, = b#a=3f € F, tal que f(b) # f(a), es posible hallar una funcion
g € FY es decir 1-periddica, tal que g(a) = f(a),g(b) = f(b), asi g(a) # g(b) y la funcion
n es inyectiva.

Por otro lado, si a € |FY| entonces a es una funcion de F' en R; luego si f € F
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entonces

asi alpr = |y|(a)/pr = a =v|(a)/pr.

Esto nos dice que a es extensible y se verifica que n es sobreyectiva, por lo tanto N es
R _C=®)
Z T
Notemos que para el caso de n-generadores

identificado con IF'| = |~ >~ s,

ri(f)(y) :f(yla"'ayi—layi+ 17yi+],-~7yn)7

FT es el conjunto de funciones 1-periddicas en cada variable y
N=|F'|,|F'|=R" /2" =

Veamos que T" es variedad diferenciable.

Sea Uy = {x € N/sen*(m.m;(x)) #0,1 <i<n};  luego si
[x] € U; entonces x = (my[x],..., 7, [x]) € (0,1)".

Asi se deduce que  U;=(0,1)".

Sea = {x €N :cos®(n.m;(x)) #0,1 <i<n}.

Note que cos®(n.7;)|y, = cos?(m.T;)| )’ ; pero Uy — (3,...,5)=(0,1)" con la

U2_ (%7 >%
siguiente aplicacion ,[x] = x + (3,

1

'2
Es notorio que (U UU,) = [0,1]" D N.

)

n-dimensional.

3.4. Envolvente Diferencial

No es dificil mostrar que F; Qg F> es geométrica si las F; 1o son. Ver[10].
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Definicion 3.4.1.
La envolvente diferencial F1 Qr F;, de R-dlgebras geométricas es llamada la dlgebra

de funciones diferenciales del producto cartesiano de las variedades My y M.

Teorema 3.4.1.
Si F es el dlgebra de funciones diferenciables sobre el producto cartesiano de las
variedades My y M, entonces |F| es homeomorfo al producto cartesiano de los espacios

topoldgicos My = |Fi|,M, = |F3|.

Demostracion

Para cada par (aj,a2) € M; X M», asociamos el homomorfismo
a1 ®ay: Fi ®r F, — R,

(f1®f2) = filar).f2(a2);
fieF,i=1,2.
Notemos que la R-dlgebra es C*”-cerrada. Entonces, por definicion de envolvente

diferenciable, a; ® a, puede ser extendido tnicamente.

M x My~ My @p M,

g
g%i

|F|
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g es un unico homomorfismo, g la extension de a; ® a,, al homomorfismo
a®ay:F=F ek —R
Asi hemos construido la funcién
I1: M, xM, — |F|.

(al,az) — a1 RKRar.

IT es inyectiva.

Pues si a1 ® a; = a1 ® az. Usando el hecho de que esos homomorfismos coinciden

sobre elementos de la forma f; ® 1,1 ® f, se concluye que
fila) = fila;) VfieF,i=1,2;

ya que las dlgebras F; son geométricas tenemos que a; = a;, la sobreyectividad de IT se
sigue de la propiedad de producto tensorial.

De resto veremos que IT identifica la topologia del producto estandar en M| X M, con
la R-Topologia en |F|.

Sea la base de la topologia en M| x M>, consistiendo de los conjuntos U; x U,, donde
U, = {a & M,'|OC,' < f,(a) < Bi},

fieF;'a(xiaBiER l:172

Entonces, los conjuntos
Vi=Ui xMy={(a1,a2)/o < a1 @a(fi®1) <Pi},
Vo =M xV, = {(al,az)/(xz < ai ®a2(1 ®f2) < Bz}
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son abiertos en la topologia inducida desde |F| por IT en M| x M, consecuentemente
ViNV, = U x Uy, es también abierto.

Inversamente seguimos el orden de la construccién de envolventes diferenciable, en
que orden obtenemos una base para la topologia en |F|.

Tomemos un subconjunto de funciones en F' lo sufientemente adecuado como la sub-
algebra generada por el subconjunto con envolvene diferenciable coincidiendo con F. En

el caso dado es suficiente tomar el subconjunto de funciones de la forma
N®f, fie Fii=1,2.
Consideremos el conjunto bésico abierto
V ={(a1,ax) e M| x My = |F|/a < fi(a1).f>(a2) < B}.

o, € R, correspondiendo a tales funciones.

Notemos que V es la unién de conjuntos de la forma

{(al,az) € M, XMQ/(Xl < fl(al) <Bi,o0n < fz(az) < Bz},

los cuales son abiertos en M| x M>.
El conjunto de puntos en R? satisfaciendo que o,; < V;.V, < B, es abierto, en el sentido
que para todos sus puntos en forma individual estdn contenidos en un rectdngulo de la

forma siguiente:

{(Vi,Va) /oy < Vi < Bi,00 < Vo < Ba}.

Asi cada punto es un punto interior. ]

Lema 3.4.1.
La envolvente diferenciable de la R-dlgebra C*(R¥) Qg C*(RY), es isomorfa a la
R-dlgebra C=(R¥+Y),

73



Demostracion

Consideremos el homomorfismo de R-dlgebras
i: (RN @rC°(RY) — C°(RMY).

i(f@8)(r1y s tirt) = f(r1ses Tk)- 8Tkt 15 vy Vit
Mostremos que i satisface la definicion de envolvente diferenciable.
Suponemos que ¢ : C*(R¥) ®r C*(RY) — F, es un homorfismo, la R-algebra F es
cerrada.
Un homomorfismo ¢ : C*(R) — F, es la prolongacién de ¢, esto es ¢ = ¢/ oi, si y
solo si para todo (rq,...,r;) € R, (s1,...,5,) € Rf, g € C*(RFH),

tenemos que

0'(g) =8(0(n @1),...0(r@1),0(1®s1),.... 0(1 @ 350)).

Demostremos esto.

Notemos que si r; € RF y s; € RY, entonces i(r; ® 1) = r; ; i(1 ®s;) = s; (entender
la igualdad salvo isomorfismo, recordemos que A @y M ~ Ay M @y A ~ A). Sabemos
que C*(RF) @ C*(R"), es geométrica. Consideremos a € |F|,r; € C*(R*),s; € C*(RY)
y g € C=(R¥), entonces

D (g(r1y ey Ty S15-0-,51)) (@) = a(@(g(r1,y ey Ty STy 2o, 50)))

= (ao®)(g(r1,....,Tk,S1,5-.,5¢))
= |®'|(a)(g(r1,. s Tk ST, -+, 5¢))
=g(r1yees Ty 81,0, 50) (|D'] (a))

= g(i(rl ® 1)7"'ai(rk® 1)=i(1 ®Sl)7"'7i(1 ®S())(|CI)/|(CZ>)
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g((ri@)(|il), .., (e @ 1)([il), (1@ se) ([i]), ., (1@ s) ([i]), .. (L@ 5¢) (i) (0] (a))
g((n@1),...(n®@1),(1®s1),..., (1®s¢), ... (1@50)) (|1 (|9'|(a)))

(
( .
g((r@1),...,(@1),(1@s1),.... (1@ s0))((|i] o |®])(a))
( .
(

g(ri®@1),.s (@ 1), (1&s1), ..., (105))(|P|(a))

gP(r®l),..,. ®(rnel),P(1®s1),....2(1®s/))(a).

Por lo tanto tenemos
<I>’(g(r1,...,rk,sl,...,SZ) =g(®(rn®l),..,. 2(rnel),P(1®s)),....0(1R@s/));

siysolosidp=0¢ oi.
Note que esta formula esta bien definida y hace que ¢’ sea unico. |

Teorema 3.4.2.

Si F1, F, son R-dlgebras diferenciables, entonces F = F| Qr F, también es diferenciable.

Demostracion

Supongamos que a; € M; = |F| y sea U; 3 a; una vecindad tal que
Fily,=2C*[R") i=1,2.

¢Cémo establecemos que F |y, xpy, = C(R™M112)?,
Bien, por el ejemplo anterior es suficiente mostrar que F |y, xu, = Filu, ®r F2|u, -
Como antes existe un homomorfismo i : Fi|y, ®r F2|u, — F|u, X U2, el cual satisface

la definicion de envolvente diferenciable. [ |
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3.5. Funciones Diferenciales

Definicion 3.5.1.

Suponga que F; es el dlgebra de funciones diferenciables sobre M;, i € {1,2}; una

funcion f : My — M> es llamada diferenciable si f = |@

, donde © es un homomor-

fismo de R-algebras, ©¢:F; — F;.

Supongamos ahora que f es sobreyectiva, luego dadas f1, f» € F» tal que E(f1) = &(f2)

entonces para todo z € |Fi| = M| tenemos que

2(0(f1)) = z2(9(f2)) =
0[(2)(f1) = lol(2)(f2) =
f1(l9l(2)) = £2(l0l(z)) =

fiw) = fo(w); YwE |B| =M,,
“f=|o| essobreyectiva”

Asi  f1 = fo, esto es @ es inyectiva.

Mostremos algunos ejemplos

Ejemplo 3.5.1.
Supongamos que F es el dlgebra de funciones diferenciables sobre la variedad M y
que T es un grupo actuando sobre M, tal que N = |F 1“| =M/r.

Luego, la funcién p = |i| : M — M /r, dual de la inclusién i : F* — F, es de hecho

diferenciable.
Si I'=Z, actuando sobre R con la identificacion de ry, yr), siri—ry €

Z, denotando S' como el conjunto de las clases de equivalencias y F las funciones
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diferenciables I-periodicas sobre R.
Entonces, la proyeccion P : R — S' es una funcion diferenciable, pues coincide con

|i| donde i es la inclusion F C C*(R).

Ejemplo 3.5.2.

Sea F = C*(M) y N C M una subvariedad diferenciable de M. En este caso la in-

clusion i : N — M es una funcion diferenciable, ya que coincide con |p|, donde p es el

homomorfismo restriccion p: F — F|y.
Supongamos que Fr = C*(C); F y S igual al ejemplo 3.5.1, consideremos la in-

clusion,
i:s'—C,

[r] _ €2Hir;

donde [r] € S', es la clase de equivalencia del punto r € R.

Definamos el homomorfismo:

B:Fc—F, (B(f)(r)=f(*™) feFc, reR,

la inclusién i coincide con |B| y tenemos entonces una funcién diferenciable de S' a R?,

pues
B(/)([r]) = (M) = T (f) = i([r]) (f)-
Asi
o =ilr] = |B] =i.
Ejemplo 3.5.3.

Supongamos que F es el dlgebra de funciones diferenciable sobre la Banda de Mobius
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abiertay F(S 1) el dlgebra de funciones diferenciables I-periodicas sobre R.

Considere los homomorfismos
o,B:F — F(SY,

a(f)(r) = f(r,0),B(f)(r) = f(2r,D)),

donde f € F, r € Ry b # 0 es un niimero real.
v : S8 — M,

x— vl(x),
Y1) (f) = F(IM(x) = ¥(F)(x) = f(x,0) = (x,0)(f);
asi |y|(x) = (x,0),
Bl : 8" — M,
x— [Bl(x),
BI(x)(f) = f(IBI(x)) = B(f)(x) = f(2x,0) = (2x,b)(f)-

Esto nos permite concluir que |B|(x) = (2x,b).
Las funciones diferenciables 0| y |B| se muestran en la figura. Note que la imagen de

la funcion |B| es dos veces mds larga que la de |
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Existe una funcion interesante entre la banda de Mobius sobre el circulo, la cual
denotamos por & : F(S') — F.
Dada por (§(f)(v1,v2)) = f(v1). Ahora, dado x € Ry f € F(S"), tenemos que
(&) =&(/)(0) = f(v).
porlo tanto  o(&(f)) = f. Esto nos indica que 0.o& = idp ).
Por otro lado tenemos la siguiente funcion
s s,
x — [§](x);

EI) () = fI8I(x)) =&(f)(x) = f(m1(x)) = T (x) ().
Concluimos que |&| = ;.

La funcion g = || podemos visualizarla como “colapsando” la banda A de Mébius

sobre su circulo central.

Ejemplo 3.5.4.
Elijamos un niimero irracional A € R y consideremos la funcion
f:R!' - R?,
r— (rAr),
entonces f = |@|, donde
¢:C”(R*) — C*(R),
(¢(8))(r) = g(r,Ar)),

para toda g € C*(R?),r € R

Denotemos por @ la restriccion del homomorfismo © a la subdlgebra de funciones dos
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veces periddicas.

La imagen de la funcion diferenciable || : R! — T? es siempre densa en T? y por
tanto el homomorfismo @ es inyectivo.

Cuando el niimero A es racional, la imagen de |9| es compacta.

El conjunto {n.A+m/(n,m) € ZxZ} es denso en R . Ver [8]

Sea®=y—A€R, dadoe >0 Tm,neZ tal que |0 —mA+n|<e
Consideremos asi el R-punto (x+m,y+n) y la Be centrada en tal R-punto, € >0

Sea t = x+m. Luego el punto (t,\t) = (x+m,Ax+ Am) Es tal que
](t,kt)—(x—l—m,y—l—n)] = ‘(}\‘x_y)_ (l’l—}\,m)|,

=|—0+Am—m|=|0—mA+n|<e.

Asi (t,M)€B; ,e>0
Luego  [9|(t) N Be(x+m,y+m) # ¢, pero (x+m,y+n) = (x,y), deducimos que
[3|(R) es denso en T?.

Ejemplo 3.5.5.

Supongamos que M| y M> son variedades, la funcion diferenciable a : M| — M se
dice que es un difeomorfismo si existe una funcion diferenciable b : M» — M/ de manera
que boa = idy,,aob = id,,,, en este caso diremos que las variedades My y M, son
difeomorfas, esto nos dice que las correspondientes dlgebras de funciones diferenciales

son isomorfas.
Ejemplo 3.5.6.
1. S' ya ha sido construida como el cociente de R sobre Z y como subvariedd de R>.

2. El operador lineal A : R" — R" serd un difeomorfismo si det(A) # 0.
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3. Sea F, =C"(M;),F, =C*(M;), la biyectividad de la funcion diferenciable
|@| : My — M, donde @ : F, — F| no es suficiente para que la funcion sea un difeo-
morfismo, tomese por ejemplo: @ :R — R,

x— X,

¢0:R—R

X — X.

Teorema 3.5.1.

Sea F(N) el dlgebra de funciones diferenciables sobre una variedad diferencial N y
a: u— N una funcion diferenciable I'-invariante con respecto a la accion de 1" sobre M tal
que M /T es una variedad diferenciable, entonces existe una vinica funcion b : M/t — N,

para la cual el siguiene diagrama es conmutativo

Demostracion

Debemos probar la existencia y unicidad de un homomorfismo de R-4lgebras

B:F(N)—F",

para la cual el diagrama
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Es conmutativo donde a = |a|, claramente no hay mas que tal f3.
Ahora existe si y solo si Im(a) = o(F(N)) consiste de elementos I'-invariantes, pero

para una funcién a I'-invariante, este siempre es el caso: VY€ I', f € F(N) tenemos

v(a(f) =al(f)elvl = f(lafov),
= flaolv),
= f(¥(a)) = f(a),
= a(f).

Retornemos ahora al producto cartesiano, sean Fy el dlgebra de funciones diferenciables
sobre la variedad M,/ = 1,2.
La proyeccion de funciones
pe My XMy — My,

(a1,a2) — ag, £=1,2.

es diferenciable, ya que |p¢| = |m¢|, donde el homomorfismo IT es la composicién
¢ = 0
F 5P @rF, — Fl@rFy = F(My x My),

donde 0 es el homomorfismo de envolvente diferencial.

_ f@l =1
io(f) = Vf € Fy.
1@f =2
El par proyeccioén (p1, p2) posee la siguiene propiedad universal. |

Teorema 3.5.2.

Para toda variedad diferencial y todo par de funciones diferenciables
fg:N—>Mg, {= 1,2.
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existe una unica funcion diferenciable f : N — My X M,, completando el diagrama a

conmutativo.
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Demostracion
Denotemos el dlgebra de funciones diferenciables sobre N por F(N). Asumamos que
F; = |@¢|, donde ¢, — F(N); es la funcién dual del homomorfismo de R-dlgebras.
Nuestro resultado serd probado si establecemos la existencia y unicidad del siguiente

diagrama

Por la propiedad universal de tensores “ver [9]” existe un unico homomorfismo ¢
mostrado en el diagrama, ya que el R-dlgebra F(N) es diferenciable, mientras que el ho-
momorfismo de envolvente diferenciable tiene la propiedad universal dada en la Teorema

3.37, el homomorfismo @ estd bien definido y es unico. Fin de la Demostracion. |
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Capitulo 4

Fibrados vectoriales

4.1. Fibrados Diferenciales

Hasta ahora hemos obtenido una nocién de variedad diferenciable, sobre una R-
algebra abstracta F, como parte de este capitulo se estudiard la estructura sobre el un

punto z “la fibra sobre z” en la variedad |F|.

Se nos hace necesario entonces definir un fibrado diferenciable, definicién denom-
inada dlgebraica, en vista de que nuestras variedades en consideracion estdn definidas

algebraicamente.

Definicion 4.1.1. (Los fibrados como extension de una dlgebra)

Un fibrado diferenciable es un homomorfismo inyectivo de dlgebras diferenciables
i:A — B; la variedad |A| es llamada la base del fibrado i, la variedad |B| es el espacio
total mientras que la funcion dual |i| : |B| — |A| es referida como la proyeccion del fibrado
y para z € |A| la fibra sobre este punto geométricamente es |i|~'(z) C |B|.

Aclaremos esta definicion con una serie de ejemplos.
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Ejemplo 4.1.1.

Sean A y C dlgebras diferenciables. Sea B = A Q@ C, definimos la inclusioni: A — B
porlareglaa— a®1.
Es claro que i es un fibrado diferenciable ya que B es un dlgebra diferenciable.

Un concreto ejemplo de esta construccion es el fibrado del toro sobre el circulo definido

como la extension i : A — B, donde
B={gecC°(R?)/g(x+1,y) = glx,y+1) =g(x,y)}.

Es el algebra de funciones dos veces periodicas en las dos variables y A es el sub-
algebra de B, consisitiendo de todas las funciones que no dependen de la variable y.

Se verifica que A® C & B. si
A={feCR)/f(x+1) = f(x)}.
C={feC®R)/(fr+1)=r}

Ya hemos mostrado que |B| = toroy |A| = S', y tanto A, B, C son dlgebras diferenciables.

Sea z € |A|, la fibra sobre este punto representa un circulo, en efecto
1171 (2) = {(w1,w2) € B] : [i] (w1, w2) = 2},
={(w1,w2) €|B|: (wi,wa)0i=12z}.
Para f € A, tenemos lo siguiente
(wi,w2) 0i(f) =z(f)
= i(f)(wi,w2) = f(2)

= f@L(wi,w2) = f(2)

= f(w1).1(w2) = f(2) (“asociando”)
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= f(w1) = f(2)

= W1 =2

Por lo tanto  |i|~1(z) = {wi,w2) € |B| /wi =2z}.

Asi |i|71(z) representa un circulo, ya que es una recta en el cuadrado [0, 1]2.

Ejemplo 4.1.2. (La Botella de Klein Fibrado sobre el circulo.)
Consideremos las dos dlgebras siguientes
A={FeC*R)/f(x+1) = f(x)}.
B={geC”(R*)/g(x+1,y) = —g(x1,y+1) = g(x,y)}.

Tomemos la siguiente inclusion de A en B, dada por la regla

f—g:g(xy) = f(x).

Ya hemos mostrado que |A| es homeomorfo al circulo y |B| homeomorfo a la Botella
de Klein y que estas dlgebras son diferenciables y es evidente que esta regla es un ho-
momorfismo inyectivo. Por otro lado, para z € |A|,|i|~!(z) representa un circulo, veamos
esto.

il () ={weBl:|il(w) =2} ={we |B[:woi=z}.

Sea f € A, luego,

woi(f) =z(f) =

i(f)(w) = f(z) =
gwi,wy) = f(z) =

fw)=f(z)=wi=z



Por lo tanto  |i|~!(z) = {(w1,w2) € |B|/w1 = z}, lo cual representa una circunferencia.

Ejemplo 4.1.3. (El 2-cubrimiento del circulo.)
Esta es la funcion del dlgebra diferenciable A= {f € C*(R)/f(x+1) = f(x)}, en si

misma definida por la formula,
f—g:g(x) = f(2x).
la cual es un homomorfismo inyectivo. Ahora dado 7€ |A|=S', tenemos que

lil71(z) = {27 .2,(z1)}, en efecto, siw € |i| 1 (z) = |i|(w) =z = woi=2z

Sea f € A. Luego

“« »»

i

(z1)=z

Ejemplo 4.1.4. (El primer cubrimiento fibrado de la linea sobre el circulo.)

Sea B =C”(R) y sea A consistiendo de todas las funciones f € B para la cual la
funcion x — f(1/x) y todas sus derivadas tienen limite finito cuando x — 0. Elijamos una
funcion I : A — C=(S') y tal isomorfismo I hace que la inclusion de A en B corresponda

a la funcion siguiente

R—S"={(x,x) /X" +y =1},
1—12 2t
- —,— ).
14271412
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La imagen de esta funcion es el circulo con un punto removido, mostremos entonces
la correspondencia I,

1:A—C™(Ssh,
f=1(f).

donde

1(£)(6(2)) =i(f)(1),
11— 2
0= (1riree)

I(f)(=1,0) = HmI(f)(2).

14+¢2" 1412

1—-2 26\  [1-s> 2s
1+1214¢2)  \1+s2"1452)’

1—12 2t
0(r) = ( >, es una funcion inyectiva, en efecto, si  0(t) = 0(s), entonces

2t 2s

= 1+ +)=(1-sD1+13) A =

(I+s7)(1+17) = (1 —s7)(1417) T2 15152

2t 2s

2 2
ﬁ :t —

s 142 1+
= 5 =1.

por otro lado

1(/)(~1,0) = HmI(£)(6(1)) € R.

t—o0

pues

L (£)(0(1)) = lim ()(8(/0) = limi(£) (/) = lim (/o) € R,

f—oo t—0
yva que [ € A. De esta forma tenemos que la funcion

1:A—C(SY,

89



f—10f).
estd bien definida.

Sea geC*(S"), luego la funcion go®:R — R, es diferenciable y ademds
go0(1/t) = go0(t). De manera que go0 € A C B, y es notorio que [(go0) = g, la lineal-
idad y la inyectividad son fdciles de deducir. Por lo tanto la funcion

[:A—C>(Y),

f—10).
donde I(f)(8(t)) = i(f)(t), es un isomorfismo y asi A = C*(S') , asi entonces deduci-
mos que i : A — B, es un fibrado vectorial diferenciable, pues C*(S') es un dlgebra
diferenciable.

Ahora siz € |A|, entonces

z=|I](x,y),

= (x,y)ol. =x
pues, como I es un isomorfismo, entonces |1|: S' — |A|, es un homeomorfismo por lo tanto
1| es biyectiva.

Pero |i| 1 (z) = {w € |B| :woi=1z}. *x
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Asidada f € A, entonces

= (x,y)oI(f),
=1(f)(x,y),

= 0(w) = (x,y).

De manera que |i|~'((—1,0) o) = ¢, de lo anterior deducimos que w = z.

porlotanto i~ (z) = {z} six# (—1,0)0l.

Ejemplo 4.1.5.
Sea Iy :TM — M.
(z,€) — z.

El correspondiente homomorfismo de dlgebra diferenciales C*(M) — C*(TM) es in-
yectivo y por tanto un fibrado. Note Iy puede ser considerada como la proyeccion de
fibrados y es muy evidente que la fibra sobre z € M es T,M = R". Sélo resta probar que
TM es una variedad diferenciable.

Bien sabemos que TM = \J T.M donde T.M = {w /w es un vector tangente aMen z}.

eM
Una funcion w : C*(M) — R, es un vector tangente en un punto z si,

1. Es R-lineal: W( f djfl') = f djw(ﬁ),dj S R,fj S Coo(M).
j=1 j=1
2. La regla local de Leibniz.
w(f.g) = f(2)w(g) +¢(z).w(f); [f,g€C™(M).
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Definase:

(w+w)(f) =w(f)+w'(f), Suma.
(Aw)(f) =Aw(f),A€R,  producto por escalar.

Asi es T,M es un espacio vectorial.

Sea (x1,...,x,) un sistema de coordenadas locales en una vecindad U de z, entonces,

n d
en tal sistema todo vector tangente w € T,M es de la formaw = Y, o= |,; o; € R.

i=1 axi ’Z ’
Supongamos ahora que M 'y N son Variedades Diferenciables, sea ¢ : M — N una

funcion diferenciable, entonces =wo@* : C*(N) — R, es un vector tangente en el punto

¢(z) de la variedad N en efecto.

1. La R-linealidad es obvia.

2. La regla de Leibniz.

n(f.g) =w(@"(f.g)) = w(9*(f).0"(g))
=w(@"(/)(9"(8) (@) + (9" (N)(2))w(e"(2))
=n(f)g(e(2)) + £(0(2))n(g)-

Recordar que ©* : Fy — Fy;.
f—=rfo0.
o (f) =fo0.

Definamos la siguiente funcion .
d:@ : T,(M) — Ty (N).

w— wo@*

=d.p(w).
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Esta funcion es llamada la diferencial de la funcion ¢ en el punto z € M, la cual es
obviamente lineal.
Supongamos ahora que existen ©, K; funcion diferenciable, K una variedad diferenciable

respectivamente, tal que \y : N — K, entonces d,(yo @) = do Yy od @ en efecto.

Seaw € T:(M) y f € C*(N), luego w(yo@)*(f) =w(foyo9),

=w(Q*(foy))=(wo@*)(foy,
= (wo@")(W*(f)),

= do))W(wo¢*)(f),

= do()Wd0(w)(f);

porlotanto  d;(Wo @) = dy;)Wod; Q.
Dotemos a Ty de una estructura diferenciable, para esto tengamos presente los

siguientes hechos:

1. SiW C R" es un dominio abierto de un espacio aritmético. Entonces Ty es natural-
mente identificado con el dominio W x R" C R, Con la siguiente correspon-
dencia.

SizeW,z=(z1,...,zn) y w € T,W entonces hay la correspondencia natural I
nod
W (21 ey Zny Oy oy Oy )y, ST W= Z(x,-g/z.
i=1 !
2. La funcion natural de conjuntos

HTM ZTM—>M,

w—z donde weTM.

93



3. SiU C M es abierto, entonces
M;,(U)=JM=JT.U=TU.
zelU zeU
pues, si AU tal que fly = g|u, entonces, si w es un vector tangente w(f) =
w(g).  Para probar esto basta demostrar que para una funcion f tal que f|y =0,
tenemos que w(f) = 0; existe una funcion g € C*(M) tal que gly =0, glypy, no
tiene ceros.

Luego f = g.f y por la regla de Leibniz tenemos que

w(f) =w(g-f) = f(2)w(g) +&(z). w(f) =0,

pues g(z) =0 = f(z), hemos supuesto que z € U, consideremos ahora una carta
(U,X) de la variedad M, igual que en la linea x podemos generar la funcion
TX :TU — TW C R*; donde W = X(U) pues X : U — X(U) C R" es homomor-
fismo diferenciable.

Recordemos que.

a) TX (V) = dX(V) =V oX* € Ty, W.
b) TX es lineal, por tanto transporta bases en bases.
n 0 n 0
c¢) ComoV = Y d; 3 /)= TX(V)= Y dTX 3 /x(2). Deducimos que
i=1 xi i=1 xi
TX es biyectiva.
Si las cartas (U,X);(U',Y) son compatibles sobre M, entonces las cor-
respondientes cartas (4, (U),TX); (IL;4,(U"), TY) son compatibles.
Veamos como es TY oTX 1 : T(W) — T(W'), donde W' =Y (U").
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Note que si

Tomemos otra base de T,M, {a— / z}?_l, entonces
Xx; =

ngE HM: HM: HM:

dyx 0
w(x;) Z x, ax, Ver|[3]

a)’k
ax, ] ox; /@

4 %)
Bk— ZW xz yk/Za

~

@

Il
QJ| &
e

TY (w)

BkTY(ai)/ﬂ ) TW,
1

~.

o —1
TW 22X gy

b

RZn LRZH.
Sea la funcion ® =IoTY oTX 1ol 1 : W xR" — W x R".

(Xl(Z),...,xn(Z),Otl,...,(Xn) — (xl(Z),...,yn(z),Bl,...Bn).

no 9
Donde By = Zai%/z,
L dins

Fijémonos en lo siguiente:

TX (I (1) s Xn(2) Ot ey Ol = (ZOC,TX -/x(z ) Zoc, ./z,

Ahora

k=1
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Aplicando I, tenemos que:

Iy ¥ ( 5 ocl-aixi/z) — 01(2)s e 30(2), Bl Ba).

k=1 \k=1

Concluimos asi que TY o TX ™! es un difeomorfismo de conjuntos abiertos en
R?", esto en vista de la funcion © y su matriz de Jacobi que de la forma
Jj k
0 Jj
donde j es la matriz de Jacobi de la funcién Y o X~ : X(U) — Y (U").
(Recordemos que UNU' # ¢).
Esto Demustra que (Ii;,,(U),TX) y (Hg4,(U"),TY) son compatibles si
(U,X)y (U',Y) son compatibles.
Ahora si A = {(Uy, X;)} es un Atlas para M entonces TA = { (T4, (Up), TX;) }

es un atlas para TM, con las mismas caracteristicas y propiedades generadas por

el atlas A, por lo tanto TM es u na variedad diferenciable.

4.2. Categorias de Fibrados

Un morfismo de fibrado i; : A — By, en ip : A — By es un homomorfismo alge-

braico ¢ : By — By, haciendo conmutar el diagrama
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O equivalentemente a que el diagrama

le]

N

|B1|

|Bs|

sea commutativo.

Esto signitica que la funcion |@| toma la fibra de un fibrado y la incluye en otra fibra:

[9l(lir| 7! (a)) C liz| ™ (a)

x € [o|(|i1] ' (),

= x = o|(w), “lin|(w) = a”
=xX=wWoQ,

=>x:WOi10i2_1,

= x = |ir] Y(a).

Igualmente @(iz(u,).B2) C (i.(uq).B1 para todo punto a € |A|.

Notar que @(B2) C By, (M) C Baij = @oiy;
por lo tanto @(ix(M,).B2) = @((i2(M,))9(B2) C @(in(My)).By = i1 (M,).B;.

La totalidad de todos los fibrados sobre un dlgebra A = C*(M), junto con todos los
morfismos entre estos contituyen la categoria de fibrados sobre M.

Los fibrados i1, i son equivalentes cuando @ es un isomorfismo, el fibrado i; es llama-
do subfibrado del fibrado i» cuando @ es sobreyectivo, lo que corresponde a la propiedad
de envedimiento de variedad |B;| — |Ba|.

Ejemplo: M x F I m; algebraicamente i : C*(M) - A®C, C=C>(F).

Un fibrado equivalente a uno de este tipo es referido como un fibrado trivial, un por
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paquete es un fibrado que localmente es trivial.

Pasemos a otro punto.

Localizacion.
Sea A un anillo conmutativo con unidad y S C A un conjunto multiplicativo, es decir,
0¢S,1€SyS es cerrado con respecto a la multiplicacion, en A X S. Introduzcamos las

siguiente relacion:
(a1,51) ~ (az,52) < Is € S : s(ay sy — azsy) =0.

Denotaremos la clase de equivalencia del par (a,s) por g y es llamada fraccién
formal, al conjunto de todas las clases serd denotado por S™'A, la suma y el producto de
fracciones formales es la misma que en el conjunto de los nimeros racionales.

El anillo resultante S~'A es referido como la localizacién del anillo A sobre el sistema
multiplicativo S ver [7], andlogamente se puede hacer un médulo B sobre A y agregan-
do la multiplicacién de un elemento de S~!P por un elemento de S~'A como

a p a.p

sigue: —.— =
S1 S2  S1.52

do, supongamos que @ : P — Q, es un homomorfismo de A-mdédulos.

: hemos vuelto al conjunto S~'P en un (S~'A)-médulo. Por otro la-

Luego la funcién
S (g):57'P— 5710,
)
representa un homomorfismo de (S~'A)-médulos.

Ejemplo 4.2.1.

1. Si A no tiene divisores de cero y S = AN\{0}, entonces S~'A es el campo cociente

de A.
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2.8a A=Z y S={10",n>1}, entonces S~1A  consiste de todos los
niimeros racionales que tienen representacion decimal finita, pues basta aplicar

la relacion s(aysy —ays1) = 0.

Teorema 4.2.1.

Sea U un subconjunto abierto en la variedad M. Supongamos
A=C(M) y S={f€A/f(x)#0 V¥xecU},

entonces S~'A =2 C=(U), y el homomorfismo candnico

i:C*(M)— C=(U), coincide con la restriccion i(f) = f|u.

Demostracion

Sea o; S~ 'A — C*(U) dada por O((J:) (x) = S fiseSxel.
s s(x)

a) aes 1 —1, pues si oc(ﬁ) = oc(é) entonces la funcién fis» — fos1 = 0, sobre
S1 52

U, por lema,existe una funcién g € C(M) tal que gly #0, glpny) =0, es de-
cir g € S, luego g(fi152 — f2s1)lu = 0y g(fi52 — f251)|(am\v) = 0. Por definicién de
h_f

clases — = =—.
§1 52

Para ver que o es sobreyectiva probemos el siguiente lema. |

Lema 4.2.1.
Suponga que U C M es abierto y f € C7U, entonces existe una funcion g €

C*(M), sin ceros en U, tal que el producto f.g puede ser extendido a toda la var-

iedad M, asi  f = a(%).

99



Demostracion:

Existe una funcién g € C*(M) tal que gly #0, 'y  glany) = 0. Luego la
funcién f.g € C(U) y en cierta forma f.g se extiende hacia U. La demosraci6n se
sigue del lema de Tietze diferencial o de extensién  Ver[3]. [

Con todo lo anterior ya estamos dispuestos a dar una definicion algebraica de lo
que es un fibrado por paquete.

Recordemos que un homomorfismo de k-algebras ¢ : A — B, cambia anillos.

Todo B-médulo R puede ser considerado como un A-mddulo con la multipli-
cacion a.x = @(a);x,q € A,y € R, en particular la misma édlgebra B puede ser con-
siderada como un A-modulo, asi pues dado un conjunto multiplicativo S C A, el
(S7'A)-médulo S~! B esté definido.

Procedamos entonces a dar la definicion mencionada.

Definicion 4.2.1.

Sean A,B y F dlgebras defirenciales un homomorfismo i : A — B es llamado un fibrado
por paquete |B| sobre |A| con fibra |F| si Vz € |A| existe una vecindad U, C |A| sobre la
cual la localizacion de i es equivalente al fibrado producto.

S, A — m

Donde S, C A es un sistema multiplicativo de U,. Esto es el conjunto de todos los

elementos de A sin ceros en U,, mds exactamente existe un isomorfismo algebraico

P= SZ_IB — S Y®F  que hace conmutar el triangulo.

Donde J(a) =a® 1.
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Un por paquete 11 es trivial si y solo si la previa condicion es satisfecha por U, = M.
Hacemos ahora la definicion geométrica y la equivalencia entre estas definiciones es

obvia.En vista de que |C*(M)| = M.

4.3. Fibrados por Paquetes

En esta dltima seccidn se presenta la definicion algebraica de lo que es un fibrado
diferenciable por paquetes, haciéndose notorio la equivalencia con la definicién geométri-

ca ya conocida.

Definicion 4.3.1.

Sean E y M, variedades diferenciable.

Una funcion diferenciable 11 : E — M se dice que es un fibrado por paquete, si para
cierta variedad F, las siguientes condiciones son dadas: Todo punto x € M tiene una
vecindad U C M, para la cual existe un difeomorfismo trivializante. ¢ : 1171 (U) — U x F,

que cierra el diagrama conmutativo.

P es la proyeccion sobre el primer factor M, F y E son referidos como la base, la fibra
y el espacio total del fibrado por paquete , respectivamente , Sea x € M la fibra sobre x es
I1, = I~ (x). La fibra sobre todo punto estd equipada con la estructura de subvariedad
de E es defeoforma a la otra fibra fija F.

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 4.3.1.
El fibrado de la linea sobre el circulo,donde representamos el circulo como el conjunto
de niimeros complejos con modulo uno, definamos entonces la siguiente funcion
Im:R— S,
C— e
Sea x € S~1, todo intervalo conteniendo al punto x puede ser tomado como la vecindad

U. Para establecer la condicion de trivialidad local veamos el diagrama siguiente

donde ¢(t +2k.m) = (e k), esto en vista de que la fibra sobre un punto x = e es
- (e) = {t+2nm,n € 2}, asi pues, los elementos de T~ (U) son de la forma t +2n.m,
dondet € R ,n € Zymnesun niimero real. Q es evidentemente un difeomorfismo tal que

Tpo@=T.

Ejemplo 4.3.2.
El fibrado 11 : §" — RP" x — Ly, toma un x € §" y le asigna la recta que pasa por x y

el origen, notemos que I~ (L, ) = {x, —x}, veamos el diagrama siguiente

F ={N,S}, donde



¢ ' (Lx,,N) = Lx, N §"*,
0 ' (Lx,,8) =Lx, N §"".

Esto es

o ' (RP",N)=5"".

o '(RP",S)=5"",

Es notorio que I1j o @ = I1 y es parte de un argumento para mostrar que @ es un

difeomorfismo.

Ejemplo 4.3.3. (La Banda de Mobius M es un fibrado por paquete sobre el circulo.)
M es vista como la banda [0,1] x R C R? con los puntos (0,y) y (1,—y) identificandose
para todo niimero 'y € R, y el circulo es visto como el segmento [0, 1] que identifica los

puntos finales 0y 1.
¢: S —10,1],

En la condicion de trivialidad local;
1
six=0, U={xeS:x# E}

In:M-—S,
Defendiendo
(x,y) = x.

tenemos que II-1(U) =[0,3)U(3,1]) =M — 3 xR six=0.

Definamos @ : 1171 (U) — U x R como sigue

: 1
(x,y) si x<5

O(x,y) =
(x,—y) si x>3
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notemos que

Asi pues es notorio que ¢ es un difeomorfismo local, para el caso en que x=06x =1

¢ =Ir,,U = [0,1) note que las fibras son lineas verticales lo que representa lazos.

Ejemplo 4.3.4.
(El fibrado por paquete total sobre las grasmaniana.)

Suponga que Gy es la variedad grasmaniana, donde los puntos son sub-espacios
lineales k-dimensionales en R", sea E,k el conjunto de todos los pares (x,L) tales que
x € L € Oy, asi veremos a E, ; como una sub-variedad en R" X 6, , la correspondencia
0 =0,k:E,x — Onis (x,L) — L define fibrado.

Para probar que es un fibrado por paquete usaremos un cubrimiento abierto {Uy}
de la variedad G, k, los conjuntos abiertos Uy donde I = {iy,...,ix} 1 <ix <1 son por
definicion el conjunto de k-planos que no se degeneran bajo la proyeccion sobre R’I‘ alo
largo de R}’f*k, donde T = {11,...,n\J.

R’]‘- son k-planos generados por vectores bdsicos con etiquetas en j.
Si x € L € Uy entonces para el par (x,L) le asignamos el par (%,L) donde X € Rk = Rk

es la proyeccion de x a lo largo de R;ﬁk sobre RX. “P(x) = X
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k.. noo..
Observe que x = Y x'e' + Y x'.e'.
i=1 i=k+1

| ) 0! (U[)

R

U

¢(x,L) = (P(x),L). “En términos de base se deduce la biyeccion de ¢”.
Se deduce que @ es un difeomorfismo, pues P~!(x) € L, donde L contiene al punto x, tal

que P(x) = x.

Ejemplo 4.3.5. El fibrado por paquete tangente Xlpy : TM — M si (U,X) es una
carta sobre M, el correspondiente difeomorfismo trivializante

9
UxR" 2 TU,(z,q) 4, Zqig/ze M CTU.
i=1 O%i

no 9
Recordemos que Y, qi=—/z€ TM CTU 'y H};/[(U) =UTLU=TU
i=1 ax,' zelU

TU L H}ILI(U), asi @ = o0 es un difeomorfismo.
Al notar el diagrama

(pfl
(v UxR"

Nt

U

o= lor!
M (¢~ o1~ (v) =T (97! (v]v)) = T (z,q) = 2 =TI(v)

concluimos que  TIjo@ ! =TI
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Definicion 4.3.2.

Una seccion de un fibrado por paquete 11 : E — M es una funcion diferenciable S :
M — E que asigna a cada punto x € M un elemento de la fibra sobre este punto: S(x) C
ILy, en otros términos es la condicion de que 110§ = Idyy), el conjunto de todas las
secciones es denotado por T'(I1), en el lenguaje algebraico una seccion de un por paquete
i : A — B es representada por un homomorfismo algebraico.

h: B — A de inverso izquierdo a i, esto es hoi = Id,.

Ejemplo 4.3.6.
El fibrado por paquete de  T1:R — S,
t — e,
no tiene secciones, pues si suponemos que f : S' — R, es una funcion diferenciable y
IToS =1;S" entonces, esto implica que la restriccion T1 s (S 1) — 81 es un difeomor-

fismo del conjunto f(Sl) CRenS', Ahora, la imagen de la funcién continua f : S' — R es

ciertamente un segmento |a,b] C R,y esto no puede ser un homeomorfismo sobre circulo.

Ejemplo 4.3.7.
Las secciones del fibrado por paquete tangente son interpretadas como campos de

vectores sobre M.
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