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Resumen

En este trabajo se consideran los sistemas dinámicos discretos generados

por transformaciones que preservan potencias de las transformaciones shifts.

En virtud del teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon in Topological Dynamics,

tales transformaciones son denominadas (k1, · · · , kd) − autómatas celulares;

donde k1, · · · , kd son los enteros positivos para los cuales una tal transfor-

mación F : AZ
d → AZ

d
conmuta con σki

i para todo i = 1, · · · , d. Obviamente

cuando ki = 1 para cada i = 1, · · · , d, F es , en efecto, un autómata celu-

lar d − dimensional. Debido a la importancia del estudio de la dinámica de

los autómatas celulares, como modelos discretos en diferentes problemas que

aparecen en distintos campos del conocimiento cient́ıfico, la relevancia del

estudio de similares propiedades para los (k1, · · · , kd) − autómatas celulares

en general es inmediata.

El primordial objetivo del presente trabajo consiste en presentar la exten-

sión de la clasificación en términos de sus atractores y propiedades de equicon-

tinuidad para autómatas realizadas por Hurley y Kůrka para k-autómatas

celulares en el caso unidimensional, ver [11] y [14].
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2. k-Autómatas Celulares: Generalidades 30

3. Clasificación de k-Autómatas Celulares 35
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Introducción

Los autómatas celulares fueron introducidos por Jhon von Neuman a ini-

cios de los años 1950’s, cuando se propuso desarrollar un robot que tuviese la

capacidad de auto-reproducirse. Un autómata celular es un sistema dinámico

que evoluciona a tiempo discreto, su espacio fase es un espacio producto de

un alfabeto, la ley que gobierna la evolución del sistema se expresa mediante

una regla local, la cual indica los cambios de estado en cada célula a partir

de un número finito de células vecinas en una vecindad uniforme.

En 1969, G. A. Hedlund escribió un trabajo, ver [10], considerado pionero

en la formalización matemática de la teoŕıa de los autómatas celulares, estos

son estudiados en términos de la dinámica simbólica, como endomorfismos

en el espacio de sucesiones bi-infinitas con valores en un conjunto finito;

alĺı se muestra una caracterización de los autómatas celulares. De hecho, una

transformación continua es un autómata celular si y sólo si conmuta con la

transformación shift.

Varios intentos de clasificación de los autómatas celulares se han venido

realizando desde la década de los años 70 y 80 en el siglo XX. La primera de

estas clasificaciones fue aportada por Wolfram, ver [17], la cual, desde el pun-

to de vista computacional, ofrece una informal clasificación en cuatro clases

de complejidad en el comportamiento de los autómatas celulares, dependien-

do de su comportamiento sobre configuraciones finitas. Cabe destacar que

el kernel del software Mathematica, el cual fue desarrollado por Wolfram,

utiliza autómatas celulares. Posteriormente, Gilman, ver [8] y [9], introduce

una clasificación de los autómatas celulares unidimensionales basado en el

concepto de equicontinuidad. Luego Culik, Hurd y Yu, ver [5], clasificaron

los autómatas celulares de acuerdo al comportamiento sobre finitas configu-

raciones; Hurley en [11] estudia los atractores en autómatas celulares, alĺı se

hace una clasificación de los autómatas celulares en función de sus atrac-

tores y cuasi-atractores en el sentido de Conley. Finalmente, Kůrka en [13]

y [14] hace un refinamiento de la clasificación realizada por Hurley, ésta se

lleva a efecto empleando el concepto de lenguajes y ampliando la dinámica
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de aquellos que son equicontinuos.

El presente trabajo está desarrollado como sigue:

En el caṕıtulo 1 se establecen los ingredientes que se necesitan para la

definición rigurosa de autómata celular, los cuales se definen sobre un espa-

cio fase o de configuraciones AZd
que es un espacio producto de un alfabeto

A, este último es un conjunto finito. Seguidamente señalamos la estructura

topológica sobre AZd
, el cual es un espacio de Cantor con la topoloǵıa pro-

ducto, que es equivalente a la topoloǵıa inducida por la métrica de Cantor.

Cabe destacar que se dedica especial atención a las transformaciones shift

dado que son parte fundamental de los (k1, · · · , kd)− autómatas celulares. A

continuación se establecen la definición, ejemplos y resultados importantes de

los autómatas celulares d−dimensionales, para posteriormente establecer la

extension de dichos resultados. Para cerrar, se da la definición de atractores

propuesta por C. Conley y la definiciones de atractores minimales, cuasi-

atractores y recurrencia por cadenas y algunos resultados relacionados con

dichos conceptos.

En el caṕıtulo 2 se da la definición rigurosa de k-autómata celular y la

extensión del teorema de Hedlund para k-autómatas celulares, también se

encuentran un par de resultados, junto con sus demostraciones, que serán

usados en el caṕıtulo 3.

En el caṕıtulo 3 se encuentra el objetivo principal de este trabajo, las

clasificación de los k-autómatas celulares en términos de sus atractores y

la clasificación basada en la equicontinuidad que refina la primera. Se da

inicio con el estudio de algunas propiedades básicas de los atractores de k-

autómatas celulares, pasando por la extensión de la clasificación Hurley para

k-autómatas celulares, para finalmente estudiar algunas propiedades dinámi-

cas de los k-autómatas celulares, como son las nociones de equicontinuidad,

transitividad y sensibilidad, estableciendo la extensión de la clasificación de

Kůrka para k-autómatas celulares.



Caṕıtulo 1

Conceptos Preliminares

La idea de este caṕıtulo es presentar gran parte de la terminoloǵıa, junto

con algunos teoremas y definiciones, que vamos a usar en el presente trabajo.

1.1. Espacio de Configuraciones

Para llegar a establecer la definición clásica de autómata celular (AC) se

requiere considerar un espacio topológico especial donde estos actúan.

Definición 1.1. Dado un conjunto finito cualquiera A con al menos dos

elementos; fijado un entero positivo d, se considera el ret́ıculo

Zd = {(n1, . . . , nd) : nj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ d}

donde Z es el conjunto de todos los enteros. Entonces el conjunto

AZd

=
∏

Zd

A

es llamado espacio de configuraciones.

El conjunto finito A se denomina alfabeto, y generalmente es el anillo de

los enteros módulo N , esto es, A = ZN = {0, 1, · · · , N−1}. Aśı, un elemento

en AZd
es una sucesión d-infinita con valores en el alfabeto, cada elemento

de AZd
se le conoce como una configuración.

Por ejemplo una configuración 1-dimensional sobre el alfabeto A = {0, 1}
es toda sucesión {x(n)}n∈Z de ceros y unos, mientras que una configuración

2-dimensional en A es cualquier sucesión {x(n,m)}(n,m)∈Z2 ; ver figura 1.1.

Consideremos sobre el alfabeto A la topoloǵıa discreta, y dado que AZd
es

un producto, puede asociarse una estructura topológica natural: la topoloǵıa

producto

3



1.1. Espacio de Configuraciones 4

X(-2,1) X(-1,1) X(0,1) X(1,1) X(2,1)

X(-2,-1)

X(-2,0) X(-1,0) X(0,0) X(1,0) X(2,0)

X(-1,-1) X(0,1) X(1,1) X(2,1)

Figura 1.1: Una configuración en AZd

, cada x(n,m) ∈ A, con d = 2.

De esta forma la topoloǵıa producto en el espacio de configuraciones AZd

es la menor de todas las topoloǵıas en AZd
tal que, para cada n ∈ Zd la

proyección πn : AZd → A dada por

πn ({x(m)}m∈Zd) = x(n)

es una aplicación continua. Esto significa que la topoloǵıa producto en AZd

tiene como una base, la colección de todos los subconjuntos de AZd
que son

de la forma
∏

n∈Zd

Vn, donde

Vn =

{
Un si n ∈ K

A si n /∈ K

siendo Un un subconjunto unitario de A y K cualquier subconjunto finito de

Zd. Nótese que al fijar un número k ≥ 1 de entradas en Z, digamos n1, ..., nk;

y k letras de A (no necesariamente distintas), digamos a1, ..., ak, entonces el

conjunto

C(n1, . . . , nk; a1, . . . , ak) = {{x(n)}n∈Zd/x(nj) = aj para 1 ≤ j ≤ k}
(1.1.1)



1.2. Propiedades Topológicas del Espacio AZd
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es un elemento básico de la topoloǵıa producto de AZd
; de hecho, todos los

elementos de la base que hemos descrito arriba son de esta forma. Todos

los abiertos básicos como en (1.1.1) son denominados cilindros, los cuales,

además de ser abiertos por definición, son también conjuntos cerrados en

AZd
pues sus complementos son la unión (disjunta) finita de cilindros.

101101 01010010110010001010110110110100011100101101110010010110110101011101111010110010110111001 01010101010100110011001011001101001110011011

00101001111101100101101001011001101001010100 00100000011010101100101100110101010101010110

01010100000101001011001010110101010010101101

10001111010101010101010101110010101011010101

10101100110110100101010101010101101010100001 1010101101010101010101010101010101010101010

00000110101101010101111101010101011010101010 0001010101010101010101010101010110101010011

100111110101010001011111011011110101010110011 1100101010110010101010101010101001110111001

00010010010111111110000001100101011100101100

Figura 1.2: Cilindro tal que n1 = 0, ..., n6 = 6 y a1 = 1, a2 = 0, a3 = 1, a4 = 1, a5 =
0, a6 = 1. con A = {0, 1}

1.2. Propiedades Topológicas del Espacio AZd

Dado queA es un conjunto finito, si consideramos sobre él la topoloǵıa disc-

reta, entonces A es un conjunto compacto; sigue del teorema de Tychonoff,

que AZd
es compacto. Por otro lado, recordemos que un espacio topológico

X es perfecto si no tiene puntos aislados. En nuestro caso, considerando un

alfabeto no trivial; esto es, A con cardinal mayor o igual a 2, cada cilindro

tiene más de un elemento, en consecuencia AZd
es un espacio topológico per-

fecto con la topoloǵıa producto. Veamos que AZd
es totalmente disconexo;

esto es, cualquier par de puntos distintos pueden ser separados por conjuntos

que son al mismo tiempo abiertos y cerrados. En efecto, sean las configura-

ciones x = {x(n)}n∈Zd y y = {y(n)}n∈Zd en AZd
tales que x 6= y, luego existe

m ∈ Zd de manera que x(m) 6= ym. Consideremos los cilindros C(m; x(m)) y

C(m; y(m)), tales cilindros satisfacen que x ∈ C(m; x(m)) y y ∈ C(m; y(m));

y además son disjuntos.



1.3. Transformaciones Shift 6

Un espacio topológico se dice espacio de Cantor si es no vaćıo, compacto,

perfecto y totalmente disconexo. De lo anterior se concluye que AZd
es un

espacio de Cantor, además, es bien conocido que todos los espacios de Cantor

son homeomorfos entre si.

La siguiente función d : AZd×AZd → [0, +∞) define una métrica, conocida

como métrica de Cantor, compatible con la topoloǵıa producto en AZd
:

d(x, y) =

{
0, si x(n) = y(n) para todo n ∈ Zd

2−i, si x 6= y
,

donde i = ı́nf
{‖n‖ : n ∈ Zd, x(n) 6= y(n)

}
y ‖n‖ = máx {|ni| : 1 ≤ i ≤ d}

siempre que n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd. Note que para cualquier par de configu-

raciones x, y ∈ AZd
tales que x 6= y, d(x, y) < 2−i si y sólo si x(n) = y(n)

para todo n ∈ Zd con ‖n‖ ≤ i.

1.3. Transformaciones Shift

En el espacio de configuraciones AZd
existe un conjunto de transforma-

ciones, que son homeomorfismos, de especial importancia en la teoŕıa general

de los sistemas dinámicos, son la transformaciones Shifts o desplazamientos.

Sea 1 ≤ j ≤ d, denotamos por ej al j-ésimo vector canónico en el ret́ıculo

Zd, se define el shift en la dirección de ej como σj : AZd → AZd
dada por:

σj(x)(n) = x(n + ej), para cada x ∈ AZd

y n ∈ Zd.

Para cada 1 ≤ j ≤ d, σj es caótica en el sentido de Devaney; esto es;

1. transitivo: para cualquier par de abiertos no vaćıos U y V en AZd
existe

n ≥ 1 tal que σn
j (U) ∩ V 6= ∅;

2. el conjunto de puntos periódicos es denso en AZd
; y

3. sensible a las condiciones iniciales: existe δ > 0 tal que para todo x ∈
AZd

y cualquier ε > 0, existen y ∈ B(x, ε) (bola abierta, en la métrica de

Cantor, centrada en x de radio ε) y n ≥ 1 tales que d
(
σn

j (x), σn
j (y)

) ≥ δ.



1.3. Transformaciones Shift 7

Es bien conocido, ver [3], que las dos primeras condiciones implican la

tercera.

Antes es conveniente caracterizar el conjunto de x ∈ AZd
tales que para

cada entero k ≥ 1 fijo y 1 ≤ j ≤ d se cumple σk
j (x) = x. Cualquier con-

figuración x ∈ AZd
puede ser interpretada como un arreglo d−dimensional

infinito. Si n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd, entonces x(n) = an1...nd
con an1...nd

∈ A,

luego σk
j (x)(n) = x(n + ej) = x(n) implica que

an1...nj−1(nj+k)nj+1...nd
= an1...nj−1njnj+1...nd

Esto es fijados d− 1 enteros: n1, . . . , nj−1nj+1, . . . , nd en el renglón

{(n1, . . . , nj−1,m, nj+1, . . . , nd) : m ∈ Z}

del ret́ıculo Zd, la sucesión unidimensional {an1,...,nj−1,m,nj+1,...,nd
}m∈Z es la

concatenación infinita de una misma palabra ω de longitud k. Por ejemplo

los arreglos 2-dimensionales infinitos dados en la siguiente figura:

...
...

...
...

· · · a b a b · · ·
· · · c d c d · · ·
· · · a b a b · · ·
· · · c d c d · · ·

...
...

...
...

...
...

...

· · · b d f · · ·
· · · a c e · · ·
· · · b d f · · ·
· · · a c e · · ·

...
...

...

representan puntos en AZ2
que cumplen con σ2

1(x) = x, la sucesión de la

izquierda, y σ2
2(x) = x, la de la derecha, de acá se sigue inmediatamente

que para cada k ≥ 1 y 1 ≤ j ≤ d, σj tiene infinitos puntos que satisfacen

σk
j (x) = x. Sin embargo, al considerar el problema de encontrar x ∈ AZd

tales que σk
j (x) = x para todo 1 ≤ j ≤ d, encontramos que tal conjunto de

configuraciones es no vaćıo y finito.

Transitividad: Sean U = B2−r(x) y V = B2−l(y), veamos que σm
j (U)∩V 6=

∅ para algún m ≥ 1. Sea z ∈ U luego z(n) = x(n) para todo ‖ n ‖≤ r.
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Consideremos n ∈ Zd y m ∈ Z tales que ‖n‖ < l y |m| < l − ‖n‖ entonces

σm
j (z)(n) = y(n), es decir, σm

j (z) ∈ V .

Densidad de órbitas periódicas: Sean x ∈ AZd
, ε > 0 y l ≥ 1 entero tal

que 2−l ≤ ε. Veamos que la bola B2−l(x) hay puntos periódicos simultáneos

de σj para todo 1 ≤ j ≤ d. Consideremos el conjunto W = {n : ‖n‖ ≤ l} del

ret́ıculo Zd y sea x |W la restricción de x a tal bloque. Luego la sucesión w,

construida concatenando la palabra x |W en todas la direcciones a partir de

W , pertenece a la B2−l(x); además σ2l+1
j (w) = w para todo 1 ≤ j ≤ d.

Sensibilidad: dado queAZd
tiene infinitos puntos y la transformación shift

satisface las propiedades de transitividad y densidad de órbitas periódicas,

esto implica que la transformación shift es sensitiva a las condiciones iniciales;

ver [3].

1.4. Autómata Celular d-dimensional

Para introducir la definición clásica de autómata celular se requiere de una

regla local, también conocida como función bloque.

Definición 1.2. Sea V cualquier subconjunto finito del ret́ıculo Zd. Consi-

deremos el conjunto de todas las funciones de V en A, el cual denotaremos

por AV. Una regla local es cualquier función f : AV → A.

Nótese que con las topoloǵıas discretas en AV y A, toda función bloque f

es continua. Además, si el número de elementos en V es k ≥ 1, entonces f

puede entenderse como una función en k variables que recorren A y toma

valores en A.

Ejemplo 1.1. En el ret́ıculo Z sea V = {−1, 0, 1}. Si A = {0, 1}, entonces

AV puede ser entendido como el conjunto:

{000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

y una función bloque se interpreta como cualquier función f de A3 en A. De

modo que f(x(−1), x(0), x(1)) = x(0) + x(1) mod 2 es una función bloque.
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Definición 1.3. Sea A un alfabeto finito. Dados un conjunto finito no vaćıo

V ⊂ Zd y una regla local f : AV → A, el autómata celular (AC) generado por

ellos es la transformación F : AZd → AZd
definida como sigue: para toda con-

figuración x = {x(n)}n∈Zd en AZd
, la aplicación F le asocia la configuración

F (x) = y = {y(n)}n∈Zd, de forma que para cada n ∈ Zd, y(n) = f(x|V+n),

donde x|V+n : V→ A es definida por: x|V+n(k) = x(n + k) para todo k ∈ V.

Observación 1.1. Consideremos el autómata celular F : AZd → AZd
ge-

nerado por V y la función bloque f : AV → A. Sea x = {x(n)}n∈Zd en AZd
,

su imagen por F , esto es, F (x) informa cual ha sido la evolución de tal

configuración una vez transcurrido una unidad de tiempo; el estado en cada

célula de x = {x(n)}n∈Zd; es decir, cada x(n), evoluciona según la regla local

f , cuyo valor dependerá de los valores que tenga sus células vecinas en la

vecindad V+ n.

Ejemplo 1.2. Si consideramos en Z2 el conjunto finito

V = {(0, 0), (1, 0), (−1, 1), (0, 1), (1, 1)}

..
.

..
.

..
.

...

..
.

..
.

..
.

(-1,1) (0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

para saber la evolución del esta-

do x(n,m) con (n,m) ∈ Z2 de la

configuración x, debemos ubicarla

junto con sus vecinas según V:

..
.

..
.

..
.

...

..
.

..
.

..
.

x(n-1,m+1) x(n,m+1) x(n+1,m+1)

x(n,m) x(n+1,m)

tal conjunto de valores es

lo que se entiende como la

función x|V+(n,m); aśı que el

valor y(n, m) = F (x)(n,m)

está definido por la asignación

que haga la función bloque f alĺı.
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Ejemplo 1.3 (Autómata Celular Elemental). Los autómatas celulares ele-

mentales son aquellos cuya ley de evolución actúa sobre el espacio de confi-

guraciones {0, 1}Z y donde la vecindad V = {−1, 0, 1}. Dado que el cardinal

de A es 2 y el de AV es 8, entonces el número posible de autómatas celulares

elementales es de 256 = 28. S. Wolfram (ver [17]) introdujo una numeración

entre 0 y 255 para los autómatas celulares elementales, tal numeración obe-

dece a la fórmula:
∑

x(−1),x(0),x(1)∈A
f(x(−1), x(0), x(1))2φ(x(−1),x(0),x(1))

donde f es la regla local del autómata celular y φ es la función dada por:

φ(x(−1), x(0), x(1)) = x(−1)22 + x(0)21 + x(1)20

o equivalentemente, el número asignado al AC con función bloque f es:

f(0, 0, 0) + 2f(0, 0, 1) + 4f(0, 1, 0) + 8f(0, 1, 1) + 16f(1, 0, 0) + 32f(1, 0, 1) +

64f(1, 1, 0) + 128f(1, 1, 1)

Ejemplo 1.4 (Autómata Celular Producto). Este AC elemental es dado por

la función bloque

f(x(−1), x(0), x(1)) = x(−1)x(0)x(1)

esto es, para cada x = {x(n)}n∈Z ∈ AZ la evolución de cada célula es:

P (x)(n) = f(x|V+n) = f(x(n− 1), x(n), x(n + 1)) = x(n− 1)x(n)x(n + 1).

El número asignado al AC producto es 128. Además, P tiene dos puntos

fijos, a saber, las configuraciones constantes x(n) = 0 para todo n ∈ Z o

bien x(n) = 1 para todo n ∈ Z (A = {0, 1} ya que AC es elemental). Ahora,

consideremos una configuración x = {x(n)}n∈Z de manera que existe k ∈ Z
tal que x(k) = 0, en la figura 1.3 observamos la evolución temporal, de esta

configuración, hasta el tiempo n ≥ 1.

Dado que P n(x)(j) = 0 para k − n ≤ j ≤ k + n, se tiene que P n(x) →
{O(n)}n∈Z, con O(n) = 0 para todo n ∈ Z, esto es el ω-ĺımite de {O(n)}n∈Z
es todo {0, 1}Z excepto la sucesión constante igual a 1.
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Figura 1.3: Acá se muestra la evolución temporal, hasta el tiempo n ≥ 1, de una
configuración cuyo estado en la célula k es 0.

Ejemplo 1.5 (Autómata Celular Shift o Desplazamiento σj). Para cada

j ∈ {1, . . . , d}, con d ∈ Z+ fijo, la regla local que define a σj es dada como

sigue:

fj (x (n− ej) , x (n) , x (n + ej)) = x (n + ej)

donde n es cualquier entero d-dimensional; esto es, σj : AZd → AZd
es tal

que

σj ({x(n)}n∈Zd) = {y(n)}n∈Zd

donde y(n) = x(n + ej).

Cuando d > 1, σj no es un autómata celular elemental, sin embargo, para

d = 1, obtenemos el autómata celular elemental σ, el cual es conocido co-

mo shift bilateral y constituye un ejemplo especial pues, como veremos, la

definición de k-autómata celular puede ser expresada en términos de este

desplazamiento, incluso cuando A es cualquier alfabeto finito y el ret́ıculo es

Zd.

Consideremos un espacio métrico X y f : X → X continua. Diremos que f

es topológicamente mixing si para cualesquiera dos abiertos A,B ⊂ X, existe

n ∈ Z+ tal que fn(A) ∩B 6= ∅.
En la sección 1.3 vimos que σj es caótico, en particular σ lo es, pero

adicionalmente σ es topológicamente mixing.

Las siguientes son propiedades generales de los autómatas celulares, sus

demostraciones pueden encontrarse en [10], [13] y [15].
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Proposición 1.1. Si F : AZd → AZd
es un autómata celular, entonces

1. F es continua; y

2. F ◦ σj = σj ◦ F .

La propiedad de que una aplicación cualquiera F de AZd
en si mismo con-

mute con cada uno de los shifts σj con j ∈ {1, . . . , d} es bastante significativa.

Proposición 1.2. Sea F : AZd → AZd
cualquier aplicación tal que F ◦σj =

σj ◦ F para todo j ∈ {1, . . . , d}. Entonces existe F0 : AZd → A tal que, para

cada x ∈ AZd
y cada n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Zd satisface que

F (x)(n) = (F0 ◦ σn1
1 ◦ . . . ◦ σnd

d ) (x)(n)

Teorema 1.1 (Teorema de Hedlund). Una transformación F : AZd → AZd

es un autómata celular si y sólo si es continua y F ◦ σj = σj ◦ F para todo

j ∈ {1, . . . , d}
Observación 1.2. En virtud de este teorema podemos suponer que cualquier

autómata celular F : AZd → AZd
proviene de una regla local f : AV → A

donde V = {n ∈ Zd : ‖n‖ ≤ k}, una vecindad de Moore, esto es, f :

A(2k+1)d → A para algún entero positivo k. Tal entero k ≥ 1 se le conoce

como el radio del autómata.

Proposición 1.3. Todo autómata celular F : AZd → AZd
es topológicamente

conjugado a uno de radio 1.

1.5. Atractores, Cuasi-atractores y Recurrencia por Ca-

denas

En esta sección introducimos los conceptos de atractores, cuenca de atrac-

ción, puntos recurrentes por cadena y cuasi-atractores, aśı como algunos re-

sultados importantes en referencia a dichos conceptos, ver [4] y [11].

Existen varias definiciones de atractores, en este trabajo se considera la

definición propuesta por C. Conley.
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Definición 1.4. Dado un espacio métrico compacto X y un sistema dinámi-

co discreto f : X → X, con f continua; se dice que A ⊂ X, con A 6= ∅, es

un atractor para f si:

1. A es cerrado.

2. Existe un abierto U ⊂ X tal que

a) A ⊂ U .

b) f(U) ⊂ U ; donde U es la clausura de U .

c) A =
⋂
n≥0

fn(U).

Observación 1.3. En la literatura de los sistemas dinámicos discretos pueden

encontrarse variaciones u otras definiciones de atractores; por ejemplo, si el

espacio métrico X no es compacto, además de la condición 2 anterior se

anexa la propiedad de que A atrae las órbitas de puntos en U ; esto es, para

cada x ∈ U , ĺım
n→+∞

d̂(fn(x), A) = 0, siendo d̂ la distancia en X

Proposición 1.4. Si A ⊂ X es un atractor para f : X → X, entonces

f(A) = A y ĺım
n→+∞

d̂(fn(x), A) = 0 para cada x ∈ U

Demostración. De la definición 1.4 se sigue que:

A =
⋂
n≥0

fn(U) =
⋂

n≥N

fn(U) para todo N ≥ 1;

luego f(A) ⊂ A. Rećıprocamente, sea x ∈ A cualquiera, para cada k ≥ 1

existe zk = fk(uk+1) con uk+1 ∈ U tal que f(zk) = f(fk(uk+1)) = x y zk ∈

fk(U) =
k⋂

n=0

fn(U) ⊂
k⋂

n=0

fn(U) := Uk. Dado que Uk+1 ⊂ Uk existe {kl}l≥1

con kl ↗ +∞ de manera que zkl
→ z cuando l → +∞, donde z ∈⋂

n≥0

fn(U) = A, entonces por continuidad x ∈ f(z) y por lo tanto se tiene

A ⊂ f(A).
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Veamos que ĺım
n→+∞

d(fn(x), A) = 0. Consideremos el conjunto ω-ĺımite de

x; esto es:

ω(x) = {y : ∃{kl}l≥1 con kl ↗ +∞ y ĺım
l→+∞

fkl(x) = y}.

Observe que si ω(x) ⊂ A para todo x ∈ U , entonces ĺım
n→+∞

d(fn(x), A) = 0.

Veamos que ω(x) ⊂ A. Sea y ∈ ω(x) cualquiera, luego existe {kl}l≥1 con kl ↗
+∞ tal que ĺım

l→+∞
fkl(x) = y. Dado que para cada l ≥ 1 se tiene que fkl(x) ∈

fkl(U) =

kl⋂
n=0

fn(U), entonces ĺım
l→+∞

fkl(x) = y ∈ A.

Observación 1.4. Esta proposición lo que indica, entre otras cosas, es que

un atractor absorbe la dinámica de las órbitas de todos los puntos de una

vecindad abierta U de él.

Definición 1.5. Dado un atractor A de f : X → X. El conjunto

B(A) =

{
x ∈ X : ĺım

n→+∞
d(fn(x), A) = 0

}

se conoce como la cuenca de atracción de A.

Observación 1.5. Es fácil mostrar que si A es un atractor de f : X → X

y U es una vecindad de A, como en la definición 1.4, entonces B(A) =⋃
n≥0

f−n(U); en particular B(A) es un subconjunto abierto no vaćıo de X.

Proposición 1.5. El número de atractores de f es numerable.

Demostración. Como X es compacto podemos considerar bases numer-

ables, sean U una base numerable para X y U1 la colección de todos los

abiertos que son unión finita de elementos en U , luego U1 es numerable. Con-

sideremos cualquier atractor A de f . Sea U una vecindad abierta de A como

en la definición 1.4. Obviamente U es unión de elementos de U ; además tales

abiertos constituyen un cubrimiento abierto de A, entonces, por compacidad,

esta cobertura tiene una subcobertura finita. Sea U(A) el abierto de X que es
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unión de los elementos en tal subcobertura, dado que A ⊂ U(A) y U(A) ⊂ U

y como f(A) = A (proposición 1.4) se obtiene que A =
⋂
n≥0

fn(U(A)). Es-

to implica que la aplicación ϕ que asocia a cada atractor A de f el abierto

U(A) es inyectiva. De aqúı se desprende que el conjunto de atractores de f

es numerable pues U1 también lo es.

Proposición 1.6. Si A es un atractor de f , V es una vecindad abierta de

A y K es un compacto contenido en B(A), entonces existe un entero positivo

n tal que fn(K) ⊂ V .

Demostración. Sea U una vecindad abierta de A tal que f
(
U

) ⊂ U ; A =⋂

k≥0

fk(U) y B(A) =
⋃
m≥0

f−m(U). Por compacidad, existe l ≥ 1 tal que

K ⊂
l⋃

m=0

f−m(U) ⊂ f−l(U),

recuerde que U ⊂ f−1(U) pues f(U) ⊂ f(U) ⊂ U .

Por otro lado, dado que f
(
U

) ⊂ U y A =
⋂

k≥0

fk
(
U

)
, entonces existe r ≥ 1

tal que

fk
(
U

)
=

r⋂

k=0

fk
(
U

) ⊂ V.

De esta inclusión y la anterior sigue que fn(K) ⊂ V donde n = l + r.

Proposición 1.7. Si G es una vecindad abierta de un atractor A de f ,

entonces existe un abierto V ⊂ G tal que

1. f(V ) ⊂ V , y

2. A =
⋂
n≥0

fn(V ).



1.5. Atractores, Cuasi-atractores y Recurrencia por Cadenas 16

Demostración. Sea U una vecindad abierta de A satisfaciendo las condi-

ciones 1 y 2 de la definición 1.4. Sin perdida de generalidad, supongamos que

G es una vecindad abierta de A y que G ⊂ U ; luego, usando la proposición

1.4, se tiene que

A =
⋂
n≥0

fn(A) ⊂
⋂
n≥0

fn(G) ⊂
⋂
n≥0

fn(U) = A.

Afirmación: Existe un abierto W con A ⊂ W ⊂ U tal que para cada

n ≥ 0 vale fn
(
W

) ⊂ G.

Observe primero que como G contiene a A, existe N ∈ Z+ tal que fm(U) ⊂
G para todo m ≥ N . Supongamos ahora que la afirmación no es válida.

Entonces podemos construir abiertos arbitrariamente próximos a A, conte-

niendo a A, de manera que para algún n ∈ {1, . . . , N − 1} se tiene que

fn
(
W

)
* G. De esta manera se construye una sucesión {xk} con xk → x ∈ A

cuando n → +∞ aśı que para algún n ∈ {1, . . . , N − 1}, fn(xk) /∈ G. Sigue

por tanto que para alguna subsucesión (usaremos el mismo ı́ndice) {xk} exis-

te un entero n ∈ {1, . . . , N − 1} tal que fn(xk) /∈ G para todo k; lo cual

contradice que xk → x ∈ A y fn(xk) → fn(x) ∈ A (note que W puede ser

escogido dentro de G). De esta manera la afirmación está demostrada.

Sigue de la proposición 1.6 que existe n0 ∈ Z+ tal que fn0
(
W

) ⊂ W .

Construiremos ahora el conjunto V que satisface las condiciones 1 y 2 del

enunciado (la condición 2 se seguirá inmediatamente por construcción). Sea

V0 = W y Vj (1 ≤ j ≤ n0 − 1) la δ-vecindad abierta de f(Vj−1), Vj =

Bδ(f(Vj−1)); y sea V = V0∪ · · · ∪Vn0−1. Note que para δ > 0 suficientemente

pequeño V ⊂ G; además:

f
(
V

) ⊂
n0−1⋃

k=0

f
(
Vk

) ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vn0−1 ∪ f
(
Vn0−1

)
;

empleando la misma fórmula de recurrencia de los Vj se tiene que

f
(
Vn0−1

)
 Vn0 = Bδ(f(Vn0−1));
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ahora bien, dado que fn0
(
W

) ⊂ W ; por continuidad podemos elegir δ > 0

suficientemente pequeño de manera que Vn0 ⊂ W . Aśı, f
(
V

) ⊂ V1 ∪ · · · ∪
Vn0−1 ∪W = V .

Ahora estudiaremos algunas relaciones básicas entre la recurrencia por

cadenas y la jerarqúıa de los atractores, tales resultados son debidos a C.

Conley.

Definición 1.6. Sean (X, d) un espacio métrico, no necesariamente com-

pacto, y f : X → X continua. Dado ε > 0, una ε-cadena ó ε-pseudo órbita,

para f es una secuencia (finita o infinita) de puntos xn ∈ X tales que, para

todos los posibles valores de n, se cumple:

d(f(xn), xn+1) < ε.

Observación 1.6. Cuando una ε-cadena es finita, digamos {x0, . . . , xn}, se

dice que va de x0 hacia xn.

Definición 1.7. Un punto x ∈ X se dice recurrente por cadenas, si para

cada ε > 0 existe una ε-cadena de x hacia x; es decir, para cada ε > 0

existen x0 = x, x1, . . . , xn−1, xn = x tales que d(f(xk), xk+1) < ε para todo

k ∈ {0, . . . , n− 1} y algún n > 1.

Dada una función f : X → X continua, al conjunto de puntos recurrentes

por cadenas de f se denota como CR(f).

Si el espacio métrico (X, d) es compacto y f : X → X es cualquier apli-

cación continua, entonces existe una relación de equivalencia natural sobre

CR(f); esta se define como sigue:

x ∼ y ⇔ ∀ε > 0, ∃ε-cadenas de x hacia y y de y hacia x.

Las clases de equivalencia dadas por esta relación son conocidas como com-

ponentes por cadenas de f .

Recordemos que cuando (X, d) es compacto, el conjunto ω−ĺımite de x ∈
A, ωf (x) es cerrado, no vaćıo y f(ωf (x)) ⊂ ωf (x).
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Teorema 1.2. Dados (X, d) espacio métrico compacto y f : X → X conti-

nua, el espacio X es particionado por los conjuntos B(C), donde

B(C) = {x ∈ X : ωf (x) ⊂ C y C es una componente por cadena de f}.

Demostración. Sean x ∈ X y y ∈ ωf (x). Veamos que:

1. ωf (x) ⊂ CR(f), aśı CR(f) 6= ∅; y

2. existe una única componente por cadena de f , digamos C, tal que

ωf (x) ⊂ C.

Obviamente de 1 y 2 se sigue el teorema.

Sea y ∈ ωf (x), luego existe una sucesión de enteros {nk}k≥0 estrictamente

creciente tal que y = ĺım
n→+∞

fnk(x). Dado ε > 0, por continuidad, existe k0 ≥ 1

tal que d(f(y), fnk0
+1(x)) < ε; además, existe k1 > k0 tal que d(fnk(x), y) < ε

para todo k ≥ k1. Luego la secuencia y, fnk0
+1(x), · · · , fnk1

−1(x), y es una

ε-cadena para f de y hacia y, aśı que y ∈ CR(f) para cualquier y ∈ ωf (x).

Sean y, z ∈ ωf (x) cualesquiera, veamos que y ∼ z, es decir, para todo ε > 0

existe una ε-cadena de y hacia z y de z hacia y. Sean {nk} y {ml} sucesiones

de enteros positivos estrictamente crecientes tales que

ĺım
l→+∞

fml(x) = z y ĺım
k→+∞

fnk(x) = y.

Consideremos enteros positivos k y l tales que nk < ml y

d(f(y), fnk+1(x)) < ε y d(fml(x), z) < ε.

Luego la secuencia y, fnk+1(x), . . . , fml−1(x), z es una ε-cadena de y hacia z.

Análogamente se construye una ε-cadena de z hacia y.

Finalmente, supongamos que C y C ′ son dos componentes por cadena de

f tales que B(C)
⋂

B(C ′) 6= ∅. Claramente si x ∈ C ∩ C ′, entonces ωf (x) ⊂
C ∩ C ′, por lo anterior se obtiene que C = C ′.
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Lema 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico (no necesariamente compacto) y

f : X −→ X continua. Dados p ∈ X, δ > 0 y n ∈ Z+, existe ε > 0 tal que

cualquier ε-cadena de longitud n que se inicia en p, termina en un punto de

la bola abierta Bδ(f
n(p)). Además, si f es uniformemente continua, entonces

ε > 0 puede ser escogido independientemente de p.

Demostración. (Ver [12]) Procedamos por inducción sobre n. Para n = 1

la propiedad enunciada en el lema es válida; basta escoger ε = δ. Ahora esco-

jamos n = k− 1 con k ∈ Z+. Sea γ > 0 tal que d(f(x), fk(p)) < δ/2 siempre

que d(x, fk−1(p)) < γ; observe que γ puede ser escogido independientemente

de p cuando f es uniformemente continua. Supongamos por hipótesis induc-

tiva que el lema vale para p, γ y n = k − 1; es decir, existe ε > 0 (el cual

puede ser escogido menor que δ/2) tal que cualquier ε-cadena que comienza

en p‘, con longitud k − 1, termina en la bola abierta Bγ(f
k−1(p)). Para tal

ε > 0, sea p, x1, . . . , xk−1, xk una ε-cadena. Dado que p, x1, . . . , xk−1 es una

ε-cadena de longitud k − 1 iniciándose en p, entonces d(xk−1, f
k−1(p)) < γ,

por la hipótesis inductiva. Luego

d(xk, f
k(p)) ≤ d(xk, f(xk−1)) + d(f(xk−1), f

k(p)) < ε +
δ

2
<

δ

2
+

δ

2
= δ

aśı que xk ∈ Bδ(f
k(p))

Corolario 1.3. Sean X y f como en el lema 1.1. Si p ∈ X es recurrente

por cadenas y no periódico, entonces la longitud requerida para una ε-cadena

que comienza en p y retorna a p debe crecer a infinito cuando ε → 0.

Demostración. Supongamos por el absurdo que tal longitud es acotada; es

decir, existe N ∈ Z+ tal que para cada ε > 0 existe una ε-cadena de longitud

1 ≤ k ≤ N que comienza y termina en p. Sea r = mı́n
1≤k≤N

d(p, fk(p)) > 0.

Escojamos 0 < δ < r y usemos el lema 1.1 para p, δ y cualquier 1 ≤ n ≤ N .

Sigue por tanto que existe ε > 0 tal que para cada ε-cadena que se inicia

y termina en p, se cumple p ∈ Bδ(f
n(p)). Pero r ≤ d(p, fn(p)) < δ, pues

1 ≤ n ≤ N , lo cual es una contradicción.
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Lema 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, f : X −→ X continua

y U ⊂ X un abierto no vaćıo tal que f
(
U

) ⊂ U . Entonces existe δ > 0 de

manera que la bola abierta Bδ(y) ⊂ U para todo y ∈ f
(
U

)
.

Demostración. Supongamos lo contrario. Entonces podemos escoger suce-

siones {yn} y {zn} tales que yn ∈ f(U); zn /∈ U y además d(yn, zn) < 1/n.

Por compacidad podemos suponer (sin perder generalidad) que zn → z cuan-

do n → +∞. Haciendo uso de la desigualdad triangular sigue que yn → z

cuando n → +∞. Dado que f(U) es cerrado y f(U) ⊂ f
(
U

) ⊂ U , entonces

z ∈ U ; por otro lado, como U es abierto y zn /∈ U , se tiene que z ∈ ∂U . Lo

cual es una contradicción.

Corolario 1.4. Sean X, f y U como en el lema 1.2. Entonces para cualquier

ε > 0 suficientemente pequeño, ninguna ε-cadena puede ir desde un punto

en f(U) hacia un punto en X r U . En particular, esto implica que ningún

punto del abierto U r f(U) puede ser recurrente por cadena.

Demostración. Sea δ > 0 como en el lema 1.2. Consideremos cualquier

0 < ε < δ y cualquier ε-cadena x0, x1, . . . , xn tal que para algún 0 ≤ j < n

se tiene xj ∈ f(U). En particular xj ∈ U , de donde f(xj) ∈ f(U) ⊂ f(U),

luego como d(f(xj), xj+1) < ε < δ, entonces xj+1 ∈ U . Del mismo argumento

sigue que xk ∈ U para todo j ≤ k ≤ n; lo que muestra la primera parte del

corolario.

Veamos ahora la segunda parte. Supongamos que existe p ∈ U r f(U)

recurrente por cadena. Entonces para cada ε > 0 existe una ε-cadena de

p hacia p. Escojamos ε > 0 tal que Bε(p) ∩ f(U) 6= ∅. Para tal ε sea

p, x1, . . . , xn, p una ε-cadena; por la primera parte tenemos que xj ∈ U para

todo 1 ≤ j ≤ n, en particular f(xn) ∈ f(U) ⊂ f(U). Ahora, por ser una

ε-cadena, d(f(xn), p) < ε; esto es, f(xn) ∈ Bε(p), lo cual es imposible.
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Estos dos lemas, junto con sus corolarios, permiten demostrar el siguiente

teorema.

Teorema 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X con-

tinua. Si A(f) denota la colección de todos los atractores de f , entonces

X r CR(f) =
⋃

A∈A(f)

(B(A)r A)

Demostración. Sea A un atractor de f . Sea p ∈ B(A) r A. Mostraremos

que p no puede ser recurrente por cadena; como consecuencia sigue que:
⋃

A∈A(f)

(B(A)r A) ⊂ X r CR(f).

Sea r > 0 tal que la bola cerrada Br(p) está contenida en el abierto B(A) y es

disjunta de A. Entonces el abierto B(A)rBr(P ) contiene al atractor A; luego

por la proposición 1.7 existe una vecindad abierta de A U ⊂ B(A)r Br(P )

tal que

1. f
(
U

) ⊂ U y

2. A =
⋂
n≥0

fn(U);

observe que p /∈ U ; pero como p ∈ B(A), existe m ≥ 1 de manera que

fm(p) ∈ U ; de hecho fk(p) ∈ U para todo k ≥ m. Del lema 1.1 sigue que si

ε > 0 suficientemente pequeño, toda ε-cadena de longitud m que comienza

en p y termina en U . Por otra parte, como ya hemos visto (corolario 1.4)

si ε es suficientemente pequeño, entonces cualquiera de estas ε-cadenas al

entrar en U los siguientes puntos de la ε-cadena permanecen en U , por tanto

si ε es pequeño ninguna ε-cadena puede comenzar y terminar en p; esto es,

p /∈ CR(f).

Demostremos ahora que si p /∈ CR(f), entonces existe un atractor A de f

tal que p ∈ B(A) r A. En efecto, sea p un punto no recurrente por cadena

de f . Luego para un cierto ε > 0, p no pertenece al conjunto

Uε = {y : ∃ε-cadena desde p hacia y}.
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Es claro que Uε 6= ∅, por ejemplo, todo fk(p) con k ≥ 1 pertenece a Uε,

en este caso basta escoger la sucesión {p, f(p), . . . , fk(p)} y ver que es una

ε-cadena. Mostraremos que Uε es abierto con f(Uε) ⊂ Uε; de lo cual se tiene

que Aε =
⋂
n≥0

f(Uε) es un atractor de f . Note que en tal caso p /∈ Aε pues

p /∈ Uε; sin embargo, como f(p) ∈ Uε, entonces p ∈ B(Aε) =
⋃
n≥0

f−n(Uε),

con lo cual la demostración estará completa.

Demostraremos entonces que Uε es abierto y que f
(
Uε

) ⊂ Uε. Sean y ∈ Uε

y p = x0, x1, . . . , xn, y una ε-cadena; en particular tenemos que d(f(xn), y) =

δ < ε. Sea r = ε − δ > 0. Entonces d(f(xn), z) ≤ d(f(xn), y) + d(y, z) < ε

para todo z ∈ Br(y); es decir, p, x1, . . . , xn, z es una ε-cadena; por tanto

Br(y) ⊂ Uε y Uε es abierto. Ahora supongamos que z ∈ Uε, por continuidad

podemos escoger y ∈ Uε de manera que d(f(y), f(z)) < ε/2. de acá tenemos

que para cualquier punto w ∈ Bε/2(f(z)), x0 = y, x1 = w es una ε-cadena;

pero como y ∈ Uε existe una ε-cadena de p hacia w para todo w ∈ Bε/2(f(z)),

siendo z cualquier punto de Uε; en otras palabras, tenemos Bε/2(f
(
Uε

)
) ⊂ Uε,

en particular f (Uε) ⊂ Uε.

Proposición 1.8. Sea h : X → X un homeomorfismo que conmuta con f ;

es decir, f ◦ h = h ◦ f :

1. Si A es un atractor de f , entonces también lo es h(A) y B(h(A)) =

h(B(A)).

2. Si C es una componente por cadena de f , entonces también lo es h(C),

y B(h(C)) = h(B(C)).

Demostración. Dado que f ◦ h = h ◦ f , entonces para cada n ∈ N se tiene

que fn ◦ h = h ◦ fn. Además, puesto que h es un homeomorfismo, entonces

para cada subconjunto Y de X tenemos que
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h
(
f−1(Y )

)
= h

(
f−1

(
h−1(h(Y ))

))
= h

(
(h ◦ f)−1(h(Y ))

)

= h
(
(f ◦ h)−1(h(Y ))

)
= h

(
h−1

(
f−1(h(Y ))

))

= f−1(h(Y ))

y en consecuencia h (f−n(Y )) = f−n(h(Y )) para cada n ∈ N y cada Y ⊂ X.

1. Supongamos que A es un atractor. Entonces A es un conjunto cerrado

y no vaćıo y además existe un abierto U tal que A ⊂ U , f
(
U

) ⊂ U y

A =
⋂
n≥0

fn (U).

Luego h(A) 6= ∅ y h(A) ⊂ h(U). Dado que h es un homeomorfismo,

entonces h(A) es cerrado y h(U) es abierto.

Por hipótesis f ◦ h = h ◦ f , aśı que

f
(
h(U)

)
⊂ f

(
h

(
U

))
= h

(
f

(
U

)) ⊂ h(U)

Además

h(A) = h

(⋂
n≥0

fn (U)

)
=

⋂
n≥0

h (fn (U)) =
⋂
n≥0

fn (h (U))

Por lo tanto h(A) es un atractor.

Finalmente, como B(A) =
⋃
n≥0

f−n(U) y B(h(A)) =
⋃
n≥0

f−n(h(U)),

entonces

h(B(A)) = h

(⋃
n≥0

f−n (U)

)
=

⋃
n≥0

h
(
f−n (U)

)
=

⋂
n≥0

f−n (h (U)) = B(h(A))

2. Sean p, q ∈ h(C) y ε > 0 cualesquiera, luego existen x, y ∈ C tales que

p = h(x) y q = h(y).

Dado que x, y ∈ C, entonces para todo γ > 0 se tiene que existen γ-

cadenas de y a x y de x a y, esto es, existen {x0 = x, x1, . . . , xn = y}
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y {y0 = y, y1, . . . , ym = x} tales que para cada i ∈ {0, . . . , n} y cada

j ∈ {0, . . . , m}

d(f(xi), xi+1) < γ y d(f(yj), yj+1) < γ

Como h es un homeomorfismo, existe δ > 0 tal que si d(a, b) < δ,

entonces d(h(a), h(b)) < ε. Haciendo γ = δ, tenemos que para cada

i ∈ {0, . . . , n} y cada j ∈ {0, . . . , m}

d(f(h(xi)), h(xi+1)) = d(h(f(xi)), h(xi+1)) < ε;

d(f(h(yj)), h(yj+1)) = d(h(f(yj)), h(yj+1)) < ε

Por lo tanto

{h(x0) = h(x) = p, h(x1), . . . , h(xn) = h(y) = q} y

{h(y0) = h(y) = q, h(y1), . . . , h(ym) = h(x) = p}
son ε-cadenas de p a q y de q a p respectivamente. Por lo tanto existe

una única componente por cadena de f que contiene a h(C).

Sea x ∈ CR(f) y ε > 0 cualesquiera. Entonces, para cada γ > 0,

existe una γ-cadena de x a x. Como consecuencia del resultado pre-

vio, existe una ε-cadena de h(x) a h(x), por lo tanto h(x) ∈ CR(f),

luego h(CR(f)) ⊂ CR(f), análogamente, usando h−1 en lugar de h, se

tiene que h−1(CR(f)) ⊂ CR(f), esto es, CR(f) ⊂ h(CR(f)), aśı que

h(CR(f)) = CR(f).

Dado que h es un homeomorfismo, si {Ck}k∈Λ es la partición de CR(f)

formada por las componentes por cadena de f , entonces {h(Ck)}k∈Λ es

también una partición de CR(f). Sea D una componente por cadena de

f distinta de C. Sean x ∈ C, y ∈ D y ε > 0 cualesquiera. Supongamos

que para cada γ > 0 existen γ-cadenas de h(x) a h(y) y de h(y) a h(x),

en consecuencia, usando un razonamiento análogo al anterior, se tiene

que existen ε-cadenas de y a x y de x a y, es decir, D = C, lo cual es

contradictorio. Por lo tanto h(C) es una componente por cadena de f .



1.5. Atractores, Cuasi-atractores y Recurrencia por Cadenas 25

Por otro lado, para cada x ∈ X se tiene que ωf (h(x)) = h(ωf (x)). En

efecto, sea z ∈ ωf (h(x)) cualquiera. Entonces existe una sucesión estric-

tamente creciente de números enteros {kl}l≥1 tal que ĺım
l→+∞

fkl(h(x)) =

z, pero fkl(h(x)) = h
(
fkl(x)

)
y por ser h un homeomorfismo, se tiene

que

z = ĺım
l→+∞

fkl(h(x)) = ĺım
l→+∞

h
(
fkl(x)

)
= h

(
ĺım

l→+∞
fkl(x)

)

o equivalentemente

h−1(z) = ĺım
l→+∞

fkl(x)

Por lo tanto h−1(z) ∈ ωf (x), aśı que z ∈ h(ωf (x)). En consecuencia

ωf (h(x)) = h(ωf (x))

Finalmente

h(B(C)) = {z : z = h(x) ∧ x ∈ B(C)}
= {z : z = h(x) ∧ ωf (x) ⊂ C}
= {z : z = h(x) ∧ h(ωf (x)) ⊂ h(C)}
= {z : z = h(x) ∧ ωf (h(x)) ⊂ h(C)}
= {z : ωf (z) ⊂ h(C)}
= B(h(C))

Proposición 1.9. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X

continua. Dados n ∈ Z+ y A1, . . . , An atractores de f tales que A1∩· · ·∩An 6=
∅, entonces A =

⋂
j≥0

f j(U) es un atractor de f contenido en A1 ∩ · · · ∩ An

donde U =
n⋂

i=1

Ui y, para cada i ∈ {1, . . . , n}, Ui es una vecindad de Ai dada

en la definición 1.4.
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Demostración. Por definición 1.4, para cada i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que

Ui es abierto; Ai ⊂ Ui; f(Ui) ⊂ Ui y Ai =
⋂
j≥0

f j(Ui).

Aśı que

A =
⋂
j≥0

f j(U) =
⋂
j≥0

f j

(
n⋂

i=1

Ui

)
⊂

⋂
j≥0

n⋂
i=1

f j (Ui) =
n⋂

i=1

⋂
j≥0

f j (Ui) =
n⋂

i=1

Ai

Por otro lado U =
n⋂

i=1

Ui es abierto; y es no vaćıo ya que

∅ 6= A1 ∩ · · · ∩ An ⊂ U1 ∩ · · · ∩ Un = U

Además

A ⊂
n⋂

i=1

Ai ⊂
n⋂

i=1

Ui = U

Ahora bien

f
(
U

)
= f

(
n⋂

i=1

Ui

)
= f

(
n⋂

i=1

Ui

)
⊂

n⋂
i=1

f
(
Ui

) ⊂
n⋂

i=1

Ui = U

Finalmente, A es cerrado, en efecto,

A =
⋂
j≥0

f j(U) =
⋂
j≥0

f j(U) ⊂
⋂
j≥0

f j
(
U

) ⊂
⋂
j≥1

f j
(
U

)

⊂
⋂
j≥1

f j−1(U) =
⋂
j≥0

f j(U) = A

Por lo tanto A es un atractor de f contenido en A1 ∩ · · · ∩ An.

Proposición 1.10. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X

continua. Si A y A′ son atractores de f con B(A) ∩ B(A′) 6= ∅, entonces

A ∩ A′ 6= ∅
Demostración. Supongamos que B(A)∩B(A′) 6= ∅ y sea x ∈ B(A)∩B(A′).

Entonces

ĺım
n→+∞

d(fn(x); A) = 0 y ĺım
n→+∞

d(fn(x); A′) = 0
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De aqúı que todos los ĺımites subsecuenciales de la sucesión {fn(x)}n≥0 están

en A ∩ A′.

Como {fn(x)}n≥0 ⊂ X y X es compacto, existen {fnk(x)}k≥0 y y ∈ X

tales que fnk(x) → y cuando k → +∞. Dado que A∩A′ es cerrado, entonces

y ∈ A ∩ A′, por lo tanto A ∩ A′ 6= ∅.

Definición 1.8. Sea X un espacio métrico compacto y f : X → X continua,

Q ⊂ X con Q 6= ∅ es un cuasi-atractor de f si Q es la intersección numerable

de atractores de f . Un cuasi-atractor es minimal si no contiene propiamente

a algún cuasi-atractor. En caso de que un cuasi-atractor minimal sea un

atractor, lo llamaremos un atractor minimal.

Antes de enunciar y demostrar la siguiente proposición, recordaremos al-

gunos resultados que tienen que ver con la métrica de Hausdorff.

Consideremos un espacio métrico completo (X, d) (en particular, si X es

compacto, funciona). Sea H(X) la familia de todos los subconjuntos com-

pactos no vaćıos de X. Para cada A ∈ H(X) y cada δ > 0 denotamos por

A + δ = {x : d(x,A) < δ}; recordamos que d(x,A) = ı́nf{d(x, y) : y ∈ A}
define la distancia de un punto x al conjunto A; en el caso de A ser compacto,

esta distancia es realizable por un punto a ∈ A; es decir, existe a ∈ A tal que

d(x,A) = d(x, a) = mı́n{d(x, y) : y ∈ A}. La distancia de Hausdorff entre

dos conjuntos cualesquiera (no vaćıos) se define como

distH(A,B) = ı́nf{δ > 0 : A ⊂ B + δ}.

Cuando tales conjuntos A y B son compactos, se muestra, sin dificultad, que

distH(A,B) = máx

{
máx
x∈A

d(x,B), máx
y∈B

d(y,A)

}
.

Es necesario mencionar que sin imponer la restricción de compacidad,

pueden encontrarse ejemplos de subconjuntos no vaćıos A y B tales que

distH(A,B) = +∞; además, también pueden construirse ejemplos de con-

juntos no vaćıos distintos de manera que su distancia de Hausdorff sea nula.
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Esto es, la generalidad viola condiciones para que distH sea, en efecto, una

métrica. Sin embargo, en H(X), la función distH define una métrica la cual

se conoce como métrica de Hausdorff.

Cerramos estos pequeños comentarios sobre la métrica de Hausdorff señalan-

do algunas propiedades básicas:

Para todo par de conjuntos A,B ∈ H(X) y cada ε > 0 se tiene

distH(A,B) < ε ⇔ A ⊂ B + ε y B ⊂ A + ε.

(H(X), distH) es completo; además, si {Kn} es una sucesión de Cauchy

en H(X), entonces ĺım
n→+∞

Kn = K, donde K es dado por:

K = {x ∈ X : ∃{xn} de Cauchy en X y xn → x si n → +∞}

En particular, esto implica que si {Kn} es una sucesión en H(X) de

manera que Kn+1 ⊂ Kn para todo n ∈ N, entonces {Kn} es de Cauchy

y ĺım
n→+∞

Kn =
⋂
n≥0

Kn.

Ahora tenemos las herramientas para demostrar la siguiente proposición.

Proposición 1.11. Sea X un espacio métrico compacto y f : X → X

continua. Si Q1 y Q2 son cuasi-atractores disjuntos de f , entonces existen

atractores A1 y A2 de f los cuales son disjuntos y Qi ⊂ Ai para i = 1, 2.

Demostración. Dado que Q1 y Q2 son cuasi-atractores, podemos escribir,

para cada i = 1, 2, Qi =
⋂
n≥1

Ai,n, donde Ai,n es un atractor de f . De los

comentarios anteriores tenemos que para cada i = 1, 2 y cada k ≥ 1, las

sucesiones {Ti,k}, donde Ti,k =
k⋂

n=1

Ai,n, son de Cauchy en H(X) y convergen

justamente a Qi. Por otro lado, como distH(Q1, Q2) > 0 y distH(Qi, Ti,n) ↘ 0

cuando n → ∞, entonces existe n ≥ 1 tal que distH(T1,n, T2,n) > 0, en

particular estos conjuntos son disjuntos. Ahora bien, Qi ⊂ Ti,n para i = 1, 2
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y en virtud de la proposición 1.9, cada Ti,n contiene un atractor de f , lo cual

concluye la prueba.



Caṕıtulo 2

k-Autómatas Celulares: Generalidades

En este caṕıtulo se presenta la definición de k-autómata celular, la exten-

sión del teorema de Hedlund a k-autómatas y finalizamos con el resultado de

que todo k-autómata celular es conjugado a un k-autómata de radio 1.

Definición 2.1. Una aplicación F : AZ → AZ es un k-autómata celular

con k ∈ Z+, si existen k reglas locales fr : AVr → A, donde cada Vr ⊂ Z es

finito y no vaćıo, tales que para cada x ∈ AZ y cada n ∈ Z se cumple:

F (x)(n) = fr(x|Vr+n),

donde n = r mod k y 0 ≤ r < k.

Observación 2.1. Para cualquier k-autómata celular, la evolución del esta-

do en cada célula de cualquier configuración x ∈ A depende de su localización

en Z; en efecto, su estado futuro es definido por una regla local espećıfica, la

cual actúa sobre una vecindad espećıfica de ésta célula. Nótese que cada una

de las reglas locales en la definición es una función continua.

Ejemplo 2.1. Consideremos A = {0, 1}, V0 = V1 = {−1, 0, 1} y las reglas

locales

f0(x, y, z) = z y f1(x, y, z) = yz.

Entonces, el 2-autómata celular definido por estas reglas, es dado, para todo

x ∈ A y n ∈ Z, por:

F (x)(n) =

{
x(n + 1) si n es par

x(n)x(n + 1) si n es impar

La siguiente figura, muestra la evolución temporal de la configuración

xn =

{
1 si n ≤ k

0 si n > k

30
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k

Figura 2.1: Los recuadros en gris indican 1, y los recuadros blancos indican 0

donde k es un entero fijo.

A continuación mostramos la caracterización de los k-autómatas celulares

(extensión del Teorema de Hedlund) y la propiedad de su configuración

topológica con k-autómatas celulares de radio 1.

Proposición 2.1. Si F : AZ → AZ es un k-autómata celular correspon-

diente a las reglas locales fr : AVr → A para r ∈ {0, . . . , k − 1}, entonces

1. F es continua.

2. F ◦ σk = σk ◦ F .

Demostración. Al considerar la topoloǵıa discreta, cada regla local es con-

tinua. Sea ε > 0 luego existe l ≥ 1 tal que 2−l < ε. Sea m el primer entero

positivo tal que para cada n ∈ Z con |n| ≤ l y r ∈ {0, · · · , k − 1} se

tiene que Vr + n ⊂ {p ∈ Z : |p| ≤ m}. Ahora para cada x, y ∈ Z con

d(x, y) < 2−m se cumple que x |Vr+n= y |Vr+n para todo |n| ≤ l. De aqúı que,
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F (x)(n) = F (y)(n) para cada |n| ≤ l, luego d(F (x), F (y)) < 2−l < ε con lo

que obtenemos la parte (a).

Sea x = {xn}n∈Z ∈ AZ cualquier configuración.

F (σk(x))(n) = fr(σ
k(x) |Vr+n) si n = qk + r y q ∈ Z.

= fr(x |Vr+n+k)

= F (x)(n + k)

= σk(F (x))(n)

Luego la demostración está completa.

Teorema 2.1 (Teorema de Hedlund. Teorema 3.4 en [10]). Toda transforma-

ción continua F : AZd → AZd
es un autómata celular si y sólo si Fσj = σjF

para cada j ∈ {1, . . . , d}.

La demostración de este resultado en realidad es bastante simple, sencil-

lamente es una consecuencia de la compacidad del espacio fase y del hecho

que para toda transformación F : AZd → AZd
(continua o no) que conmute

con los shifts canónicos, existe una función F0 : AZd → A tal que para cada

n = (n1, . . . , nd) y todo x ∈ AZd
se cumple F (x)(n) = F0σ

n1
1 · · ·σnd

d .

Antes de proseguir, supongamos que se tiene el k-autómata celular F :

AZ −→ AZ generado por las vecindades Vr = {nr
1 < · · · < nr

mr
} y las reglas

locales fr : AVr −→ A; esto es, para cada x ∈ AZ y n ∈ Z:

F (x)(n) = fr

(
x (nr

1 + n) , . . . , x
(
nr

mr
+ n

))
,

si n = qk + r con q ∈ Z. Ahora consideremos a d ≥ 1 como el menor entero

positivo tal que el intervalo [−d , d ] = {n ∈ Z : −d ≤ n ≤ d} contiene a

todos los conjuntos Vr. Para cada 0 ≤ r ≤ k definimos f̃r : A2d+1 −→ A por:

f̃r(a−d . . . ad) = fr(anr
1
. . . anr

mr
).

Sea G : AZ −→ AZ el k-autómata celular definido, para cada x ∈ AZ y

n ∈ Z, por:

G(x)(n) = f̃r(x(−d + n) . . . x(d + n)).
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Es simple verificar que G = F ; es decir, F (x)(n) = G(x)(n) para todo

x ∈ AZ y n ∈ Z.

En otras palabras, las reglas locales de todo k-autómata celular pueden

suponerse que dependen de una misma vecindad. Al entero d ≥ 1 se le

conoce como radio del k-autómata celular.

Teorema 2.2. Todo k-autómata celular es topológicamente conjugado a un

k-autómata celular de radio 1.

Demostración. Sea F : AZ → AZ un k-autómata celular; suponemos que

F es de radio ` ≥ 1; es decir,

F (x)(n) = fr(x(n− `), . . . , x(n + `)),

si n = qk + r.

Consideremos el alfabeto B = A`; las configuraciones z en BZ son tales que

para cada n ∈ Z, z(n) tiene ` componentes: z(n) = z0(n) · · · z`−1(n). Ahora

definimos Φ : AZ → BZ, para cada x = {x(n)}n∈Z ∈ AZ y n ∈ Z, por:

Φ(x)(n) = x(`n)x(`n + 1) · · · x(`(n + 1)− 1).

Es simple verificar que Φ es un homeomorfismo. Observe además que para

cada z = {z(n)}n∈Z en BZ con z(n) = z0(n) · · · z`−1(n) se tiene Φ−1(z) = x,

si, y sólo si, para cada n ∈ Z se tiene x(n) = zj(m) siempre que m ∈ Z y

0 ≤ j < ` satisfagan n = m`+j. Sea G : BZ → BZ, dada por G = Φ◦F ◦Φ−1.

Veamos que existen reglas locales g0, · · · , gk−1 : B3 → B mediante las cuales

se expresa G; esto es, G(z)(n) = gnk
(z(n−1), z(n), z(n+1)) para cada z ∈ BZ

y n ∈ Z, recuerde que nk = n mod k. Observe que para cada z ∈ BZ y n ∈ Z
vale:

G(z)(n) = F (Φ−1(z))(`n)F (Φ−1(z))(`n + 1) · · ·F (Φ−1(z))(`(n + 1)− 1).

Por otra parte, dado que para 0 ≤ j ≤ `− 1 vale:

F
(
Φ−1(z)

)
(`n + j) =

ϕ(`n+j)k
(zj(n−1), · · · , z`−1(n−1), z0(n), · · · , z`−1(n), z0(n+1), · · · , zj(n+1))
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sigue que el valor de G(z)(n) sólo depende de z(n − 1), z(n) y z(n + 1).

Finalmente, cualesquiera sean u = u0 · · · u`−1, v = v0 · · · v`−1, w = w0 · · ·w`−1

en B y 0 ≤ r ≤ k − 1, definimos

gr(u, v, w) = g0
r(u, v, w)g1

r(u, v, w) · · · g`−1
r (u, v, w)

siendo que para todo 0 ≤ j ≤ `:

gj
r(u, v, w) = ϕ(`r+j)k

(uj, · · · , u`−1, v0, · · · , v`−1, w0, · · · , wj)

luego la demostración sigue.



Caṕıtulo 3

Clasificación de k-Autómatas

Celulares

En este caṕıtulo se estudiará una adaptación para k-autómatas celulares

de la clasificación para atractores en autómatas celulares de M. Hurley, ver

[11], esta adaptación es uno de los resultados principales de este trabajo.

Seguidamente, estudiamos otra adaptación para los k-autómatas celulares;

se trata de la clasificación bajo equicontinuidad de Kůrka, ver [14], la cual es

un refinamiento de la clasificación hecha por Hurley. Existe una extensión del

refinamiento que ofrece Kůrka a dimensiones mayores que 1, dicha extensión

fue hecha por E. Gamber y puede encontrarse en [7].

3.1. Atractores en k-Autómatas Celulares

Pasaremos ahora a estudiar algunas propiedades básicas de los atractores

de k-autómatas celulares.

Teorema 3.1. Sea F : AZ → AZ un k-autómata celular. Si A0 y A1 son

atractores disjuntos de F , entonces cualquier atractor de F contiene un par

de atractores disjuntos; consecuentemente F tiene un continuo de cuasi-

atractores minimales.

Demostración. Sean C ⊂ AZ un atractor cualquiera de F , B(C), B(A0) y

B(A1) las cuencas de atracción de C, A0 y A1 respectivamente. Se considera

la transformación shift σk. Dado que todas las cuencas son conjuntos abiertos

de AZd
, como σk es topológicamente mixing, existe un entero m ≥ 1 tal que

σkm(B(Ai)) ∩ B(C) 6= ∅, para i = 0, 1.

De la proposición 1.8 tenemos que σk(Ai), con i = 0, 1, es un atractor para

F ; además, B(σkm(Ai)) = σkm(B(Ai)) para i = 0, 1. Luego, de la proposición

35
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1.10, se sigue que

σkm(Ai) ∩ C 6= ∅ para cada i = 0, 1.

Ahora, como A0 ∩ A1 = ∅ y σk es un homeomorfismo entonces σkm(A0) ∩
σkm(A1) = ∅. Por la proposición 1.9 tenemos que C contiene un par de

atractores: uno de ellos contenido en σkm(A0) ∩ C y el otro en σkm(A1) ∩ C

claramente tales atractores son disjuntos. En particular, existen atractores

A00 y A01 disjuntos contenidos en A0; y A10 y A11 disjuntos contenidos en A1.

Recursivamente, para cada p ≥ 1, existen atractores disjuntos Ai0...ip−10 y Ai0...ip−11

contenidos en el atractor Ai0 . . . ip−1. Luego por cada sucesión ρ = {ip}p≥0 de

0′s y 1′s los conjuntos Ai0 ⊃ Ai0i1 ⊃ · · ·Ai0i1...ip ⊃ · · · son atractores de F ;

por lo que para tal sucesión ρ, el conjunto
⋂
p≥0

Ai0...ip es un cuasi-atractor de

F ; el cual, contiene un cuasi-atractor minimal. De esta forma, F admite, al

menos, el mismo número de cuasi-atractores minimales como sucesiones de

0′s y 1′s existen; esto es, F tiene un continuo de cuasi-atractores minimales.

Pasemos ahora a considerar la posibilidad que un k-autómata celular posea

órbitas periódicas atractoras.

Teorema 3.2. Sea F : AZ → AZ un k-autómata celular. Si x ∈ AZ es un

punto periódico atractor (x es atractor de F p para algún p ≥ 1), entonces

σk(x) = x y F (x) = x.

Demostración. Sea p ≥ 1 el peŕıodo de x, aśı que F p(x) = x y F j(x) 6= x

para 0 < j < p. Como x es un atractor para F p, existe un abierto U de AZ,
con x ∈ U , tal que

1. F k(U) ⊂ U .

2. {x} =
⋂
n≥0

F np(U).
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Es claro que para cada y ∈ U , ĺım
n→+∞

F np(y) = x.

Como σk es mixing, existe N ≥ 1 tal que σkm(U) ∩ U 6= ∅ para todo

m ≥ N .

Sea y ∈ σkN(U) ∩ U . Entonces y ∈ U y existe z ∈ U tal que σkN(z) = y.

Luego

x = ĺım
n→+∞

F np(y) = ĺım
n→+∞

F np(σkN(z) = ĺım
n→+∞

σkN(F np(z))

= σkN( ĺım
n→+∞

F np(z)) = σkN(x).

De manera análoga se muestra x = σk(N+1)(x). Aśı que

σkN(x) = x = σk(N+1)(x) = σkN(σk(x)).

Dado que σk es un inyectiva, obtenemos σk(x) = x y en consecuencia la

configuración x es la concatenación de una palabra de longitud k.

Además,F (x) = F (σk(x)) = σk(F (x)); por tanto la configuración F (x) es

también la concatenación de una palabra de longitud k.

Veamos que F (x) = x. Dado que F (x) es un atractor para F p, se tiene que

existe un abierto V ⊂ AZ tal que

1. F (x) ∈ V ,

2. F p(V ) ⊂ V y

3. {F (x)} =
⋂
n≥0

F np(V ).

Como antes, para cada y ∈ V , se cumple ĺım
n→+∞

F np(y) == F (x).

Dado que x ∈ U y F (x) ∈ V , y tales conjuntos son abiertos, entonces

existe m ≥ 1 tal que:

Si z ∈ AZ es tal que z(n) = x(n) para |n| ≤ m, entonces z ∈ U ; y

Si z ∈ AZ es tal que z(n) = F (x)(n) para |n| ≤ m, entonces z ∈ V .
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En efecto, si x ∈ U y F (x) ∈ V , entonces existen m1,m2 > 0 tales que:

Bδ1(x) = {z : d(z, x) < δ1} ⊂ U ; y

Bδ2(F (x)) = {z : d(z, F (x)) < δ2} ⊂ V

con δ1 = 2−m1 y δ2 = 2−m2 .

Sea m = máx{m1,m2}. Consideremos z ∈ AZ tal que para todo |n| ≤ m

se tiene que z(n) = x(n) = F (x)(n).

Luego d(z, x) < 2−m ≤ 2−m1 = δ1; y d(z, F (x)) < 2−m ≤ 2−m2 = δ2 (ver

sección 1.2). Aśı que

z ∈ Bδ1(x) ⊂ U y z ∈ Bδ2(x) ⊂ V

Sea y ∈ AZ tal que y(n) =

{
x(n) si |n| ≤ m

F (x)(n) si |n| > m
.

Obsérvese que para1 l = 2
(
1 +

[[m

k

]])
se tiene σlk(y) ∈ V . Además y ∈ U ,

de donde

ĺım
n→+∞

F np(y) = x

Hagamos z = σlk(y) ∈ V . Entonces

x = ĺım
n→+∞

F np(y) = ĺım
n→+∞

F np(σ−lk(z)) = σ−lk( ĺım
n→+∞

F np(z))

= σ−lk(F (x)) = F (x)

Aśı la demostración está completa.

Ejemplo 3.1. Consideremos el 2-autómata celular del ejemplo 2.1; es fácil

verificar que no es un autómata celular; en efecto:

σ(F (x))(n) = F (x)(n + 1)

=

{
x((n + 1) + 1), si n + 1 es par

x(n + 1)x((n + 1) + 1), si n + 1 es impar

=

{
x(n + 2), si n es impar

x(n + 1)x(n + 2), si n es par
.

1Dado x ∈ R, [[x]] = n ∈ Z si y sólo si n ≤ x < n + 1.
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Pero

F (σ(x))(n) =

{
σ(x)(n + 1), si n es par

σ(x)(n)σ(x)(n + 1), si n es impar

=

{
x(n + 2), si n es par

x(n + 1)x(n + 2), si n es impar
.

Por lo tanto existen configuraciones x ∈ AZ tales que F (σ(x)) 6= σ(F (x)).

También es simple chequear que los puntos fijos {xn}n∈Z de F , son de una

de las siguientes clases:

1. xn = 0 para todo n ∈ Z.

2. xn = 1 para todo n ∈ Z.

3. Existe k ∈ Z tal que xn =

{
0, si n < 2k

1, si n ≥ 2k
.

Obsérvese que ninguno de estos puntos fijos es atractor, pero A =
⋂
n≥0

F n(AZ)

es un atractor (global) para F . La figura 3.1 muestra la evolución temporal

de una configuración particular.

Teorema 3.3. Sea F : AZ → AZ un k-autómata celular. Si A es un atrac-

tor minimal de F ; esto es, no existen atractores propios contenidos en A,

entonces σk(A) = A; además, su cuenca de atracción es densa en AZ y A

está contenido en todo atractor de F .

Demostración. Sea B ⊂ AZ cualquier otro atractor de F . Si A ∩ B = ∅,
entonces del teorema 3.1, A contendŕıa dos atractores disjuntos, lo cual no

puede ser ya que A es minimal, aśı A ∩ B 6= ∅ para todo atractor B de F .

Por la proposición 1.9 se deduce que A ⊂ B.

Veamos que σk(A) = A y que B(A) es densa en AZ. Dado que σk es un

homeomorfismo que conmuta con F , al igual que σ−k, de la proposición 1.8,

se sigue que σk(A) y σ−k(A) son atractores de F , luego A ⊂ σk(A) y A ⊂



3.2. Extensión de la Clasificación de Hurley 40

parimpar

Figura 3.1: Esta figura permite visualizar que los puntos fijos del tipo 3 no son atractores

σ−k(A), de donde A = σk(A). Finalmente, sea B(A) la cuenca de atracción

de A. Sabemos que B(A) es abierto; además, como A = σk(A), se entonces

de la misma proposición 1.8 σk(B(A)) = B(A), más aun, σkn(B(A)) = B(A)

para todo entero n ≥ 1. Ahora bien, como σk es transitivo, de hecho mixing,

entonces, para cualquier abierto U de AZ, existe m ≥ 1 tal que σkm(B(A))∩
U 6= ∅, de donde B(A)∩U 6= ∅; con lo cual se tiene la densidad de la cuenca

de atracción de A.

3.2. Extensión de la Clasificación de Hurley

El siguiente es uno de los resultados principales de este trabajo y es la

adaptación del teorema de clasificación de M. Hurley, ver [11], para los k-

autómatas celulares, con base en sus atractores.

Teorema 3.4. Cualquier k-autómata celular F : AZ → AZ está en exacta-

mente una de las clases determinadas por las siguientes propiedades.
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(A1) Existen dos atractores de F disjuntos, en consecuencia F tiene un

continuo de cuasi-atractores minimales.

(A2) Existe un único cuasi-atractor minimal Q de F , que no es un atractor,

el cual satisface que σk(Q) = Q y está contenido en cualquier atractor

de F .

(A3) Existe un único atractor minimal de F , por lo tanto contenido en cada

una de los atractores de F .

Demostración. Cualquiera sea el par de estas propiedades que tomemos,

ellas no se satisfacen simultáneamente. Demostremos esta afirmación.

Supongamos que (A1) se cumple, por teorema 3.1, F tiene un continuo

de cuasi-atractores minimales, lo que implica que (A2) no se cumple. Por lo

tanto, (A1) y (A2) no se satisfacen simultáneamente.

Si se cumple (A3), entonces existe un único atractor minimal contenido

en cada uno de los cuasi-atractores de F , aśı que cualquier par de atractores

de F tiene intersección no vaćıa, con lo que (A1) no se cumple. Obviamente

(A2) y (A3) no se cumplen de manera simultánea.

Supongamos que (A1) no se cumple, es decir, cualquier par de atractores

de F tiene intersección vaćıa; mostraremos que se satisface (A2) o (A3).

Es claro que F tiene un único cuasi-atractor minimal, pues de lo contrario

existiŕıan al menos dos cuasi-atractores minimales distintos, digamos Q1 y

Q2. Si Q1 ∩ Q2 6= ∅, entonces Q1 ∩ Q2 es un cuasi-atractor de F contenido

propiamente en Q1 y Q2, lo que contradice la minimalidad de Q1 y Q2. Aśı que

Q1 ∩ Q2 = ∅, y por la proposición 1.11, existen dos atractores disjuntos de

F , lo que contradice la hipótesis.

Sea Q =
⋂
α∈I

Aα, con I ⊂ Z+ y Aα atractor de F para cada α ∈ I, el único

cuasi-atractor minimal de F . Entonces, para cada α ∈ I, σk(Aα) y σ−k(Aα)

son atractores de F (usando la proposición 1.8 y dado que σk ◦ F = F ◦ σk);

además,

σk(Q) = σk

(⋂
α∈I

Aα

)
=

⋂
α∈I

σk(Aα), y
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σ−k(Q) = σ−k

(⋂
α∈I

Aα

)
=

⋂
α∈I

σ−k(Aα);

aśı que σk(Q) y σ−k(Q) son cuasi-atractores de F , los cuales deben contener

a un cuasi-atractor minimal de F , y por ser Q el único cuasi-atractor de F ,

se tiene que Q ⊂ σk(Q) y Q ⊂ σ−k(Q), de donde Q = σk(Q).

El conjunto de los cuasi-atractores de F es numerable, y la intersección de

todos estos es un cuasi-atractor de F y por lo tanto contiene a Q, aśı que

Q está contenido en todos los atractores de F . Si Q no es un atractor de F ,

entonces (A2) se cumple, de lo contrario, tenemos que (A3) se cumple.

3.3. Extensión de Clasificación de Kůrka

En esta sección mostraremos el segundo resultado principal del trabajo,

se trata, en el marco de los k-autómatas celulares, de la extensión de la

clasificación dada por Kůrka, ver [14], de los autómatas celulares en términos

de propiedades de equicontinuidad; la cual es a su vez una modificación a la

clasificación dada por Gilman en [9].

Antes de enunciar, y demostrar, tal resultado recordamos algunas propiedades

de equicontinuidad en espacios métricos generales; aśı como en el marco de

los k-autómatas celulares; remitimos a [15] para más detalles. Es importante

mencionar que la clasificación de Kůrka fue recientemente expuesta por E.

Gamber en [7] para autómatas celulares en dimensiones mayores que uno.

Definición 3.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X continua.

Un punto x ∈ X es Lyapunov estable o equicontinuo, si dado ε > 0 existe

δ > 0 tal que para todo y ∈ X con , d(y, x) < δ, y todo n ≥ 0 se cumple que

d(fn(y), fn(x)) < ε

Denotaremos por Eq(f) al conjunto de puntos equicontinuos, o estables de

Lyapunov, de f ; es decir, al conjunto de puntos donde la familia {fn}n≥0 es

equicontinua. Diremos que f es equicontinua si la familia {fn}n≥0 es equicon-

tinua en X.
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Observación 3.1. Como consecuencia directa de la definición 3.1 tenemos:

1. Eq(f) = ∅ si y sólo si para todo x ∈ X existe ε > 0 tal que para todo

δ > 0 se cumple que existen y ∈ X con d(y, x) < δ y n0 ≥ 0 tales que

d(fn0(x), fn0(y)) ≥ ε.

2. Eq(f) 6= X si y sólo si existen x ∈ X y ε > 0 tales que para todo

δ > 0 se cumple que existen y ∈ X con d(y, x) < δ y n0 ≥ 0 tales que

d(fn0(x), fn0(y)) ≥ ε.

Definición 3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X continua.

1. f es positivamente expansiva si existe ε > 0 tal que para todo x ∈
X y y 6= x se cumple que existe n0 ≥ 0 tal que d(fn0(x), fn0(y)) ≥ ε.

2. f es sensible a las condiciones iniciales, si existe ε > 0 tal que para todo

x ∈ X y δ > 0 se cumple que existen y ∈ X, con d(y, x) < δ, y n0 ≥ 0

tales que d(fn0(x), fn0(y)) ≥ ε. Por comodidad se dice que f es sensi-

ble.

Observación 3.2. Claramente (2) implica que Eq(f) = ∅, que a su vez

implica que Eq(f) 6= X. Si X no tiene punto aislados ó X es perfecto,

entonces (1) implica (2).

Para la demostración de los resultados previos a la clasificación de los

k-autómata según equicontinuidad es necesario la siguiente definición.

Definición 3.3. Sean f0, . . . , fk−1 : A[ n , n+m ] → A, con m > 0, reglas

locales. Dados s ≥ 1 y 0 ≤ j < k, la potencia s de la regla local fj es la

aplicación f s
j : Ams+1 → A dada recursivamente por:

f s
j (b0, . . . , bms) = fj

(
f s−1

(j+n)k
(b0, . . . , b(s−1)m), . . . , f s−1

(j+n+m)k
(bm, . . . , bms)

)

la potencia 1 es la propia regla local, donde mk denota el entero m tomado

módulo k.
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Dados enteros m ≤ n y un bloque u ∈ An−m+1; esto es, una palabra de

longitud n−m + 1, [u][m,n] denotará el cilindro de AZ formado por todas la

configuraciones x tales que x[m,n] = u; donde x[m,n] es la restricción de x al

intervalo de enteros entre m y n.

Supongamos que F : AZ → AZ es un k-autómata celular no sensitivo,

entonces para cada entero L ≥ 0 existen un entero M ≥ 0 y un bloque u en

A2M+1 tales que, para todo x, y ∈ [u][−M,M ] se tiene F n(x)[−L,L] = F n(y)[−L,L]

cualquiera sea n ≥ 0.

Lema 3.1. Sean F : AZ → AZ un k-autómata celular y u ∈ A2M+1 tal

que para todo x, y ∈ [u][−M,M ] y n ≥ 0 se cumple F n(x)(0) = F n(y)(0). Si

p es un entero con pk > M , y U = [uvu][−pk−M,pk+M ] donde v es cualquier

bloque en A2(pk−M)−1, entonces para todo x, y ∈ U y cada n ≥ 0 se tiene

F n(x)[−pk,pk] = F n(y)[−pk,pk].

Demostración. Supongamos que F es de radio 1, ver teorema 2.2. Sean

f0, · · · , fk−1 : A3 → A las reglas locales que definen a F ; es decir, cualesquiera

sean x ∈ AZ y m ∈ Z con m = r mod k, se tiene F (x)(m) = fr(x(m −
1), x(m), x(m + 1)). Para cada 0 ≤ j < k y n ≥ 1 consideremos la potencia

n-ésima de la regla local fj; es decir, fn
j : A2n+1 → A dada por

fn
j (a0, · · · , a2n) =

fj

(
fn−1

(j−1)k
(a0, · · · , a2n−2), f

n−1
jk

(a1, · · · , a2n−1), f
n−1
(j+1)k

(a2, · · · , a2n)
)

.

donde sk = s mod k para s ∈ Z. Sean x ∈ AZ, n ≥ 1 y m ∈ Z. Entonces

F n(x)(m) = fn
mk

(
x[m−n,m+n]

)
=

fmk

(
fn−1

(m−1)k
(x[m−n,m+n−2]), f

n−1
mk

(x[m−n+1,m+n−1]), f
n−1
(m+1)k

(x[m−n−2,m+n])
)

= fmk

(
F n−1(x)(m− 1), F n−1(x)(m), F n−1(x)(m + 1)

)
. (3.3.1)

En efecto, sea x ∈ AZ. Dado que F (x)(m) = fmk

(
x[m−1,m+1]

)
para cada
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m ∈ Z, entonces dado m ∈ Z

F 2(x)(m) = F (F (x))(m) = fmk

(
F (x)[m−1,m+1]

)

= fmk
(F (x)(m− 1), F (x)(m), F (x)(m + 1))

= fmk

(
f(m−1)k

(
x[m−2,m]

)
, fmk

(
x[m−1,m+1]

)
, f(m+1)k

(
x[m,m+2]

))

= f 2
mk

(
x[m−2,m+2]

)

Supongamos que para cada m ∈ Z se cumple que

F n−1(x)(m) = fn−1
mk

(
x[m−n+1,m+n−1]

)

Aśı que para cada m ∈ Z tenemos que

F n(x)(m) = F
(
F n−1(x)

)
(m) = fmk

(
F n−1(x)[m−1,m+1]

)

= fmk

(
F n−1(x)(m− 1), F n−1(x)(m), F n−1(x)(m + 1)

)

= fmk

(
fn−1

(m−1)k

(
x[m−n,m+n−2]

)
, fn−1

mk

(
x[m−n+1,m+n−1]

)
, f(m−n+2)k

(
x[m,m+n]

))

= fn
mk

(
x[m−n,m+n]

)

Fijemos w ∈ [u][−M,M ]. Note que para todo z ∈ U vale

F n(z)(−pk) = F n(z)(pk) = F n(w)(0), para todo n ≥ 0,

esto sigue del hecho que σ−pk(z)[−M,M ] = σpk(z)[−M,M ] = u. Haciendo uso de

(3.3.1) se verifica fácilmente que para |m| < pk y 0 ≤ n ≤ pk + M − |m| se

cumple que F n(x)(m) = F n(y)(m) para cada par x, y ∈ U . Dado que para

0 ≤ m < pk se cumple

F pk+M+1−m(x)(m) =

fmk

(
F pk+M−m(x)(m− 1), F pk+M−m(x)(m), F pk+M−m(x)(m + 1)

)
,

F pk+M−m(x)(m + 1) =

f(m+1)k

(
F pk+M−1−m(x)(m), F pk+M−1−m(x)(m + 1), F pk+M−1−m(x)(m + 2)

)
,
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...

FM+2(x)(pk−1) = fk−1

(
FM+1(x)(pk − 2), FM+1(x)(pk − 1), FM+1(x)(pk)

)
;

mientras que para −pk < m ≤ 0 se tiene:

F pk+M+1+m(x)(m) =

fmk

(
F pk+M+m(x)(m− 1), F pk+M+m(x)(m), F pk+M+m(x)(m + 1)

)
,

F pk+M+m(x)(m− 1) =

f(m−1)k

(
F pk+M−1+m(x)(m− 2), F pk+M−1+m(x)(m− 1), F pk+M−1+m(x)(m)

)
,

...

FM+2(x)(−pk + 1) =

f1

(
FM+1(x)(−pk), FM+1(x)(−pk + 1), FM+1(x)(−pk + 2)

)
,

entonces para todo x, y ∈ U se cumple F n(x)(m) = F n(y)(m) cualesquiera

sean |m| < pk y 0 ≤ n ≤ pk + M + 1− |m|.
Haciendo uso exactamente de la misma estrategia, se va aumentando el

número de iterados para los cuales las órbitas de las configuraciones en U

coinciden parcialmente. Por tanto, la demostración del lema termina por

inducción.

Teorema 3.5. Si F un k-autómata celular no sensitivo, entonces el conjunto

de equicontinuidad es residual.

Demostración. Sean M ≥ 0 y u ∈ A2M+1 tales que para cada par x, y ∈
[u][−M,M ] se tiene F n(x)(0) = F n(y)(0) cualquiera sea n ≥ 0. Por otro lado,

para todo entero ` ≥ 1 denotamos por U` al conjunto de todo z ∈ AZ para los

cuales existen ` enteros positivos M < p1 < · · · < p`, con pj−1 +M < pj−M

para j = 2, · · · , `, tales que z coincide con u en cada [−pj −M,−pj + M ] y

[pj−M, pj +M ]. Claramente U` es abierto (unión de cilindros) y denso en AZ.
Del lema anterior sigue que toda configuración en el conjunto V =

⋂
`≥1 U`

es equicontinua.
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Con este resultado se obtiene, de la misma forma como en [14], una clasi-

ficación equicontinua de los k-autómatas celulares.

Teorema 3.6. Todo k-autómata celular F : AZ → AZ satisface una sóla de

las siguientes propiedades:

E1. F es equicontinuo, esto es, Eq(F ) = AZ.

E2. ∅ 6= Eq(F ) 6= AZ.

E3. F es sensible a las condiciones iniciales, pero no positivamente expan-

sivo.

E4. F es positivamente expansivo.

Demostración. Veamos que E1, E2, E3 y E4 no se cumplen simultánea-

mente dos a dos.

Supongamos E1: Eq(F ) = AZ. Luego E2 no se cumple. Además, en virtud

de la observación 3.2, ni E3 ni E4 se cumplen.

Supongamos E2: ∅ 6= Eq(F ) 6= AZ. Luego E1 no se cumple. Nuevamente

en virtud de la observación 3.2, obtenemos que E3 no se cumple. Como F

no es sensible y AZ es perfecto, entonces E4 no se cumple (de nuevo por la

observación 3.2).

Supongamos E3: F es sensible pero no positivamente expansivo. Aśı que

claramente E4 no se cumple. Además Eq(F ) = ∅, en consecuencia ni E1 ni

E2 se cumplen.

Supongamos E4: F es positivamente expansivo. Como AZ es perfecto, F es

sensitivo, esto es, Eq(F ) = ∅, aśı que ni E1 ni E2 se cumplen. Evidentemente

E3 no se cumple.

Veamos ahora que se cumple E1, E2, E3 ó E4.

Supongamos que ni E1 ni E2 ni E3 se cumplen. Supongamos además que

F no es sensitivo. Luego Eq(F ) es un conjunto residual, lo cual es una con-

tradicción ya que Eq(F ) = ∅ y Eq(F ) 6= AZ, aśı que F es positivamente

expansivo.
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